2.3  Μοντέλο πολλαπλής ευθύγραμμης συμμεταβολής  
Όπως αναφέρθηκε, ένα επίσης απλό παραμετρικό μοντέλο μπορεί να κατασκευασθεί για να μελετήσουμε πως μεταβάλλεται μια εξαρτημένη μεταβλητή Υ ως συνάρτηση περισσοτέρων της μιας ανεξάρτητων μεταβλητών. Αν οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι x1, x2,…, xn τότε το μοντέλο είναι της μορφής: 

Υ = β0 + β1x1 + β2x2 + ……βnxn + E.

Στο μοντέλο αυτό το άθροισμα β0 + β1x1 + β2x2 + ……βnxn είναι το συστηματικό μέρος δηλ. το μέρος του συστήματος που εξηγείται από το μοντέλο (explanatory) και Ε είναι το μέρος του μοντέλου που δεν μπορεί να εξηγηθεί (unexplained part) ή τυχαίο (random) μέρος. Υποθέτουμε και πάλι ότι οι αποκλίσεις Ε έχουν σταθερή κατανομή με μέσο όρο 0 και διακύμανση σ2. Οι συντελεστές β0, β1,…βn καλούνται συντελεστές παλινδρόμησης. 

Παράδειγμα 1:  Για να δούμε πως κατασκευάζεται ένα τέτοιο μοντέλο θα αναλύσουμε το παρακάτω υποθετικό παράδειγμα, όπου 2 παράμετροι καθορίζουν την αύξηση της ιτιάς σε αμμοπηλώδες έδαφος της Β. Ελλάδας με υπόγεια στάθμη νερού. Η ιτιά κόβεται σε μεγάλους περίτροπους χρόνους (20 έτη) για παραγωγή βιομάζας και χαρτιού. Η εξαρτημένη μεταβλητή είναι το ύψος των δένδρων μετά από 20 έτη (HT). Ως παραμέτρους (μεταβλητές) καθορισμού λαμβάνουμε το μέσο ελάχιστο βάθος υπόγειας στάθμης νερού (GWD σε  cm) και το ποσοστό της οργανικής ουσίας (%) στο επιφανειακό έδαφος (OM). Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι το παρακάτω μοντέλο εφαρμόζεται στην περιοχή τιμών:


0 ≤ OM ≤ 8   και 0 ≤ GWD ≤ 200:

HT = 16 – 0.03 * GWD + 0.5*OM + E, όπου το Ε έχει τυπική απόκλιση 0.7.

Το συστηματικό μέρος του μοντέλου απεικονίζεται στο αριστερό μέρος της Εικ. 2.5. Οι αντίστοιχες παρατηρήσεις παρουσιάζονται στο δεξιό μέρος της ίδιας εικόνας. Εδώ, η τρίτη μεταβλητή είναι ορατή με τη διαίρεση σε ομάδες και την αντιστοίχηση με σύμβολα. Για παράδειγμα, 1 παριστά 0 ≤ OM ≤ 2, 2 παριστά 2 ≤ OM ≤ 4, κ.ο.κ. 

Για ένα πειραματικό τεμάχιο με GWD=100 και OM=2 το ύψος μετά 20 έτη αναμένεται να είναι 14 μέτρα. Το πραγματικό ύψος των δένδρων σε διάφορα τεμάχια με τις τιμές αυτές των GWD και OM δίνει τυπική απόκλιση 0.7. Το αριστερό μέρος της Εικ. 2.5 παριστά μόνο το συστηματικό μέρος του μοντέλου. Η επίδραση των μεταβλητών παραμέτρων μπορεί να περιγραφεί ως ακολούθως: μεταβολή της GWD κατά 1 cm ευθύνεται για μεταβολή του ύψους κατά 0.03 m (αν OM είναι σταθερό) ενώ αύξηση της οργανικής ουσίας κατά 1% αποφέρει αύξηση του ύψους κατά 0.5 m (GWD σταθερό). 

Οι αλλαγές αυτές στο αναμενόμενο ύψος φυτών μετά 20 έτη είναι οι τιμές –0.03 και 0.5 των παραμέτρων β1 και β2. Στην πράξη δεν έχουμε πάντα μεταβολή μόνο της μιας ανεξάρτητης μεταβλητής. Στο υπό μελέτη υποθετικό έδαφος θα μπορούσε κάλλιστα το ποσοστό οργανικής ουσίας να συμφωνεί καλά με το βάθος υπογείου ύδατος. Η τιμή 16 της παραμέτρου β0 είναι η αναμενόμενη τιμή του ΗT για ένα τεμάχιο με GWD=0 και OM=0. Η τιμή 0 μπορεί συχνά να βρίσκεται πολύ μακριά από την πειραματική περιοχή.
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Εικ. 2.5. Αριστερά το μοντέλο προσομοίωσης, και δεξιά οι παρατηρήσεις.

Παράδειγμα 2: Το δεύτερο παράδειγμα λαμβάνεται από τη Βιβλιογραφία (Snedecor  & Cochran, 1989). H περιεκτικότητα Ρ στο φυτό πρόκειται να περιγραφεί από τα ποσά διαθεσίμου ανόργ. Ρ και τα ποσά διαθεσίμου οργ. Ρ ( σε δύο μορφές και org1 και org2).
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Στη σχετική περιοχή τιμών κατασκευάζουμε το παρακάτω μοντέλο:

Ρφυτό = β0 + β1 ανόργ. + β2 οργ.1 +β3 οργ. 2 +Ε

Παράδειγμα  3.

Στα απλούστερα μοντέλα έχουμε γραμμική συσχέτιση μεταξύ της ανεξάρτητης και εξαρτημένων μεταβλητών. Συχνά όμως η συσχέτιση περιγράφεται καλύτερα από μια καμπύλη, όπως π.χ. του τύπου 
Υ = β0 + β1x +β2x2+ Ε, 

ή μια καμπύλη 3ου βαθμού:

Υ = β0 + β1x +β2x2+ β3x3 + Ε

και πιο γενικά  ένα πολυωνυμικό μοντέλο n βαθμού: Υ=β0 + β1x +β2x2+ … + βnxn + Ε.

Αν έχουμε 2 ανεξάρτητες μεταβλητές (x1 και x2) ένα  πολυωνυμικό μοντέλο 2ου βαθμού θα είναι:  Y = β0 +β1x1 + β2x2+ β3x12+ β4x1x2+ β5x22+ Ε.

Αν και πάλι οι αποκλίσεις Ε κατανέμονται κανονικά με διακύμανση ανεξάρτητη του x (x1 και x2, αντίστοιχα), τότε είναι εύκολη η μετατροπή ενός τέτοιου μοντέλου, έτσι ώστε οι ανεξάρτητες μεταβλητές να εμφανίζονται με γραμμική μορφή στο μοντέλο. Πρέπει να σημειωθεί ότι πρόκειται για μοντέλο γραμμικής συμμεταβολής αν το μοντέλο είναι ευθύγραμμο μέσα στις παραμέτρους. Επομένως τα παραπάνω μοντέλα είναι επίσης γραμμικά. Το μοντέλο μπορεί να γραφεί ως ακολούθως:

Υ = β0 + β1x1 +β2x2+ β3x3 + β4x4 +β5x5+ Ε, όπου

x3 = x12, 
x4 = x1x2, 
και  x5 = x22
Επειδή για πολυώνυμα μπορεί να γίνει εύκολα η παραπάνω διόρθωση σε αντίθεση με τα μη γραμμικά μοντέλα, τα πολυωνυμικά μοντέλα ήταν και είναι πολύ δημοφιλή για πολλές δεκαετίες. Όμως πολλές βιολογικές διεργασίες μπορούν να περιγραφούν πολύ καλύτερα με μη γραμμικά μοντέλα. Παραδείγματος χάρη, τα πολυώνυμα δεν είναι κατάλληλα για την περιγραφή μιας καμπύλης με οριζόντια ασύμπτωτο. Επιπρόσθετα, οι παράμετροι μη γραμμικών μοντέλων συχνά έχουν καθαρή βιολογική σημασία. Επομένως είναι προτιμότερο αν κάποιος μπορεί να κατασκευάσει ένα τέτοιο μοντέλο. Η μαθηματική ανάλυση δεν αποτελεί πλέον μεγάλο εμπόδιο. 

Από τα πολυωνυμικά μοντέλα μπορούμε μόνο να περιμένουμε μια προσεγγιστική περιγραφή της σχέσης μεταξύ ανεξάρτητης – εξαρτημένης μεταβλητής. Επίσης, τα μοντέλα αυτά μπορούν μόνο να εφαρμοσθούν για το εύρος των τιμών του x όπου δημιουργήθηκαν (έξω από το εύρος αυτό λόγω τάσεων προς +∞ ή -∞, υπερβολικά μεγάλης ή μικρές τιμές μπορούν να βρεθούν). Παρά τα μειονεκτήματα αυτά, υπάρχουν αρκετές χρήσιμες εφαρμογές των πολυωνυμικών μοντέλων. Γενικά δεν αναμένεται να κατασκευάσουμε μοντέλα με περισσότερους των 3 βαθμών.

Προσδιορισμός παραμέτρων
Οι συντελεστές παλινδρόμησης και η διακύμανση είναι συνήθως άγνωστοι και πρέπει να προσδιοριστούν από μετρημένες τιμές-παρατηρήσεις που γίνονται σε πειραματικές μονάδες-τεμάχια. Όπως και στην περίπτωση του απλού γραμμικού μοντέλου, χρησιμοποιείται η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων.

Παράδειγμα 2: Αν σημειώσουμε τις παρατηρήσεις μας από το πείραμα με Ρφυτό, ανοργ, οργ1, οργ2 μπορούμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές β0, β1, β2 και β3 με τις τιμές  αυτές όπου το άθροισμα τετραγώνων 
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Σ(Ρφυτόi – β0 - β1∙ ανοργi – β2 ∙ οργ1i – β3 ∙ οργ2i)2 είναι ελάχιστο.

i-1

Οι τιμές τους παρουσιάζονται ως b0, b1, b2 και b3 και εξαρτώνται από τις παρατηρήσεις, και επομένως είναι στοχαστικές και περιέχουν το τυπικό σφάλμα. Το ανωτέρω άθροισμα τετραγώνων είναι γνωστό ως άθροισμα τετραγώνων του υπολοίπου ή σφάλματος (SSres). Έχει 17-4=13 β.ε. γιατί χρησιμοποιούμε 4 βαθμούς ελευθερίας για την εκτίμηση των 4 συντελεστών συμμεταβολής. Το μέσο άθροισμα τετραγώνων του σφάλματος MSres [=SSsres / (17-4)] είναι μια πρόβλεψη της σ2. Γενικά εκτιμούμε τις τιμές των β0, β1,….,βn για τις οποίες το άθροισμα τετραγώνων των αποκλίσεων Εi των μετρημένων τιμών Υi και των αναμενόμενων τιμών μ = β0 + β1x1 + … + βmxm που ακολουθεί είναι ελάχιστο:

  n 
     n

    n

Σ Ei2 = Σ (Yi - μi)2 = Σ (Yi-β0-β1x1-…-βmxm)2.

i=1
    i=1

   i=1

Οι προσδιορισμένες τιμές παρουσιάζονται με b0, b1, …, bm, μ’, Εi’.

Κάθε παρατήρηση Υi χωρίζεται στην αναμενόμενη προσδιορισμένη τιμή μi’ = b0 + b1xi1 + … + bmxim, και την αναμενόμενη απόκλιση Ei’ = Yi - b0 - b1xi1 - … - bmxim 

Το άθροισμα  τετραγώνων μπορεί επίσης να χωρισθεί σε:

Πηγή παράλλαξης          
    Βαθμοί Ελευθερίας        
Άθροισμα τετραγώνων
Παλινδρόμηση                        
      m                           SSreg = Σ(μ’ – μˉ ’)2
Υπόλοιπο (σφάλμα)                      
      n-m-1               
 SSres = Σ Ε’2
Σύνολο                                         
      n-1                  
 SStot = Σ(Υ- Ŷ)2
Το μέρος της διακύμανσης του Υ που εξηγείται από το μοντέλο (όπως και στην περίπτωση του μοντέλου απλής παλινδρόμησης ) ισούται με:

R2adj = (MStot – MSres) / MStot.

Αν και πάλι ορίσουμε το SSregr (με m βαθμούς ελευθερίας) ως SStot – SSres, τότε όπως και προηγούμενα μπορούμε να ελέγξουμε αν το μοντέλο μας έχει ικανότητα πρόβλεψης με το στατιστικό :  F = MSregr / MSres 
με (m) και (n-m-1) βαθμούς ελευθερίας.
Άσκηση 2.5. Προσδιορίστε τις παραμέτρους του μοντέλου, τον R2, και τον πίνακα ANOVA.

Για να δούμε αν η βi μπορεί να παραληφθεί από το μοντέλο (Ho: βi=0) ελέγχουμε το στατιστικό t του bi / SE(bi). Ένα διάστημα ασφαλείας του βi μπορεί επίσης να ορισθεί με :   bi ±  t ∙ SE(bi), όπου t είναι η κριτική τιμή της κατανομής του t με n-m-1 β.ε. 

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι οι προσδιορισμένες τιμές των αποκλίσεων (σφάλματος) είναι σημαντικές. Παρατηρήσεις με μεγάλο σφάλμα δεν προσαρμόζονται καλά στο μοντέλο (Εικ. 2.6). Επίσης είναι σημαντικό να διαπιστωθεί αν υπάρχουν παρατηρήσεις με υπερβολικά μεγάλη τιμή x. Τέτοιες τιμές που είναι εκτός της πειραματικής περιοχής έχουν μεγάλη επιρροή (high leverage) (Εικ. 2.7).

Οι τιμές των αποκλίσεων και οι προσδιορισμένες τιμές μπορούν να απεικονισθούν σε γραφική παράσταση για να βρούμε αν έχουμε σταθερή διακύμανση. Για να ελέγξουμε το συστηματικό μέρος του μοντέλου μας μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα 3διάστατο γράφημα από τις παρατηρήσεις. Η τρίτη μεταβλητή, μπορεί επίσης να παρουσιασθεί με ομαδοποίηση μεγέθους (π.χ. 4 ομάδες) χρησιμοποιώντας σύμβολα. Αν το χρησιμοποιούμενο μοντέλο είναι ορθό, τότε έχουμε μια γραφική παράσταση όπως στο δεξιό μέρος της Εικ.2.5 όπως λαμβάνεται στο παράδειγμα 1.

Αν οι γραμμές των 4 ομάδων δεν εμφανίζονται παράλληλες, τότε το γινόμενο OM* GWD μπορεί να εισαχθεί στο μοντέλο (θεωρούμε ότι υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ OM και GWD). Αν οι 4 γραμμές  δεν είναι ευθείες, τότε μπορεί να κατασκευασθεί ένα μη γραμμικό μοντέλο. Αν κάποιος έχει εμπειρία με ένα τύπο μοντέλου που περιγράφει καλά μια σχέση, τότε ασφαλώς θα πρέπει να δοκιμάσει το μοντέλο αυτό. 

Τέλος θα πρέπει να σημειωθεί ότι κατασκευάζοντας μοντέλα συμμεταβολης του y ως προς διάφορες μεταβλητές, δεν είναι πάντα εφικτό να αποφανθούμε για την ποιότητα της συσχέτισης για όλες τις μαζί τις μεταβλητές. Παρακάτω δίνονται 3 τυπικές περιπτώσεις:

α) Το άθροισμα τετραγώνων που εξηγείται από x1 και x2 ισούται με τo ΑΤ που εξηγείται από τα x1 και x2 στα επί μέρους μοντέλα. Επίσης, οι συντελεστές του συνδυασμένου μοντέλου είναι οι ίδιοι όπως και στα επί μέρους μοντέλα. β) Οι μεταβλητές x1 και x2 αθροιστικά δεν εξηγούν περισσότερο από ότι εξηγούν στα επί μέρους μοντέλα. γ) Οι μεταβλητές x1 και x2 αθροιστικά  εξηγούν πολύ περισσότερο από ότι το ΑΤ τους στα επί μέρους μοντέλα.

Στην πρώτη περίπτωση οι παραπάνω παράμετροι μεταβάλλονται ανεξάρτητα μεταξύ τους. Κατά την πειραματική έρευνα μπορούμε να μεταβάλλουμε τις παραμέτρους αυτές ανεξάρτητα μεταξύ τους, γεγονός συχνά αδύνατο κατά την έρευνα παρατήρησης. Στην δεύτερη περίπτωση, υπάρχει ισχυρή συσχέτιση μεταξύ των x1 και x2, ενώ στην τρίτη περίπτωση οι παράμετροι είναι συμπληρωματικές μεταξύ τους. Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι είναι αδύνατο να αποφανθούμε με βάση ξεχωριστές συσχετίσεις, ποιες παράμετροι συνεισφέρουν περισσότερο κατά την εισαγωγή τους στο μοντέλο πολλαπλής συμμεταβολής. Από την άλλη πλευρά ο προσδιορισμός ενός σύνθετου μοντέλου δεν μπορεί να εξηγήσει ποιες μεταβλητές μπορούν να απαλειφθούν,  και αυτό γιατί το t-test μπορεί μόνο να προβλέψει αν η χρησιμοποιούμενες παράμετροι είναι απαραίτητες να εξηγήσουν το σύστημα (π.χ. στην περίπτωση (β) και οι δύο παράμετροι x1 και x2 δίνουν μικρή τιμή t στο σύνθετο μοντέλο. Επομένως, κατά την εκλογή των παραμέτρων θα πρέπει να λαμβάνονται υπόψη όλα τα επί μέρους υπομοντέλα. 

Εικ. 2.6. Μια παρατήρηση με μεγάλη απόκλιση

Εικ. 2.7. Η μεγάλη επίδραση μιας παρατήρησης με μεγάλο x (high leverage)

2.4  Σύγκριση μοντέλων

Εδώ θα συζητήσουμε μια γενικά χρησιμοποιούμενη μέθοδο σύγκρισης ευθύγραμμων μοντέλων εκ των οποίων το ένα είναι υπο-μοντέλο του άλλου. Ελέγχουμε λοιπόν την υπόθεση Ηο, ότι ένα μεγαλύτερο μοντέλο (Η) μπορεί να απλοποιηθεί σε απλούστερη μορφή του ενώ η υπόθεση Η1 είναι ότι το μεγαλύτερο μοντέλο είναι αρτιότερο από το απλουστευμένο μοντέλο.

Παράδειγμα 2 (συνέχεια):

Εδώ πρόκειται να συγκριθεί το ευρύτερο μοντέλο Ε(Υ) = β0 + β1x1+ β2x2+ β3x3 με το υπο-μοντέλο Ε(Υ) = β0 + β1x1, με βάση την υπόθεση Ηο: β2= β3 = 0, δηλ. τα ποσά οργανικού Ρ στο έδαφος δεν αποτελούν παράγοντα που εξηγεί την περιεκτικότητα Ρ στο φυτό.

Παράδειγμα 3 (συνέχεια):

Εδώ πρόκειται να εξακριβώσουμε αν η 2ου βαθμού εξίσωση που χρησιμοποιείται για την περιγραφή της οργανικής ουσίας χρειάζεται πραγματικά ή θα αρκούσε ένα απλούστερο γραμμικό μοντέλο. Επομένως:

Ηο:  Ε(Υ)=β0 + β1x1+ β2x2+ β3x3 + β4x4+ β5x5 και Ηο: Ε(Υ)=β0 + β1x1+ β2x2.

Γενικότερα υποθέτουμε ότι το υπομοντέλο περιέχει pο παραμέτρους κάτω από την Ηο και p παραμέτρους κάτω από την Η1 (στο τελευταίο παράδειγμα pο=3 και p=5). Μπορούμε να υπολογίσουμε το άθροισμα τετραγώνων του σφάλματος για τα 2 μοντέλα:


Ηο = SSreso με dfο = n-po

Ηο = SSres   με df = n-p

Κάτω από την Ηο (κατά την οποία p-po ισούται με dfo-df) ισχύει:


F = [(SSreso – SSres) / (p - po)] / Msres

με (p-po) και (n-p) βαθμούς ελευθερίας (df). Επομένως απορρίπτεται η Ηο γιατί προκύπτει υψηλή τιμή της F. 

Αυτό συμφωνεί με τον ισχυρισμό ότι αν οι επί πλέον παράμετροι του ευρύτερου μοντέλου δεν είναι απαραίτητες, τότε οι αναμενόμενες διαφορές μεταξύ SSreso και SSres ισούνται με (p - po)·σ2. Αυτή η μέθοδος εφαρμόστηκε παραπάνω όταν συγκρίναμε το ευρύτερο μοντέλο με το «κενό» μοντέλο Ε(Υ) = β0. Πρέπει επίσης να σημειωθεί ότι το F-test ισοδυναμεί με το t-test αν το μοντέλο κάτω από την Ηο περιέχει μόνο μια παράμετρο λιγότερη απ’ ότι κάτω από την Η1. Για παράδειγμα, το μοντέλο Ε(Υ)=β0 + β1x1+ β2x2+ β3x3 + β4x4 συγκρινόμενο με το Ε(Υ)=β0 + β1x1+ β2x2 + β4x4 (Ηο: β3 = 0) συνεπάγεται ότι F = t2 = (b3 / SE(b3))2. Αυτό το t-test δίνει την επίδραση του x3, με την προϋπόθεση ότι τα x1, x2 και  x4 είναι ήδη στο μοντέλο.

Μετά την απομάκρυνση των παραμέτρων οργ1 και οργ2 προκύπτει ο παρακάτω πίνακας ανάλυσης παραλλακτικότητας ANOVA.


df
SS
MS
F

Παλινδρόμηση
1
2289
2289.0
15.8

Σφάλμα
15
2178
145.2


Σύνολο
16
4467
279.2


Αλλαγή
2
43
22.0
0.15

Αν συγκρίνουμε τον παραπάνω πίνακα με αυτόν που βρήκαμε στην άσκηση 2.5, προκύπτει ότι η διαφορά SSreso – SSres = 2178 – 2135 = 43 είναι πολύ μικρή. Η  υπολογισμένη τιμή F για την αλλαγή (22.0 / 145.2 = 0.15) δεν είναι σημαντική. Επομένως δεν αποδείχτηκε ότι τα ποσά οργανικού Ρ στο έδαφος είναι απαραίτητα για να εξηγήσουν την περιεκτικότητα του Ρ στο φυτό. 

2.5  Στατικά μη ευθύγραμμα μοντέλα

Ο έλεγχος ενός μοντέλου χρειάζεται σε βάθος μελέτη για την εξακρίβωση των παραμέτρων που πρέπει να ληφθούν υπόψη για τη μελέτη ενός φαινομένου από μια μεγάλη συλλογή παραμέτρων. Όπως αναφέραμε ένα ενδιαφέρον θέμα είναι αυτό του προσδιορισμού των συντελεστών παλινδρόμησης. Σε μερικές περιπτώσεις όταν η μεταβλητή x δεν έχει σταθερή διακύμανση μπορούμε να προβούμε σε μετατροπή (transformation) ή να εισάγουμε στις παρατηρήσεις μας βαρύτητα (weights). 

Σε μερικές εφαρμογές είναι απαραίτητο να προβούμε σε μερικές προσαρμογές:

1) Η αναμενόμενη τιμή της μ μπορεί να γίνει ευθύγραμμη μετά από μετατροπή της μορφής: log(μ) = β0 + β1x1+ β2x2  ή  log [μ / (1-μ)] = β0 + β1x1+ β2x2, κ.ο.κ.

2) Η κατανομή της Y μπορεί να μην είναι κανονική (Poisson ή διωνυμική). 
Τα μοντέλα αυτά είναι γνωστά ως γενικευμένα γραμμικά μοντέλα παλινδρόμησης (McCullagh & Nelder, 1983), με παραδείγματα τα log(x)-linear μοντέλα  (Frienberg, 1981), και τη λογιστική εξίσωση (Hosmer & Lemeshow, 1989) που θα συζητήσουμε αργότερα. Τέλος, υπάρχουν και τα μη-γραμμικά μοντέλα. Αυτά χρησιμοποιούνται αν η σχέση μεταξύ Y και x δεν είναι γραμμική. Παραδείγματα αποτελούν οι εκθετικές καμπύλες, οι καμπύλες αύξησης (βλ. επόμενο κεφάλαιο) και οι τα αντίστροφα πολυώνυμα (Mead et al., 1993). 

2.6 Παραμετρικές μέθοδοι

2.6.1 Γενικά

Μια μορφή στατικών μοντέλων είναι τα παραμετρικά  μοντέλα που λόγω της απλότητάς τους έχουν ευρεία εφαρμογή στην ανάλυση συστημάτων χρήσης γης. Τα παραμετρικά συστήματα ακολουθούν την επόμενη διαδικασία:

· λαμβάνουν υπόψη λίγες παραμέτρους-κλειδιά σχετικά με το εξεταζόμενο σύστημα (ανεξάρτητες μεταβλητές) και δίνουν μια αριθμητική τιμή-δείκτη (index) σε κάθε παράμετρο

· συνδυάζουν όλους τους δείκτες υπό μορφή μιας μαθηματικής εξίσωσης που παράγει αριθμητική έκφραση της συμπεριφοράς του συστήματος, ή ένα σχετικό συντελεστή συμπεριφοράς

· χρησιμοποιούν την αριθμητική έκφραση ή τον συνδυασμένο αυτό συντελεστή για την ταξινόμηση ενός αποτελέσματος (εξαρτημένη μεταβλητή), όπως παραδείγματος χάρη αξιολόγηση διαφόρων συστημάτων καλλιεργειών σύμφωνα με την γεωργική τους αξία.

Τα κριτήρια για την επιλογή, βαθμολόγηση, και παραμετροποίηση καθορίζονται από «ειδικούς» και ακολουθεί αμέσως μετά η διαδικασία της εκτίμησης. Οι παραμετρικές μέθοδοι αποτελούν μεθόδους (μοντέλα) εκτίμησης μεταξύ ποιοτικών μεθόδων που στηρίζονται αποκλειστικά στην κρίση ειδημόνων σε συγκεκριμένη περιοχή έρευνας και ντετερμινιστικών μαθηματικών μοντέλων. 

Ένα απλό στατικό μοντέλο χρησιμοποιήθηκε για τον προσδιορισμό της βιομάζας σίτου από ένα απλό (πλην όμως σημαντικό) χαρακτηριστικό όπως είναι το βάθος του εδάφους. Για λόγους απλούστευσης και περιγραφής του ευθύγραμμου μοντέλου απλής παλινδρόμησης περιοριστήκαμε στο εύρος τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής όπου η σχέση είναι (σχεδόν) ευθύγραμμη. Βεβαίως, όταν το βάθος του εδάφους πλησιάζει το βάθος του ριζοστρώματος της καλλιέργειας, η παραγωγή βιομάζας τείνει σε μια ασύμπτωτο εν σχέση με το δυναμικό παραγωγής κάτω από τις δεδομένες υπόλοιπες εδαφο-κλιματικές συνθήκες.  Ένας δείκτης που θα εκφράζει την επίδραση του σημαντικού παράγοντα «βάθος εδάφους» σε μια κλίμακα από 0 έως 1 θα είναι ο εξής: 
RDI = (1 – exp (-x * RD)), 

όπου RDI είναι ο δείκτης εδαφικού βάθους, x είναι ένας συντελεστής καλλιέργειας (cm-1), και RD είναι το βάθος εδάφους (cm). 

Σε σχετική έρευνα (Riquier, 1974) αναφέρονται τιμές από 0.10 cm-1 για καλλιέργειες με μικρό ριζικό βάθος (π.χ. λαχανικά) έως 0.02 cm-1 για δασικά φυτά. Φυσικά όλοι οι δείκτες και παράμετροι του τύπου αυτού πρέπει να καθορίζονται ή πιστοποιούνται με πειραματισμό. 

Εφόσον αξιολογηθούν οι σημαντικοί παράγοντες, οι απλοί παραγοντικοί δείκτες θα πρέπει στη συνέχεια να ληφθούν υπόψη με τέτοιο τρόπο ώστε να εξηγηθεί η αλληλεπίδραση μεταξύ των επιλεγμένων παραγόντων στην εξαρτημένη μεταβλητή.

Συνήθως, οι απλοί παράγοντες πολλαπλασιάζονται μεταξύ τους, ενώ μπορούν να χρησιμοποιηθούν επίσης (πολύπλοκες) μαθηματικές  εκφράσεις. Η μέθοδος του πολλαπλασιασμού παρουσιάζει το προτέρημα ότι περιγράφει τον νόμο του ελαχίστου: αν ένας παράγοντας ανάπτυξης μιας καλλιέργειας έχει τιμή «μηδέν» τότε η υπολογισμένη παραγωγή της καλλιέργειας θα είναι μηδενική ανεξάρτητα από τους άλλους παράγοντες. Πλέον πολύπλοκες εξισώσεις συχνά προσθέτουν μεγαλύτερη ακρίβεια, ενώ μοντέλα που περιορίζονται σε απλές αθροιστικές ή αφαιρετικές πράξεις απλών παραγοντικών τιμών είναι τις περισσότερες φορές ανεπαρκείς. Η υπόθεση ότι όλοι οι θετικοί παράγοντες έχουν αθροιστική επίδραση και όλοι οι αρνητικοί έχουν αφαιρετική επίδραση χωρίς κάποια παράλληλη αλληλεπίδραση αποτελούν πολύ απλοϊκή μεθοδολογία. Παραδείγματα της πολλαπλασιαστικής και σύνθετης μεθόδου είναι τα παρακάτω:

πoλλαπλασιαστική μέθοδος:
PI = f(A) * f(B) * f(C) … * WFI

σύνθετη μέθοδος:

PI = WF2 * (1- f(A)) * f(B) …

όπου PI είναι η τελική έκφραση της συμπεριφοράς του συστήματος, f(A), f(B), f(C) είναι σημαντικές παραγοντικές παράμετροι, και WF1, WG2 είναι παράγοντες βαρύτητας. 

Τα συνθετότερα μοντέλα του είδους αυτού χρησιμοποιούν δείκτες ολικής συμπεριφοράς όπως παραδείγματος χάρη ο δείκτης παραγωγικότητας PI, παραπάνω. Συχνά εκφράζουν το πραγματικό επίπεδο συμπεριφοράς του συστήματος ως ποσοστό της μέγιστης τιμής που πραγματοποιείται όταν όλες οι παράμετροι που λαμβάνονται υπόψη λαμβάνουν μέγιστες τιμές. Βεβαίως στη βιβλιογραφία υπάρχουν και άλλες μορφές έκφρασης όπως κατευθείαν έκφραση της απόλυτης τιμής, π.χ. παραγωγικότητας, απώλειας εδαφικού όγκου από διάβρωση, κλπ.

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι απλή συγκριτική αξιολόγηση  συστημάτων καλλιεργειών προκύπτει αν εξετάζονται διαφορετικά σενάρια, π.χ. διαφορετικοί συνδυασμοί τιμών απλών παραγόντων σχετικών με διαφορετικά συστήματα χρήσης γης με διαφορετικές καλλιέργειες, και εδαφο-κλιματικές συνθήκες). Οι παραγόμενες τιμές του δείκτη συμπεριφοράς (π.χ. παραγωγικότητας) εκφράζουν την συγκριτική επιτυχία κάθε συστήματος χρήσης γης και χρησιμοποιούνται για την αξιολόγηση των συστημάτων.

2.6.2  Παράδειγμα παραμετρικού προσδιορισμού 

Σαν παράδειγμα παραμετρικού προσδιορισμού θα συζητήσουμε τον προσδιορισμό της παραγωγικότητας του εδάφους. Αποτελεί μια απλή μέθοδο αξιολόγησης της καταλληλότητας ενός εδάφους (μέρους του συστήματος χρήσης γης) για την ανάπτυξη του ριζικού συστήματος μιας καλλιέργειας. Ορίζουμε για τον λόγο αυτό τον δείκτη παραγωγικότητας PI που βασίζεται σε φυσικά και χημικά χαρακτηριστικά για κάθε εδαφικό ορίζοντα. Για να ελαχιστοποιήσουμε τα απαιτούμενα δεδομένα, χρησιμοποιείται ο ελάχιστος δυνατός αριθμός εδαφικών παραγόντων που μπορεί να δώσει αποτελέσματα ικανής ακρίβειας.

Η επιλογή των σημαντικών αυτών παραγόντων που θα ληφθούν υπόψη στον δείκτη παραγωγικότητας και ο χαρακτηρισμός της επίδρασης καθενός παράγοντα αποτελεί ασφαλώς την καρδιά αλλά και το αδύνατο σημείο της μεθοδολογίας αυτής. Η εκτίμηση του εδάφους από λίγους μόνο παράγοντες δεν ανταποκρίνεται στην πολυπλοκότητά του, ενώ ένα μόνο σύνολο παραγόντων δεν μπορεί ποτέ να ισχύει για όλους τους εδαφικούς τύπους (Rijsberman & Wolman, 1984). 

Η επάρκεια καθενός από τους εδαφικούς παράγοντες που επιλέγονται ελέγχεται με τη βοήθεια καμπυλών συσχέτισης μεταξύ του μετρημένου αυτού παράγοντα και μιας τιμής σχετικής καταλληλότητας μεταξύ 0 και 1. Η σύνθετη εξίσωση που εισηγείται ο Neil (1979) για τον υπολογισμό του δείκτη εδαφικής παραγωγικότητας είναι η ακόλουθη:


     
        n


PI = Σ (Ai * Βi * Ci * Di * Ei * WFi),


                   i=1

όπου PI είναι ο δείκτης παραγωγικότητας Ai είναι η επάρκεια διαθέσιμης υγρασίας για τον ορίζοντα i, Βi είναι η επάρκεια διαθέσιμου αερισμού για τον ορίζοντα i, Ci είναι η επάρκεια ειδικής πυκνότητας για τον ορίζοντα i, Di είναι η επάρκεια pH για τον ορίζοντα i, Ei είναι η επάρκεια ηλεκτρικής αγωγιμότητας για τον ορίζοντα i, WFi είναι συντελεστής βαρύτητας για τον ορίζοντα i,  n είναι ο αριθμός εδαφικών οριζόντων που λαμβάνονται υπόψη στον προσδιορισμό, και i είναι αριθμός 1, 2, …, n.
Ο συντελεστής βαρύτητας αντικατοπτρίζει την σχετική σπουδαιότητα ενός συγκεκριμένου εδαφικού ορίζοντα για την απόδοση μιας καλλιέργειας. Οι τιμές WFi που θα χρησιμοποιηθούν στην παραπάνω εξίσωση είτε βασίζονται σε μια κανονική κατανομή του ριζικού συστήματος στο έδαφος είτε καθορίζονται με βάση μετρημένες τιμές πυκνότητας της ριζόσφαιρας με το βάθος εδάφους. Έτσι ο συντελεστής βαρύτητας για συγκεκριμένο εδαφικό ορίζοντα είναι ο λόγος του ολοκληρώματος της καμπύλης κατανομής της ρίζας (πυκνότητα ριζών) μεταξύ του ανώτατου και του κατώτατου ορίου του ορίζοντα ως προς το ολοκλήρωμα της καμπύλης για όλο το βάθος ριζοστρώματος. Φυσικά, το άθροισμα των συντελεστών βαρύτητας για ένα εδαφικό προφίλ ισούται με την μονάδα.

Μια τυπική κατανομή του ριζικού συστήματος μπορεί να ισχύει για μερικές περιπτώσεις (χρονιές, εδάφη, κλπ) αλλά μπορεί να περιέχει μεγάλο λάθος σε άλλες περιπτώσεις. Υποθέτοντας μια ευθύγραμμη μείωση της ριζικής πυκνότητας από την επιφάνεια μέχρι το μέγιστο βάθος ριζοστρώματος, οι Driessen & Konijn (1992) προτείνουν τη σχέση:

WFi = ((RDm – D1)2 – (RDm – D2)2 / RDm2,

όπου WFi είναι ο συντελεστής βαρύτητας για τον ορίζοντα i, RDm είναι το μέγιστο βάθος ριζοστρώματος (cm), και D1 και D2 είναι τα βάθη του άνω και κάτω ορίου του ορίζοντα i (cm), αντίστοιχα.

2.6.3 Προτερήματα και μειονεκτήματα των παραμετρικών μεθόδων

Οι παραμετρικές μέθοδοι έχουν μακρά ιστορία στην γεωπονική έρευνα και ιδιαίτερα στην αξιολόγηση συστημάτων χρήσης γης. Η πρώτη εφαρμογή τέτοιας μεθόδου χρονολογείται το 1928, όταν μια απλή μεθοδολογία ακολουθήθηκε για την φορολογία γαιών στη Βαυαρία. Πολλά παραμετρικά μοντέλα χρησιμοποιήθηκαν έκτοτε και αποτελούν ακόμα και σήμερα από τις πιο διαδεδομένες μεθοδολογίες προσδιορισμού παραγόντων του συστήματος έδαφος-φυτό- ατμόσφαιρα. Τα μειονεκτήματα των μοντέλων αυτών είναι προφανή:

Πρώτον χρησιμοποιούν σύνθετους παράγοντες που περιέχουν απλά χαρακτηριστικά τα οποία επαναχρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό δεικτών άλλων σημαντικών παραγόντων. Δεύτερον, χρησιμοποιούν συναρτήσεις που αναπτύχθηκαν και ελέγχθηκαν για την εφαρμογή σε συγκεκριμένη περιοχή και είναι δύσκολο να υποτεθεί ότι οι συναρτήσεις αυτές μπορούν να χρησιμοποιηθούν εξ’ ίσου καλά σε περιοχές άλλες από αυτές για τις οποίες δημιουργήθηκαν και προσαρμόστηκαν. Για το λόγο αυτό θα πρέπει η ακρίβεια των μοντέλων αυτών να ελεγχθεί πριν μια νέα εφαρμογή, γεγονός όμως που συχνά δεν γίνεται.

Μερικοί ερευνητές θεωρούν ότι με τις παραμετρικές μεθόδους μειώνεται δραστικά η υποκειμενικότητα γιατί χρησιμοποιούνται ανεξάρτητες καμπύλες ή συναρτήσεις (functional relations) για τον προσδιορισμό των δεικτών. Πραγματικά, το αποτέλεσμα ενός παραμετρικού μοντέλου μπορεί να αναπαραχθεί εφόσον η μέθοδος έχει αναπτυχθεί, ελεγχθεί και τυποποιηθεί. Αλλά το ίδιο ισχύει και για βαθμονομημένες ταξινομήσεις και πίνακες μετατροπής. 

Επίσης αναφέρεται ότι τα παραμετρικά μοντέλα ανήκουν στις ποσοτικές μεθόδους. Είναι αλήθεια ότι οι παραμετρικές μέθοδοι παράγουν αριθμητικές τιμές, αλλά παραμένει να ελεγχθεί κατά πόσο ακριβείς είναι οι τιμές αυτές για περιπτώσεις-περιοχές άλλες από αυτές για τις οποίες αναπτύχθηκαν και προσαρμόστηκαν. Οι παραμετρικές μέθοδοι εξετάζουν  μόνο τους σημαντικότερους παράγοντες και συνήθως λαμβάνουν υπόψη τις αλληλεπιδράσεις τους με απλό πολλαπλασιασμό απλών παραγόντων-δεικτών. Τέτοιες απλοποιήσεις όμως έχουν αναπόφευκτα μειωμένη ακρίβεια. 

Από την άλλη πλευρά όμως, η μεγάλη απλότητα των παραμετρικών μοντέλων τα κάνει εξαιρετικά χρήσιμα σε περιπτώσεις που υπάρχει έλλειψη βασικών δεδομένων και όπου το σύστημα που αναλύεται είναι λίγο κατανοητό. Τρανό παράδειγμα αποτελεί η παγκόσμια εξίσωση εδαφικής απώλειας (Universal Soil Loss Equation) που θεωρείται ότι προσδιορίζει την διάβρωση και απώλεια του εδάφους λόγω επιφανειακής απορροής του νερού.

Συνοψίζοντας, τα παραμετρικά μοντέλα έχουν τη δυνατότητα να δίνουν αρκετά καλές προσεγγίσεις, να δίνουν τάξεις μεγέθους ή να προσδιορίζουν τάσεις (μέρους) συστημάτων όπως συστημάτων χρήσης γης, κλπ. και ως εκ τούτου έχουν συγκεκριμένη αξία. Απλά παραμετρικά μοντέλα θα εξακολουθούν να εφαρμόζονται ειδικά σε περιπτώσεις ή σε περιοχές όπου υπάρχει έλλειψη δεδομένων και είναι αδύνατη η κατασκευή και χρήση πιο σύνθετων μοντέλων μεγάλης ακρίβειας. Παραμετρικές μέθοδοι που εξετάζουν και αξιολογούν σημαντικούς παράγοντες με ελάχιστη υποκειμενικότητα, λαμβάνουν υπόψη τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ των διαφόρων παραγόντων και μεταφράζουν με ακρίβεια την επίδραση όλων των τιμών των απλών παραγόντων στη τελική συμπεριφορά του συστήματος (χρήσης γης, κλπ.) είναι ακόμα πολύ μακριά.

Ασκήσεις:

2.6 Κατασκευάστε μοντέλο υπολογισμού της φυλλικής επιφάνειας αραβοσίτου cv. ΑΡΗΣ και cv. P.3065-DONA από τις διαστάσεις των φύλλων (μήκος επί πλάτος) και του εμβαδού ενός αριθμού εμβαδομετρημένων φύλλων που περιέχονται στο αρχείο CORN.LEAFAREA.XLS (Δαναλάτος, αδημοσίευτα δεδομένα). (Παράμετροι, R2, R2adj, ANOVA-πίνακες – έλεγχος του μοντέλου).

2.7 Κατασκευάστε μοντέλο υπολογισμού της βιομάζας σίτου στην περιοχή Θήβας από εδαφολογικές παραμέτρους όπως περιέχονται στο αρχείο THIVA2.DAT. 

2.8 Το ίδιο για την πρόβλεψη βιομάζας και σχετικής βιομάζας ξηρού σίτου στην περιοχή Θηβών με βάση τη σχετική εξατμισοδιαπνοή (αρχείο THIVA3.DAT). Ποια η επίδραση των αδρομερών υλικών (αρχείο). Συγκρίνετε την αξιοπιστία των μοντέλων με αυτό της άσκησης 2.7. Συζητείστε με τον εισηγητή σας.

2.9 Προσδιορίστε με παραμετρικό μοντέλο τον δείκτη PI για μια σειρά εδαφών (εδαφικά δεδομένα δίδονται στο αρχείο THIVA4.DAT).
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