Δοκιμή του μοντέλου 

Κάτω από τη μηδενική υπόθεση μη ευθύγραμμης συσχέτισης μεταξύ του βάθους του εδάφους, RD, και της παραγωγής βιομάζας σίτου (TBP) (Ηο: βi = 0), προκύπτει ότι MStot και MSres είναι περίπου ίσα με σ2. Τότε το MSreg είναι επίσης περίπου ίσο με σ2 γιατί κάτω από την Η0:

SSreg = SStot- SSres  ( (n-1) σ2 – (n-2)σ2 = σ2.
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Όμως εάν υπάρχει όντως ευθύγραμμη σχέση, τότε το MSreg>>MSreg. Επομένως χρησιμοποιούμε το F-test:
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με 1 και η-2 βαθμούς ελευθερίας. Φυσικά λαμβάνουμε την συσχέτιση ως στατιστικά σημαντική αν F είναι μεγαλύτερο της κριτικής τιμής που δίνεται από πίνακες. Επομένως μπορούμε να κάνουμε ανάλυση παραλλακτικότητας για να ελέγξουμε αν το μοντέλο μας έχει ή όχι ικανότητα πρόβλεψης. Μια εναλλακτική μέθοδος εξακρίβωσης είναι (Ηο: β1= 0) όπου η παράμετρος b1 διαιρείται με το τυπικό της σφάλμα. Άρα συμπεραίνουμε ότι η συσχέτιση είναι  σημαντική αν  |b1 / SE (b1)|  > t (n-2) και συνήθως είναι περίπου ίση με t=2 για επίπεδο σημαντικότητας 95%. Αν δεν χρησιμοποιήσουμε κάποιο στατιστικό πακέτο, το τυπικό σφάλμα  του b1 υπολογίζεται με:

Αντικαθιστώντας σ2 με s2 βρίσκουμε το SE(b1) = √ s2. Για απλή παλινδρόμηση (με μόνο μια μεταβλητή) το t-test και το F-test  είναι ισοδύναμα: F= t2. Τα όρια εμπιστοσύνης (95%) ισούται με: b1 ( tn-2 SE(b1). 

Για τις παραπάνω παρατηρήσεις μας MSreg =2335692 και MSres=23502, και επομένως F=2335692/23502=99.4. Επειδή F>κριτική τιμή για 1/(n-2 β.ε.) συμπεραίνουμε ότι υπάρχει σχέση μεταξύ της περιεκτικότητας του Ρ στο φυτό και στο έδαφος. Παρομοίως βρίσκουμε  SE(b1) = 1.384, άρα  b1 / SE (b1) = 13.79 / 1.383 = 9.97, που φανερώνει σημαντική συσχέτιση (F = 99.4 = 9.972  = t2).

Συντελεστής συσχέτισης

Ως γνωστόν, ο συντελεστής συσχέτισης (που συμβολίζεται με r) χρησιμοποιείται συχνά για να εκφράσει το βαθμό της συσχέτισης των μεταβλητών y και x. Μπορεί να αποδειχθεί ότι r2 = R2 = SSreg / SStot . Πρέπει όμως να σημειωθεί ότι ο συντελεστής συσχέτισης χρησιμοποιείται εκτός του εύρους της παλινδρόμησης για να περιγράψει την ευθύγραμμη συσχέτιση μεταξύ δύο στοχαστικών μεταβλητών x και  y. Για ένα δείγμα (x1, y1), (x2, y2), [image: image3.wmf]å
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…, (xn, yn), ο συντελεστής συσχέτισης ισούται με:

Στο παράδειγμά μας r = 0.87.  

Επειδή η τιμή του r δεν προσφέρει επί πλέον πληροφόρηση σχετικά με το εφαρμοζόμενο μοντέλο, δεν  θα ασχοληθούμε περαιτέρω με το συντελεστή αυτό. Αξίζει μόνο  να σημειωθεί ότι αν X και Y είναι στοχαστικές μεταβλητές που κατανέμονται κανονικά, τότε χρησιμοποιώντας n ανεξάρτητες παρατηρήσεις μπορούμε να δοκιμάσουμε αν οι X και Y εξαρτώνται μεταξύ τους. Το στατιστικό τεστ είναι t = r ( (n-2) / ( (1 – r2) και ισοδυναμεί με t = b1 / SE(b1). Το αποτέλεσμα της δοκιμής αυτής στο παράδειγμά μας είναι 9.97. 
Χρήση του μοντέλου για πρόβλεψη.

Η υπολογισμένη γραμμή παλινδρόμησης μ = b0 + b1x  [= y + b1 (x – xˉ )] μπορεί να χρησιμοποιηθεί για πρόβλεψη από νέες τιμές την ανεξάρτητης μεταβλητής x. Πρέπει όμως να σημειωθεί ότι ακόμα και μια σημαντική συσχέτιση μεταξύ Υ και x δεν σημαίνει πάντα ότι η πρόβλεψη θα είναι αρκετά ακριβής. Έτσι θα πρέπει να εξετάσουμε την ακρίβεια της πρόβλεψης με το μοντέλο μας. Κατά αρχήν πρέπει να γνωρίζουμε  τι ακριβώς θέλουμε να προσδιορίσουμε: Την τιμή της αναμενόμενης μεταβλητής μ ή τη στοχαστική τιμή της Y που αναμένεται για ένα νέο x. Βέβαια και οι δύο παράμετροι - μ-  και – y- είναι ίσες με b0 + b1x αλλά με διαφορετική ακρίβεια. Στην πρώτη περίπτωση μας ενδιαφέρει μόνο η αβεβαιότητα της γραμμικής παλινδρόμησης (οι τιμές b0 και b1 είναι στοχαστικές γιατί βασίζονται σε μεγαλύτερο αριθμό παρατηρήσεων). Στην δεύτερη περίπτωση μιας νέας εκτίμησης διαφαίνεται μια διακύμανση γύρω από τη γραμμή παλινδρόμησης. Για το Υ πρέπει  να λάβουμε υπόψη 2 πηγές ανακρίβειας. Έτσι για την πρόβλεψη μιας νέας τιμής ισχύει:  var(Ŷ-Y) = var(μˉ  -μ) +σ2.
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Η ανακρίβεια της γραμμής παλινδρόμησης μˉ xo = b0 + b1 x0  ισούται με:

(γιατί var( Ŷ + b1(x0-xˉ )) = σ2/n + (x0-xˉ )2 · var b1).
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Η ανακρίβεια του προσδιορισμού του Υxo για μια νέα τιμή του x=x0 ισούται με:

(Σημ: xi και xˉ  αφορούν τις παρατηρήσεις στις οποίες βασίζεται το μοντέλο και x0 είναι η τιμή του x για μια νέα παρατήρηση).

Το εύρος ασφαλείας 95% για την εκτίμηση του Ŷxo δίνεται από την παρακάτω εξίσωση:

β0 + b1x0 ± tn-2 · SE (εκτίμησης)

Για τα  δεδομένα του παραδείγματος βρίσκουμε: xˉ   = 33.91 και Σ (xi- xˉ  )2 = 12276.74. Για εδάφη με βάθος RD = 50,  η εκτιμούμενη παραγωγή βιομάζας TBP ισούται με 73 + 13.8 * 50 = 763 με SE = √{23502 * (1/35 + (50 – 33.91)2 / 12276.74)} = 34.16. Επομένως το εύρος ασφαλείας 95% για την αναμενόμενη παραγωγή βιομάζας σε εδάφη με βάθος = 50 cm ισούται με 763  ± 2.036 * 34.16. Όμως για την προβλεπόμενη ΤΒΡ σε έδαφος με βάθος 20 cm ισχύει:

SE = √{23502 * (1 + 1/35 + (50 – 33.91)2 / 12276.74)} = 157.06

έτσι ώστε το ασφαλές (95%) εύρος τιμών του ΤΒP σε έδαφος με βάθος 50 cm ισούται με 763 ± 2.036 * 157.06.

Συνήθως μπορούμε να υπολογίσουμε την αβεβαιότητα αναμενόμενων τιμών με υπάρχοντα στατιστικά πακέτα Η/Υ, δηλαδή το SE(μˉ ). Σε πρακτικές εφαρμογές όπως η δημιουργία τυπικών διαστημάτων κατά την διεργασία της βαθμονόμησης (calibration) χρειάζεται συχνή εκτίμηση μιας νέας τιμής μ στο μοντέλο. Όμως τα περισσότερα στατιστικά προγράμματα Η/Υ δεν παρέχουν άμεσα την ανασφάλεια αυτής της βαθμονόμησης.

Μπορεί να γίνει κατανοητό από τις εξισώσεις (2.1 και 2.2) ότι η πρόβλεψη είναι ακριβέστερη όταν x0 = ˉx . Η ανακρίβεια αυξάνει όσον αποκλίνει η τιμή x0 από την ˉx , και αυτό προφανώς ισχύει έξω από την περιοχή τιμών xi για  την κατασκευή του μοντέλου. Προβλέψεις εκτός της περιοχής αυτής είναι πάντα επικίνδυνες γιατί η μορφή του μοντέλου ως ευθεία γραμμή δεν έχει εξακριβωθεί. Επίσης μπορούμε να δούμε στις εξισώσεις (2.1) και (2.2) ότι η ανακρίβεια της γραμμής παλινδρόμησης μπορεί να ελαττωθεί στο μηδέν με την χρήση πολλών παρατηρήσεων (πολύ μεγάλο n). Όμως το SE της πρόβλεψης μιας νέας τιμής δεν είναι ποτέ μικρότερο της s. Για πολλαπλές προβλέψεις, η ανακρίβεια ενός γραμμικού μοντέλου πρέπει να είναι μικρή σχετικά με την s. Γι’ αυτό θα πρέπει να έχουμε αφ’ ενός ικανό αριθμό παρατηρήσεων και αφετέρου να διαλέγουμε κατά το δυνατό πιο ορθολογικά τις τιμές ελέγχου.
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Εικ. 2.2. Όρια ασφαλείας της μ και Υ για όλες τις τιμές του x.

Καθόσον αφορά την εκλογή τιμών xi (π.χ. σε πειραματικό σχέδιο) παρατηρούμε τα ακόλουθα με τη βοήθεια των εξισώσεων (2.1) και (2.2), αντίστοιχα. Για συγκεκριμένο αριθμό παρατηρήσεων, n, το τυπικό σφάλμα είναι ελάχιστο αν Σi (xi-xˉ ) είναι μέγιστο, άρα αν ο μέσος αριθμός των παρατηρήσεων βρίσκονται στο αριστερό άκρο του εύρους των τιμών x, και άλλες μισές στο δεξιό άκρο του εύρους αυτών. Όμως έτσι είναι αδύνατο να ελεγχθεί αν η συσχέτιση είναι γραμμική. Αν κάποιος επιθυμεί να το πράξει τότε ένας αριθμός παρατηρήσεων πρέπει να λάβει χώρα  στο κέντρο του εύρους των τιμών  x.

Έλεγχος του μοντέλου 

Αν μελετήσουμε καλά τις αποκλίσεις των μετρημένων Υi, και των προσδιορισμένων τιμών  (δηλ. τις αποστάσεις μεταξύ μετρημένων τιμών και της ευθείας γραμμής) μπορούμε να ελέγξουμε το μοντέλο μας.  Οι αποκλίσεις Εi = Υi – μˉ i  που αποτελούν τον θόρυβο ή σφάλμα δεν θα πρέπει να παρουσιάζουν ανωμαλίες. Αν λοιπόν παραστήσουμε γραφικά τις αποκλίσεις ως προς τις τιμές των x θα μπορούμε να ελέγξουμε αν το μοντέλο μας είναι ευθύγραμμο (βλ. Εικ. 2.3). Επίσης αν παραστήσουμε γραφικά τις αποκλίσεις ως προς τις προσδιορισμένες τιμές (μ) θα ελέγξουμε αν η παραλλακτικότητα δεν είναι σταθερή αλλά μεταβάλλεται (Εικ. 2.4). Τέλος αν πλοτάρουμε τις αποκλίσεις Εi ως προς μια μεταβλητή που δεν λαμβάνεται υπόψη στο μοντέλο μας και διαπιστώσουμε ότι προκύπτει καθαρή συσχέτιση τότε συνιστάται να συμπεριλάβουμε την μεταβλητή αυτή στο μοντέλο. Στην περίπτωση αυτή θα κατασκευάσουμε ένα (στατικό) μοντέλο πολλαπλής ευθύγραμμης συμμεταβολής Υ-x αντί για ένα μοντέλο απλής παλινδρόμησης όπως αυτό που εξετάσαμε. 






Εκ. 2.3. Γραφικές παραστάσεις για τον έλεγχο ύπαρξης μη γραμμικού μοντέλου.



  

Εκ. 2.4. Γραφικές παραστάσεις για τον έλεγχο ομογένειας της διακύμανσης.

2.2. Ασκήσεις:

2.3. Κατασκευάστε ένα μοντέλο απλής συμμεταβολής της ειδικής φυλλικής επιφάνειας με τη θερμική ηλικία του σίτου στη Θεσσαλία με βάση τα δεδομένα του αρχείου DIN1.DAT (Πηγή: Πτυχ. Διατριβή Δ. Ντίνα, Π.Θ., Βόλος, 1998). Τι ποσοστό της διακύμανσης μπορεί να εξηγήσει το μοντέλο;

2.4. Το αρχείο THIVA1.DAT περιέχει δεδομένα ύψους-ολικής βιομάζας σίτου στην περιοχή Θήβας για την περίοδο 1989-92 (Danalatos et al., 1998). Με βάση τα δεδομένα αυτά μπορείτε να πιστοποιήσετε το μοντέλο του παραδείγματος της παραγράφου 2.3; Ποιος ο R2 στα επί μέρους μοντέλα και στο ενιαίο. Εξηγείστε τις διαφορές. Ποια συμπεράσματα συνάγετε; 

2.5. Κατασκευάστε μοντέλα πρόβλεψης της υγρασίας στο σημείο μάρανσης (SMPWP, cm3cm-3) από το ποσοστό αργίλου σε διαφορετικά εδάφη του Θεσσαλικού πεδίου με βάση τα δεδομένα των αρχείων PLAT1.DAT, NIK1.DAT και DELTA1.DAT, για τις περιοχές Τυρνάβου, Νίκαιας-Χάλκης, και Δέλτα Πηνειού, αντίστοιχα (Danalatos, 1993). Τι παρατηρείτε;
E





X





X





0





Y





E





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





(2.1)





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





πρόβλεψη  μˉ   = Ŷ
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