2. ΣΤΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 
2.1 Γενικά

Στα αρχικά στάδια της εξέλιξης των διαφόρων επιστημών χρησιμοποιήθηκαν μοντέλα όπου η παράμετρος του χρόνου ήταν εξωγενής. Όμως ακόμα και σήμερα χρησιμοποιούνται ευρύτατα τα στατικά μοντέλα, δηλαδή μοντέλα που δεν περιλαμβάνουν τον παράγοντα χρόνο, με τη χρήση μιας και μόνο εξίσωσης. Κλασσικό παράδειγμα αποτελεί η πολύ γνωστή εξίσωση πολλαπλής παλινδρόμησης που έχει την μορφή y = f (x1, x2, …, xv) στην οποία το y είναι η εξαρτημένη μεταβλητή, x1, 2,…,v είναι οι ανεξάρτητες μεταβλητές, και f αντιπροσωπεύει κάποια συσχέτιση των ανεξάρτητων μεταβλητών. Η χρήση αυτής της μορφής της εξίσωσης υποδηλώνει ότι η δομή του επιπέδου 1 χρησιμοποιείται για να αντιπροσωπεύσει συστήματα υψηλότερου επιπέδου πολυπλοκότητας (βλ. ανωτέρω). Ιδιαίτερα σημαντική πρόοδος επιτελείται με την ανάπτυξη παραμετρικών μεθόδων που απαρτίζονται όχι από μία αλλά από περισσότερες εξισώσεις. Τέτοια μοντέλα μεταφέρουν την επίδραση των εξαρτημένων μεταβλητών πάνω σε άλλες μεταβλητές του συστήματος. Η μαθηματική έκφραση ενός τέτοιου πιο σύνθετου (παραμετρικού) μοντέλου θα ήταν παραδείγματος χάρη:  
y1= f1 (x1, x2, y2, y3)                              y2= f2 (x1, x2)                                     y3= f3 (x2, x3). 
Στην πρώτη εξίσωση οι εξαρτημένες μεταβλητές y2 και y3 περιγράφονται ως ανεξάρτητες μεταβλητές. Το μοντέλο ανάλυσης παραγόντων ανήκει στην κατηγορία αυτή. Ο αριθμός όμως των συναρτήσεων μπορεί να είναι απεριόριστος. 

Στις επόμενες παραγράφους δίδεται μια εκτενέστερη περιγραφή των ευρέως χρησιμοποιούμενων αυτών μοντέλων συμμεταβολής, που όμως δεν πρέπει να υπερεκτιμηθούν, αλλά ως στατικά μοντέλα μπορούν να φανούν πολύ χρήσιμα όταν ενδιαφερόμαστε για σχετικές αλληλεπιδράσεις και όχι γι’ αυτή καθαυτή την συμπεριφορά ενός συστήματος όπου πρέπει να χρησιμοποιούνται με τη δέουσα προσοχή.

2.2 Μοντέλα γραμμικής συμμεταβολής

Πρόκειται για τα απλούστερα μοντέλα μελέτης της μεταβολής μιας ποσοτικής παραμέτρου σε σχέση με μια ή περισσότερες άλλες μεταβλητές. Χρησιμοποιούνται για διάφορους λόγους όπως: απλές προσομοιώσεις βιολογικών συστημάτων, περιγραφή της σχέσης μεταξύ διαφόρων μεταβλητών, πρόβλεψη μιας μεταβλητής από μια ή περισσότερες άλλες, κλπ. Μερικά παραδείγματα ανάλυσης συμμεταβολής είναι τα παρακάτω:

α) Η περιγραφή της στρεμματικής απόδοσης βαμβακιού από την εφαρμογή λίπανσης (σε μονάδες Ν, Ρ, Κ) για την επίτευξη ορθολογικής  λίπανσης.

β) Η μελέτη της απόδοσης σίτου σε επικλινή περιοχή της ημιξηρικής ζώνης της κεντρικής Ελλάδας σε σχέση με το βάθος του εδάφους. Λόγω διάβρωσης το βάθος του εδάφους στην επικλινή περιοχή της Θήβας κυμαίνεται από 0 έως 80 cm και ανάλογα κυμαίνεται η απόδοση (ξηρής) βιομάζας από 0 έως 1200 kg/στρέμμα.

γ) Ο έμμεσος προσδιορισμός της [Ca2+] στο φυτικό ιστό με τη βοήθεια σπεκτρο-φωτόμετρου (χρωματική αντίδραση) όπου μετρούμε την απορρόφηση σε συγκεκριμένο μήκος κύματος. Πρώτα μετρούμε τη συγκέντρωση του Ca και την απορρόφηση σε μερικά δείγματα, και βρίσκουμε τη μεταξύ τους σχέση. Κατόπιν σε μερικά νέα δείγματα μετρούμε μόνο την απορρόφηση και χρησιμοποιούμε την ευρεθείσα σχέση για τον υπολογισμό της [Ca2+]. Η διαδικασία αυτή καλείται βαθμονόμηση (calibration) και χρησιμοποιείται για να αντικατασταθεί μια μεταβλητή που μετράται με δυσκολία από άλλη (ή άλλες) που είναι ευκολότερο ή φθηνότερο να μετρηθούν (στο παράδειγμά μας η μέτρηση της [Ca2+] με απορρόφηση).

δ) Η μελέτη της απορρόφησης του εδαφικού Ρ από καλλιέργεια καλαμποκιού. Πιο συγκεκριμένα να βρούμε πως σχετίζεται η [Ρ φυτού] με το ποσό διαθέσιμου οργανικού Ρ.

Χρησιμοποιώντας μοντέλα συμμεταβολής προσομοιώνουμε μια εξαρτημένη μεταβλητή από μια ή περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές. 

Ερώτηση: Ποια είναι η εξαρτημένη μεταβλητή στα παραδείγματα (α), (β), (γ) και (δ); 

Ως γνωστό, κατά την διενέργεια πειραμάτων οι τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής ορίζονται από τον ερευνητή σε όσο το δυνατό πιο ομοιόμορφες πειραματικές μονάδες-τεμάχια έτσι ώστε η να ευρεθεί η υπάρχουσα συσχέτιση (π.χ. αν στο παραπάνω παράδειγμα (α) χρησιμοποιούνται ομοιόμορφα τεμάχια για διαφορετικές δόσεις λιπάσματος). Αντίθετα πολλά μοντέλα αυτού του είδους στηρίζονται σε παρατήρηση, όπως π.χ. στο παράδειγμα (β) όπου γίνεται τυχαία δειγματοληψία σε αριθμό εδαφών  κατά μήκος μιας τοποσειράς στην περιοχή της Θήβας. Η συσχέτιση όμως μεταξύ βάθους εδάφους και παραγωγής βιομάζας δεν αποκλείει το γεγονός να εξαρτάται η παραγωγή βιομάζας (και) από άλλον ή άλλους παράγοντες, ενώ από την άλλη πλευρά, το βάθος του εδάφους είναι τυχαίο και ορίζεται από πολλούς μη ελεγχόμενους παράγοντες. Κατά την έρευνα παρατήρησης συχνά βρίσκουμε μια συσχέτιση  μεταξύ 2  μεταβλητών επειδή και οι δύο εξαρτώνται από μια τρίτη. Η έρευνα παρατήρησης δεν μπορεί να προσφέρει απόλυτη απόδειξη, αλλά μπορεί να είναι εξαιρετικά χρήσιμη κατά τα πρώτα στάδια μιας ερευνητικής προσπάθειας και μοντελισμού.  

Στο παράδειγμα (δ) περιγράφεται η σχέση μεταξύ της περιεκτικότητας [Ρ φυτού] (εξαρτημένη μεταβλητή Υ) και των διαθέσιμων ποσών των διαφορετικών μορφών Ρ (ανεξάρτητες μεταβλητές x1, x2, …). Όμως η σχέση μεταξύ Υ και x δεν είναι πλήρως καθορισμένη και ακριβής. Για πολλούς λόγους, οι μετρημένες τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής Υ δεν ισούται με τις αναμενόμενες τιμές, μ. Στο απλό στατικό μοντέλο συμμεταβολής αναγνωρίζουμε δυο μέρη: το συστηματικό μέρος και το στοχαστικό μέρος. Το συστηματικό μέρος καθορίζει κατά πόσον η αναμενόμενη τιμή μ του Υ εξαρτάται από τις τιμές των x. Η μεταβλητή μ επομένως είναι συνάρτηση των x.

Το μοντέλο κατασκευάζεται με προσδιορισμό του τύπου της συνάρτησης. Η συνάρτηση μ εξαρτάται από έναν αριθμό παραμέτρων. Για το παραπάνω παράδειγμα (δ) θα είχαμε:  
μ = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3.
Αν οι τιμές των παραμέτρων β είναι γνωστές και, για κάθε εδαφικό δείγμα, τα ποσά φωσφόρου (x1, x2 και x3) είναι επίσης γνωστά, τότε η αναμενόμενη περιεκτικότητα Ρ στο φυτό ([Ρ φυτού]) μπορεί να υπολογισθεί με τη χρήση του μοντέλου. Το στατικό μοντέλο εδώ είναι πολύ απλό και ευθύγραμμο ως προς τα x και β.

Όμως ακόμα και στη περίπτωση άμεσης πραγματικής σχέσης μεταξύ μ και x μπορεί να διαφέρει η μετρημένη (Υ) από την αναμενόμενη τιμής (μ) της εξαρτημένης μεταβλητής, για διάφορες αιτίες ύπαρξης σφάλματος. Το μοντέλο θα δείξει κατά πόσο η [Ρ φυτού] μπορεί να υπολογισθεί  από τον διαθέσιμο Ρ στο έδαφος. Θα ήταν αφελές να νομίσει κάποιος ότι ο Ρ στο φυτό μπορεί να προσδιορισθεί επακριβώς από τον διαθέσιμο εδαφικό Ρ. Υπάρχουν πολλοί άλλοι παράγοντες που επιδρούν στη [Ρ φυτού], όπως το βάθος του ριζοστρώματος, η κατανομή του εδαφικού Ρ, το κλίμα, η μικρο-τοπογραφία, κλπ.

Για πολλούς λόγους οι μετρημένες τιμές του Υ δεν θα συμφωνούν πλήρως με τις αναμενόμενες τιμές του μ και του Υ που θα προσδιορισθούν από τα ποσά του εδαφικού Ρ. Η διαφορά  Ε=Υ-μ είναι το μέρος του Υ που δεν εξηγείται από τα x και καλείται θόρυβος (noise) ή σφάλμα του μοντέλου (residual part). Στο πιο συνηθισμένο μοντέλο,  το στοχαστικό (τυχαίο) μέρος Ε (και επομένως τα Υ) είναι ανεξάρτητα και ακολουθούν κανονική κατανομή με σταθερή διακύμανση (σ2) που είναι ανεξάρτητη από τις τιμές του x. Υπάρχουν διάφορες μέθοδοι προσδιορισμού των αγνώστων παραμέτρων του μοντέλου, αλλά αν το Υ κατανέμεται κανονικά με σταθερή διακύμανση σ2 τότε οι βέλτιστες τιμές βρίσκονται όπως είναι γνωστό με την μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (least squares method), όπου τιμές των παραμέτρων προσδιορίζονται έτσι ώστε το άθροισμα των τετραγώνων της απόκλισης Ε να είναι ελάχιστο.

Στις επόμενες παραγράφους θα συζητήσουμε την πιο απλή περίπτωση του ευθύγραμμου μοντέλου, όπου η εξαρτημένη μεταβλητή Υ προσδιορίζεται από πολλαπλές μεταβλητές (μοντέλο ευθύγραμμης συμμεταβολής). Είναι δυνατό όμως να μη μπορεί η ευθύγραμμη σχέση να περιγράψει καλά ένα φαινόμενο. Στην περίπτωση αυτή ο ερευνητής διαλέγει ένα μη ευθύγραμμο μοντέλο, π.χ. μια παραβολική καμπύλη, πολυωνυμική εξίσωση, την λογιστική εξίσωση, κλπ. από το συστηματικό μέρος του μοντέλου. 
2.3  Μοντέλο απλής γραμμικής συμμεταβολής
Προσδιορισμός - κατασκευή

Για τη μελέτη του πιο απλού αυτού στατικού μοντέλου θα χρησιμοποιήσουμε ως παράδειγμα τη σχέση μεταξύ βάθους εδάφους (RD) και ολικής αέριας (ξηρής) βιομάζας σίτου  (TBP, kg/στρέμμα) στην περιοχή Θηβών το 1998 (βλ. ανωτέρω παράδειγμα [β]) από 35 μετρήσεις κατά μήκος τοποσειρών της περιοχής. Τα δεδομένα που λαμβάνονται από τη βιβλιογραφία (Danalatos, et al., 1998) είναι τα εξής:
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Εικ. 2.1. Αριστερά το απλό γραμμικό μοντέλο προσομοίωσης, και δεξιά η γραμμή παλινδρόμησης προσαρμοσμένη στις παρατηρήσεις. 

Αν απεικονίσουμε σε γραφική παράσταση την TBP ως Υ, και τo RD ως x, παρουσιάζεται η σχέση μεταξύ Υ και x ως ευθεία που μπορεί να το περιγραφεί με το μοντέλο Ε(Υ) = b0 + b1x, όπου υποθέτουμε ότι Υ κατανέμεται κανονικά με διακύμανση σ2. Η ευθεία γραμμή μ=Ε(Υ)=β0+β1x καλείται γραμμή παλινδρόμησης ή συμμεταβολής του Υ στο x, και b0 είναι η τομή (intercept) της γραμμής με τον άξονα y, ενώ β1 είναι η κλίση (slope) της ευθείας. H ερώτηση που προκύπτει είναι -στη βάση των παραπάνω μετρήσεων- πώς μπορούμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές συμμεταβολής (β0 και β1), την διακύμανση (variance, σ2) και πως θα εκτιμήσουμε την ακρίβεια του μοντέλου μας. 

Προσδιορισμός του μοντέλου παλινδρόμησης

Οι προσδιορισμένες τιμές των παραμέτρων β0 και β1 συμβολίζονται αντίστοιχα με b0 και b1, ενώ s2 είναι η προσδιορισμένη τιμή της διακύμανσης σ2 του μοντέλου. Έτσι μπορούμε να διαχωρίσουμε τις πραγματικές (αν και άγνωστες) τιμές των παραμέτρων του μοντέλου μας β0 και β1 και σ2 από τις προσδιορισμένες τιμές τους b0, b1, και s2 αντίστοιχα . Οι τιμές αυτές εξαρτώνται από τις μετρημένες τιμές (παρατηρήσεις) και επομένως είναι στοχαστικές. 

Εφόσον η Υ κατανέμεται κανονικά με σταθερή διακύμανση τότε οι βέλτιστες τιμές προσδιορίζονται με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, σύμφωνα με την οποία καθορίζονται οι τιμές b0, b1 με τέτοιο τρόπο ώστε το άθροισμα τετραγώνων των αποκλίσεων των παρατηρήσεων από την ευθεία b0+ b1x να είναι ελάχιστο (αυτό είναι το άθροισμα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων  των παρατηρήσεων από την γραμμή στην Εικ. 2.1), δηλαδή:    Σi {Υi –  (b0 + bixi)}2  =  minimum, 
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όπου (Υi, xi)  παριστούν τις παρατηρήσεις για κάθε αριθμό φυτών στα δοχεία  i (i = 1, 2,...,17). Μπορεί να αποδειχθεί ότι:
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Ενώ η διακύμανση s2 προσδιορίζεται με :

Η s έχει η-2 βαθμούς ελευθερίας (β.ε.) γιατί 2 από τους β.ε. χρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό των β0 και β1.

Στο παραπάνω παράδειγμα σχετικά με την παραγωγή βιομάζας με βάση τις 35 παρατηρήσεις βρίσκουμε τις παρακάτω τιμές: b0 = 72.55, b1 =  13.79, s2  = 23502, που δίνουν την παρακάτω εξίσωση: μ = 73 + 13.8x, όπου μ = η αναμενόμενη TBP που προσδιορίστηκε, και x = RD, με προσδιορισμένη τυπική απόκλιση s. 
Στο μοντέλο το Υ χωρίζεται σε δύο μέρη: Υ = μ+Ε όπου μ = β0+β1x. Χρησιμοποιώντας το μοντέλο αυτό και τις τιμές των ελάχιστων τετραγώνων, οι μεμονωμένες παρατηρήσεις της περιεκτικότητας Ρ στο φυτό μπορούν να χωρισθούν κατά ίσα μέρη στο μοντέλο: Υi  = μi + Εi, όπου μi= b0 + b1X :

Παρατηρούμενη TBP     =    Προσδιορισμός αναμενό-           +         Υποτιθέμενες

                                                  μενης τιμής TBΡ                                   αποκλίσεις

         Υi                                                  Ρi                                                    Εi
772
555,3
216,7

680
458,8
221,2

620
541,5
78,5

774
527,7
246,3

1016
665,7
350,3

1066
996,7
69,3

954
1245,0
-291,0

876
817,4
58,6

809
665,7
143,3

386
293,2
92,8

492
555,3
-63,3

492
376,0
116,0

883
638,1
244,9

1144
1010,5
133,5

977
1217,4
-240,4

360
472,6
-112,6

365
472,6
-107,6

1074
941,5
132,5

384
486,4
-102,4

238
307,0
-69,0

339
458,8
-119,8

420
458,8
-38,8

339
403,6
-64,6

326
348,4
-22,4

326
486,4
-160,4

376
431,2
-55,2

360
458,8
-98,8

396
513,9
-117,9

345
376,0
-31,0

329
320,8
8,2

313
210,5
102,5

211
279,5
-68,5

172
334,6
-162,6

171
334,6
-163,6

127
251,9
-124,9

Άσκηση 2.1:  Χρησιμοποιείστε στον Η/Υ το πακέτο MLΙNREG και προσδιορίστε τις τιμές των παραμέτρων b0, b1, s2, και των αποκλίσεων (residuals file). 
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Για να εξετάσουμε αν το χρησιμοποιούμενο μοντέλο συμμεταβολής είναι καλύτερο από ένα άλλο μοντέλο όπου το βάθος του εδάφους δεν παίζει ρόλο θα χρησιμοποιήσουμε το F-test που προκύπτει από το (μειωμένο ) άθροισμα των τετραγώνων του Υ, που δίδεται από:
Και χωρίζεται σε:

 SStot    =     SS regr   +   SS res
           ολικό         μοντέλου    λάθους

Αυτές είναι ακριβώς οι τιμές των τετραγώνων των παραπάνω 3 στηλών. Ο διαχωρισμός αυτός παρουσιάζεται σχηματικά στον παρακάτω πίνακα  ANOVA.

Πηγή παραλλακτικότητας   
   df 
    
      SS         
      MS              F                 P    

Παλινδρόμηση                       
    1       
  2335692     
  2335692        99.4       <0.001

Σφάλμα                                  
  33        
    775564      
      23502

Σύνολο                                  
  34        
  3111256     
      91508

Αν διαιρέσουμε αυτά τα τρία αθροίσματα τετραγώνων (SS) με τους β.ε.(df) τους θα βρούμε τα μέσα αθροίσματα τετραγώνων (MS). Το F-test θα εξηγηθεί παρακάτω.

Ο συντελεστής R2 = SSreg / SStot ορίζεται ως το μέρος του αθροίσματος τετραγώνων SS που μπορεί να εξηγηθεί από το μοντέλο και καλείται συντελεστής προσδιορισμού. Στην περίπτωση μας R2=0.751. Συχνά, αντί του R2 χρησιμοποιείται ο R2adj διορθωμένος για τους β.ε., και δίνεται από την εξίσωση: R2adj= (ΜStot – MS res) / MStot =  (s2tot - s2) / s2tot
και στην περίπτωση μας R2adj = 0.743. Χρησιμοποιούμε  R2adj  αντί για R2 επειδή ο πρώτος λαμβάνει υπόψη του τoν αριθμό των x παραμέτρων που χρησιμοποιούνται στο μοντέλο. Αν ο αριθμός παρατηρήσεων είναι μεγάλος, τότε R2adj ( R2 . 
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