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Παράδειγμα*: α) Διώρυγα εκτροπής σχεδιάζεται να λειτουργήσει κατά την

περίοδο κατασκευής φράγματος, η οποία εκτιμάται σε 5 χρόνια. Ποια πρέπει

να είναι η περίοδος επαναφοράς της πλημμύρας σχεδιασμού, ώστε η

διακινδύνευση να μην υπερβαίνει το 10%; β) Πόση είναι η διακινδύνευση αν

ένα έργο σχεδιαστεί με περίοδο επαναφοράς ίση με τη διάρκεια ζωής του;

ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ - ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗ

α)

Λύση

β) Αν δεχτούμε ότι η διάρκεια ζωής του έργου είναι αρκετά μεγάλη (≥ 50

χρόνια), τότε από την προσεγγιστική σχέση παίρνουμε R = 1 − e−1 = 0.632

= 63.2%. Διαφορετικά η διακινδύνευση υπολογίζεται από την κανονική

εξίσωση
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→ 	 = 47.9 ≅ 48 έτη

Στρογγυλεύουμε για περίοδο επαναφοράς Τ = 50 έτη.

(*Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Βήματα Προσαρμογής Κανονικής Κατανομής

1. Εύρεση στατιστικών χαρακτηριστικών δείγματος (μέση τιμή, τυπική 

απόκλιση).

2. Κατάταξη δείγματος σε φθίνουσα σειρά και αρίθμηση των 

παρατηρήσεων.

3. Προσδιορισμός Περιόδου Επαναφοράς από τον τύπο του Weibull 

T=(N+1)/m.

4. Υπολογισμός πιθανότητας μη υπέρβασης F = 1-1/T (εμπειρική).

5. Εύρεση τυποποιημένης μεταβλητής Ζ από πίνακα για κάθε F.

6. Εκτίμηση τιμών μεταβλητής από τα Ζ. 

7. Σχεδίαση θεωρητικής κατανομής και δείγματος με τα Ζ στον οριζόντιο 

άξονα.

8. Έλεγχος x2 ή/και Kolmogorov-Smirnov για την καταλληλότητα της 

κατανομής. 

xSZxX *+=
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Βήματα Προσαρμογής Κατανομής EVI (Gumbel)

(μέθοδος ροπών)

1. Εύρεση στατιστικών χαρακτηριστικών δείγματος (μέση τιμή, τυπική 
απόκλιση).

2. Υπολογισμός παραμέτρων α και c. 

3. Κατάταξη δείγματος σε φθίνουσα σειρά και αρίθμηση των παρατηρήσεων.

4. Προσδιορισμός Περιόδου Επαναφοράς από τον τύπο του Weibull 
T=(N+1)/m.

5. Υπολογισμός πιθανότητας μη υπέρβασης F = 1-1/T (εμπειρική).

6. Εύρεση για κάθε F=1-1/Τ της τιμής του x απευθείας από τον τύπο της 
θεωρητικής κατανομής Gumbel.

7. Σχεδίαση θεωρητικής κατανομής και δείγματος με την 
ποσότητα –ln(lnT-ln(T-1)).

8. Έλεγχος x2 ή/και Κ-S για την καταλληλότητα της κατανομής.

xSa /282,1=
xSxc 45,0−=

)]}1ln()ln[ln(7797,045,0{ −−+−= TTSxx x
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ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ EVI 

(Gumbel) (μέθοδος ροπών)

1. Επιλέγεται το επίπεδο σημαντικότητας (significance level, α) (συνήθως 
α=5%)

2. Βρίσκονται η μεταβλητή Ζ1-α/2 της τυποποιημένης κανονικής κατανομής για 
αθροιστική πιθανότητα μεταξύ των ορίων 1-α.

3. Υπολογίζεται η τυπική απόκλιση των τιμών της κατανομής EVI (Gumbel) 
από τον τύπο: 

όπου:    είναι  η τυπική απόκλιση του δείγματος μεγέθους Ν
παρατηρήσεων και 

4. Υπολογίζονται τα όρια εμπιστοσύνης (Confidence Limits) της Θεωρητικής 
κατανομής Gumbel

– Άνω Όριο :

– Κάτω Όριο:

N
ST

σ
δ

ˆ
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TTT SZXX ⋅−= − 2/1min, α
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Εκτίμηση Παραμέτρων

ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΜΕΓΙΣΤΩΝ

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Κατανομή μεγίστων EVΙ (Gumbel)

Παράδειγμα*: Στον Πίνακα δίνεται το δείγμα των μέγιστων ημερήσιων παροχών (σε m3/s)

ενός ποταμού. Ζητείται η προσαρμογή της κατανομής Gumbel (μεγίστων), καθώς και η

εκτίμηση της μέγιστης παροχής εκατονταετίας.

Λύση

Η μέθοδος των ροπών δίνει: λ = 1 / (0.78 Χ 181.5) = 0.00706, 

c = 385.1 − 0.45 Χ 181.5 = 303.4

Η μέγιστη ημερήσια παροχή για T = 100, ή ισοδύναμα για u = 1 − 1/100 = 0.99, είναι: 

x0.99 = 303.4 − ln[−ln(0.99)] / 0.00706 = 955.0 m3/s

ku = (955.0 − 385.1) / 181.5 = 3.16,

z(1+γ)/2 = 1.96

(*Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Εμπειρική και θεωρητική συνάρτηση κατανομής της μέγιστης ετήσιας 

παροχής σε χαρτί κατανομής Gumbel (μεγίστων)

Κατανομή μεγίστων EVΙ (Gumbel)

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Εκτίμηση Παραμέτρων

ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Εκτίμηση Παραμέτρων

Θέτω Υ = lnX

Συνάρτηση κατανομής 

ελαχίστων τύπου Ι με 

παράμετρο θέσης lnα και 

παράμετρο κλίμακας κ

ΚΑΤΑΝΟΜΗ WEIBULL

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Κατανομή ελαχίστων τύπου Ι (Gumbel) και τύπου ΙΙΙ (Weibull)

Παράδειγμα*: Στον Πίνακα δίνεται το δείγμα των ελάχιστων ημερήσιων παροχών (σε

m3/s) ενός ποταμού. Ζητείται η προσαρμογή των κατανομών Gumbel (ελαχίστων) και

Weibull, καθώς και η εκτίμηση της ελάχιστης παροχής εικοσαετίας.

Λύση

Για την κατανομή Gumbel, η 

μέθοδος των ροπών δίνει:

λ = 1 / (0.78 Χ 0.878) = 1.460,

c = 1.545 + 0.45 Χ 0.878 = 1.940

Η ελάχιστη ημερήσια παροχή για T = 20, ή ισοδύναμα για u = 1/20 = 0.05, είναι:

x0.05 = 1.940 + ln[−ln(1 − 0.05)] / 1.460 = −0.09 = 0 m3/s

Για την κατανομή Weibull, η μέθοδος των ροπών δίνει: κ = 1.826, α = 1.738

Γ(1 + 2/κ) = Γ(2.095) = 1.044, Γ(1 + 1/κ) = Γ(1.548) = 0.889

Η ελάχιστη ημερήσια παροχή για T = 20 είναι:

x0.05 = 1.738 x [−ln(1−0.05)]1/1.826 = 0.342 m3/s (*Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Εμπειρική και θεωρητική συνάρτηση κατανομής της ελαχίστης  

ημερήσιας παροχής σε χαρτί κατανομής Gumbel (ελαχίστων)

Κατανομή ελαχίστων τύπου Ι (Gumbel) και τύπου ΙΙΙ (Weibull)

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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Παράδειγμα. Σε ένα υδρομετρικό σταθμό έχει μετρηθεί η ημερήσια παροχή 

για τα έτη 1960-1974.  Από τις ημερήσιες παροχές έχουν βρεθεί οι μέγιστες 

ετήσιες ημερήσιες παροχές όπως φαίνονται στον παρακάτω πίνακα κατ’έτος.

Ζητούνται:

1. Να προσαρμοστεί η θεωρητική συνάρτηση

πιθανότητας EVI (Gumbel) στις παραπάνω

τιμές της παροχής.

2. Να γίνει εκτίμηση των παροχών σχεδιασμού με

περιόδους επαναφοράς τα 100, 50 και 25 έτη.

3. Να βρεθεί η περίοδος επαναφοράς των

παροχών 90, 120 και 550 m3/s.

4. Ποια είναι η πιθανότητα η παροχή 150 m3/s να

εμφανιστεί μια φορά στα επόμενα 10 έτη;

Δίνονται οι τύποι:

Τ= (n+1)/m

P(X>x)=exp(-exp(-y))

y = -ln(-ln(1-P))

KT=0.7797y-0.45

Παράδειγμα Προσαρμογής Κατανομής EVI (Gumbel)

(με χρήση του παράγοντα συχνότητας)

σTT KXX +=
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Λύση.

Παράδειγμα Προσαρμογής Κατανομής EVI (Gumbel)

(με χρήση του παράγοντα συχνότητας)

1ο Ερώτημα

2ο Ερώτημα
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Λύση.

Παράδειγμα Προσαρμογής Κατανομής EVI (Gumbel)

(με χρήση του παράγοντα συχνότητας)

3ο Ερώτημα

4ο Ερώτημα
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Παράδειγμα: Σε δείγμα 30 ετησίων βροχοπτώσεων προσαρμόζεται η κανονική

κατανομή. Το δείγμα έχει συντελεστή μεταβλητότητας 0.4. Εάν η ελάχιστη

βροχόπτωση 20ετίας είναι 30 mm, ζητείται η μέγιστη βροχόπτωση 50ετίας και

τα όρια εμπιστοσύνης της εκτίμησης αυτής για βαθμό εμπιστοσύνης 90%.

Λύση: Η πιθανότητα υπέρβασης F1 θα ισούται με το αντίστροφο της περιόδου

επαναφοράς F1 = 1/T = 1/20 = 0.05

Για τη συγκεκριμένη περίοδο επαναφοράς, η ανηγμένη μεταβλητή του Gauss

υπολογίζεται με τη βοήθεια του Πίνακα Κανονικής Κατανομής ίση με z≈-1.64. Από τη

σχέση �� =
��

�̅
→ �� = 0.4�̅ και με βάση την εξίσωση της κανονικής κατανομής και την

παραπάνω σχέση λαμβάνεται: � = �̅ + ��" → � = �̅ + 0.4�̅"

Είναι z=-1.64, η εκτίμηση του x για την 20ετία είναι 30 mm οπότε προσδιορίζεται ο

μέσος όρος και με βάση την τιμή του συντελεστή μεταβλητότητας και η τυπική

απόκλιση: �̅ = 88 mm και ��= 35 mm.

Στατιστική ανάλυση συνήθων υδρολογικών τιμών
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Πίνακας 

κανονικής 

κατανομής
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Λύση (συνέχεια):

Για τον υπολογισμό της μέγιστης βροχόπτωσης 50ετίας, υπολογίζεται η πιθανότητα

υπέρβασης που αντιστοιχεί σε περίοδο επαναφοράς 50 ετών, η νέα τιμή της

ανηγμένης μεταβλητής Gauss και εφαρμόζεται η σχέση που δίvει την εκτίμηση της

κανονικής κατανομής:

F1 = 1/T = 1/50 = 0.02 � z=2.05

� = �̅ + ��" → � = 88 + 35 ∗ 2.05 = 159.8 mm

Οι εξισώσεις μέσω των οποίων υπολογίζονται τα όρια εμπιστοσύνης, είναι

διαφορετικές για κάθε κατανομή. Για την κανονική κατανομή είναι:

Στατιστική ανάλυση συνήθων υδρολογικών τιμών

όπου:

z η ανηγμένη μεταβλητή της κανονικής κατανομής για F=1-1/T

z(1+γ)/2 η τιμή της μεταβλητής Gauss για F=(1+γ)/2

γ ο βαθμός εμπιστοσύνης (πχ 0.90 για 90% εμπιστοσύνη)

n το πλήθος του δείγματος

SX η τυπική απόκλιση του δείγματος

() η εκτιμημένη τιμή της μεταβλητής Χ.
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Λύση (συνέχεια):

Στην προκειμένη περίπτωση είναι n=30, Sx=35, γ=90% άρα (1+γ)/2=0.95 και η εκτίμηση

της βροχόπτωσης έχει προκύψει ίση με 159.8 mm.

Επομένως η εξίσωση των ορίων εμπιστοσύνης θα δώσει:

178.3

Χ1,2= 159.8 ± 18.6 =

141.2

Στατιστική ανάλυση συνήθων υδρολογικών τιμών



21Ενότητα 3: Στατιστική και πιθανοτική ανάλυση υδρομετεωρολογικών μεταβλητών - Ασκήσεις

Παράδειγμα: Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι ημερήσιες μέγιστες ετήσιες

απορροές, καταταγμένες σε φθίνουσα τάξη. Ζητείται η προσαρμογή των

κατανομών Gumbel, Log-Normal και Log-Pearson III. Η περίοδος επαναφοράς της

πλημμύρας που θα προκαλέσει καταστροφή των παρακείμενων καλλιεργειών

είναι 100 έτη. Ποια θα είναι η τιμή της παροχής της πλημμύρας και τα όρια

ασφαλείας της εκτίμησης αυτής στο επίπεδο 95% για τις κατανομές Gumbel και

Log-Normal;

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών
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Λύση:

Κατανομή EVI (Gumbel):

Η προσαρμογή του δείγματος στην κατανομή

γίνεται άμεσα με τη βοήθεια της σχέσης:

Συνεπώς για Τ=100 έτη:

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών
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Λύση:

Κατανομή Log-Normal

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών
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Λύση:

Κατανομή Log-Pearson III

Οι λογάριθμοι των τιμών ακολουθούν κατανομή Pearson III. Υπολογίζονται οι στατιστικοί

παράμετροι της συνάρτησης y=ln(x), που είναι:

*+ = 5.512, �- = 0.136, / = 0.328

Ο συντελεστής ασυμμετρίας είναι σημαντικά διάφορος του 0 και συνεπώς μπορεί να

εφαρμοστεί η λογαριθμική Pearson.

Από τους πίνακες της κατανομής Pearson III (Μιμίκου, 2006) υπολογίζεται ο συντελεστής

συχνότητας για Τ=100 και g=0.328, K(100)=2.57

• (Για θετικές τιμές του g υπολογίζεται πρώτα ο συντελεστής Κ(Τ) για την αντίστοιχη αρνητική

τιμή του g και για πιθανότητα υπέρβασης 1-Φ. Κατόπιν λαμβάνεται η αντίθετη τιμή του

συντελεστή που προέκυψε).

* = *+ + 0��- → * 100 = *+ + 0 100 �- = 5.512 + 2.57 ∗ 0.136 = 5.862

Άρα � 100 = 1- (���) = 15.678 =351.4 m3/s

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών



25Ενότητα 3: Στατιστική και πιθανοτική ανάλυση υδρομετεωρολογικών μεταβλητών - Ασκήσεις

Δείκτης συχνότητας Κ(Τ) Pearson III

(Πηγή: Μιμίκου, 2006)
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Λύση:

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών

T

T

Szxx
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=

σ
δ

ˆ
TS

2)(1.1)(1396.11 TT Κ+Κ+=δ

))/11ln(ln(*7797.045.0)( TTk −−−−=

Z(1+α)/2 η μεταβλητή της τυποποιημένης κανονικής κατανομής όταν το επίπεδο είναι α%

ST η τυπική απόκλιση του xT

σ̂ Η τυπική απόκλιση του δείγματος

N Ο αριθμός των Ν παρατηρήσεων του δείγματος

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ α%

2

)(
1

2
TΚ

+=δ

)/11()( TZTK −=

Κανονική κατανομή Κατανομή Gumbel μεγίστων 
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Λύση:

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών

6427.48357.3*1.18357.3*1396.11)(1.1)(1396.11 22 =++=Κ+Κ+= TTδ

8357.3))/11ln(ln(*7797.045.0)( =−−−−= TTk

Κατανομή EVI (Gumbel) μεγίστων 

957.35
20

636.34
6427.4

ˆ
==

Ν
=

σ
δTS

62.289957.35*960.1359)()(

38.428957.35*960.1359)()(

2/)1(min

2/)1(max

=−=−Τ=Τ

=+=+Τ=Τ

+

+

T

T

Szxx

Szxx

α

α

η τυπική απόκλιση του x(T) είναι:

και τα όρια εμπιστοσύνης είναι:

m3/s

m3/s



28Ενότητα 3: Στατιστική και πιθανοτική ανάλυση υδρομετεωρολογικών μεταβλητών - Ασκήσεις

Λύση:

Στατιστική ανάλυση πλημμυρών

Κατανομή Log-Normal

05197.0
20

136.0
709.1

ˆ
==

Ν
=

σ
δTS

0.308)5197.0*960.1)341exp(ln()(

6.377)5197.0*960.1)341exp(ln()(

min

max

=−=Τ

=+=Τ

x

x

Ο συντελεστής συχνότητας Κ(Τ), στην περίπτωση της κανονικής κατανομής είναι ίσος με 

την ανηγμένη μεταβλητή z1-α/2. Για επίπεδο εμπιστοσύνης 1-α = 95%, υπολογίζεται η

ανηγμένη μεταβλητή z1-α/2 = z0.975 = 1.960

η τυπική απόκλιση του y(T) είναι:

και τα όρια εμπιστοσύνης είναι:

709.1
2

960.1
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 

Θεσσαλίας» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του 

εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 

«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 

Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 

πόρους.


