
ÊåöÜëáéï 7

ÓÅÉÑÅÓ TAYLOR ÊÁÉ LAURENT

7.1 Áêïëïõèßåò
¼ðùò êáé ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò, ìéá (Üðåéñç) áêïëïõèßá ìðïñåß íá èåùñçèåß
ùò óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôïõò èåôéêïýò áêÝñáéïõò. ÄçëáäÞ, ìéá áêïëïõèßá
åßíáé Ýíá óýíïëï ìéãáäéêþí áñéèìþí

z1, z2, z3, . . . , zn, . . .

óå ìéá ïñéóìÝíç óåéñÜ ðïõ ó÷çìáôßæåôáé óýìöùíá ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï êáíüíá.
ÊÜèå áñéèìüò êáëåßôáé üñïò ôçò áêïëïõèßáò. Ï zn êáëåßôáé n-óôüò Þ ãåíéêüò üñïò.

Ìéá óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá z1, z2, z3, . . . , zn, . . . åßíáé áõôÞ ðïõ Ý÷åé üñéï c êáé
ãñÜöïõìå

lim
n→+∞ zn = c Þ zn → c.

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ïñßïõ óçìáßíåé üôé ìéá áêïëïõèßá ìéãáäéêþí áñéèìþí Ý÷åé üñé
ôï c, áí ãéá êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé èåôéêüò áêÝñáéïò N ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé

|zn − c|< ε ∀n > N.

Ó÷Þìá 7.1:

1
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ÃåùìåôñéêÜ, óçìáßíåé üëïé ïé üñïé zn ìå n > N âñßóêïíôáé óå ìéá ãåéôïíßá ôïõ c êáé
ìüíï Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò üñùí âñßóêïíôáé åêôüò áõôÞò ôçò ãåéôïíéÜò.
Áí ôï üñéï õðÜñ÷åé, ôüôå åßíáé ìïíáäéêü. Ìéá áêïëïõèßá ðïõ äåí óõãêëßíåé êáëåßôáé
áðïêëßíïõóá áêïëïõèßá.

Èåþñçìá: Ìéá áêïëïõèßá z1, z2, . . . , zn, . . . ìéãáäéêþí áñéèìþí zn = xn + iyn (n =
1, 2, . . . ) óõãêëßíåé óôï c = a + ib áí êáé ìüíï áí ç áêïëïõèßá ôùí ðñáãìáôéêþí
ìåñþí x1, x2, . . . óõãêëßíåé óôï a êáé ç áêïëïõèßá ôùí öáíôáóôéêþí ìÝñùí y1, y2, . . .
óõãêëßíåé óôï b. ÄçëáäÞ,

lim
n→+∞ zn = c

áí êáé ìüíï áí

lim
n→+∞xn = a êáé lim

n→+∞ yn = b.

Áðüäåéîç: Äåò Churchill-Brown

7.2 ÓåéñÝò
¼ôáí Ý÷ïõìå ìéá áêïëïõèßá z1, z2, . . . , zn, . . . , ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå ôá áèñïßóìáôá

S1 = z1, S2 = z1 + z2, S3 = z1 + z2 + z3, . . .

êáé ãåíéêÜ

SN = z1 + z2 + · · ·+ zN , N = 1, 2, . . .

Ôá SN êáëïýíôáé ìåñéêÜ áèñïßóìáôá ôçò (Üðåéñçò) óåéñÜò

∞∑

n=1

zn = z1 + z2 + . . . .

Ôá z1, z2, . . . , zn, . . . êáëïýíôáé üñïé ôçò óåéñÜò.

Ìéá óåéñÜ

∞∑

n=1

zn = z1 + z2 + · · ·+ zn + . . .

ìéãáäéêþí áñéèìþí óõãêëßíåé óå Ýíá Üèñïéóìá S áí ç áêïëïõèßá

SN =
N∑

n=1

zn = z1 + z2 + · · ·+ ZN
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ôùí ìåñéêþí áèñïéóìÜôùí óõãêëßíåé óôï S. Óå áõôÞ ôç ðåñßðôùóç ëÝìå üôé åßíáé
óõãêëßíïõóá óåéñÜ Þ ëÝìå üôé ç óåéñÜ óõãêëßíåé êáé ãñÜöïõìå

∞∑

n=1

zn = S.

Áí ç óåéñÜ äåí óõãêëßíåé, ôüôå ëÝìå üôé áðïêëßíåé. Åðßóçò óçìåéþíïõìå üôé ôï üñéï-
Üèñïéóìá ìéáò óõãêëßíïõóáò óåéñÜò åßíáé ìïíáäéêü.

Èåþñçìá: Ìéá óåéñÜ
∞∑

n=1

zn ìéãáäéêþí áñéèìþí zn = xn + iyn (n = 1, 2, . . . )

óõãêëßíåé óôï S = X+iY áí êáé ìüíï áí ç óåéñÜ ôùí ðñáãìáôéêþí ìåñþí x1+x2+. . .
óõãêëßíåé óôï X êáé ç óåéñÜ ôùí öáíôáóôéêþí ìÝñùí y1 + y2 + . . . óõãêëßíåé óôï Y .
ÄçëáäÞ,

∞∑

n=1

zn = S

áí êáé ìüíï áí
∞∑

n=1

xn = X êáé
∞∑

n=1

yn = Y.

Áðüäåéîç: Äåò Churchill-Brown

¼ðùò êáé óôéò óåéñÝò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, Ýôóé êáé óôéò óåéñÝò ìéãáäéêþí áñéèìþí

ìéá áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôç óýãêëéóç ôçò óåéñÜò
∞∑

n=1

zn åßíáé ç

lim
n→+∞ zn = 0.

ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå óõãêëßíïõóá óåéñÜ éó÷ýåé ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç. Åðßóçò áðü ôçí ðéï
ðÜíù ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå üôé ïé üñïé ìéáò óõãêëßíïõóáò óåéñÜò åßíáé öñáãìÝíïé.
ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé óôáèåñÜ M > 0 ôÝôïéá þóôå |zn| ≤ M .
Ôþñá, èá äåßîïõìå üôé áí ìéá ìéãáäéêÞ óåéñÜ óõãêëßíåé áðüëõôá, ôüôå óõãêëßíåé.
¸óôù üôé ç óåéñÜ

∞∑

n=1

|zn|

óõãêëßíåé. ÈÝôïõìå zn = xn + iyn, ïðüôå ðáñáôçñïýìå üôé ç óåéñÜ
∞∑

n=1

|zn| =
∞∑

n=1

√
x2

n + y2
n
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áðïôåëåßôáé áðï ðñáãìáôéêïýò üñïõò. ÅðåéäÞ

|xn| ≤
√

x2
n + y2

n êáé |yn| ≤
√

x2
n + y2

n

áðü ôï êñéôÞñéï óýãêñéóçò ãéá óåéñÝò ìå ðñáãìáôéêïýò üñïõò óõìðåñáßíïõìå üôé ïé
óåéñÝò

∞∑

n=1

|xn| êáé
∞∑

n=1

|yn|

óõãêëßíïõí. Åðßóçò áðü ôç èåùñßá ãéá óåéñÝò ìå ðñáãìáôéêïýò üñïõò ãíùñßæïõìå
üôé üôáí ìéá óåéñÜ óõãêëßíåé áðüëõôá, ôüôå óõãêëßíåé. ¢ñá ïé óåéñÝò

∞∑

n=1

xn êáé
∞∑

n=1

yn

óõãêëßíïõí. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá êáôáëÞãïõìå üôé ç óåéñÜ

∞∑

n=1

zn

óõãêëßíåé.

Áí áãíïÞóïõìå ôïõò n ðñþôïõò üñïõò ìéáò óåéñÜò, ôüôå

Rn = zn+1 + zn+2 + zn+3 + . . .

Êáëåßôáé õðüëïéðï ôçò óåéñÜò. Áí ç óåéñÜ óõãêëßíåé óôï S, ôüôå

S = Sn + Rn

êáé åðïìÝíùò

Rn = S − Sn.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç óåéñÜ óõãêëßíåé óôï S áí êáé ìüíï áí ç áêïëïõèßá ôùí õðïëïßðùí
Rn ôåßíåé óôï ìçäÝí.

7.3 ÓåéñÝò Taylor

Èåþñçìá: ¸óôù üôé ç f(z) åßíáé áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç óå Ýíá áíïéêôü äßóêï |z −
z0|< R0. Ôüôå ç f(z) Ý÷åé äõíáìïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n, |z − z0|< R0
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üðïõ

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

ç ïðïßá êáëåßôáé óåéñÜ Taylor, ÄçëáäÞ, ç óåéñÜ Taylor óõãêëßíåé óôçí f(z) üôáí ôï
z âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ äïóìÝíïõ äßóêïõ. Ôþñá, áí z0 = 0, ç óåéñÜ

f(z) =
∞∑

n=0

anzn, |z|< R0

êáëåßôáé óåéñÜ Maclaurin.

Áðüäåéîç: Äåò Churchill-Brown

Ó÷Þìá 7.2:

ÐáñÜäåéãìá: (ÃåùìåôñéêÞ óåéñÜ) ¸óôù

f(z) =
1

1− z
.

¸÷ïõìå

f (n)(z) =
n!

(1− z)n+1
êáé f (n)(0) = n!.

¢ñá ç óåéñÜ Maclaurin ôçò f åßíáé ç ãåùìåôñéêÞ óåéñÜ

1
1− z

=
∞∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + . . . |z|< 1

ÐáñÜäåéãìá: (ÅêèåôéêÞ óõíÜñôçóç) Ãíùñßæïõìå üôé ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç f(z) = ez

åßíáé áêÝñáéá êáé üôé (ez)′ = ez . Åðßóçò f (n)(z) = ez êáé f (n)(0) = 1. ¢ñá ç óåéñÜ
Maclaurin ôçò ez åßíáé

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ . . . |z|< ∞
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Áí èÝóïõìå z = x + i0, ðñïêýðôåé ç ãíùóôÞ äõíáìïóåéñÜ

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, −∞< x< +∞

Áí èÝóïõìå z = 0+ix êáé ÷ùñßóïõìå ôç óåéñÜ óå ðñáãìáôéêü êáé öáíôáóôéêü ìÝñïò,
âñßóêïõìå

eix =
∞∑

n=0

(ix)n

n!
=

∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
+ i

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
.

Ôá áèñïßóìáôá óôï äåîéü ìÝñïò åßíáé ïé óåéñÝò Maclaurin ôùí óõíáñôÞóåùí cosx êáé
sinx, áíôßóôïé÷á. Ðáñáôçñïýìå üôé ìå ôï ðéï ðÜíù áðïôÝëåóìá Ý÷ïõìå åðáëçèåýóåé
ôïí ôýðï ôïõ Euler,

eix = cosx + i sinx.

ÐáñÜäåéãìá: (ÔñéãùíïìåôñéêÝò êáé õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò
ïñéóìïýò

cos z =
eiz + e−iz

2
sin z =

eiz − e−iz

2i
.

êáé

sinh z =
ez − e−z

2
cosh z =

ez + e−z

2

êáèþò êáé ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò ez , âñßóêïõìå

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− . . . |z|< ∞

sin z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− . . . |z|< ∞

cosh z =
∞∑

n=0

z2n

(2n)!
= 1 +

z2

2!
+

z4

4!
+ . . . |z|< ∞

sinh z =
∞∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
= z +

z3

3!
+

z5

5!
+ . . . |z|< ∞

Ïé óåéñÝò ðïõ Ý÷ïõí õðïëïãéóôåß óôá ðéï ðÜíù ðáñáäåßãìáôá, ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ùò ôýðïé ãéá ðéï ðïëýðëïêåò óõíáñôÞóåéò, üðùò öáßíåôáé óôá ðéï êÜôù ðáñáäåßãìáôá.
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ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(z) = 1
1+z2 . Áíôéêáèéóôïýìå ôï z ìå −z2 óôç óåéñÜ Maclaurin

ôçò 1
1−z , ãéá íá âñïýìå

1
1 + z2

=
1

1− (−z2)
=

∞∑

n=0

(−1)nz2n = 1− z2 + z4 − z6 + . . . |z|< 1

Ôþñá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(z) = tan−1 z. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðéï ðÜíù óåéñÜ
Maclaurin êáé üôé

∫
dz

1+z2 = tan−1 +c êáé üôé f(0) = 0, âñßóêïõìå

tan−1 z =
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
z2n+1 = z − z3

3
+

z5

5
− . . . |z|< 1

×ñçóéìïðïéþíôáò ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, âñßóêïõìå

z2e3z =
∞∑

n=0

3n

n!
zn+2 = z2 + 3z3 + 9

2z4 + . . . |z|< ∞

ÐáñÜäåéãìá: Íá åêöñáóôåß óå äõíáìïóåéñÜ ç óõíÜñôçóç

f(z) =
1 + 2z2

z3 + z5
.

Äåí ìðïñïýìå íá âñïýìå óåéñÜ Maclaurin ôçò f(z) åðåéäÞ äåí åßíáé áíáëõôéêÞ óôï
z = 0. ¼ìùò ç óõíÜñôçóç ãñÜöåôáé

f(z) =
1
z3

2(1 + z2)− 1
1 + z2

=
1
z3

(
2− 1

1 + z2

)

êáé áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá

1
1 + z2

= 1− z2 + z4 − z6 + . . . |z|< 1

¢ñá ãéá 0< |z|< 1, âñßóêïõìå

f(z) =
1
z3

(2− 1 + z2 − z4 + z6 − z8 + . . . ) =
1
z3

+
1
z
− z + z3 − z5 + . . . .

Ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå áñíçôéêÝò äõíÜìåéò. ÔÝôïéåò óåéñÝò, ìå áñíçôéêÝò äõíÜìåéò,
èá åîåôáóôïýí óôçí åðüìåíç åíüôçôá.
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7.4 ÓåéñÝò Laurent
Ç óåéñÜ Taylor ìéáò óõíÜñôçóçò f(z) ðåñéÝ÷åé üñïõò ôçò ìïñöÞò (z − z0) õøùìÝíïé
óå ìç-áñíçôéêÝò äõíÜìåéò. Ç óåéñÜ Laurent, ç ïðïßá ó÷åôßæåôáé ìå ôç óåéñÜ Taylor,
ðåñéÝ÷åé êáé üñïõò ìå áñíçôéêÝò äõíÜìåéò.

Ïñéóìüò: Ç óåéñÜ Laurent ìéáò óõíÜñôçóçò f(z) åêöñÜæåôáé óôç ìïñöÞ

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − zn

0 = . . . + c−2(z − z0)−2 + c−1(z − z0)−1

+ c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + . . .

üðïõ ç óåéñÜ óõãêëßíåé óôçí f(z) óå êÜðïéá ðåñéï÷Þ.

ÐáñÜäåéãìá: ×ñçóéìïðïéþíôáò üôé

ez = 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ . . . |z|< ∞

âñßóêïõìå

e
1

1−z = 1 + (z − 1)−1 +
(z − 1)−2

2!
+

(z − 1)−3

3!
+ . . . z 6= 1

Þ

e
1

1−z = · · ·+ (z − 1)−3

3!
+

(z − 1)−2

2!
+ (z − 1)−1 + 1 z 6= 1

ç ïðïßá åßíáé ìéá óåéñÜ Laurent ÷ùñßò èåôéêÝò äõíÜìåéò. Ç óåéñÜ Laurent

(z − 1)2e
1

1−z = · · ·+ (z − 1)−1

3!
+

1
2!

+ (z − 1) + (z − 1)2 z 6= 1

ðåñéÝ÷åé êáé èåôéêÝò äõíÜìåéò.

Áí ìéá óõíÜñôçóç f äåí åßíáé áíáëõôéêÞ óå Ýíá óçìåßï z0 äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå
ôï èåþñçìá ôïõ Taylor óå áõôü ôï óçìåßï. ¼ìùò óõ÷íÜ ìðïñïýìå íá åêöñÜæïõìå
ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò óå óåéñÜ Laurent. Ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé, åßíáé: ðïéÝò óõíáñôÞóåéò
ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí óå óåéñÜ Laurent êáé óå ðïéÝò ðåñéï÷Ýò ôïõ ìéãáäéêïý
åðéðÝäïõ éó÷ýïõí. Ôéò áðáíôÞóåéò ôéò äßíåé ôï ðéï êÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá: ¸óôù üôé ç f(z) åßíáé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç óôï äáêôõëéáêü ÷ùñßï
R1< |z−z0|< R2 ìå êÝíôñï ôï z0. ¸óôù üôé C åßíáé Ýíáò èåôéêÜ ðñïóáíáôïëéóìÝíïò,
áðëüò êáé êëåéóôüò âñü÷ïò ãýñù áðü ôï z0, ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åôáé åî ïëïêëÞñïõ óå áõôü
ôï ÷ùñßï. Ôüôå, ãéá êÜèå z óôï ÷ùñßï, ç f(z) ðáñéóôÜíåôáé ìå óåéñÜ ôçò ìïñöÞò

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n +
∞∑

n=1

bn

(z − z0)n
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üðïõ

an =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

(z − z0)n+1
n ≥ 0

êáé

bn =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

(z − z0)−n+1
n ≥ 1

ç ïðïßá êáëåßôáé óåéñÜ Laurent.

Ó÷Þìá 7.3:

Óçìåßùóç: Ç óåéñÜ Laurent ìðïñåß íá ãñáöôåß êáé óôç ìïñöÞ

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n

üðïõ

cn =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

(z − z0)n+1
n áêÝñáéïò

Óçìåßùóç: Áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé áíáëõôéêÞ óôï äßóêï |z − z0|< R2, ôüôå êáé ç
f(z − z0)n−1 åßíáé áíáëõôéêÞ. ÅðïìÝíùò áðü ôï èåþñçìá ôùí Cauchy-Goursat

bn =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

(z − z0)−n+1
= 0 n ≥ 1

Åðßóçò áðü ôïí ôýðï ôçò ðáñáãþãïõ áíáëõôéêÞò óõíÜñôçóçò Ý÷ïõìå

an =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

(z − z0)n+1
=

f (n)(z0)
n!

n ≥ 0

¢ñá ðñïêýðôåé ç óåéñÜ Taylor ôçò f(z) ãýñù áðü ôï z0.

Ïé óõíôåëåóôÝò óôéò óåéñÝò Laurent, ãåíéêÜ, õðïëïãßæïíôáé ìå Üëëïõò ôñüðïõò áíôß
ìå áð' åõèåßáò ÷ñÞóç ôùí ïëïêëçñùôéêþí ôïõò ôýðïõò. ÓõíÞèùò, üðùò èá äïýìå
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óôá ðéï êÜôù ðáñáäåßãìáôá, ÷ñçóéìïðïéïýìå êáôÜëëçëåò óåéñÝò Taylor. Ìðïñåß íá
áðïäåé÷èåß üôé ç óåéñÜ Laurent åßíáé ìïíáäéêÞ óå äïóìÝíï äáêôýëéï.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç óåéñÜ Laurent ôçò z−5 sin z ãýñù áðü ôï z = 0.

×ñçóéìïðïéïýìå ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò sin z, ãéá íá âñïýìå

z−5 sin z = z−5
∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
=

∞∑

n=0

(−1)n z2n−4

(2n + 1)!

=
1
z4
− 1

6z2
+

1
120

− 1
5040

z2 + . . . |z| > 0

Ï äáêôýëéïò óýãêëéóçò åßíáé üëï ôï ìéãáäéêü åðßðåäï åêôüò áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç óåéñÜ Laurent ôçò z2e
1
z ãýñù áðü ôï z = 0.

×ñçóéìïðïéïýìå ôç

ez = 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ . . . |z|< ∞

ãéá íá âñïýìå

z2e
1
z = z2

(
1 +

1
1!z

+
1

2!z2
+ . . .

)
= z2 + z +

1
2

+
1

3!z
+

1
4!z2

+ . . . |z| > 0

ÐáñÜäåéãìá: Íá åêöñáóôåß ç óõíÜñôçóç 1
1−z óå óåéñÜ ìå áñíçôéêÝò äõíÜìåéò.

ÃñÜöïõìå

1
1− z

=
−1

z(1− 1
z )

êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå üôé

1
1− z

=
∞∑

n=0

zn |z|< 1

ãéá íá âñïýìå

1
1− z

= −1
z

∞∑

n=0

1
zn

= −
∞∑

n=0

1
zn+1

= −1
z
− 1

z2
− . . . |z| > 1

Ïé óåéñÝò Laurent, üðùò öáßíåôáé óôá ðéï êÜôù ðáñáäåßãìáôá, ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ãéá ôïí õðïëïãéóìü ïëïêëçñùìÜôùí ãýñù áðü áðëïýò êëåéóôïýò âñü÷ïõò. Ç ìÝèïäïò
èá åîåôáóôåß åêôåíÝóôåñá óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.
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ÐáñÜäåéãìá: Áðü ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá

e
1
z =

∞∑

n=0

1
n!zn

= 1 +
1

1!z
+

1
2!z2

+
1

3!z3
+ . . . |z| > 0

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ôïõ Laurent, ï óõíôåëåóôÞò ôïõ üñïõ 1
z äßíåôáé áðü

ôïí ôýðï

b1 =
1

2πi

∫

C
e

1
z dz,

üðïõ C åßíáé Ýíáò ïðïéïóäÞðïôå áðëüò êëåéóôüò âñü÷ïò ãýñù áðü ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí ìå èåôéêÞ êáôåýèõíóç. Ôþñá, áðü ôçí ðéï ðÜíù óåéñÜ b1 = 1. ¢ñá âñßóêïõìå

∫

C
e

1
z dz = 2πi.

ÐáñÜäåéãìá: Ç óõíÜñôçóç f(z) = 1
(z−i)2

åßíáé Þäç óå ìïñöÞ óåéñÜò Laurent.
ÄçëáäÞ,

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − i)n |z − i| > 0

üðïõ c−2 = 1 êáé ïé õðüëïéðïé óõíôåëåóôÝò åßíáé ßóïé ìå ìçäÝí. Ôþñá, áðü ôï
èåþñçìá ôïõ Laurent ìå f(z) = 1

(z−i)2
Ý÷ïõìå

cn =
1

2πi

∫

C

dz

(z − i)n+3
n = 0,±1,±2, . . .

üðïõ C åßíáé êýêëïò |z − i| = R ìå èåôéêÞ êáôåýèõíóç. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðéï
ðÜíù óåéñÜ, âñßóêïõìå

∫

C

dz

(z − i)n+3

{
0, n 6= −2
2πi, n = −2

.


