
ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ E�� ������, 	
 ������� 	�� ���
���� ���� ������
������� ���� ��
����	��� 	
�� ������	��
��. K�� ��	� ���	� ���-
��� ��� ������� �
��� ��� 	�	
�� ����� ��	������ �� ����������

��
	������, �.�. 

(M�
���	� �� �������	� ��’ ��	� ���
��
�	�� 	�
����� 	�� ������� 
��
������ �
� ��
���	
-
�	�� ��� 	
 �
������
 	�	�����
 �� 	
� 	���

�
� ������� 	
 ������� �����.) ����� ���� �
-
���, ��� �����
 ���
���� ��������	��, �.�. 

(��	� �
� ��� ����� �����
� ��
�����), ��� 	��
� ������� �����	�-
���� ��
� �	�� �����	
� �� ��
������ ������ ��� 	�� 	��� 	
� ����-
�
� ���
����	
�, �.�. 

(E���� �����; E���� 1; ! 	��
	� ��� 	� ��
;)
"��� 	��	�, ������	��
� ���� 
 Gauss ��� 
 Euler ������
�
��-

��� ���	���� 	�� ������� ������ ��� �� �#����
�� ������ ���	
����
��
	������	�. O Laplace ������#� �� ������ 	�� ���	����� 	
� ����-
�
� ��� ���	���	
� (����� ��	� �� ��
	����� ������ �����
�� ���
	
 �� ������
�� 	�� �������� 	
�� ��� 	
 �	� «����
���� �
��
�»
�����	�� ��
�� ������ ��� 	� ��� ������ 	
� !��
�!). %� ����
����
����	� ����� ������ ����� �� �������	
�� �����
� 	�� ������	����
��������, ���� 
 Cauchy, 
� 
�
�
� ����	�#�� 	
 �����	��� ����-
��
 	�� ��
�
������ �� ������, �������
�	�� �	�� �
��
�� �������-
�
�� 	
�� (��	�#� ��	�� ��� 	
� Laplace) �� �����#�	��
�� �� ��-
�	���	��
 ������
 	� ���	��� ��
	������	� 	
��.

O� ������� ������ ��
	��
�� 	� ��� ���� �#�
������	
� ����-
��	��
� 	��
� 
 
�
�
� ��� ���	����� �� ��������
��� �
���� ��-
���	����� �� �
������� �
� ������
�� �����
�� ��
�� (	� 
�
�� ��-
�
��	�� �����
������), ��� ��������� ��� ����
�
��� ��� 	
 ����-
�
� 	
� ������	
� �
� ���������	�� �� ���	��
��� ����������

����
� ���� �	� �
������� ��	�. O� �����
������, ����� 	
� �	�
��
������
�� �� �
������� 	�� ����
������� �����	�����, ����
��
��� �
���� ����� �����
���. "�����	� �� �
��� ��� ��
�
��� ��
������
�
���
��� ������ ���
����	� 	�����
��	����� ���� (	�� ��-
������� ������ Fourier), ��
������
� �� ��������	��
��� �������
��� 	�� ��
�����	���� �����	����� �
� �����	� ������ �� ����	��
-
����� ��� 	���
�
����� �����
���. O� ������� ������ �����
�� ����
������ 	���
 ��
�
����
� �� �	
�������� 
�
�������	��, �����

1 � 1 �  1 � 1 � 1 � 1 � … .

1
1

 � 1
2

 � 1
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 � 1
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 � 1
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 � … � �
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��� �������� 	�� ����
����� �#������� �
� ��������
�� 	� ����
��
	�� �����	�	��, 	�� 	����	�����, 	� ������� ������� 
�����, ��� 	�
��	��
�� ����	��. &	
 ����� �������
 �� ��
�	
����
��� 	
 ���-
�
� ��� 	�� ��	������ 	
� ���
� �
� ����
�� 
� ������ �	�� �������
����	���� ��� �	� ������	���.

8.1
Oρισµοί και συµβολισµός • Σύγκλιση και απόκλιση
• Yπολογισµός ορίων ακολουθιών • Kάνοντας χρήση του κανόνα
του l’Hôpital • Όρια που απαντούν συχνά

'�����, �� ��
�
����� �� �
��� �	� ��
�
���� ����� ��� ���	�	����-
�� ���	�#� 	����	�� ��	���������, ���� �	
 ����� �������
 	� ��	�-
������� �
� �� ��� �����
���
�� ����� �����
�. !�� ��
��� ����-
�	���� ��
�
�����, �.�. ��	� 	�� ������� x0, x1, . . . , xn, . . . �
� ��
-
���	�� ��� 	� ���
�
 	
� N��	���. A���	��� �� �
��� ��
�
�����
�������� 	
� x, ����� ��� ��
�
����� 	�����
��	����� ����, �.�.
sinx , cos x , sin 2x , cos 2x , . . . , sin nx , cos nx , . . . . *�� ��	��� ���	��-
��� �������� ����� �� ��� ��
�
���� �����	�� ���
 � ���.

Oρισµοί και συµβολισµός
M�
�
��� �� ���	�#
��� 	� ������� �
��������� 	
� 3 �� �#��:

O ���	
� ������� �	� ����� ����� 	
 3, ����	� 	
 6, ����	� 	
 9, �.
.�.
H �����	��� �
���� �
� ��� ��� ��
����� 	�� 	��� 3n �	� n-
�	� ��-
��. A�	� ����� � ����� ���� 	�� ��	������� ��
�
�����: Y������
��� �����	��� �
� 	
�
��	�� 	
� ���� ������ 	�� ��
�
����� �	��
��	������ ���	�	������ ���� 	
�.

&������, 	
 n0 ����� 1 ��� 	
 ����
 
����
� 	�� ��
�
����� �����
	
 ���
�
 	�� ��	���� ��������. M������ �
���, ��	��
, ������
�-
�� � ��
�
���� �� #����� ��� ���
� ������. ".�., �	� ���
�
 	
�
N��	��� �����
��� n0 � 0. A� ���� ������ �� 
���
��� ��� ��
�
�-
��� �
������� �� ����
� ������� n, �� �������� n0 � 3.

O� ��
�
����� 
���
�	�� ���� ��� 
� ����
���� �����	�����, ���
����������

a(n) �

("��������� 1 ��� &���� 8.1). '�� �� �����
��� �	� 	
 ����
 
��-
��
� 	�� ��
�
����� ����������� ������
��, ������
�
�
��� 	


�n ,   a(n) � (�1)n�1 1n ,   a(n) � n � 1
n

"���
 
����
�: 1 2 3 . . . n . . .
↓ ↓ ↓ ↓

"���
 	����: 3 6 9 3n
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Oρισµός Aκολουθία
������ ��������� ������� ����� ��� �����	��� �� ����
 
��-
��
� 	
 ���
�
 	�� �������� �
� ����� ������	��
� � ��
�
���� ������
� n0.

Iστορικά στοιχεία

A�
�
����� ���
������

CD-ROM
∆ικτυότοπος

8.1 Όρια ακολουθιών



������ n �� ����	��� 	�� ���#��	�	�� ��	���	��, ��	� 	�� x , y ,
z ��� t �
� ������
�
�
��� ������� �	�� � ���#��	�	� ��	���-
	� ������� ������	���� 	����. +�	��
, ����� 
� ������	��
� 	��
�
�
� 
���
�� ��
�
�����, ���� 
� ���	���, ����
�� ��� ��� �����

����
� ������	��� 	
� �����
� 	�� ��	���� ��������. /��� ��

 ,
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√
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1–
n
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an

0

1

&�������� �	
 0
(1, 1)

5, 1–
5







2, � 1–
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3, 1–
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4, � 1–
4







0

a2 a5 a1

1

an � (�1)n �1 1–
n

a4 a3

a1

n

an

0 1 32

1

&�������� �	
 1

4 5

(1, 0)

5, 4–
5





2, 1–

2






3, 2–
3







4, 3–
4







0

a2 a3

1

an � n � 1——–
n

5, 4–
5





3, 2–

3






n

an

0 1 32

1

A�
������

4 5 6

–1

(1, 0)

2, �1–
2





 4, �3–

4




 6, �5–

6






–1

a2 a3

0 1

an � (�1)n �1 n � 1——–
n

a6 a4 a5a1







n

an

0 1 32

3

&�������� �	
 3

4 5 6 7 8 9 10

0
an � 3

1 2

an

3 4 5

(�) O� ��
� an � �������
��
	����� ���� ������
, 
��	� �
��
�
���� {an} ��
������, . . .

�n

(�) . . . ���� 
� ��
� an � 1 n
�������
�� ������� ���
��
������
�� �������	� 	
 0 �����
	
 n ��#���	��, 
��	� � ��
�
����
{an} ��������� �	
 0.

 /

(	) O� ��
� an � (�1)n�1(1 n)
��������
�� 	� ������� 	
��,
��	��
 �������
�� �	
 0.

 /

(
) O� ��
� an � (n � 1) n
��
������
�� �������	� 	
 1 �����
	
 n ��#���	��, 
��	� � ��
�
����
{an} ��������� �	
 1.

 /

(�) O� ��
� an � (�1)n�1[(n � 1) n]
��������
�� 	� ������� 	
��. O�
��	��
� ��
� 	���
�� �	
 1.
+�	��
, 
� ����	��
� ��
� 	���
��
�	
 �1 ����� 	
 n ��#���	��,

��	� � ��
�
���� {an} ��
������.

 /

(�) O� ��
� 	�� ��
�
�����
�	������ ������� an � 3 ��
�� 	��
���� 	��� ���#��	�	�� 	
� n , 
��	�
� ��
�
���� {an} ��������� �	
 3.

ΣXHMA 8.1 O� ��
�
����� 	
� "���������	
� 1 �����
���
�	�� ��� �� ��
 	���
��: 	
�
��	��	�� 	
��
�����
�� an �	
� 
�����	�
 �#
��, ��� 	� ������ (n , an) �	
 ������
.



�
���, ��	� 	�	
�
 ��
��� �� ��� �#�����	��. O ������� a(n) �����-
	�� n-���� ���� 	�� ��
�
�����, � ������ ���� �� 
���� n . *	�� ���
a(n) � (n � 1)/n, �� ��
���

����� ���� ������� ���� T���� ���� n-���� ����

a(1) � 0 a(2) � a(3) � . . . , a(n) �

A� ���
���
��� �� an 	
 a(n) , � ��
�
���� �����	�� �� �#��:

a1 � 0, a2 � a3 � . . . , an �

&�������	�� �� ��������
��� ��� ��
�
���� ������	
�	�� �����
��
��� 	
�� ���	
�� ��
�� 	��, ����� ��� 	
� 	��
 �
� ����� 	
� n-
�	�
��
.

Παράδειγµα 1 Περιγραφή ακολουθιών

Συµβολισµός '�� �� �������
��� �	�� ��
�
���� n-
�	
� ��
� an

����
��� {an} (��� �����
��� «��
�
���� a ����	�� n»). *	��, � ���-
	��� ��
�
���� 	
� "���������	
� 1 ����� � {1/n} («��
�
���� 1 ���
n») Ø � 	����	��� ��
�
���� ����� � {3} («�	����� ��
�
���� 3»).

Σύγκλιση και απόκλιση
/��� ������� 	
 &���� 8.1, 
� ��
�
����� �	
 "��������� 1 ��� ��
��
���� 	�� ���� ��������
��. O� {1/n}, {(�1)n�1(1/n)}, ��� {(n � 1)/n}
�����
�� �� ��
������
�� ��� �
������ 
����� 	��� ����� 	
 n ��#�-
��	��, ��� �����	� � {3} ���� ��	���#�� �	�� 
����� 	�� 	��� ��� 	
�
���	
 ��� ��
. A�� 	�� ����, 
� ��
� 	�� ��
�
�����
{(�1)n�1(n � 1)/n} �����
�� �� «�����	��
�	��» �� ��
 ����
��	����
	����, 	�� �1 ��� 1, ��� 
� ��
� 	�� { } ��#��
�	�� ���������	� ���
��� �������
�� �
�����.

O ����
��
� 
������ ���������� 	�� ��
�
����� �
� ��
�����-
�
�� ��� �
������ 
����� L , ����� 	
 n ��#���	��, ��� ������� �
�
��� �������
�� 	�	
�� ��������
��.

�n

n � 1
n  .2

3
 ,1

2
 ,

n � 1
n  .2

3
 ,1

2
 ,
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���� ���������� T���� ����������

(�) 1, an �

(�) 1, an �

(	) 1, � an � (�1)n�1

(
) 0, an �

(�) 0, � an � (�1)n�1

(�) 3, 3, 3, . . . , 3, . . . an � 3

�n � 1
n �1

2
 , 2

3
 , �3

4
 , . . . , (�1)n�1 �n � 1

n � , . . .

n � 1
n

1
2

 , 2
3

 , 3
4

 , . . . , n � 1
n  , . . .

1
n 1

2
 , 1

3
 , � 1

4
 , . . . , (�1)n�1 1n , . . .

1
n

1
2

 , 1
3

 , . . . , 1n , . . .

�n�2, �3, �4, . . . , �n , . . .



Παράδειγµα 2 Έλεγχος του ορισµού

5��#	� �	�

(�)  

(�) (	��
��� �	����� k) .

Λύση

(�) *�	� e � 0. "����� �� ���#
��� �	� ������� ������
� N 	�	
�
�
��	� ��� ���� n ,

n � N ⇒ � e.

H ���	��� ��	� �� ������ ��� (1/n) � e, ������ ��� n � 1/e. *	��,
�� N ����� 	���� ������
� ������	��
� 	
� 1/e, � ���	��� ��
������ ��� ���� n � N. A�	� �������� �	� limnl � (1/n) � 0.

(�) *�	� e � 0. "����� �� ���#
��� �	� ������� ������
� N 	�	
�
�
��	� ��� ���� n ,

n � N ⇒ �k � k � � e.

E���
� k � k � 0, ��� ���� ������� 	��� 	
� N � ���	��� �� �#��
-
�
���� �� ������. A�	� �������� �	� limnl � k � k ��� ���� �	�����
������ k .

Παράδειγµα 3 Aποκλίνουσα ακολουθία

5��#	� �	� � {(�1)n�1[(n � 1)/n]} ��
������.

Λύση *�	� e ��	���� ������� �����	��
� 	
� 1, 	�	
�
� ��	� ��
��� �������������	
�	�� 
� ������� ���� ��� 	�� ������� y � 1 ���
y � �1 �
� ����
�	�� �	
 &���� 8.3. K��� e � 1 ����
�
��� 	�� ��
-
7������ ��	�. H �������� �	
 1 �� ������� �	� ���� �����
 	
�

� 1
n � 0�

lim
nl �

  k � k

lim
nl �

  1n � 0
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Oρισµοί Σύγκλιση, απόκλιση, όριο
H ��
�
���� {an} ��	������ �	
� ������ L �� �� ���� ��	���
������ e ��	��	
���� ������
� N 	�	
�
� ��	� ��� ���� n

n � N ⇒ �an � L � � e.

A� ��� ������� 	�	
�
� ������� L, ���� �	� � {an} ���������.
A� � {an} ��������� �	
 L , ����
��� limnl � an � L , �

���
��	��� an l L , ��� ���
��� 	
 L ���� 	�� ��
�
����� (&����
8.2).

 ,

aN

(N, aN)

n

an

0 1 32 N n

L

L � �

L � �

(n, an)

0 a2 a3 a1 an

L � �L � � L

ΣXHMA 8.2 an l L ��� y � L
����� ��� 
�����	��
�����	�	� 	�� ��
�
�����
������� {(n, an)}. /���
���
��� �	
 �����, ��� 	�
an ��	� 	
 aN ����	�� ��
����	��� �����	��� 	
� �
��� 	
 L.

Bιογραφικά στοιχεία

Nicole Oresme
(���. 1320-1382)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



�������	
� ����� ���� ���
���
� ����	� N ���	�� �	�� ��� ����-
��, ���� ��	� ��� ��������. K�� ��	� ���	� ����� 	
 �����
 (n , an)
«��������» �	�� ��� ������, 	�	� 	
 (n � 1, an�1) ��� ��� 	� �����-
�� ������ ��� ��
 ������
�	�� �	�� ��	� ������. &������, � ��
-
�
���� ��� ��
��� �� ��������� �	
 1. O�
���, ��� ��
��� �� ��-
������� �	
 �1. A�� 	�� ����, ����
� 
� ��
� 	�� ��
�
����� ��
-
������
�� ������# ��
 ��� �������	��
 	�� 	���� 1 ��� �1, ��� 	��-
�
�� �
	� �� ���
�� ���� 	���. &������, � ��
�
���� ��
������.

H ��������
�� 	�� {(�1)n�1[(n � 1)/n]} ����� �
�
	��� ����
��	�-
�� ��� ��	�� 	�� { }, � 
�
�� ��
������ ���	� ��������� ���� ��-
	��� ������ L . '�� �� �������<
��� 	� ��������
�� 	�� { }, ���-
�
���

=��
�	�� ��� ���
 	�� {an} ����� 	
 �����
, ��� ���

��� ���� �	� �
����
�� ��	�#� 	
� an ��� 	
� �����
� ������	�� ����� 	
 n ��#���	��.
E��

��� ����� �	� 	
 an ��������� ������	��� �� 	�� ��#��� 	
� n.

Yπολογισµός ορίων ακολουθιών
H ����	� 	�� 
���� �� ��	��	
��� ����	� ����
�� �� ������ �� ���-
�	��
��� �� ���� ���	��� ���	��� �� 	� ��������, �������
�	��
	
� 
�����. '�� ���� ��� 	���, �����
�� 	��� �������	� �
� �����
-
���
�� 	�� ��� ����������. T
 ���	
 ��� ��	� ����	�� �� ����
�
��-
�� �������� 	�� ���� ������ �	�� ����	
����� 	� ����. O� ��
���-
#��� ��������
�	��.

lim
nl �

  (�n) � �.

�n
�n
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3, 2–
3





 5, 4–

5






4, �3–
4





 6, �5–

6






0

1

–1 � �

(1, 0)

–1

a2 a3a1

–1
–1 � �

1 � �

1 � �

2, �1–
2







an � (�1)n �1 n � 1——–
n







10

a6 a4 a5

O�	� 	
 ����	��� ���
�� ± � ����
	
 1, 
�	� 	
 ����	��� ���
�� ± �
���� 	
 –1 �������� ��� 	� an ��
� n ≥ N
��� ���
�
 N.

ΣXHMA 8.3 H ��
�
����
{(�1)n�1[(n � 1) n]}
��
������.

 / 

Θεώρηµα 1 Iδιότητες ορίων ακολουθιών
*�	� {an} ��� {bn} ��
�
����� ������	���� ������� ��� A ��� B
������	��
� �����
�. *�	� limnl � an � A ��� limnl � bn � B.
I���
�� 	�	� 
� ����
���� ����	�	��:

1. ���� ������	�
��: limnl � (an � bn) � A � B

2. ���� �������: limnl � (an � bn) � A � B

3. ���� ����	����: limnl � (an � bn) � A � B

4. ���� �
������ ������������: limnl � (k � bn) � k � B (	���� ������� k)

5. ���� �������: limnl � ����
� B � 0
an

bn
 � A

B



Παράδειγµα 4 Eφαρµογή των ιδιοτήτων ορίων ακολουθιών

&������
�	�� 	
 %������ 1 ��� 	� ��
	������	� 	
� "���������-
	
� 2, ��
���

(�)  

(�)  

(	)  

(
)  

Παράδειγµα 5 Tα σταθερά πολλαπλάσια αποκλίνουσας
ακολουθίας αποκλίνουν

K��� �� �������� �
��������
 ���� ��
����
���� ��
�
�����
{an} ��
������. '�� �� ��
������� ��	�, �� ��
���
��� �	� � {can}
��������� �� ���
�
� ������ c � 0. T�	�, �� ���
��� k � 1/c �	
�
	��
 	
� 
��
� �	����
� �
��������
� 	
� %������	
� 1, ���
�-
�� �	� � ��
�
����

���������. A�	� �������� �	� � {can} ��� ��
��� �� ��������� ����
���
� �� ��� � {an} ���������. A� � {an} ��� ���������, 	�	� 
�	� �
{can} �� ���������.

&	�� ������ 69 ������	� �� ��
���#�	� 	
 ����
��
 �������.

M�� ����� �������� 	
� %������	
� 2 ����� �	� �� �bn � � cn ���
cn l 0, 	�	� bn l 0 ����
� �cn � bn � cn. X�����
�
�
��� 	
 ��
	�-
����� ��	� �	
 ����
��
 ����������.

Παράδειγµα 6 Xρήση του θεωρήµατος «σάντουιτς»

E���
� 1/n l 0, ������
��� �	�

(�)  

(�)  

(	)  

T� %������	� 1 ��� 2 ����
�� �
���� �����
��� ���� �� ���
	��	
 ������� �
� ��� ���� �	� �� �������
��� ��� ������ �����	�-
�� �� ��� �������
��� ��
�
����, �� ��
��<�� ��� ��
�
���� �
�

(�1)n 1n l  0    ���	�    � (�1)n 1n � � 1n .

1
2n l  0    ���	�   1

 2n � 1n

 cos  n
n  l  0    ���	�    �  cos  n

n � � 
�  cos  n �

n  � 1n

�1
c � can� � �an�

lim
nl �

  4 � 7n 6

n 6 � 3
 � lim

nl �
  

(4 / n 6) � 7

1 � (3 / n 6)
 � 0 � 7

1 � 0
 � �7.

lim
nl �

  5
n 2

 � 5 � lim
nl �

  1n � lim
nl �

  1n � 5 � 0 � 0 � 0

lim
nl �

  �n � 1
n � � lim

nl �
  �1 � 1n� � lim

nl �
 1 � lim

nl �
  1n � 1 � 0 � 1

lim
nl �

  ��1
n� � �1 � lim

nl �
  1n � �1 � 0 � 0
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Θεώρηµα 2 Θεώρηµα «σάντουιτς» για ακολουθίες
*�	� {an}, {bn}, ��� {cn} ��
�
����� ������	���� �������. A� an

� bn � cn ��� ���� n ����� ���
�
� N ��� �� limnl � an � limnl �

cn � L, 	�	� �� ������ ������ limnl � bn � L.



������ ���������. "�����	
��� ��� 	
 ������� ����� ������#�
(>����� 70).

Παράδειγµα 7 Eφαρµογή του Θεωρήµατος 3

5��#	� �	� 

Λύση '�����
��� �	� (n � 1) n l 1. %�	
�	�� f(x) � ��� L � 1
�	
 %������ 3 ��
��� 

Παράδειγµα 8 H ακολουθία {21/n}

H ��
�
���� {1/n} ��������� �	
 0. %�	
�	�� an � 1/n , f (x) � 2x, ���
L � 0 �	
 %������ 3, ���
��� �	� � f (1/n) l f (L) � 20 � 1. H
��
�
���� {  } ��������� �	
 1 (&���� 8.4).

Kάνοντας χρήση του κανόνα του l’Hôpital
T
 ������� �
� ��
�
���� ��� ���	����� �� �������
��� 	
� ������
	
� l’Hôpital ��
������
� �� �
��� 	� ���� ������� ��
�
�����. T

������� ��	��	
������ 	���� ���� (������� ����
�������) �����	�-
��� �� 	�� 	���� ���
����� ��
�
�����.

Παράδειγµα 9 Eφαρµογή του κανόνα του l’Hôpital

5��#	� �	�

� 0.

Λύση H �����	��� (ln x) x 
����	�� ��� ���� x � 1 ��� ��� ��	��
��
������
�� ������� ����� 	���� �� 	�� ��
�
����. &������, ���� 	
�
%������	
� 4, 	
 limnl � (ln n) n �� ��
�	�� �� 	
 limxl � (ln x) x ���-
�
� 	
 	����	��
 �������. E������
�	�� 	
� ������ 	
� l’Hôpital
��� �
�� �����
���

&��������
��� �
���� �	� limnl � (ln n) n � 0.

/	�� ������
�
�
��� 	
� ������ 	
� l’Hôpital ��� 	�� ������ 	
�

 / 

lim
xl �

  ln x
x  � lim

xl �
  

1 / x
1

 � 0
1

 � 0.

 /  / 

 / 

ln n
nlim

nl �

21 / n
21 / n

�(n � 1) / n l  �1 � 1.
�x / 

�(n � 1) / n l  1.
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Θεώρηµα 3
*�	� {an} ��� ��
�
���� ������	���� �������. A� an l L ���
� f ����� ��� �����	��� ������� �	
 L ��� 
������� ��� ����
an, 	�	� f (an) l f (L) .

1–
3

x

y

0

1

(1, 2)

y � 2x

11–
2

2

, 21/31–
3







, 21/21–
2







ΣXHMA 8.4 K���� n l �, 1/n l 0
��� 2 l 20.1 / n

Θεώρηµα 4
*�	� f (x) �����	��� 
������� ��� ���� x � n0 ��� {an}
��
�
���� ������	���� ������� 	�	
�� ��	� an � f (n) ��� n � n0.
&	�� �����	��� ��	�

lim
xl �

  f(x) � L  ⇒  lim
nl �

  an � L .




��
� ���� ��
�
�����,  ��
�
��� �� ������
��� �	� 
 n ������� ��-
������ ������	���� 	����, ��� �� ���������
��� �� ��
� n. 5��	� ���-
	��� 	
 "��������� 10.

Παράδειγµα 10 Eφαρµογή του κανόνα του l’Hôpital

N� ����� 	


Λύση E������
�	�� 	
� ������ 	
� l’Hôpital (���������
�	�� ��
��
� n) ,

A��
���� ��������� 4 *�	� �	� limxl � f (x) � L T�	� ��� ���� ��-
	��� ������ e �� ������� ������� M 	�	
�
� ��	� ��� ���� x ,

x � M ⇒ � f (x) � L � � e.

*�	� N ������
�, ������	��
� 	
� M ��� ������	��
� � ��
� 	
� n0.
T�	�

n � N ⇒ an � f (n) ��� �an � L � � � f (n) � L � � e.

Παράδειγµα 11 Eφαρµογή του κανόνα του l’Hôpital για τον
προσδιορισµό σύγκλισης

&�������� � ��
�
���� �� n-
�	� ��


an � ;

A� ���, �� ����� 	
 limnl � an.

Λύση T
 ���
 ��	������ �	�� ���
�������	� �
��� 1� . M�
-
�
��� �� �������
��� 	
� ������ 	
� l’Hôpital �	� �
��� � � 0,
� 
�
�� ��
���	�� ��� 	�� �������� �� ���
��� 	
� ������ �
-
������
 	
� an:

T�	�,

 � lim
nl �

  2n 2

n 2 � 1
 � 2.

 � lim
nl �

  
�2 / (n 2 � 1)

�1 / n 2

 � lim
nl �

  

ln  �n � 1
n � 1�
1 / n

 lim
nl �

  ln  an � lim
nl �

 n ln  �n � 1
n � 1�

 � n ln  �n � 1
n � 1� .

 ln  an � ln  �n � 1
n � 1�

n

�n � 1
n � 1�

n

 .

 � �.

 lim
nl �

  2
n

5n
 � lim

nl �
  2

n � ln  2
5

lim
nl �

  2
n

5n
 .
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� � 0

0
–0

K������ 	
� l’Hôpital



E���
� ln an l 2 ��� � f (x) � ex ����� �������, 	
 %������ 3 ��� ��-
�� �	�

an � l e2.

&������, � ��
�
���� {an} ��������� �	
 e2.

Όρια που απαντούν συχνά
M����� ��� 	� ���� �
� ����	
�� �����	��� ����	����	�� �	
� "�-
���� 8.1. T
 ���	
 ��� ��	� 	
 �����	����� �	
 "��������� 9. T�
��
 ������� ��
���	
�� �����
�	�� �
������
�� ��� �������
�	��
	
 %������ 3 (A������� 67 ��� 68). T� ����
��� ���� ��
������
�	��
�	
 "����	��� 7.

Παράδειγµα 12 Όρια του Πίνακα 8.1

(�)  

(�)

(	)

(
)

(�)

(�)  

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 8.1

100 n

n!
 l  0

�n � 2
n �

n

 � �1 � �2
n �

n

 l  e�2

��1
2�

n

 l  0

�n 3n � 31 / n(n 1 / n) l  1 � 1 � 1

�n n 2 � n 2 / n � (n 1 / n)2 l  (1)2 � 1

ln  (n 2)
n  � 2 ln  n

n  l  2 � 0 � 0

eln an
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T��
� 1

T��
� 2

T��
� 3 ��� x � 3 ��� T��
� 2

T��
� 4 ��� x � –
2
–1

T��
� 5 ��� x � �2

T��
� 6 ��� x � 100

Πίνακας 8.1

1.

2.

3.

4.

5. (	���� x)

6. (	���� x)

&	
�� 	��
�� (3) ��� (6), 	
 x
����� �	����� ����� n l �.

lim
nl �

 x
n

n!
 � 0

lim
nl �

 �1 � xn�
n

 � ex

lim
nl �

 xn � 0   (� x � � 1)

lim
nl �

 x1 / n � 1   (x � 0)

lim
nl �

 �n n � 1

lim
nl �

 ln  n
n  � 0

Eύρεση όρων ακολουθίας
&� ������� ��� 	�� A������� 1-4 ����	�� 
 	��
� 	
� n-

�	
� ��
� an ���� ��
�
����� {an}. N� ���
�� 
� 	����
	�� a1, a2, a3, ��� a4.

1. an � 2. an �

3. an � 4. an �

Eύρεση τύπων ακολουθιών
&	�� A������� 5-12, �� ����� 
 	��
� 	
� n-
�	
� ��
�
	�� ��
�
�����.

5. H ��
�
����  1, �1, 1, �1, 1, . . .

6. H ��
�
���� 1, �4, 9, �16, 25, . . .

7. H ��
�
���� 0, 3, 8, 15, 24, . . .

8. H ��
�
���� �3, �2, �1, 0, 1, . . .

9. H ��
�
���� 1, 5, 9, 13, 17, . . .

10. H ��
�
���� 2, 6, 10, 14, 18, . . .

11. H ��
�
���� 1, 0, 1, 0, 1, . . .

12. H ��
�
���� 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, . . .

Eύρεση ορίων
"
��� ��� 	�� ��
�
����� {an} �	�� A������� 13-56 ��-
�����
��, ��� �
��� ��
����
��; N� ����� 	
 ���
 ����
�������
���� ��
�
�����.

13. an � 2 � (0,1)n 14. an �

15. an � 16. an �
1 � 5n 4

n 4 � 8n 3

1 � 2n
1 � 2n

n � (�1)n

n

2 n

2 n�1

(�1)n�1

2n � 1

1
n!

1 � n
n 2

O� ������
� ��� 	

�3 ��� ���#��

"���		
� ��	��
� ���-
���
� ��� ��


��	�
� ��	��
� ���-
���
� ��� ��


E�����# 1 ��� 0

K��� ��	���� ���-
���
� �����������-
���
�

M
����� �� �������-
������ �������

T�	������ ��	����
��������, �� �������-
������ �������

T�	������ ��	����
�������� ���		�����
��	� 1



17. an � 18. an �

19. an � 1 � (�1)n 20. an � (�1)n

21. an � 22. an �

23. an � 24. an � sin 

25. an � 26. an �

27. an � 28. an �

29. an � 30. an � ln n � ln (n + 1)

31. an � 32. an �

33. an � 34. an �

35. an � 36. an � (n � 4)

37. an � 38. an �

39. an � (Y�������: &�������	� �� 	
 1 n.)

40. an � 41. an �

42. an � 43. an �

44. an � ln 45. an �

46. an � 47. an � , x � 0

48. an � 49. an �

50. an � 51. an � tan�1 n

52. an � 53. an �

54. an � 55. an �

56. an � n �

∆ιερεύνηση ορίων µε κοµπιουτεράκι
&	�� A������� 57-60, �
�����	� �� ���	� �� �
���
�	�-
���� 	�� 	��� 	
� N �
� ����
�
��� 	�� ����	
	� �����	�-
	� ��� n � N. 5��
���
� �	� � ���� �����	�	� ��
����	��
��� 	
� ���	��� 
����� 	
� 
��
� ���
��� ��
�
�����,
���	� �
�� ����� � ��
�
���� ��	� ��� �� �
�
 ���
 ��-
�������.

57. � � 1 � � 10�3 58. �

59. (0,9)n � 10�3 60. (2n n!) � 10�7

Θεωρία και παραδείγµατα
61. 5���	�� � �#�� ��
�
���� ��	�� �������:

E�� 
� ������	�� ��� ���
� 	
�� �����	��
�� ��� ��
-
�
����, 
� ���
�
���	�� ������ �����	��
�� ��� ��
-
�
����, ��� 	��
� 
� ���
� 	
�� �����	��
�� ��� 	��	�
��
�
����. *�	� xn ��� yn ��	��	
���, 
 ������	�� ���

 ���
�
���	�� 	
� n-
�	
� ������	
� rn � xn yn.

(�) E�������	� �	� � 2 � �1, � 2 � �1,
��� ������	���, �	� �� a2 � 2b2 � �1 � �1, 	�	�

(a � 2b)2 � 2(a � b)2 � �1 � �1,

��	��	
���.

(�) T� ������	� rn � xn yn 	���
�� �� ���
�
 ���
 ��-
��� 	
 n ��#���	��. "
�
 ����� ��	�; (Y�������:
X�����
�
���	� 	
 ���	��� (�) ��� �� ���#�	� �	�
rn

2 � 2 � �(1 yn)
2 ��� �	� 	
 yn ��� ����� �����	��


	
� n.)

62. (�) *�	� �	� � f(x) ����� ������������ ��� ���� x �	

[0, 1] ��� �	� f(0) � 0. *�	� �	� � ��
�
���� {an}

����	�� ��� 	
� ������ an � n f(1 n) . 5��#	� �	�
limnl � an � f 	(0).

X�����
�
���	� 	
 ��
	������ (�) ��� �� ���	� 	�
���� 	�� �#�� ��
�
����� {an}.

(�) an � n tan�1 (	) an � n( � 1)

(
) an � n ln 

63. Tριάδες πυθαγόρειων αριθµών O� �����
� a , b , ��� c ��-
�
��	�� ����	����� ���
� �� ������ a2 � b2 � c2. *�	�
a ���� ����		�� ��	���� ������
� ��� �	� 
�

b � ���  c �

����� 
� �	�
����
�
������� ��
� 	� ��	� ��� ��
� 	�
���, ��	��	
���, �������� 	���� 	
�  a2 2.

(�) 5��#	� �	� a2 � b2 � c2. (Y�������: %��	� a � 2n � 1
��� ������	� 	� b ��� c �����	���� 	
� n .)

(�) M� ��������� ��
�
�����, � �� 	� 
����� 	
�
�����	
�, ���	� 	�� 	��� 	
�

a



a2
—
2

 a2
—
2






 / 

 a 2

2  a 2

2 

�1 � 2n�
e1 / n1

n

 / 

 / 

 / 

y 2
2x 2

2y 2
1x 2

1

 / 

1
1

 , 3
2

 , 7
5

 , 17
12

 , . . . , a
b

 , a � 2b
a � b

 , . . . .

 / 

�n n � 1 �  � 10�3�n 0,5

�n 2 � n

(ln  n)5

�n
�n n 2 � n

�1
3�

n

 � 1

�2 n

1

�n
  tan�1 n

n 2

2n � 1
  sin  1n

3n � 6n

2�n � n!�1 � 1
n 2�

n

� xn

2n � 1�
1 / n� n

n � 1�
n

�3n � 1
3n � 1�

n

�1 � 1n�
n

�1
n�

1 / (ln n)n!
2 n � 3n

n!
106n

(�4)n

n!

 / 

n!
nn

�n 32n�1�n 4n n

1 / (n�4)�3
n�

1 / n

�n n 2�n 10n

�1 � 1n�
n

�1 � 7n�
n

ln  n
n 1 / n

ln  (n � 1)

�n

n
2 n

 sin2 n
2 n

 sin  n
n

�p

2
 � 1n�� 2n

n � 1

(�1)n�1

2n � 1�n � 1
2n ��1 � 1n� 

�1 � 1n�

n � 3
n 2 � 5n � 6

n 2 � 2n � 1
n � 1
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64. H n-οστή ρίζα του n!

(�) 5��#	� �	� limnl � (2n�) � 1 ��� �������, ����
	
� ��
������	��
� 	��
� 	
� Stirling [K������
 7,
E��������	� ������ 50, ���	��� (�)], �	�

��� ������� 	���� 	
� n .

(�) E���#	� 	�� ��
������� �
� ����	� �	
 (�) ���
n � 40, 50, 60, . . . ����� ��
 ��� ���	����� 	
 �
-
���
�	����� ���.

65. (�) A� limnl � (1 nc) � 0 ��� 	��
��� ��	��� �	�����
c, ���#	� �	�

.

(�) 5��#	� �	� limnl � (1 nc) � 0 ��
� c 	��
��� ��	�-
�� �	�����. (Y�������: A� e � 0,001 ��� c � 0,04,
	�	� ���
 �����
 ������ �� ����� 	
 N �	�� ��	�
�1 nc � 0 � � e ��� n � N ;)

66. Tο «Θεώρηµα… φερµουάρ» A�
���#	� 	
 «������� ���-
�
���» ��� ��
�
�����: A� 
� {an} ��� {bn} �������
��
	��	���
�� �	
 L 	�	� ��� � ��
�
����

a1, b1, a2, b2, . . . , an bn . . .

�� ��������� �	
 L .

67. 5��#	� �	� limnl �

68. 5��#	� �	� limnl � � 1 (x � 0).

69. A�
���#	� 	
 %������ 2.

70. A�
���#	� 	
 %������ 3.

71. Oι όροι συγκλίνουσας ακολουθίας προσεγγίζουν αυθαίρετα ο ένας
στον άλλο 5��#	� �	� �� � {an} ����� ��� �������
���
��
�
����, 	�	� �� ���� ��	��� ������ e �� ��	��	
�-
��� ���� ������
� N 	�	
�
� ��	� ��� ���� m ��� n , ��
������

m � N ��� n � N ⇒ �am � an � � e.

72. Mοναδικότητα ορίων 5��#	� �	� 	
 ���
 ���� ��
�
�����
����� �
������. M� ���� �����, ���#	� �	� �� L1 ��� L2

����� �����
� 	�	
�
� ��	� an l L1 ��� an l L2, 	�	�
L1 � L2.

73. Σύγκλιση και απόλυτη τιµή 5��#	� �	� ��� ��
�
���� {an}
��������� �	
 0 �� ��� ���
 �� � ��
�
���� 	�� ���-
��	�� 	����  {�an �} ��������� �	
 0.

74. Bελτίωση παραγωγής &������ �� ���	
�����
 ����

�	� Wall Street Journal 	�� 15�� 5������
� 1992, ���
��� 	����� ����� �
� ��	��������� � ��	
����	
�
-
������� Ford Motor Company ����	��	�� ����
� ��-
������ 7 h �	�� �����, �� ����� �� ��	��	
��
 ���-
�
 15 h 	
 1980. O� ��������� �	������� ������
�	��
��� 	�� ���� ������� ����� 3 h.

H ��	���� 	�� ��
�
	���	�	�� �	� Ford �� ���-
�� �� 	
 1980 �������� ��� �	���� ������ 	
� ����
�
�������� ��	� 6%. A� 
 ������ ��	�� �������	��, 	�	�
�� n �	� ��� 	��� 	
 ��
������ 	�� Ford �� �������-
	�� ��� 	�� ���� ������� ����
 

Sn � 7,25(0,94)n

���� �	�� ����� ��� ��� 	����� �����. A� ��
	����
�	� 
� I������ ��	������	�� �#��
�
����
�� �� ����-
��
�	�� 3 h ��� �����, 	�	� �� ���� ������ �� 	
��
�	���� � Ford; =��	� 	
 ������� �� ��
 	���
��:

(�) B���	� 	
� ���	
 ��
 	�� ��
�
����� {Sn} �
� ��-
��� �����	��
� � ��
� 	
� 3,5.

(�) "����	��	� ������� 	�� f(x) � 7,25(0,94)x ���
������
�
���	� 	�� �����
�� «Trace» 	
� ��
�
-
���	� �������� �
� �����	�	� ��� �� ���	� 	
 ��-
���
 ��
� � ������� 	����� 	�� ������ y � 3,5.

Έλεγχος σύγκλισης και απόκλισης
M� ��� ���	��� ��
�
���	���� ������� ��	����	� 	�
����
��� ���	� ��� 	�� ��
�
����� 	�� A������� 75-84.

(�) Y�
�
���	� ��� 	
�
��	��	� �� ��������� 	
��
���	
�� 25 ��
�� ���� ��
�
�����. H ��
�
����
������� �� ��������� � �� ��
������; A� ������-
���, 	�	� �
�
 ����� 	
 ���� 	�� L ;

(�) A� ��������� � ��
�
����, ���	� ���� ������
 N
	�	
�
� ��	� �an � L � � 0,01 ��� n � N T
 ���

���	��� ���  �an � L � � 0,0001.

75. an � 76. an �

77. an � sin n 78. an � n sin 

79. an � 80. an �

81. an � (0,9999)n 82. an � 123456

83. an � 84. an �
n 41

19n
8n

n!

1 / n

ln  n
n

 sin  n
n

1
n

�1 � 
0,5
n �

n

�n n

 .

1
2

1
2

1
4

x1 / n

�n n � 1.

 , ,

 ,

 / 

 / 

lim
nl �

  ln  n
nc  � 0

 / 

�n n! 	 ne

1 / (2n)

lim
al �

  
 a 2

2 
 a 2

2 
 .
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8.2
Yποακολουθίες • Mονότονες και φραγµένες ακολουθίες
• Aναδροµικά οριζόµενες ακολουθίες • H µέθοδος του Picard
για την εύρεση ριζών

H ���
��� ���	�	� ��������� 	� ����	� 	�� ��������� ��� 	�� ���-
������ ��
�
�����.

Yποακολουθίες
A� 
 ��
� ���� ��
�
����� �������
�	�� �� ���� ��
�
���� �� 	��
���� ���	�#�, ���
��� 	�� ���	� ��
�
���� ������������ 	�� ���	�-
���.

Παράδειγµα 1 Yποακολουθίες της ακολουθίας θετικών ακεραίων

(�) H ��
��
�
���� 	�� ��	��� ��������: 2, 4, 6, … , 2n , …

(�) H ��
��
�
���� 	�� ����		�� ��������: 1, 3, 5, … , 2n � 1, …

(	) H ��
��
�
���� 	�� ���	�� �������: 2, 3, 5, 7, 11, …

O� ��
��
�
����� ��
�� ������� ��� ��
 ���
��:

1. A� ��� ��
�
���� {an} ��������� �	
 L , 	�	� ���� 
� ��
��
�
�-
���� 	�� �������
�� �	
 L A� ������
��� �	� ��� ��
�
���� ��-
�������, 	�	� �����
�������	� �	�� ������ � �	�� ��	����� 	
�

��
� ���� ��
��
�
����� 	�� �
� ��� ����������.

2. A� ���
�� ��
��
�
���� ���� ��
�
����� {an} ��
������ � �� ��

��
��
�
����� 	�� ��
�� ����
��	��� ����, 	�	� � {an} ��
������.
'�� ����������, � ��
�
���� {(�1)n} ��
������ ���	� � ��
��
-
�
���� �1, �1, �1, . . . 	�� ���� ����		
� ����	� (���. 	
� 1
�,
3
�, 5
�, . . . ��
�) ��������� �	
 �1, ��� � ��
��
�
���� 1, 1, 1,. . .
	�� ��	�
� ����	� ���� 	�� ��������� �	
 1, �� ����
��	��� ����-
�� ���
.

O� ��
��
�
����� ��� �����
�� ������ ���� ��
 	���
 ����	�� 	��
���������. H ���� ���� ��
�
����� ����� ��� ��
��
�
���� 	�� �
� ��-
������ ��
�� 	
�� ��
�� 	�� ����� ���
�
� N-
�	
� ��
�. 5�����, � 
�-
�� ����� ��� ���
�
  {an �n � N}. *	��, ���� ���
� 	���
� ��� �� ����-
�
��� �	� an l L ����� �� �
��� �	� ���� ����	��� ���
�� ±e ���� 	
 L
�������� 	�� 
��� 	�� ��
�
�����.

Mονότονες και φραγµένες ακολουθίες

 .

5998.2. Yποακολουθίες, φραγµένες ακολουθίες και η µέθοδος Picard

8.2 Yποακολουθίες, φραγµένες ακολουθίες και η µέθοδος Picard

Oρισµός Mη φθίνουσα, µη αύξουσα, µονότονη ακολουθία
M�� ��
�
���� {an} �� 	�� ����	�	� an � an�1 ��� ���� n
�����	�� �� !������� ���������Ø ������, a1 � a2 � a3 � . . . .

M�� ��
�
���� �����	�� �� ������� �� an � an�1 ��� ���� n
M�� ��
�
���� �
� ����� ��	� �� ����
��� ��	� �� ��#
���,
�����	�� �������.

 .

H �������� � �������� ����
��
�
����� ��� ���� ����� ����� ��
	
 ��� ����������
�	�� 
� ���	
�
��
� 	�� ��
�
�����. E#��	�	�� ���

��� 	� ��������
�� 	�� 
���� 	��.



Παράδειγµα 2 Mονότονες ακολουθίες

(�) H ��
�
���� 1, 2, 3, . . . , n . . . 	�� ������� ������� ����� ��
����
���.

(�) H ��
�
���� ����� �� ����
���.

(	) H ��
�
���� ����� �� ��#
���.

(
) H �	����� ��
�
���� {3} ����� 	��	���
�� �� ����
��� ��� ��
��#
���.

Παράδειγµα 3 Mια µη φθίνουσα ακολουθία

5��#	� �	� � ��
�
����

an �

����� �� ����
���.

Λύση

(�) %� ���#
��� �	� ��� ���� n � 1, an � an�1Ø ������, �	�

H �
�� 	�� �����	�	�� ���	����	�� �� �
����������
��� ����	�
������	�� ��� ���
�
���	��:

E���
� �������� �	� �2 � 0, �� ������ an � an�1 ��� ��� �
��
�
���� {an} ����� �� ����
���.

(�) *��� ���
� 	���
� ��� �� ���#
��� �	� � {an} ����� �� ����
���
����� �� 
���
��� 	�� f (n) � an ��� �� ���#
��� �	� f 	(x) � 0. &	

��� ����������, f (n) � (n � 1) (n � 1), 
��	�

&������, � f ����� ��#
��� �����	���, ��� f (n � 1) � f (n) , ���.
an�1 � an.

 � 2
(x � 1)2

 � 0.

 � 
(x � 1)(1) � (x � 1)(1)

(x � 1)2

 f 	(x) � d
dx

 �x � 1
x � 1�

 / 

 ⇔ �2 � 0.

 ⇔ n 2 � n � 2 � n 2 � n

 ⇔ (n � 1)(n � 2) � n (n � 1)

 n � 1
n � 1

 � 
(n � 1) � 1
(n � 1) � 1

 ⇔ n � 1
n � 1

 � n
n � 2

n � 1
n � 1

 � 
(n � 1) � 1
(n � 1) � 1

 .

n � 1
n � 1

3
8

 , 3
9

 , 3
10

 , . . . , 3
n � 7

 , . . .

1
2

 , 2
3

 , 3
4

 , . . . , n
n � 1

 , . . .

 ,
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Bιογραφικά στοιχεία

Fibonacci
(1170-1240)

CD-ROM
∆ικτυότοπος

"������
� �����
�

Oρισµός Άνω φραγµένη, άνω φράγµα, κάτω φραγµένη, κάτω
φράγµα, φραγµένη ακολουθία
M�� ��
�
���� {an} ����� ��� !��	�"�� �� ������� ������� M
	�	
�
� ��	� an � M ��� ���� n . O ������� M ����� 	�	� ���
��� !��	�� 	�� {an}. H ��
�
���� ����� ��� !��	�"�� ��



Παράδειγµα 4 Eφαρµογή του ορισµού φραγµένης ακολουθίας

(�) H ��
�
���� 1, 2, 3, . . . , n , . . . ��� ���� ��� ������, ���� �����
��	� �������� ��� 	
 m � 1.

(�) H ��
�
���� ����� ��� �������� ��� 	


M � 1 ��� ��	� �������� ��� 	
 m �

(	) H ��
�
���� �1, 2, �3, 4, . . . , (�1)nn , . . . ��� ����� 
�	� ��� 
�-
	� ��	� ��������.

'�����
��� �	� ��� �������� ��
�
���� ��� ��������� ��	’ ���-
����, ���	� � ��
�
���� an � (�1)n ����� �������� (�1 � an � 1) ��-
�� ��
����
���. O�	� ��� �
��	
�� ��
�
���� ��������� �������	�-
��, ���	� � ��
�
���� 	�� ������� ������� 1, 2, 3, . . . , n , . . . ����� �
-
��	
�� ���� ��
������. A� ��� ��
�
���� ����� ���� 
��
������
�������� ��� �
��	
��, 	�	� 
������ �� ���������. A�	� ����� ��� 	

������
 �������.

"��’ ��
 �
� ��� �� ��
���#
��� 	
 %������ 5, 	
 &���� 8.5 ���-
��� ��� 	�� ���� 	
� �������	
� �	�� �����	��� ���� �� ����
����
��� ��� ��������� ��
�
�����. E���
� � ��
�
���� ����� �� ����
�-
�� ��� ��� ��
��� �� ������ 	
 M , 
� ��
� 	�� «�����	��
�	��» ��
�
���
�
� ������ (	
 ���
) L � M .

Παράδειγµα 5 Eφαρµογή του Θεωρήµατος 5

(�) H �� ����
��� ��
�
���� ��������� ���	� ����� ���

�������� ��� 	
� ������ M � 1. M����	�, ������ �	�


��	� � ��
�
���� ��������� �	
 ���
 L � 1.

(�) H �� ��#
��� ��
�
���� ����� ��	� �������� ��� 	
�

������ m � 0 ��� ������� ���������. T
 ���� 	�� ����� L � 0.
� 1

n � 1�

 � 1,

 � 1
1 � 0

 lim
nl �

  n
n � 1

 � lim
nl �

  1
1 � (1 / n)

� n
n � 1�

1
2

 .

1
2

 , 2
3

 , 3
4

 , . . . , n
n � 1

 , . . .
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������� ������� m 	�	
�
� ��	� m � an ��� ���� n . O ������� m
����� 	�	� ��� ��� !��	�� 	�� {an}. A� � {an} ����� ��� ���
��	� ��������, �����	�� !��	�"�� ���������.

x

y

0 1 2 3 4

L

M

5

y � L

(8, s8)

6 7 8

y � M

(5, s5)

(1, s1)

ΣXHMA 8.5 A� 
� ��
� ���� ��
����
���� ��
�
����� ��
�� ���
������ M �� �������
�� ��
���
�
 ���
 L � M.

 ,

Θεώρηµα 5 Θεώρηµα µονότονων ακολουθιών
K��� �������� �
��	
�� ��
�
���� ���������.



Aναδροµικά οριζόµενες ακολουθίες 
M���� 	���, ��
�
������ 	
� 	����	� ��
 an ���� ��
�
����� �����
-
�	�� �� ���
�
� 	��
 	
 n "
���� �
���, ��	��
, ��� ��
�
���� 
��-
��	�� ���
������, 
��	� ��� ����	��

1. O ���	
� � 
� ���	
� ��
� 	��, ��� 

2. *��� �������, �
� �����	�� ���
������� ����, ��� �
� ���	�����
	
� ��
�
����� 
�
�
����
	� ��
� �� ������
��� 	
�� ��
��
�-
���
�� ��
�� 	�� ��
�
�����.

Παράδειγµα 6 Aναδροµική κατασκευή ακολουθιών

(�) O� ��
	����� a1 � 1 ��� an � an�1 � 1 
���
�� 	�� ��
�
���� 1,
2, 3, . . . , n , . . . 	�� ��	���� ��������. '�� a1 � 1, ��
���
a2 �a1 � 1 � 2, a3 � a2 � 1 � 3, �.
.�.

(�) O� ��
	����� a1 � 1 ��� an � n � an� 1 
���
�� 	�� ��
�
���� 1,
2, 6, 24, . . . , n!, . . . 	�� �����
�	����. '�� a1 � 1, ��
���
a2 � 2 � a1 � 2, a3 � 3 � a2 � 6, a4 � 4 � a3 � 24, �.
.�.

(	) O� ��
	����� a1 � 1, a2 � 1, ��� an�1 � an � an�1 
���
�� 	��
��
�
���� 1, 1, 2, 3, 5, . . . 	�� ������� Fibonacci. '�� a1 � 1 ���
a2 � 1, ��
��� a3 � 1 � 1 � 2, a4 � 2 � 1 � 3, a5 � 3 � 2 � 5,
�.
.�.

(
) /��� ��
�
��� �� �
��� ��� 	�� �����
�� 	�� �����
� 	
�
N��	���, 
� ��
	����� x0 � 1 ��� xn�1 � xn � [(sin xn � ) (cos xn

� 2xn)] 
���
�� ��� ��
�
���� �
� ��������� �	� ���� 	�� �#�-
����� sin x � x 2 � 0.

H µέθοδος του Picard για την εύρεση ριζών
T
 ������� �������� 	�� �#������

f (x) � 0 (1)

����� ��
�����
 �� 	
 ������� ������� ����� 	�� 

g(x) � f (x) � x � x ,

�
� ��
���	�� �� ��
����
��� 	
 x ��	� ���� �	�� E#����� (1). *	��
����
��� 	�� E#����� (1) �� �
��� ��	������ ��� ������� �� ��
-
�
���	� �� 	� ����� ���� �
�� �������� �����
� �
� �����	�� �"��-

�� �� Picard.

A� 	
 ����
 
����
� 	�� g �������� 	
 ����
 	���� 	�� g, ��
�
�-
�� �� #������
��� ��� ��� �����
 x0 �	
 ����
 
����
� ��� �� ����-
���
��� ��	’ �#��
�
����� 	�� g, �����
�	�� ����
����

x1 � g(x0) , x2 � g(x1) , x3 � g(x2) , . . . .

A� ����
��	�� ���
��� ����� ��
7�
������ �
� ��������
��� ��

��	�, � ��
�
���� �
� ������	�� ��� 	
� �����
���� 	��
 xn�1 � g(xn)
�� ��������� �� �����
 x ��� 	
 
�
�
 ������ g(x) � x . T
 �����
 ��-
	� ����� � ���� 	�� �#������ f (x) � 0 ���	�

f (x) � g(x) � x � x � x � 0.

T
 �����
 x ��� 	
 
�
�
 ������ g(x) � x �����	�� ������ ������
	�� g . A�� 	�� 	����	��� �#����� ����� ������ �	� 	� �	����� ������
	�� g ��� ����� ���� 
� ����� 	�� f .

Παράδειγµα 7 Έλεγχος της µεθόδου του Picard

N� ����� � �#�����

1
4

 x � 3 � x .

 / x 2
n

 .
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O� �����
���
� 	��
� ����	
�� �����
�� ��
������	� ��
�
���	�� ��� ��
�
�	���� ������	���� ��������
����
����� �#�������, �.�. �	�
���
�
 	
� Euler.

Συµβολισµός παραγοντικού
O ���
������ n! («n �����
�	���»)
������� 	
 �������
 1 � 2 � 3 … n 	��
�������� ��� 1 ��� n . I����� (n �1)! �
(n � 1) � n ! . *	��, 4! � 1 � 2 � 3 � 4 � 24
��� 5! � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 5 � 4! � 120.
O���
��� �	� 	
 0! ��
�	�� �� 1. H 	���
	
� �����
�	��
� ��#���	�� �����
��
 ����
�� ��� 	
 ����	���, ����
�����	�� �	
� ����
��
 ������.

n en (�������) n!

1 3 1
5 148 120

10 22.026 3.628.800
20 4,9 � 108 2,4 � 1018

Bιογραφικά στοιχεία

Charles Émile Picard
(1856-1941)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



Λύση '�����
��� (��	����	�� 	�� ���#���) �	� � ��	
����� ����
����� x � 4. E������
��� 	� ���
�
 	
� Picard, 
��	� ��	
���

g(x) �

������
��� ��� �����
 ����������, �.�. x0 � 1, ��� ��
�
���
���
	
�� �����
�� ��
�� 	�� ��
�
����� xn�1 � g(xn) . &	
� "����� 8.2
����	����	�� 	� ��
	������	�. M��� �� 10 ���	�, � ���� 	�� ��-
����� �#������ �����	�� �� ������ �����	��
 	
� 3 � 10�6.

T
 &���� 8.6 ������� 	� �����	��� 	�� ����������� ��������.
R����
��� �� x0 � 1 ��� ��
�
���
��� 	�� ���	� 	��� g(x0) , 	��

�
�� ���������
��� �	
� �����
���� 	��
 ��  ���	��� x-	��� x1.
&	� �������� ��
�
���
��� 	� ���	��� y-	��� g(x1) 	�� 
�
�� ���-
������
��� �� 	��	� x-	��� x2, �.
.�. H ��������	��� ��	� �������-
��� #������� ��� 	
 x0 � 1, �����	�� ��	������� ����� 	
 �����

(x0, g(x0)) � (x0, x1), ����	� 
�����	�� ��� 	
 (x1, x1) , ��� ���� ��	�-
������ ��� 	
 (x1, g(x1)) , �.
.�. *	�� � �����
�� ��������� �	
 ��-
���
 ��
� 	
 ������� 	�� g 	����� 	�� ������ y � x. 5����� �	
 ��-
	
����
 �����
 ��
� g(x) � x .

1
4

 x � 3,

6038.2. Yποακολουθίες, φραγµένες ακολουθίες και η µέθοδος Picard

Πίνακας 8.2 ∆ιαδοχικές τιµές της g(x) � (1 4)x � 3, µε τιµή εκκινήσεως
τη x0 � 1

xn xn�1 � g(xn) � (1 4) xn � 3

x0 � 1 x1 � g(x0) � (1 4)(1) � 3 � 3,25
x1 � 3,25 x2 � g(x1) � (1 4)(3,25) � 3 � 3,8125
x2 � 3,8125 x3 � g(x2) � 3,9531 25
x3 � 3,9531 25 x4 � 3,9882 8125

� x5 � 3,9970 70313
� x6 � 3,9992 67578
� x7 � 3,9998 16895

x8 � 3,9999 54224
x9 � 3,9999 88556

x10 � 3,9999 97139
�
�
�

 / 

 / 

 / 

 / 

x � 3 � x ���1–
4

g(x) �

x0 � 1
x

y

1

2

3

4

(4, 4)

32 4 5
x1 � 3,25

x0

y � x

0

x1

(x1, g(x1))

(x0, g(x0)) x2

y �   x � 31–
4

ΣXHMA 8.6 H ���� ��	�
Picard 	�� �#������
g(x) � (1 4)x � 3 � x .
("��������� 7)

 / 



Παράδειγµα 8 Xρήση της µεθόδου του Picard

N� ����� � �#����� cos x � x .

Λύση %�	
��� g(x) � cos x , ������
��� �� 	��� ���������� 	�
x0 � 1, ��� ������
�
�
��� 	
� �����
���� 	��
 xn�1 � g(xn), 
��	�

x0 � 1, x1 � cos 1, x2 � cos (x1) , . . . .

M�
�
��� �� ��
�
���
��� ��
������	��� 	
�� ���	
�� 50 ����-
�
� ��
�� �� ��� �
���
�	����� (������ �� ��	����, «radian mode»)
����	�
�
���	�� 	
 1 ��� ��	��	�� ��	’ �������<� 	
 ����	�

��
�
����
� ������	��
� («cos»). O �����������
�  �	�� 
����
������� ����� �� ������� ����� � �#����� cos x � x ����
�
����� ��
������� 	���� ��������� <����� ��� ������ �	�� 
����.

5
�����	� ��� ���
� ���. K���� ��	�	� 	
 ����	�
 	
� ������-
	��
�, 
� ����
����� ��
��������� ����	�� ������# ���	������ 	
�
�	����
� �����
� x � 0.739085133 . . . .

T
 &���� 8.7 ������� �	� 
� 	���� 	����	��
�	�� �� 	
� ������-
�� 	���
 ���� 	�� �����
���
�� �����
��� ��
� 	
 �	����� �����

�
� ��������� 	
 �����
 �
� ��
�������� 	� ����.

Παράδειγµα 9 H µέθοδος του Picard ενδέχεται να µην µπορεί
να µας δώσει τη λύση µιας εξίσωσης

H ���
�
� 	
� Picard ��� �� ��� ����� 	� ���� 	�� �#������

g(x) � 4x � 12 � x .

/��� ������� 	
 &���� 8.8, ��
�� 	��� �����#
��� ��� 	
 x0 ���� 	��
����� 	�� ����� x0 � 4, ������� ��� ��
����
��� ��
�
���� �
� ��
-
�������	�� ��� 	� ���� �
� ��	
���.
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&TPO''Y=O"OIHMENE&  &YNTETA'MENE&

x

y

x0 � 1

y � x
x � 0,73909

(0,54, 0,54)

(0,54, 0,86) (0,86, 0,65)

y � cos x

1

�–
2

ΣXHMA 8.7 H ���� 	��
cos x � x �� 	� ���
�
 	
�
Picard ��� �����

��������� 	
 x0 � 1.
("��������� 8)

x

y

4
&	����� �����
 
	�� g(x) � 4x � 12 

(4, 4)

4 x0

y � x

0

y � 4x � 12

x0

����� 	
 x = 4.
ΣXHMA 8.8 H ���
�
� 	
�
Picard �����
������ �	��
�#����� g(x) � 4x � 12 ���
�� ��� 	
 �	����� �����
,
���� ���
 �� 	
 x0 ����� 	

���
 	
 �	����� �����
 4.
("��������� 9)



H ��
	���� 	�� �����
� �	
 "��������� 9 
�����	�� �	
 �	� �
����� 	�� ������� y � 4x � 12 ��������� 	
 1, �
� ����� � ����� 	��
y � x . A�	���	��, � ���������� �
� ��
�
������� �	
 "��������� 7
��	��� ���	� � ����� 	�� y � (1 4)x � 3 �	�� (��	’ �����	� 	���) ��-
���	��� 	
� 1. *�� ������� 	
� ��
�������
� �����
�	��
� �
��-
��
� ��� ���� �	� �� � g	(x) ����� ������� �� �����	� ����	��� I �
�
�������� 	� ���� 	�� �#������ g(x) � x ��� �� �g	(x) � � 1 �	
 I , 	�	�
���� 	��� ���������� x0 �
� ������
��� �	
 ���	����� 	
� I 
�����
�	� ����.

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.2

 / 

6058.2. Yποακολουθίες, φραγµένες ακολουθίες και η µέθοδος Picard

Eύρεση όρων αναδροµικά οριζόµενης
ακολουθίας
&� ������� ��� 	�� A������� 1-6 ���
�	�� 
 ���	
� � 
�
��
 ���	
� ��
� ���� ��
�
�����, ����� ��� ���� �����
-
����� 	��
� ��
�
����
� 	�� ����
���� ����. N� ���-
�
�� 
� ���	
� ���� ��
� ���� ��
�
�����.

1. a1 � 1, an�1 � an � (1 2n)

2. a1 � 1, an�1 � an (n � 1)

3. a1 � 2, an�1 � (�1)n�1 an 2

4. a1 � �2, an�1 � nan (n � 1)

5. a1 � a2 � 1, an�2 � an�1 � an

6. a1 � 2, a2 � �1, an�2 � an�1 an

7. Aκολουθίες που ορίζονται µε τη µέθοδο του Nεύτωνα H ���
-
�
� 	
� N��	���, �����
������ �� ��� ����
������
�����	��� f(x), ������� �� 	��� ���������� ���
�
 x0

��� 	
 
�
�
 ��	��������� ��� ��
�
���� �������
{xn} �
� ��� ��	������� ��
7�
������ ��������� ��
���
�
 �����
 ��������
� 	�� f O �����
����� 	��
�
	�� ��
�
����� �����

xn�1 � xn �

(�) N� ������� �	� 
 �����
����� 	��
� ��� 	��
f (x) � x 2 � a , a � 0, ��
��� �� ������ ��
xn�1 � (xn � a/xn)/2.

(�) Mάθετε γράφοντας M� 	��� ���������� x0 � 1 ��� a
� 3, ��
�
���	� ����
���
�� ��
�� 	�� ��
�
�-
���� ����� 
 �����������
� ������� �	
 �
���
�-
	����� ��� �� ��<�� �� �������. "
�
� �������
��
�������	�� �	��; E#����	�.

8. (�������� 
�� ������� 7) E�������	� 	
 ���	���
() 	�� ������� 7 �� a � 2 ��	� ��� a � 3.

9. Mέθοδος του Nεύτωνα O� ������	� ��
�
����� ��
��-
�
�	�� ��� 	
� �����
���� 	��
 	�� �����
� 	
� N��-
	��� (���	� 	�� ������ 7).

&������
�� 
� ��
�
�����; A� ���, �� �
�� 	���; &� ��-
�� �����	���, ���	� ���	� 	� �����	��� f �
� ����-
��� 	�� ���� ��
�
����.

(�) x0 � 1, xn�1 � xn �

(�) x0 � 1, xn�1 � xn �

(	) x0 � 1, xn�1 � xn � 1

10. Aναδροµικός ορισµός του �2 R������	�� �� x1 � 1 ���

���
�	�� 	
�� ������
�� ��
�� 	�� {xn} �� 	
� ����-
�� xn � xn�1 � cos xn�1, ��	�������	� ��� ��
�
����
�
� ��������� 	���	�	� �	
 �2.

(�) 5
�����	� 	
.

(�) X�����
�
���	� 	
 ����
��
 ����� ��� �� �#�-
����	� ���	� � �������� ����� 	��
 ����
��.

Θεωρία και παραδείγµατα
&	�� A������� 11-14, ��
���
���	� �� 
� ��
�
����� �����
�� ����
���� ���/� ��� ���������.

11. an � 12. an �

13. an � 14. an � 2 �

"
��� ��� 	�� ��
�
����� �	�� A������� 15-24 ������-
�
��, ��� �
��� ��
����
��; A�	�
�
���	� 	�� ����	�����
���.

15. an � 1 � 16. an � n �

17. an � 18. an �

19. an � ((�1)n � 1) 

20. O ���	
� ��
� ���� ��
�
����� ����� x1 � cos (1). O�
������
� ��
� ����� x2 � x1 � cos (2), 
�
�
����
	� ��
	�� ��
 ����� ������	��
�, ��� x3 � x2 � cos (3), 
�
�-

����
	� �� 	�� ��
 ����� ������	��
� (���. �� ��-
#��	��� ���� �	
 �������). E� �����,

�n � 1
n �

2 n � 1
3n

2 n � 1
2 n

1
n

1
n

2
n � 1

2 n
2 n3n

n!

(2n � 3)!
(n � 1)!

3n � 1
n � 1

x

y

10

cos xn – 11

xn – 1

xn – 1

 tan  xn � 1

 sec2 xn

x 2
n  � 2
2xn

 � 
xn

2
 � 1

xn

f (xn)

f 	(xn)
 .

 .

 / 

 / 

 / 

 / 

 / 

T

T

T

T



xn�1 � max {xn, cos (n � 1)}.

21. an � 22. an �

23. an � 24. an �

25. Όρια και υποακολουθίες 5��#	� �	� �� ��
 ��
��
�
�����
���� ��
�
����� {an} ��
�� ����
��	��� ���� L1 � L2,
	�	� � {an} ��
������.

26. Άρτιοι και περιττοί δείκτες '�� ��� ��
�
���� {an}, 
� ��
�
��	�
� ����	� �����
�	�� �� a2k ��� 
� ��
� ����		
�
����	� �����
�	�� �� a2k�1 5��#	� �	� �� a2k l L ���
a2k�1 l L , 	�	� an l L .

Mέθοδος του Picard
X�����
�
���	� 	� ���
�
 	
� Picard ��� �� ����	� 	��
�#������� �	�� A������� 27-32.

27. 28. x 2 � x

29. cos x � x � 0 30. cos x � x � 1

31. x � sin x � 0,1

32. (Y�������: Y<��	� �	
 	�	����-
�
.)

33. =��
�	�� 	�� �#����� �� 	� ���
�
 	
� Picard
����
��� 	� ���� x � 1 ���� ��� 	� ���� x � 0. '��-
	�; (Y�������: &������	� �� �
��� ����� 	�� y � x ���
y � .)

34. =��
�	�� 	�� �#����� x 2 � x �� 	� ���
�
 	
� Picard
��� �x0 � � 1 ����
��� 	� ���� x � 0 ���� ��� 	� ����
x � 1. '��	�; (Y�������: &������	� �� �
��� ����� 	��
y � x 2 ��� y � x.)

Σύγκλιση αναδροµικά οριζόµενων
ακολουθιών
X�����
�
���	� ���
�
 ���	��� ��
�
���	���� ����-
��� ��� �� ��	�����	� 	� ������	� ���	� ��� 	�� ��
-
�
����� 	�� A������� 35 ��� 36.

(�) Y�
�
���	� ��� ��	���� 	
�
��	��	� �� �������-
�� 	
�� ���	
�� 25 ��
�� 	�� ��
�
�����. 5������
� ��
�
���� �� ����� ��� � ��	� ��������; 5��-
���� �� ��������� � �� ��
������; A� ���������,
	�	� �
�
 ����� 	
 ���� 	�� L ;

(�) A� � ��
�
���� ���������, �� ����� ������
� N
	�	
�
� ��	� �an � L � � 0,01 ��� n � N . T
 ���

���	��� ��� �an � L � � 0,0001.

35. a1 � 1, an�1 � an �

36. a1 � 1, an�1 � an � (�2)n

37. Aνατοκισµός, καταθέσεις, και αναλήψεις A� ��������	� ���
�
�� A0 �� �	����� �	���
 ���	���
 r ��� ���	
�����
m �
��� 	
 �	
�, ��� �� 	��	���
�� �� ���� ���	
��-
��� ����	� ��	����� ���� �	����
� �
�
� b (� ���-
��<�, �� b � 0), 	�	� 	
 �
�� �	
� �
�������� ��� ��-
	� ��� n � 1 ���	
����
�� �� ��
�	�� ��

An�1 � (2)

(�) A� A0 � 1000, r � 0,02015, m � 12, ��� b � 50, ��
-
�
���	� ��� 	
�
��	��	� �� ��������� 	� ���	�
100 ������ (n , An) . "��� �����	� �� �����
��
�	
� �
�������� ��� ��	� ��� 5 ������; &�����-
��� � ��
�
���� {An}; E���� �������� � {An};

(�) E�������	� 	
 ���	��� (�) ��� A0 � 5000,
r � 0,0589, m � 12, ��� b � �50.

(	) A� ��������	� €5000 �� �����	� �
�������� ��
�	���
 ���	���
 4,5%, ���	
�������
 ��� 	�����
,
��� ���  ����	� �����	��� ��	�������, 	�	� �� ��-
���
� ���� ������ �� �����
�� �	
� �
��������
��� €20.000; T
 ���
 ���	��� ��� �	���
 ���	���

6,25%.

(
) M�
��� �� ������� �	� ��� ���� k � 0, � ��
�
����
�
� 
����	�� �����
���� ��� 	�� E#����� (2) ���-
�
�
��� 	� �����

Ak � (3)

'�� 	�� 	���� 	�� �	������ A0, r m ��� b �
� ���
�	��
�	
 ���	��� (�), ���������	� 	�� �������� ���	�-
�� �������
�	�� 	�� 	���� 	�� ���	�� 50 ���� 	��
��
 ��
�
�����. K�	���� ���#	� �� ��������� ��	���-
	��	��� �	� 
� ��
� 	�� E#������ (3) ����
�
�
�� 	
�
�����
���� 	��
 (2).

38. Λογιστική εξίσωση διαφορών και διακλάδωση H �����
����
�����

an�1 � ran(1 � an)

�����	�� ��	����� ������� 
��!���� ���, ��� �
���-
�� ������ 	��� a0, 
����� 	� �������� ��	����� ���-
������ {an}. &� ��� 	�� ������, ������
��� ���
�
 a0

�	
 ����	��� 0 � a0 � 1, �.�. a0 � 0,3.

(�) *�	� r � 3 4. Y�
�
���	� ��� 	
�
��	��	� ��
��������� 	� ������ (n , an) ��� 	
�� ���	
�� 100
��
�� 	�� ��
�
�����. 5������ �� ��������� �
��
�
����; "
�
 �
����	� �	� ����� 	
 ���� 	��;
5������ �� �#��	�	�� 	
 ���
 ��	� ��� 	�� 	���
	
� a0 �
� ����������;

(�) E����#	� ������� 	���� 	
� r �	
 ����	��� 1 �r �3
��� ��������	� 	� ���������� 	
� ���	���	
�
(�). V�
�	��	� �� �����#�	� ��� 	���� �
�	� �	�
���� 	
� ����	���	
�. "������<	� 	� ��������
-
�� 	�� ��
�
����� �	� ���������	� �
� ����	�.

(	) E#�	��	� 	� ��������
�� 	�� ��
�
����� ��� 	�-
��� 	
� r �
�	� �	� ���� 	
� ����	���	
�
3 � r � 3,45. H 	��� ��	����� r � 3 �����	�� �-
�� 
�����
����. "�������
��� 	� ��� �������-
�
�� 	�� ��
�
����� �	
 ����	��� ��	� ���
�	��
�	� ������� ���� ������� ������ �����
�� 2. E#�-
���	� ���	� 
 ��
� ��	�� ��
����� ���	��� ����
-
�
��	��� 	� ��������
�� 	�� ��
�
�����.

(
) &	� �������� ���������	� 	� ��������
�� ��� 	�-
��� r �
�	� �	� ���� ������� ��� 	� ��
����	�-
��	� 3,45 � r � 3,54 ��� 3,54 � r � 3,55. T
�
��-
	��	� �� ��������� 	
�� ���	
�� 200 ��
�� 	��
��
�
�����. "������<	� �� ���� ��� ����� 	� ��-
������
�� ���� ���������	
� �
� ����	�. M�	�-
#� ����� 	���� ������� �� 	����	���	�� � ��
�
�-
��� �� ���� ����	���; O� 	���� r � 3,45 ��� r �

 / 

 , ,

�1 � r
m�

k  

�A0 � mb
r � � mb

r  .

�1 � r
m� An � b .

1
5n

�x

�x � x

�x � 4 � �1 � x

�x � x

 .

4n�1 � 3n

4n
1 � 4n

2 n

1 � �2n

�n

n � 1
n
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8.3
Σειρές και µερικά αθροίσµατα • Γεωµετρικές σειρές
• Aποκλίνουσες σειρές • Kριτήριο n-οστού όρου για απόκλιση
• Πρόσθεση ή αφαίρεση όρων • Aλλαγή δείκτη
• Συνδυασµός σειρών

T��
 �	� ������	��� ��
 ��� �	�� ������� ����	����, �
���� �����-
	����� ����
�	�� ��� �
��� �
�������� �� �����
�� ��
��, �.�.

� 1 � x � x 2 � x 3 � … � xn � …, �x � � 1

(������	� �� �
��� �� 	� ��� �#�����	�� � ����� ��	�). '�� 	��
���
���	�������� 	��� 	
� x , ��� 	�	
�
 �
������
 ��
�
����	�� �� ���
�����
 ���
���� �	������ ����, 	
 
�
�
 ���
��� ������ ����� (�
����� �����). H ���
��� ���	�	� ��
��
��� �	
 �� �#
�������� 	
�
�������	� �� 	�� ���
�� ��	�.

Σειρές και µερικά αθροίσµατα
T
 ���	
 ������ �
� ������ �� ����� ����� ����� �	� ��� ������ ���-
�� ��� ��
	���� ����� ��� ����� ���������� ���������. H ������-
�� ������	���� ������� ����� ��� ������� ���#�, �
� �������� �	� ��-
�� �
�� ��
���	
��� �����
�� ��� ��
. O ���
� �
� � �����    1 � 2
� 3 ���� ����� �� �����	�� «��������» ����� �	� ��
�
��� �� �	���-
�����	� 	
�� �����
�� ��� ��	���� �� 	
�� ��
���	
��� ��� ��
. H
��
��	�����	��� ����	�	� 	�� ��������� �������� �	� ���#��	�	��
	�� 
���
�
����� �
� ������
�
�
���, 	
 ��
	������ ��������� 	

���
:

1 � (2 � 3) � 1 � 5 � 6 ��� (1 � 2) � 3 � 3 � 3 � 6.

M� ��
 �����, ��� �������	��� ������	� ������	���� ������� �����
���	
	� ������	��� ������, �� ��
	������ ����������
� ����
��
�������� ��
�������. /��� ��� ������ ������	� ������	���� ����-
��� ����� ��	� 	
 	������ ����
��	���. '�’ ��	� 	
� ���
 ���������-
�	� ���� ��
���	��� 
����� 	�� ������� ������.

A� �
�����
��� �� ��
����
��� ����� �� ��� ������� 	�� �
�-
���

1
1 � x
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3,54 (��� 	�� �	�
����
�
������ �� 2 ��������
<����) ���
��	�� ������ 	���� ������������,
���	� � ��������
�� 	�� ��
�
����� ��	�����-
	�� ����� 	
 r «��������» ��� 	�� 	���� ��	��.

(�) H ��	��	��� ��
��� �� ����� ����� ��
 �������-
�
���. Y������ ��� ��#
��� ��
�
���� 	���� ���-
��������� 3 � 3,45 � 3,54 � . . . � cn � cn�1 . . .
	�	
�� ��	� ��� cn � r � cn�1, � �
���	��� �#���-
�� {an} 	����	���	�� 	�����  ���	���� ��	�#� 2n

	����, 
��	� ���
��� ���
 ��� ������ ����� ��-
���
�� 2n. E�����
�, � ��
�
���� 	���� ��������-
��� {cn} ����� ��� �������� ��� 	
� ������ 3,57
(��� ���������). A� �����#�	� 	�� 	��� r � 3,57,
�� ����	�����	� ���� ���	��� ����
 ������
� 2n.
E����#	� r � 3,5695 ��� 	
�
��	��	� �� �������-
�� 300 ������.

(�) A� �
��� 	� �������� ��� r � 3,57. A�
� ����	�

r � 3,65 ��� ��
�
����	� 	
�� ���	
�� 300 ��
��
	�� {an},  	
�
��	��	� 	
�� �� ��������� . "���-
	����	� ��� 	� ������ «�������
�	��» �� �� ��
-
��<��
, ��
	��� 	���
. E���� �����	
� �� ��
-
��<�	� 	�� 	��� 	
� an�1 ��� 	�� 	��� 	
� an.

($) '�� r � 3,65, �����#	� ��
 ������� 	���� 	
� a0 �
�
���	����
�� ��	�#� 	
��, ��	� 	�� a0 � 0,3 ��� a0 �
0,301. Y�
�
���	� ��� 	
�
��	��	� �� ���������
	
�� ���	
�� 300 ��
�� 	�� ��
�
����� ��� ����
������ 	���. &�������	� 	�� ��������
��� 	�� ��

��
�
�����. M�	� ��� ���
�� ��
�� �����
�� ��
������
�� �����	� 
� ��	��	
��
� ��
� 	�� ��

��
�
�����; E�������	� 	� ���������� ��� r �
3,75. M�
���	� �� ���	� ��� �������� � �������-
�
�� ���� ���������	
� �������� 	�� 	���� 	
�
a0; =��� �	� � �
���	��� ��
�
���� ����� ������-
������ ��� ��%��� ������� a0.

8.3 Άπειρες σειρές



1 � � ….

"�
����� ��	� 	�	
�
 ��� ��
��� �� ����� �� ��
������
��� �� ��
-
����
��� ��
�� 	
�� ��
�� (������ �����	
). M�
�
��� ���� �� ��-
���
��� �� ��
���	
��� ���� ���� 	
�� ��
�� ��� 	�� ����, ������-
�	�� ��� ���
�� �����	����	��� ��������
�� ��� �#�	��
�	�� ���
��	� 	� «������ ���
����	�» �#�����
�	��.

"�����	�, ������� ��� 	�	
�� �����	����	��� ��������
��. T� ����-
�� ���
����	� �����	��
�� ��� ��
�
���� �� n-
�	� ��
  

sn � 2 � .

(%� �
��� �� ���
 ���	�.) H ��
�
���� ��������� �	
 2 ���	� limnl �

(1 2n) � 0. =��� �
����,

«T
 ���
���� 	�� ������� ������ 1 �

T� �������� ��	�; M���� �	� 	
 ���
���� ����������
� ����
��
���� 	�� ������ ��
�	�� �� 2; /��. M���� �	� ��
�
��� �� ��	���-
�
��� 	�� ���
��� ������� ���� ��� ��
, ��
������
� �� ��
���-
�
��� ��� 	
 ��
	������; K�� ���� ���. A�	� �
� �������� � ������-
�� ���	��� ����� �	� ��
�
��� �� 
���
��� 	
 �������� ���
���� ��
	
 ���
 ����� n l � ���� ��
�
����� ������� ���
����	��. T
 ���

��	� ��
�	�� ��� �� 2 (&���� 8.9). T� ��� ��
��� ����� ���� 
���� ���
��
�
����� ��� ���	���
�� �� ����
��� 	
�� ���
�
�
���
�� ����-
�
�� 	�� ������������ ���
����	�� ��� �� 
���
��� 	�� ��	����
����
����� ���
�� 	�� ������� ������.

1
2

 � 1
4

 �…� 1
2n�1

 �… ����� 2.%

 / 

1
2 n�1

1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � 1
16
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M����� �������� T���

"��	
: s1 � 1 2 � 1

5��	��
:

T��	
:

� � �
� � �
� � �

n-
�	� 2 � 1
2n�1

sn � 1 � 1
2

 � 1
4

 � … � 1
2n�1

2 � 1
4

s3 � 1 � 1
2

 � 1
4

2 � 1
2

s2 � 1 � 1
2



0

1






1 21/2 1/8

1/4

Oρισµός Άπειρη σειρά
5
������ ���� ��
�
����� ������� {an}, ���� ������� 	��
�
����

a1 � a2 � a3 � … � an � … 

����� ��� ������ �����. O ������� an ����� 
 n-���� ���� 	��
������.

ΣXHMA 8.9 K���� 	� ���� 1, 1/2, 1/4, 1/8, . . . ��
�	����	�� ��� ���, 	

���
���� 	����� �	
 2.

Bιογραφικά στοιχεία

Blaise Pascal
(1623-1662)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



T� ������ ��������� 	�� ������ �����	��
�� ��� ��
�
����
������	���� �������

������� �� 	�� 
�
��� ����� ��� ����������
 ���
����. A� � ��
-
�
���� ������� ���
����	�� ���� ���
 S ����� n l �, ���� �	� � ���-
�� ��	������ �	
 ���
���� S , ��� ����
���

a1 � a2 � a3 � … � an � … � ak � S .

&	�� ��	���	� �����	���, ���� �	� � ����� ���������.

Παράδειγµα 1 Προσδιορισµός σύγκλισης σειράς

&�������� � �����

;

Λύση H ��
�
���� 	�� ������� ���
����	��, �������� �� ����-
���� �
���, �����

0,3, 0,33, 0,333, 0,3333, . . .

H ��
�
���� ��	� ���� ���
 0, , 	
 
�
�
 ���� ��	��������	�
��
�	�� �� 	
 ������ 1 3. H ����� ��������� �
���� �	
 ���
 1 3.

/	�� ��� ����	�� ��� ����� a1 � a2 � … � an � … , ������� ���
������
��� �� 	�� ��
	���� �� ��	� ��������� � ��
������. &� ����
�����	���, 
 ���
������ «�����» ��� ���	����� �� ����
��� 	� ���-
�� �	� �
���

Γεωµετρικές σειρές
H ����� 	
� "���������	
� 1 ����� ��� 	�������� ����� ���	� ����
��
� 	�� ��
���	�� �� �
����������
��� 	
� ��
��
����
 �� ���
��
�	����� r , �
� ��� ��
�	�� �� 1 10. (H ����� 	�� ������ 	
� ��’ ����-
�
� ���
	
�
����
� 	�	�����
� �
� ������ �	�� ���� 	
� �������
�
��
	���� ������ �����	���� �����.) T
 ��	��� 	�� ��������� �����-
	����� ������ �	�� ��� 	� ���� ��
����	� �
� �� ��� ��
�
����
������� ����������� ��
�
���� �� ��	���	�����
�� �� ������	���� ��-
���
�� ��
7����
���� 	
� �����
�	��
� �
����
�. A� �
��� ���	�.

&�������� ����� ����� ��� ����� 	�� �
����

a � ar � ar 2 � … � arn�1 � … � arn�1

��
� a ��� r ����� �	����
� ������	��
� �����
� ��� a � 0. O ��	�� r
��
��� �� ����� ��	����, �.�.



�

n�1

 / 



�

n�1
 an  

,   

�

k�1
 ak  

,  � �����  
 an  

.

 /  / 

3

3
10

 � 3
100

 � 3
1000

 � … � 3
10 n � …



�

k�1

 �
 �
 �

 sn � 

n

k�1
 ak

 �
 �
 �

 s3 � a1 � a 2 � a 3

 s2 � a1 � a 2

 s1 � a1
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X������ ���	
�
������Ø

���
��	�� �	� ���
��
���
��� 1 ��� �

CD-ROM
∆ικτυότοπος



1 �

� ����	����, ���� ���

1 �

A� �r � � 1, ��
�
��� �� ��
���
���
��� 	� �������� � 	�� ���-
����� 	�� ������ �� ��
�
����, #������	�� �� 	
 n-
�	� ������
���
����:

A� �r � � 1, 	�	� rn l 0 ����� n l � ("������ 8.1, T��
� 4) ���
sn l a (1 � r). A� �r � � 1, 	�	� �rn � l � ��� � ����� ��
������.

A� r � 1, 	�	� 	
 n-
�	� ������ ���
���� 	�� �����	����� ������
��
�	�� ��

sn � a � a(1) � a(1)2 � … � a(1)n�1 � na ,

��� � ����� ��
������ ����
� limnl � sn � ��, �������� 	
� ��
��-
�
� 	
� a . A� r � �1, � ����� ��
������ ������ 	� n-
�	� ������
���
����	� 	����	��
�	�� ��	�#� 	
� a ��� 	
� 0. A� ���
<��
��� 	�
��
	������	� ���.

T� �������� #��������
�� 	� ���	� ���� �����	����� ������.
T��� ������
��� ��	� ��� 	�	
�� ����� ��������� ��� ��	� ��
������,
�	� �� �����	��� ���������, #��
��� 	�� 	��� 	�� ���
����	��. T

����	��� �1 � r � 1 ����� 	
 
������ ��	������.

Παράδειγµα 2 Aνάλυση γεωµετρικής σειράς

A�
������	� ��� 	
 �� ��������� � ��
������ ������� ��� 	�� ����-
��	� ������. &	�� �����	��� ���������, ���	� 	�� 	��� 	
� ���
�-
���	
�.

(�)  

(�) 1 �

(	) � 

�

k�1
 �3

5�
k�1



�

k�0
 �3

5�
k

1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � … � �� 1
2�

n�1

 � …



�

n�1
 3 �1

2�
n�1

 / 

 sn � 
a(1 � r n)

1 � r
 ,   (r � 1).

 sn(1 � r) � a(1 � r n)

 sn � rsn � a � ar n

 rsn � ar � ar 2 � … � ar n�1 � ar n

 sn � a � ar � ar 2 � … � ar n�1

1
3

 � 1
9

 � … � ��  1
3�

n�1

 � … .

1
2

 � 1
4

 � … � �1
2�

n�1

 � … ,
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"
����������
��� 	
 sn �� 	
 r .

A����
��� 	
 rsn ��� 	
 sn. O�
�������	��
� ��
� �	
 ��#��
���
� �������
�	��.

K
���� �����
�	��.

=��
��� �� ��
� sn ����
� r � 1.

H 	�������� �����

a � ar � ar 2 � ar3 � … � arn�1 � … � arn�1

��������� �	
 ���
���� a (1 � r) �� �r � � 1 ��� ��
������ �� �r � � 1. / 



�

n�1

H ���	�	�

������ ���
 �� � ���
��� #����� ��� 	

n � 1.



�

n�1
 arn�1 � a

1 � r
 ,   � r � � 1



(
)  

Λύση

(�) O ���	
� ��
� ����� a � 3 ��� r � 1 2. H ����� ��������� �	


(�) O ���	
� ��
� ����� a � 1 ��� r � �1 2. H ����� ��������� �	


(	) O ���	
� ��
� ����� a � (3 5)0 � 1 ��� r � 3 5. H ����� ������-
��� �	


(
) E�� r � � 2 � 1. H ����� ��
������.

Παράδειγµα 3 Mπαλάκι που αναπηδά

*�	� �	� ��� �<
� a m ���� ��� ������� ��������� ����
���
��� ������� �� �����. K��� �
�� �
� 	
 ������� ��
���
���
�	�� ��������� ��	� ��� �	��� ��� ��	������� ����	��� h ,
������� �� �<
� rh , ��
� r ��	��� �	����� �����	��� 	
� 1. N�
����� 	
 ���
���� ��	������
 ����	��� (���� ��� ��	�) �
�
������� 	
 ������� (&���� 8.10).

Λύση T
 ���
���� ����	��� ����� 

s � a � 2ar � 2ar2 � 2ar3 � •••

'�� a � 6 m ��� r � 2 3, ��� ����������, 	
 ����	��� ��
�	�� ��

s � 6 � 30 m.

Παράδειγµα 4 Eπαναλαµβανόµενα δεκαδικά ψηφία

E�����	� 	
� �������� ������ 5,23 23 23 . . . �� ���
 ��
 ��������.

Λύση

M�
��� �� ��
��� ����� ������� 	� ����	� 	�� ������� ������,
���� ��� ��	��
����� ������ 	� ���� ��������� ��� ��������� ����
��������� ������ ������ (	�� �����	�����). B��������	� 	��� �	


 � 5 � 23
100

 � 1
0,99� � 5 � 23

99
 � 518

99

 � 5 � 23
100

 �1 � 1
100

 � � 1
100�

2

 � … �
1 / (1 � 0,01)

 5,23 23 23 . . . � 5 � 23
100

 � 23
(100)2

 � 23
(100)3

 � …

1 � (2 / 3)
1 � (2 / 3)

 � 6 �5 / 3
1 / 3�

 / 

� a � 2ar
1 � r

 � a 1 � r
1 � r

 .

 / 

1
1 � (3 / 5)

 � 5
2

 .

 /  / 

1
1 � (�1 / 2)

 � 2
3

 .

 / 

3
1 � (1 / 2)

 � 6.

 / 

p
2

 � p
2

4
 � p

3

8
 � …
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ΣXHMA 8.10 (�) T
 "��������� 3
������� ��� ��
�
��� �� 	� �����
�����	����� ������ ��
��
�
���
��� 	� ���
����
��	������� ����	��� �
� �������
��� ������� �
� �������, �� 	

�<
� ���� ���������� ������	��
��	� ���� �����
�	� r . 
() &	�

��
���� ��	
������
	�� ����������� �
� ����� 	

�������.

ar

ar2

ar3

(�)

a

()

CD-ROM
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a � 1, 
r � 1/100 

T
 ���
���� ��	� ��
�	�� �� 2ar/(1 – r)



���
 �����
 �� 	
�� ������	��
�� 	�� ��
��� 	�� A����������Ø ��
�
��� �
���� �
� ��
�
��� �� �	��
��� �� ��� ������.

5��	����, 	��
� ���� ��	�� 	
� ���
����	
� ���� �����	�����
������ ������
��, ��� �	�� ������� �� ������ �� ���
����	� �� ��
-
������	��
�� ��
�
����
�� ���
����	��  (�������	��� ��� 	
 ����
��	� �� �
��� ����	���). T
 ������
 ����������, ��	��
, ��
�� ��-
�� ��� ��	��� �������� �	�� 
�
�� 	
 ���
���� ��
��� �� ��
�
��-
�	�� ��������.

Παράδειγµα 5 Mια µη γεωµετρική αλλά τηλεσκοπική σειρά

N� ����� 	
 ���
����

Λύση A����	
��� ���
�� �����	����	��� ��������
�� 	�� ��
-
�
����� ������� ���
����	�� �
� �� ��� 
������� �� ���
�
� 	��

��� 	
 sk. T
 ������ ��� ����� 	� ������ ������	�. A� ����	���-
�
��� �	�

	�	� ��
�
��� �� ���<
��� 	
 ������ ���
����

�� �#��:

A������	�� 	�� ����������� ��� �������
�	�� 	
�� �����
����-
�
����
�� ��
��, �����
���

E���� 	��� ��
����� �	� sk l 1 ����� k l �. H ����� �
���� ��-
������� �	�� 	��� 1 (&���� 8.11).

Aποκλίνουσες σειρές
O� �����	����� ������ �� ���
 �r � � 1 ��� �����, ����, o� ����� �
�
��
����
��.

Παράδειγµα 6 Προσδιορισµός απόκλισης σειράς

&�������� � ����� 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � …;

Λύση E����
����� �� ����	� �	
� �������� �� 
���
�
����	�
	
�� ��
�� 	�� ������ �� �#��

(1 � 1) � (1 � 1) � (1 � 1) � ….

/��� ��	� �� �	�� ���
�, ���	� � ���������� ��	� �����������
������ ����
� ���
����� ���� ��� ��
, ��� ������� ��� ��
���



�

n�1
 1
n(n � 1)

 � 1.

sk � 1 � 1
k � 1

 .

sk � �1
1

 � 1
2� � �1

2
 � 1

3� � … � �1
k
 � 1

k � 1� .



k

n�1
 1
n(n � 1)

 � 1
1 �  2

 � 1
2 � 3

 � … � 1
k � (k � 1)

1
k(k � 1)

 � 1
k
 � 1

k � 1



�

n�1
 1
n(n � 1)

 .
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sk � 1 – 1——–
k � 1

 lim sk � 1
→

s5 � 5/6
s4 � 4/5

s3 � 3/4

s2 � 2/3

s1 � 1/2






































 0

1——
1 • 2

1——
2 • 3

1——
3 • 4

1——
4 • 5

1——
5 • 6

k ∞

ΣXHMA 8.11 T� ������ ���
����	�
	�� ������ 	
� "���������	
� 5.



�� ��	�
�
����� ���� 	�� ��
��	�����	���� ����	�	�� 	�� ���
�-
���. E�� ��
��� �� ���
��� �� ��� ������ �����, ��� �� ���
�-
��� ������������ ����, ��� �	�� �� � ����� ��	������ �� ����-
������
 ��
	������, ��	� ��� 	����� ���� �� ����� 	
 ���
 	��
��
�
����� ������� ���
����	��,

1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . .

E���
� � ��
�
���� ��	� ��� ���� ���
, 
�	� ��� � ������ �����
����. ��� ��
������.

Παράδειγµα 7 Mερικά αθροίσµατα που υπερβαίνουν κάθε
φράγµα

(�) H �����

��
������ ���	� 	� ������ 	�� ���
����	� �������
�� ���� ��-
��������
 ������ L . M�	� 	
 n � 1, ���� ������ ���
���� 
sn � 1 � 4 � 9 � … � n2 ����� ������	��
 	
� n2.

(�) H �����

��
������ ���	� 	� ������ 	�� ���
����	� �������
�� 	����� ����
��
���
������
 ������. K��� ��
� ����� ������	��
� 	
� 1, ����-
��� 	
 ���
���� 	�� n ���� ����� ������	��
 	
� n .

Kριτήριο n-οστού όρου για απόκλιση

"�
��#	� �	� 	
 limnl � an 
������ �� ��
�	�� �� 	
 ����� �� � an

���������. '�� �� �
��� ���	�, ��	� S 	
 ���
���� 	�� ������ ���  
sn � a1 � a2 � … � an 	
 n-
�	� ������ ���
����. '�� �����
 n, 	��

	
 sn ��
 ��� 	
 sn�1 ��
������
�� 	
 S , ������� � ����
�� 	
��, an,
��������� �	
 �����. A��	���	���,

an � sn � sn�1 l S � S � 0.

T
 %������ 6 
����� �� ��� ���	���
 ��� 	
 ���
� 	�� ���������
�
� �����	����� �	� "���������	� 6 ��� 7.

S�
n�1



�

n�1
 n � 1

n  � 2
1

 � 3
2

 � 4
3

 � … � n � 1
n  � …



�

n�1
 

n 2 � 1 � 4 � 9 � … � n 2 � …
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/��
 ����
��� ��
�
�����

Θεώρηµα 6 Όριο n-οστού όρου συγκλίνουσας σειράς

A� � ����� ���������, 	�	� an l 0.
�
n�1 an

"PO&OXH T
 %������ 6 ��� ����

�	� � ����� ��������� �� an l 0.

M�� ����� ��
��� �� ��
������ �����

��� �	�� an l 0.


�
n�1 an

K������ n-���� ���� 	�� ��������

H ����� ��
������ ��� 	
 limnl � an ��� ������� � �����

����
�
 	
� �������. 


�
n�1 an



Παράδειγµα 8 Eφαρµογή του κριτηρίου n-οστού όρου

(�) H ����� ��
������ ���	� n2 l �.

(�) H ����� ��
������ ���	�  

(	) H ����� ��
������ ���	� 	
 ��� �������.

(
) H ����� ��
������ ���	� 

Παράδειγµα 9 an l 0, αλλά η σειρά αποκλίνει

H �����

� 1 � 1 � 1 � … � 1 � …

��
������ ���� 	
 �	� 
� ��
� 	�� �����	��
�� ��� ��
�
���� �

�
�� ��������� �	
 0.

Πρόσθεση ή αφαίρεση όρων
M�
�
��� ���	� �� ��
���	
��� ��� ����������
 ����
� ���� ��
��� ����� (� �� �����
��� ����������
 ����
� ���� ��� ��	��) ��-
��� �� ��������	�� � �������� � � �������� 	��, �� ��� �	�� ����-
�	��� 	�� ���������, � ���������� ��	� �� ��	������ 	�� 	��� 	
�
���
����	
�. A� � ����� ∑�

n = 1 an ���������, 	�	� ��� � �� ��-
������� ��� ���� k � 1, ���

A�	��	�����, �� �  ∑�
n = k an ��������� ��� ���� k � 1, 	�	� ��� � ���-

��  ∑�
n = 1 an ���������. *	��,

���

Aλλαγή δείκτη
M�
�
��� �� ����#
��� ��	� 
����� 	
� ����	� ���� ������, �����
�� ���	����
��� 	� ���	�#� 	�� ���� 	�� (���	� 	
 "��������� 2�).
*	��, ��
�
��� �� ��#��
��� 	�� 	��� ��������� 	
� ����	� ��	� h
�
�����, ��	������	��	�� 	
 n �	
� 	��
 	
� an �� 	
 n � h :

M� �����
�
 	���
 ��
�
��� �� �����
��� 	�� 	��� ��������� 	
�
����	� ��	� h �
�����, ��	������	��	�� 	
 n �	
� 	��
 	
� an �� 	
 
n � h :



�

n�1
 an  � 


�

n�1�h
 an�h  � a1  � a 2 � a3 � … .



�

n�4
 1
5n � �


�

n�1
 1
5n� � 1

5
 � 1

25
 � 1

125
 .



�

n�1
 1
5n � 1

5
 � 1

25
 � 1

125
 � 


�

n�4
 1
5n



�

n�1
 an  � a 1 � a 2 � … � ak�1 � 


�

n�k
 an 

.


�
n�k an

1 � 1
2

 � 1
2

 � 1
4

 � 1
4

 � 1
4

 � 1
4

 � … � 1
2n � 1

2n � … � 1
2n � …

lim
nl �

  � �n
2n � 5� � �1

2
 � 0.


�

n�1
 �n
2n � 5

lim
nl �

  (�1)n�1

�

n�1
 (�1)n�1

n � 1
n  l  1.


�

n�1
 n � 1

n



�

n�1
 n 2

614 Κεφάλαιο 8. Άπειρες σειρές

2 ��
� 4 ��
� 2n ��
�

Bιογραφικά στοιχεία

Richard Dedekind
(1831-1916)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



H ���������� ����� �����
�� �� 	�� 
�����	�� ��	�	����� 	
� �����-
��	
� �����	�����.

Παράδειγµα 10 Aλλαγή δείκτη γεωµετρικής σειράς

M�
�
��� �� ���<
��� 	� �����	���� ����� �
� #����� �� �#��

�� 	
�� ����
��
�� 	���
��

T� ������ ���
����	� �������
�� 	� ����, ���#��	�	�� 	
� ����	�
�
� ������
���.

'�� ��
������ ���
��, ������� ��
	��
��� ����	�� �
� ���
�
�
��
	�� ������	���� ���������.

Συνδυασµός σειρών
A� ��� ���
�	�� ��
 �������
���� ������, ��
�
��� �� 	�� ��
���-
	
��� ��
 ��
� ��
, �� 	�� �����
��� ��
 ��
� ��
, � �� 	�� �
�-
���������
��� �� �	������. &� ���� 	�� �����	�����, � ��
���	
�-
�� ����� ����� �������
���.

Παράδειγµα 11 Eφαρµογή του Θεωρήµατος 7

N� ���
�� 	� ���
����	� 	�� ����
���� ������.

(�)

(�)

 � 8

 � 4 � 1
1 � (1 / 2)�

 

�

n�1
 4
2 n�1

 � 4 

�

n�1
 1
2 n�1

 � 4
5

 � 2 � 6
5

 � 1
1 � (1 / 2)

 � 1
1 � (1 / 6)

 � 

�

n�1
 1
2 n�1

 � 

�

n�1
 1
6n�1

 

�

n�1
 3

n�1 � 1
6n�1

 � 

�

n�1
 � 1

2 n�1
 � 1

6n�1�



�

n�0
 1
2n  ,   


�

n�5
 1
2n�5

 

  ,   � ���   

�

n��4
 1
2n�4

 

  .

1 � 1
2

 � 1
4

 � …



�

n�1
 an  � 


�

n�1�h
 an�h  � a1  � a2 � a3 � … .
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Θεώρηµα 7 Iδιότητες συγκλινουσών σειρών
A� 
 an � A ��� 
 bn � B ����� �������
���� ������, 	�	�

1. ������	� ������: 
 (an � bn) � 
 an � 
 bn � A � B

2. !����� ������: 
 (an � bn) � 
 an � 
 bn � A � B

3. �
����� ����������� ������:
 kan � k 
 an � kA (	���� ������� k).

5���
�� ������

'����	���� ����� �� a � 1 ���
r � 1/2, 1/6

&	����� �
��������
 ������

'����	���� ����� �� a � 1, r � 1/2



A��
���� ��������� 7 O� 	���� ����	�	�� ������ ��
�	�� ��� 	��
����
��� ����	�	�� ��
�
����� �
� ���
�����	���� �	
 %������ 1,
E��	�	� 8.1. "�
������
� �� ��
���#
��� 	
� 	��
 ���
����	
� ���-
���, ��	�

An � a1 � a2 � … � an, Bn � b1 � b2 � … � bn.

T� ������ ���
����	� 	�� 
 (an � bn) �� ����� 	�	�

E���
� An l A ��� Bn l B , �� ��
��� Sn l A � B ���� 	�� ����	�	��

��
� ���
����	
� ��� ��
�
�����. "����
�� ����� ��� � ������#�
	
� 	��
� ����
��� ������.

"�
������
� ��� 	
� 	��
 �	����
� �
��������
� ������, ����-
	��
��� �	� 	� ������ ���
����	� 	�� 
 kan �����	��
�� 	�� ��
�
�-
���

Sn � ka1 � ka2 � … � kan � k(a1 � a2 � … � an) � kAn,

� 
�
�� ��������� �	
 kA ���� 	�� ����	�	�� 
��
� �	����
� �
���-
�����
� ��� ��
�
�����.

O� ��
���#��� ��������
�	��. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 8.3

 � An � Bn 

.

 � (a 1 � … � an) � (b1 � … � bn)

 Sn � (a 1 � b1) � (a 2 � b2) � … � (an  � bn)
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'���������� ��� � ������� 7 �%���� �� �� �������� ������

1. K��� �� �������� �	����� �
��������
 ��
����
����
������ ��
������.

2. A� �  
 an ��������� ��� �  
 bn ��
������, 	�	� 
�  
 (an � bn)
��� 
 (an � bn) ��
����
��.

Eύρεση n-οστών µερικών αθροισµάτων
&	�� A������� 1-6, ���	� ���� 	��
 	
� n-
�	
� �����
�
���
����	
� ��� ���� �����, 	
� 
�
�
 ��
�
���� �����-
�
�
���	� ��� �� ��
�
����	� 	
 ���
���� ���� ������
�	�� �����	��� ���������.

1. 2 �

2.

3. 1 �

4. 1 � 2 � 4 � 8 � … � (�1)n�1 2n�1 � …

5.

6.

Σειρές µε γεωµετρικούς όρους
&	�� A������� 7-12, ��
� ���<�	� �����
�� ��� 	
�� ���-
	
�� ��
�� ���� ������, ��
�
���	� 	� ���
����	�.

7. 8.

9. 10.

11. 12.

Tηλεσκοπικές σειρές
X�����
�
���	� ������ ������	� ��� �� ���	� 	
 ���
�-
��� ���� ������ �	�� A������� 13-16.

13. 14.

15. 16. 

�

n�1
   

2n � 1
n 2(n � 1)2


�

n�1
 40n
(2n � 1)2(2n � 1)2



�

n�1
 6
(2n � 1)(2n � 1)


�

n�1
 4
(4n � 3)(4n � 1)



�

n�0
 �2 n�1

5n �

�

n�0
 � 1

2 n � 
(�1)n

5n �


�

n�0
 � 5

2 n � 1
3n�


�

n�0
 � 5

2 n � 1
3n�



�

n�1
 7
4n


�

n�0
 
(�1)n

4n

5
1 � 2

 � 5
2 � 3

 � 5
3 � 4

 � … � 5
n(n � 1)

 � …

1
2 � 3

 � 1
3 � 4

 � 1
4 � 5

 � … � 1
(n � 1)(n � 2)

 � …

1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � … � (�1)n�1 1
2n�1

 � …

9
100

 � 9
1002

 � 9
1003

 � … � 9
100 n � …

2
3

 � 2
9

 � 2
27

 � … � 2
3n�1

 � …



N� ���
�� 	� ���
����	� 	�� ������ �	�� A������� 17
��� 18.

17. 18.

Σύγκλιση ή απόκλιση
"
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 19-32 �������
��, ���
�
��� ��
����
��; A�	�
�
���	� 	�� ����	����� ���. &	��
�����	��� ���������, �� ��
�
���	�� 	
 ���
���� ����
������.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. , �x � � 1 26.

27. 28.

29. 30.

31. 32.

Γεωµετρικές σειρές
'�� ���� �����	���� ����� 	�� A������� 33-36, ���<	�
�����
�� ��� 	
�� ���	
�� ��
�� ��
������
� �� ���	�
	� a ��� r ��� �� ��
�
����	� 	
 ���
���� 	�� ������.
*���	� ������	� 	�� �����	�	� �r � � 1 �����	���� 	
� x
��� ���	� 	�� 	���� 	
� x ��� 	�� 
�
��� � �����	�	� ���-
�
�
���	�� ��� � ����� ���������.

33. 34.

35. 36.

&	�� A������� 37-40, ���	� 	�� 	���� 	
� x ��� 	�� 
�
��� �
�
����� �����	���� ����� ���������. E�����, ��
�
���	�
	� ���
����	� (�����	���� 	
� x) ��� 	�� 	���� ��	�� 	
� x .

37. 2nxn 38. (�1)nx�2n

39. (x � 3)n 40. (ln x)n

∆εκαδικά ψηφία που επαναλαµβάνονται
E�����	� ���� ������ �	�� A������� 41-46 �� ���
 ��

��������.

41. � 0,23 23 23 . . .

42. � 0,234 234 234 . . .

43. � 0,7777 . . .

44. � 1,414 414 414 . . .

45. � 1,24 123 123 123 . . .

46. � 3,142857 142857 . . .

Θεωρία και παραδείγµατα
47. ∆ιανυθέν διάστηµα από µπάλα που αναπηδάει M�� �����

�����	�� �� ����� ��� �<
� 4 m. K��� �
�� �
� ��
-
���
��� �	
 ���
�����
 ��	� ��� �	��� h m, �������
�� �<
� 0,75h m. N� ����� 	
 ���
���� ��	������

����	��� (��
� 	� ���� ��� ��
� 	� ��	�) �
� �������
� �����.

48. Συνολικός χρόνος αναπήδησης N� ����� 
 ���
����� ���-
�
� ������� 	�� ������ �	�� ������ 47. (Y�������: O
	��
� s � 4,9t 2 ����� t � .)

49. Άθροιση εµβαδών T
 ����
��
 ����� ������� 	� ���	�
���	� ���� ���� ��
�
����� 	�	�������. T
 �#�	���-
�� 	�	�����
 ���� ������ 4 m2. K����� ��� 	� ����
	�	������ ��
���	�� ����
�	�� �� ���������� 	��-
��	� 	� ���� 	�� ������� 	
� ������ ��
��
����
�
	�	�����
�. N� ����� 	
 ���
���� 	�� ������
���� 	�� 	�	�������.

50. Άθροιση εµβαδών T
 ����
��
 ����� ������� 	�� 	����
���	�� ������� ��� ���
� 	�� 	�	��	�� ������� ����
��
�
����� ������� �� ���������. H n-
�	� ������
�������� 2n ���������, ��	���� 1 2n. N� ����� 	

���
���� 	�� ������ ���� 	�� ����������.

51. H καµπύλη της νιφάδας χιονιού της Helge von Koch *�	� ���
��������
 	�����
 �
������
� ���
�� �������, 	


�
�
 ���
��� K������ 1. X����
��� ���� ������ ��
	��� ��� ���������� 	����	�, ��� �	
 �����
 	��	

���� ������� �������
��� ���� ��� ��������
 	����-
�
 �
� «�������» ��
� 	
 �#�	����� 	
� �����
� 	��-
���
�. &��
��� 	
 �����
 	��	
 	���� ���� �������
	
� �����
� 	�����
�. T�� ������� �
� �����	��	�-
�� �� 	
� 	���
 ��	�� ���
��� K������ 2. &�����-
�
��� 	� ����������, 	
�
��	��	�� ��������� 	����-
��, #��� �� «��	�������» ��
� 	� �#�, �	� ������ 	��-
	� 	�� ������� 	�� K������� 2. R������
��� 	� ��-
���� 	��	� 	�� K������� 2Ø 	��� ��	���������� 	��
K������ 3. E���������
��� 	� ����������, ����
�����	�� �	
 �����, 
���
�	�� ���� ������ ��
�
����
�������� �	
 ������
. H 
����� ������� 	�� ��
-
�
����� ��	�� ����� � ������� 	�� Koch ��� �����	�-
��� ��� ������ ��
��
�.

1/2

1/4

1/8

 / 

�s / 4,9

3,142857

1,24123

1,414

0,7

0,234

0,23



�

n�0


�

n�0
 ��1

2�
n



�

n�0


�

n�0



�

n�0
 
(�1)n

2
 � 1

3 �  sin  x�
n



�

n�0
 3 �x � 1

2 �
n



�

n�0
 (�1)nx2n


�

n�0
 (�1)nxn



�

n�1
  n

n

n!

�

n�0
 n!
1000 n



�

n�0
  e

np

p ne

�

n�1
 ln  � n

n � 1�


�

n�0
 � e

p�
n



�

n�1
 �1 � 1n�

n



�

n�0
 2

n � 1
3n


�

n�0
  

1
xn



�

n�1
 ln  1n


�

n�0
 e�2n



�

n�0
  cos  np

5n

�

n�1
 (�1)n�1 3

2 n



�

n�0
(�2)n


�

n�0� 1

�2�
n



�

n�1
 � 1

ln (n � 2)
 � 1

ln (n � 1)�

�

n�1
 � 1

�n
 � 1

�n � 1�
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M�
��� �� ��
����	�� �	� � ������� 	�� Koch ����
�����
 ���
�, ��� ���������� ����
 ����������
�
����
�, �� ��
�
����.

(�) B���	� 	
 ���
� Ln 	�� n-
�	�� �������� Cn ���
���#	� �	� limnl � Ln � �.

(�) B���	� 	
 ������ An 	
� ����
� �
� ���������� �
Cn ��� ��
�
���	� 	
 limnl � An

52. Mάθετε γράφοντας T
 ����
��
 ����� ��� �������
���� �	��� ������#� 	
� �	� 	
 ��

n = 1 (1 n2 ) ����� ��-
���	��
 	
� 2. E#����	� 	� ��������. ("���: “Con-
vergence with Pictures”, ����
 	
� P. J. Rippon, Ame-
rican Mathematical Monthly, Vol. 93, No. 6 (1986), pp.
476-478.)

53. Aλλαγή δείκτη H ����� 	�� ������� 5 ��
��� ������ ��
������ �	� �
���

'��<	� 	�� �� ���
���� �� ����	� �
� #����� ��� 	��
	��� 

(�) n � �2

(�) n � 0

(	) n � 5.

54. Mάθετε γράφοντας K�	�������	� ��� ������ ����� ��
��������� ���� 	�� 
�
��� 	
 ���
���� �� ��
�	�� ��

(�) 1

(�) �3

(	) 0.

M�
���	� �� ��	��������	� ��� ������ ����� �� ��-
������� ���� �
� �� ��������� �� 
�
����
	� ������
����	�; E#����	�.

55. Γεωµετρική σειρά B���	� 	�� 	��� 	
� b ��� 	�� 
�
��

1 � eb � e2b � e3b � . . . � 9.

56. Tροποποιηµένη γεωµετρική σειρά '�� �
��� 	���� 	
� r ��-
������� � ������ �����

1 � 2r � r 2 � 2r3 � r 4 � 2r 5 � r 6 � . . .  ;

B���	� 	
 ���
���� 	�� ������ �	�� �����	��� ��-
�������.

57. Σφάλµα στη χρήση µερικού αθροίσµατος 5��#	� �	� 	
 ����-
�� (L � sn) �
� ��
���	�� �� ��	���	��	��
��� ���
�������
��� �����	���� ����� �� ���
�
 ��� 	� ��-
���� 	�� ���
����	� sn ����� arn (1 � r) .

58. Γινόµενο όρο προς όρο B���	� �������
���� �����	�����
������ A � 
 an ��� B � 
 bn �
� �� �����
�� �	� �

anbn ��
��� �� ��������� ����� �� ��
�	�� �� AB.

59. Πηλίκο όρο προς όρο V��	� ��� ���������� �
� �� ���-
���� �	� � 
 (an bn) ��
��� �� ��������� �� 	��� ����
-
�� 	
� A B, ��
� A � 
 an, B � 
 bn � 0, ��� �������
��
� bn ��� ��������	��.

60. Πηλίκο όρο προς όρο 5��#	� �� ��� ���������� �	� �

 (an bn) ��
��� �� ��
������, ���’ �	� 	��
 � 
 an ��

��� � 
 bn �������
�� ��� ������� ��
� bn ��� ������-
��	��.

61. Aντίστροφοι όρο προς όρο A� � 
 an ��������� ��� an � 0
��� ���� n , 	� ��
�
��� �� ��������
��� ��� 	� �����

 (1 an); A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

62. Πρόσθεση ή αφαίρεση όρων T� �� ����� �� ��
����
���
��� ����������
 ����
� ���� �� ��� ��
����
���
�����, � �� �������
��� (������<
���) ��� ������-
����
 ����
� ���� ��� ��� ��
����
��� �����; A�-
	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

63. Άθροιση συγκλίνουσας και αποκλίνουσας ακολουθίας A� � 
 an

��������� ��� � 
 bn ��
������, 	� ��
�
��� �� �����-
���
��� ��� 	
 ���
���� 
 (an � bn); A�	�
�
���	� 	��
����	��� ���.

 / 

 / 

 / 

 / 

 / 



�

n�1
 1
(n � 1)(n � 2)

  ���   

�

n��1
 1
(n � 3)(n � 4)

 .

1

1—
22

1—
72

1—
32

1—
42

1—
52

1—
621

1 1–
2

1–
4

…

…

 / 

 .

K������ 1

K������ 4K������ 3

K������ 2
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8.4
Kριτήριο του ολοκληρώµατος • Aρµονικές σειρές και p-σειρές •
Kριτήρια σύγκρισης • Kριτήρια λόγου και ρίζας

5
������ ���� ������ 
 an, ��
��� ��
 ���	���	� ��
� ����	���.

1. &�������� � �����;

2. A� ���, �
�
 ����� 	
 ���
���� 	��;

&	�� ���
��� ���	�	� �� ���
���
��� �� ������ �
� ��� ��
��
����	��
�� ��
��. O ���
� 	
� ����
����
� ��	
� ����� �	� 	� ������
���
����	� 	�	
��� ������ �����	��
�� �� ����
���� ��
�
�����,
��� 
� �� ����
���� ��
�
����� �
� ����� ��� ��������� �������
��
���	
	�. T� ������ ���
����	� ����� �� ����
�	� ���	� sn�1 � sn � an

��� an � 0:

s1 � s2 � s3 � … � sn � sn�1 � … .

B���� 	
� �������	
� �
��	
��� ��
�
����� (%������ 5,  E��	�	�
8.2), � ����� �� ��������� ��� � {sn} ����� ��� ��������.

T
 ���������� ��	� ��
	���� ������
 ��� 	� ���	���� ���������
�
� �� �#�	��
��� �	�� ���
��� ���	�	�.

Kριτήριο του ολοκληρώµατος
E����
��� 	
 ���	���
 	
� 
�
�������	
� ���� ��� ��� ����������.

Παράδειγµα 1 Eφαρµογή του Πορίσµατος του Θεωρήµατος 5

5��#	� �	� � �����

���������.

Λύση E#�	��
��� 	� �������� 	�� (1 n2 ) �������
�	�� 	��
�� 	
 (1 x 2) dx . '�� �� ���
��� 	� ��������, ����
��� 	
��
��
�� 	�� ������ �� 	���� 	�� �����	���� f (x) � 1 x 2, 	�� 
�
��� ���
�������
��� �� 	� ����� 	�� 
��
������ �
� ����	�� ��	� ���
	�� ������� y � 1 x 2.

/��� ������� 	
 &���� 8.12,

 � 1 � 1 � 2.

 � 1 � ��

1
 1
x2

 dx

 � f(1) � � n

1
 1
x2

 dx

 � f(1) � f(2) � f(3) � … � f(n)

 sn � 1
12

 � 1
22

 � 1
32

 � … � 1
n 2

 / 

 / 

 / �
1

 / ��
n�1



�

n�1
 1
n 2

 � 1 � 1
4

 � 1
9

 � 1
16

 � … � 1
n 2

 � …

6198.4. Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

8.4 Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

Πόρισµα Θεωρήµατος 5

M�� ����� �� ����	���� ���� ��������� �� 	� ������
	�� ���
����	� ����� ��� ��������.


�
n�1 an

/��� ��� �	�� E��	�	� 7.7. "���������
3, ��� p � 2, ∞

1  (1/x 2) dx � 1.



*	��, 	� ������ ���
����	� 	�� (1 n2) �����
�	�� �� 	�� ���
(��� 	
 2) ��� ��� � ����� ���������. T
 ���
���� 	�� ��
�	�� ��
�2 6 	 1,64493.

A��
���� %� ���#
��� 	
 ���	���
 ��� 	�� �����	��� ��
� N � 1. H
������#� ��� ������	��
 N ����� �����
��.

R������� �� 	�� ������� �	� � f ����� ����
��� �����	��� ���
f (n) � an ��� ���� n . A�	� ��� 
����� �	�� ����	����� �	� 	� 
��
-
����� �	
 &���� 8.13�, �� ����� a1, a2, . . . , an, ��������
�� ���
��-
�� ������	��
 ������ ��� 	
 ������ ��	� ��� 	�� ������� y � f(x)
��� x � 1 ��� x � n � 1. M� ���� �����,

f(x) dx � a1 � a2 � . . . � an.

&	
 &���� 8.13 	� 
��
����� ��������
�� ���
���� ������	��
 ��-
���� ��� 	
 ������ 	
� ����
� �
� 
����� �� 	
� �#
�� x � �����-
��. A��
��	�� ��
� �	����� 	
 ���	
 
��
����
, ����
� a1, ����-
�
���

a2 � a3 � . . . � an � f (x) dx .

A� 	��� ���������
��� 	
 
��
����
 ����
� a1, ������ �	�

a1 � a2 � . . . � an � a1 � f(x) dx .

&������
�	�� 	� ��
	������	� ��	�,

f (x) dx � a1 � a2 � . . . � an � a1 � f (x) dx .

A� 	
 f(x) dx ����� ����������
, � ��#�� �����	�	� �������� �	� �
����� an ����� �����������. A� 	
 f (x) dx ��������	��, � ����	�-
�� �����	�	� ������� �	� � ����� an ������ ��������	��.

&������, � ����� ��� 	
 
�
������� �� �������
�� � �� ��
���-
�
�� 	��	���
��.

�

�
1�

�
1

� n

1
� n�1

1

� n

1

� n

1

� n�1

1

 / 

 / ��
n�1

620 Κεφάλαιο 8. Άπειρες σειρές

Kριτήριο του ολοκληρώµατος

*�	� {an} ��
�
���� ��	���� ����. *�	� an � f (n) , ��
� f
�������, ��	���, ����
��� �����	��� 	
� x ��� ���� x � N
(N ����� ��	���� ������
�). &	�� �����	��� ��	�, � ����� 
an ��� 	
 
�
������� f (x) dx �� �������
�� � �� ��
����
��
	��	���
��.

�
N


�
n�N

x

y

0 1

'������ 	�� f (x) � 1—
x2

(1, f(1))

(2, f (2))

(3, f (3))
(n, f (n))

1—
12

2 3 4

1—
22

… n � 1 n …

1—
32

1—
42

1—
n2 ΣXHMA 8.12 B
���	���

����� ��� 	�� ����������
������ �	
 "��������� 1.

"PO&OXH &	�� �����	��� ���-
������, 	
 ���
���� 	�� ������ ��� ��
��
�	�� ������	�	�� �� 	
 
�
�����-
��. &	
 "��������� 1,

(1 n2 ) � �2 6, ���

(1 x2) dx � 1. / 
�

1

 /  / 
�
n�1

x

y

0 1

y � f(x)

2 n3 n � 1

a1 a2

an

(�)

x

y

0 1 2 n3 n � 1

a1

a3
an

()

a2

y � f(x)

ΣXHMA 8.13 A� ����
��	�� 
�
��
7�
������ 	
� ���	���
� 	
�

�
�������	
�, 	�	� � �����
an ��� 	
 
�
������� 
�������
�� � ��
����
��
	��	���
��.

�
1  f(x) dx

��
n�1
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&�������� � ����� ;

Λύση T
 ���	���
 	
� 
�
�������	
� ��
��� �� �����
�	��,
����
� �

f (x) �

����� �������, ��	���, ����
��� �����	��� 	
� x ��� x � 1.
*�
���

T
 
�
������� ���������, ��� 	
 ���
 �� ������ ��� ��� 	� �����.

Aρµονικές σειρές και p-σειρές
X�����
�
���	�� 	o ���	���
 	
� 
�
�������	
� ��
�
��� ��  ��
-
����
��� ���� ��������� ��� ���� ����� 	�� �
���� (1 np) , ��
�
p ������	��� �	�����. (H ����� 	
� "���������	
� 2 ���� 	�	
��
�
���, ������������ p � 3 2.) O� ������ ��	�� ���
��	�� p-����"�.

A��
���� A�� 	
 "��������� 3 	�� E��	�	�� 7.7, 	
 
�
�������
dx xp ��������� ��� p � 1 ��� ��
������ ��� p � 1. B���� 	
� K��-

	���
� 	
� O�
�������	
�, 	
 ���
 �� ������ ��� ��� 	�� p-����� 
(1 np) : &�������� ��� p � 1 ��� ��
������ ��� p � 1.

H p-����� ��� p � 1 ����� � �������� �������� ����� � 
�
�� ��-
����	�	� ����� � ���
� ��������� ��
����
��� ����� �	� ������	�-
��. T
 ���	���
 	�� p-������ ��� ���� �	� � ���
���� ����� ����� 	�-
��� ��
����
���Ø ��#��
�	�� ��	� ��� ������	
 	
 p, �.�. ���
�	�� 	
�
	�� 	��� 1,000000001, � ����� ���������!

H ����	�	� �� 	�� 
�
�� 	� ������ ���
����	� 	�� ���
�����
������ 	���
�� �	
 �����
 ����� ��	��������. 5��	� ���	��� 	
 ���-
���
 ����������.

Παράδειγµα 3 H αργή απόκλιση της αρµονικής σειράς

"��
� �����
� ��
� 	�� ���
����� ������ ����	
��	�� ��� �� ���-
��	��	�� ��� ������ ���
���� ������	��
 	
� 20;

Λύση O� �������� �����	����� ����� �����		�� (&���� 8.14).

 ,

 / 

��
n�1

 / �
1

 / 

 / ��
n�1

 � 2.

 � lim
kl �

  �� 2
�k

 � 2�
 � lim

kl �
  ��2x�1 / 2�

k

1

 ��

1
 1
x�x

 dx � lim
kl �

  � k

1
 x�3 / 2 dx

1
x�x



�

n�1
 1
n�n
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H p-σειρά

(p ������	��� �	�����) ��������� ��� p � 1, ��� ��
������ ���
p � 1.



�

n�1
 1
np � 1

1p � 1
2p � 1

3p � … � 1
np � …



*�	� Hn 	
 n-
�	� ������ ���
���� 	�� ���
����� ������. A��
	� �������� 	�� ��
 �������	�� ��
���	�� �	� H4 � (1 � ln 4) ���
(�� �����) �	� Hn � (1 � ln n) . E���� ���
��� 	
 Hn �� ����� ������-
	��
 	
� 20, 
��	�

H 	��� 	
� e19 ����� �����
� 178.482.301. A�	� �������� �	� ����-
	
��	�� 
�������
�� 	��
� ��
� 	�� ���
����� ������ ��� �� ������
��� ������ ���
���� 	�� 	
� ������ 20. A� ����	� 	
� ��
�
�����
	
� �����
� ���
����	
� ��	
� �� 	
 �
���
�	����� ���, �� �����-
�����	�� ����	�� ��
�����. "��� 	��	�, � ���
���� ����� ��
-
������!

Kριτήρια σύγκρισης
T
 ���	���
 	�� p-������ ��� ���� �,	� �������	�� �� #��
��� ��� 	�
�������� � �������� ������ 	�� �
���� 
 (1 np). O�
�
�
������, �
�
��� ��	� ��
�� ��� ����� ����� ������, ��	��
 ��
�
��� ��
��
����
��� ��� 	� �������� �
���� ����� ������ (�����������-
�
����� 	�� ������ 	�� 
�
��� 
 n-
�	�� ��
� ����� 	��
��� ��	� ��-
���	��� 	
� n) ���������
�� 
�� �� 	�� p-�����.

A��
���� &	
 ���
� (�), 	� ������ ���
����	� 	�� 
 an ����� ���
�������� ��� 	
� ������ 

M � a1 � a2 � … � an � cn.

&������, �����	��
�� ��� �� ����
��� ��
�
���� �� ���
 L � M .



�

n�N�1

 / 

 n � e19.

 ln  n � 19

 1 � ln  n � 20

 1 � ln  n � Hn � 20
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Tι το αρµονικό στην αρµονική σειρά;
O� ��
� 	�� ���
����� ������
��	��	
��
�� �	
�� ���
�� ����
�
���� �
� ��������� �������
�
��������� 	�� ��������
��
�����	�	��. '�� ����������, 
 ��
�
1/2 ������� ��
 ��������� �����	�	��
	�� ��������
��, 
 ��
� 1/3 �������
��� �����	�	� 	�������� 	��
��������
��, �.
.�. H ����������
�����	�	� ����� � ������	��� �
�
�������	�� �	�� ��� �
��� �����	��.

x

y
y = 

1

1 + 1
2

2 3 4

(�)

+ 1
3

+ 1
4

1
x

x

y

1

ln 4

4

()

1

y = 1x

ΣXHMA 8.14 E����� ��� ������	
� ��� ��� ��� 	� ������
���
����	� 	�� ���
����� ������. ("��������� 3)

Kριτήριο της άµεσης σύγκρισης
*�	� 
 an ����� �� ����	���� ����.

(�) H 
 an �� ��������� �� ������� �������
��� ����� 
 cn 	�-
	
�� ��	� an � cn ��� ���� n � N , ��� ���
�
� ������
 N.

(�) H 
 an �� ��
������ �� ������� ��
����
��� ����� �� ����-
	���� ���� 
 dn 	�	
�� ��	� an � dn ��� ���� n � N , ��� ��-
�
�
� ������
 N .

Bιογραφικά στοιχεία

A���	
�
	�� &�#
����

(���. 1316-1390)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



&	
 ���
� (), 	� ������ ���
����	� 	�� 
 an ��� ����� ��� ����-
����. 5��	� �� �	��, 	�	� 	� ������ ���
����	� 	�� 
 dn �� �����
-
�	�� ��� 	
� ������

M* � d1 � d2 � … � dN � an


��	� � 
 dn ������ �� ��������� ��	� �� ��
������.

/	�� �������
��� 	
 ���	���
 ������ ���������, ��� ����� ���-
��� �� ���������
��� ��
�� 	
�� �����
�� ��
�� 	�� ������ �	� ��-
��	� ���. M�
�
��� �� �������<
��� ��
�� 	
�� ���	
�� N ��
��,
��
� N 	���� �������, ����� ���� ��� ’��� �� ����	� �� ���������-

��� ��
�� 	
�� ������
�� ��
��. 

Παράδειγµα 4 Eφαρµογή του κριτηρίου άµεσης σύγκρισης

&�������� � ����
��� �����;

Λύση "�������
��� 	
�� ���	
�� 	������� ��
�� ��� ������-
�
��� 	
�� ������
�� ��
�� �� ��	
�� 	�� �������
���� �����	��-
��� ������ (1 2n). "���	��
��� �	�

&������, � ������ ����� ��������� ���� 	
� ���	���
� ������ ��-
�������.

H �����
�� 	
� ���	���
� ������ ��������� �����
����	�� ��
��
��� ��������� ������� ������ 	�� 
�
��� 
 ��������� � ��
���-
��� �����	���� ��� ����� ����	��. I�
� 
� ������ �
� ������ �� 	���:

'�	��������� ����"� A����������� ����"�

'����	���� ����� �� �r � � 1 '����	���� ����� �� �r � � 1

T�����
����� ������ ���� � H ���
���� ����� 

H ����� K��� ����� an ��� 	�� 
�
�� 	

limnl � an ��� ������� �
limnl � an � 0

K��� p-����� ��� p � 1 K��� p-����� ��� p � 1

E�	�� ��� 	
 ���	���
 ������ ���������, ������� ��� 	
 ���
����
������� ���������.



�

n�1
 1
np


�

n�1
 1
np




�

n�0
 1
n!



�

n�1
 1n


�

n�1
 1
n(n � 1)

1
2

 � 1
3!

 � 1
4!

 � … �  1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � … .

 / 
�
n�1

5 � 2
3

 � 1 � 1
7

 � 1
2

 � 1
3!

 � 1
4!

 � … � 1
k!

 � …



�

n�N�1
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Kριτήριο οριακής σύγκρισης
*�	� an � 0 ��� bn � 0 ��� ���� n � N (N ��	���� ������
�).

1. A� � c , 0 � c � �, 	�	� 
� 
 an ��� 
 bn �� �������
��

� �� ��
����
�� 	��	���
��.

2. A� � 0  ��� � 
 bn ���������, 	�	� ��� � 
 an

���������.

3. A� � � ��� � 
 bn ��
������, 	�	� ��� � 
 an

��
������.

lim
nl �

  
an

bn

lim
nl �

  
an

bn

lim
nl �

  
an

bn



A��
���� %� ���#
��� 	
 (1). T� (2) ��� (3) ����
�	�� �	
� ������-
�	� (������ 67).

E���
� c 2 � 0, �� ������� ���� ������
� N 	�	
�
� ��	� ��� ��-
�� n ,

n � N ⇒ 

���, ��� n � N,

A� � ����� 
 bn ���������, �� ��������� ��� � 
 (3c 2)bn ���� ��� �

 an, ���� 	
� ���	���
� ������ ���������. A� � ����� 
 bn ��
���-
���, 	�	� 	��
 � 
 (c 2)bn ��
 ��� � 
 an �� ��
����
�� ������, ����
	
� ���
� ���	���
�.

Παράδειγµα 5 Xρήση του κριτηρίου οριακής σύγκρισης

"�
���
���	� �� 
� ������	� ������ �������
�� � ��
����
��.

(�)  

(�)

(	)

Λύση

(�) *�	� an � (2n � 1) (n2 � 2n � 1). '�� �����
 n, 
 ��
� an ��-
���������	�� ���� � �
��	�	� 2n n2 � 2 n , 
��	� ����
���
bn � 1 n . E���
� � �����

��
������, ��� ����� 

	�	� ��� � ����� 
 an �� ��
������, ���� 	
� (1) 	
� ���	���
�
��������� 
��
�.

(�) *�	� an � 1 (2n � 1). '�� �����
 n, 
 ��
� an �����������	��
���� � �
��	�	� 1 2n, 
��	� ����
��� bn � 1 2n. E���
� � ���-
��

���������, ��� �����

 � 1,

 � lim
nl �

  1
1 � (1 / 2 n)

 lim
nl �

  
an

bn
 � lim

nl �
 2 n

2 n � 1



�

n�1
 bn � 


�

n�1
 1
2 n

 /  / 

 / 

lim
nl �

  
an

bn
 � lim

nl �
  2n 2 � n

n 2 � 2n � 1
 � 2,



�

n�1
 bn � 


�

n�1
 1n

 / 

 /  / 

 / 

1 � 2 ln  2
9

 � 1 � 3 ln  3
14

 � 1 � 4 ln  4
21

 � . . . � 

�

n�2
 1 � n ln  n

n 2 � 5

1
1

 � 1
3

 � 1
7

 � 1
15

 � . . . � 

�

n�1
 1
2 n � 1

3
4

 � 5
9

 � 7
16

 � 9
25

 � . . . � 

�

n�1
 2n � 1
(n � 1)2

 � 

�

n�1
 2n � 1
n 2 � 2n � 1

 / 

 / 

 �c
2� bn � an �  �3c

2 � bn .

 c
2

  � 
an

bn
 �  3c

2
 ,

 �c
2

  � 
an

bn
 � c �  c

2
 ,

� an

bn
 � c � � c

2
 .

 / 
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O������ 
��
� �� e � c/2, 
L � c , ��� 	
 an/bn�	� ����
	
� an.

%� ��
�
����� ������	� �� ������
����� bn � 2/n , ���� � 	��� 1/n
���
�
��� 	� ������	�.



	�	� ��� � ����� 
 an �� ���������, ���� 	
� (1) 	
� ���	���
�
��������� 
��
�.

(	) *�	� an � (1 � n ln n) (n2 � 5). '�� �����
 n, 
 ��
� an �� ��-
���������	�� ���� 
 (n ln n) n2 � (ln n) n , �
� ����� ������	��
�
	
� 1 n ��� n � 3, 
��	� ����
��� bn � 1 n . E���
� � �����

��
������, ��� ����� 

	�	� ��� � ����� 
 an �� ��
������, ���� 	
� (3) 	
� ���	���
�
��������� 
��
�.

Kριτήρια λόγου και ρίζας
M� 	
 ���	���
 	
� ���
� ��
�
��� �� ��	���
��� 	
� ����� ��#�-
��� (� ���		����) ���� ������, �#�	��
�	�� 	
� ���
 an�1 an. &� ���
�����	���� ����� 
 arn, 
 ������ ��	�� ����� �	������ ((arn�1 ) (arn)
� r) , ��� � ����� ��������� �� ��� ���
 �� 
 ���
� 	�� ����� �����	�-
�
� 	
� 1 ��	’ �����	� 	���. M�
�
��� �� ����	���
��� 	
 ��
	���-
��� ��	�, �����
�	�� �	�� 	
 K��	���
 	
� =��
�.

A��
����

(�) � � 1. *�	� r ������� ��	�#� 	
� � ��� 	
� 1. &	�� �����	��� ��-
	� � �
��	�	� � � r � � ����� ��	���. E���
�


 ���
� �n+1/an �� ������ �� ���	�� �� ����	��� �����	��� 	
� e
��� 	
 r ��� ���
��	�� �����
 n, ���. ��� ���� n � N. M� ����
�����,

� � � � � r , ��� n � N .

5�����,

 aN�m � r aN�m�1 � r maN .
  �
  �
  �

 aN�3 � r aN�2 � r 3aN 

 ,

 aN�2 � r aN�1 � r 2aN ,

 aN�1 � r aN ,

an�1

an

an�1

an
 l  r ,

 / 

 / 

 � � ,

 lim
nl �

  
an

bn
 � lim

nl �
  n � n 2 ln  n

n 2 � 5



�

n�2
 bn � 


�

n�2
 1n

 /  / 

 /  / 

 / 
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Kριτήριο του λόγου
*�	� � ����� 
 an �� ��	��
�� ��
��. *�	� �����  

&	�� �����	��� ��	�

(�) � ����� ��������� ��� r � 1
(�) � ����� ��������� ��� r � 1 � ��� �����������
 r
(	) 	
 ���	���
 ��� 	�� ���
����� �� ��������	� ���� ��������� � 

��������� �� r � 1.

lim
nl �

  
an�1 

an
 � r .



O� �������� �����	�	�� �����
�� �	� 
� ��
� 	�� ������ ���, ��-
	� 	
� N-
�	� ��
, 	���
�� �	
 ����� 	���	��� ��� 	
�� ��
��
	�� �����	����� ��
��
� �� ���
 r � 1. A�����	���, ������	�
	� ����� 
 cn, ��
� cn � an ��� n � 1, 2, . . . , N ��� cN�1 � raN,
cN�2 � r 2aN, . . . , cN�m � rmaN, . . . . I����� an � cn ��� ���� n , ���
�����

H �����	���� ����� 1 � r � r 2 � … ��������� ����
� �r � � 1,
��� ��� � 
 cn ���������. 5��
���
� �	� an � cn, � ����� 
 an ��
��������� ������.

(�) 1 � � � � . A�� ���
�
� ����	� M ��� ���#��,

� 1 ��� aM � aM�1 � aM�2 � ….

O� ��
� 	�� ��
�
����� ��� 	���
�� �	
 ����� ����� 	
 n ������-
��	��, 
��	� � ����� ��
������, ���� 	
� ���	���
� 	
� n-
�	
�
��
�.

(	) � � 1. H ��������
�� 	�� ������

��� ������ �	� �� ������	�� ���
�
 ���
 ���	���
 ��������� ���
	�� �����	��� � � 1.

'�� 	�� 

'�� 	�� 

K�� �	�� ��
 �����	����� �
���� � � 1, ��	��
 � ���	� �����
��
������, ��� � ���	��� ���������.
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5��������	� 	� �������� 	�� ����
���� ������.

(�)  (�) (	)

Λύση

(�)  '�� 	� ����� (2n � 5) 3n, ��
���

H ����� ��������� ����
� 	
 � � 2/3 ����� �����	��
 	
� 1. A�	�
����  ��� �������� �	� 	
 2/3 ����� 	
 ���
���� 	�� ������. '�� 	��
�������, �����

(�) A� an �
(2n)!
n!n!

 , 	�	� an�1 � 
(2n �2)!

(n � 1)!(n � 1)!
 ���



�

n�0
 2

n � 5
3n  � 


�

n�0
 �2

3�
n

 � 

�

n�0
 5
3n � 1

1 � (2 / 3)
 � 5

1 � (1 / 3)
 � 21

2
 .

an�1

an
 � 

(2 n�1 � 5) / 3n�1

(2 n � 5) / 3n  � 1
3

 � 2
n�1 � 5
2 n � 5

 � 1
3

 � �2 � 5 � 2�n

1 � 5 � 2�n� l  1
3

 � 2
1

 � 2
3

 .

 / 
�
n�0



�

n�1
 4

nn!n!
(2n)!


�

n�1
 
(2n)!
n!n!


�

n�0
 2

n � 5
3n



�

n�1
 1
n 2

 :   
an�1

an
 � 

1 / (n � 1)2

1 / n 2
 � � n

n � 1�
2

 l  12 � 1.



�

n�1
 1n :     

an�1

an
 � 

1 / (n � 1)
1 / n

 � n
n � 1

 l  1.



�

n�1
 1n   ���   


�

n�1
 1
n2

an�1

an

 � a 1 � a 2 � … � aN�1 � aN (1 � r � r 2 � …) .

 

�

n�1
 cn � a 1 � a 2 � … � aN�1 � aN � raN � r 2aN � …
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T
 ���	���
 	
� ���
� ��
�����
����� ������
 �	�� 
� ��
� ����
������ ������
�� �����
�	��� 	
� n �
��������� �<������ �	� n-
�	�
������.



H ����� ��
������ ����
� 	
 � � 4 ����� ������	��
 	
� 1.

(	) A� an � 4nn!n! (2n)!, 	�	�

E���
� 	
 ���	��� ���
 ����� � � 1, 	
 ���	���
 	
� ���
� ��� ���
���	����� �� ��
����
��� ���� ���������. A� ���� ����	����
�-
�� �	� an�1 an � (2n � 2) (2n � 1), ���������
��� �	� 
 ��
� an�1 ��-
��� ���	� ������	��
� 	
� an ����
� 	
 (2n � 2) (2n � 1) ������-
��� ���	
	� 	� �
����. K�	� ��������, ��
� 
� ��
� ����� ������-
	��
� � ��
� 	
�  a1 � 2, ��� 
 n-
�	�� ��
� ��� 	����� �	
 ����� ��-
��� n l � . &������ � ����� ��
������.

T
 ���	���
 	�� n-
�	�� ����� ��
	���� ���
 ��� ������
 ����-
���
 ��� 	� ���������� 	�� ��������� ������ �� �� ����	��
��
��
��. A�����
��� ��� 	
 ���	���
 ����� ������#�.

Παράδειγµα 7 Eφαρµογή του κριτηρίου της n-οστής ρίζας

*�	�

&�������� � ����� 
 an;

Λύση E������
��� 	
 ���	���
 	�� n-
�	�� �����, 
��	�

&������,

E���
� l 1 (E��	�	� 8.1, "������ 8.1), �� ����� limnl � �
1/2 ���� 	
� �������	
� «���	
��	�». T
 ���
 ��	� ����� �����	�-
�
 	�� �
�����, ��� � ����� ��������� ���� 	
� ���	���
� 	�� n-

�	�� �����.

�n an�n n

1
2

 � �n an � �
n n
2

 .

�n an � ��n n / 2,
1 / 2,

 n ����		��
n ��	�
�  .

an � � n / 2n ,
 1 / 2n ,

 n ����		��
n ��	�
� .

 / 

 /  / 

 � 
4(n � 1)(n � 1)
(2n � 2)(2n � 1)

 � 
2(n � 1)
2n � 1

 l  1.

 
an�1

an
 � 

4n�1 (n � 1)!(n � 1)!
(2n � 2)(2n � 1)(2n)!

 � 
(2n)!
4nn!n!

 / 

 � 
(2n � 2)(2n �1)
(n � 1)(n � 1)

 � 4n � 2
n � 1

 l  4.

 
an�1

an
 � 

n!n!(2n � 2)(2n � 1)(2n)!
(n � 1)!(n � 1)!(2n)!
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Kριτήριο n-οστής ρίζας
*�	� � ����� 
 an �� an � 0 ��� n � N. *�	� ����� �	�

&	�� �����	��� ��	� 

(�) � ����� ��������� ��� � � 1
(�) � ����� ��������� ��� � � 1 � ��� �����������
 �
(	) 	
 ���	���
 ��� 	�� ���
����� �� ��������	� ���� ��������� � 

��������� �� � � 1.

lim
nl �

  �n an � r .
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"
�� ��� 	�� ����
���� ������ ���������, ��� �
�� ��
������;

(�) (�)

Λύση

(�) H ����� ��������� ���	� 

(�) H ����� ��
������ ���	� 

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.4

�n 2 n

n 2  
  � 2

 (�n n)2
 l  2

1
 � 1.


�

n�1
 2

n

n 2

�n n 2

2 n � �
n n 2

�n 2 n
 � 

(�n n)2

2
 l  1

2
 � 1.


�

n�1
 n

2

2 n



�

n�1
 2

n

n 2

�

n�1
 n

2

2 n
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Kριτήριο του ολοκληρώµατος
E������	� 	
 ���	���
 	
� 
�
�������	
� ��� �� ��
�-
��
����	� �
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 1-8 ������-
�
�� ��� �
��� ��
����
��.

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

Kριτήριο άµεσης σύγκρισης
E������	� 	
 ���	���
 ������ ��������� ��� �� ��
���
-
����	� �
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 9-14 ������-
�
�� ��� �
��� ��
����
��.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

Kριτήριο οριακής σύγκρισης
E������	� 	
 ���	���
 
������ ��������� ��� �� ��
�-
��
����	� �
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 15-20 ��-
�����
�� ��� �
��� ��
����
��.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

Kριτήριο λόγου
E������	� 	
 ���	���
 	
� ���
� ��� �� ��
���
����	�
�
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 21-28 �������
�� ���
�
��� ��
����
��.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

Kριτήριο ρίζας
E������	� 	
 ���	���
 	�� n-
�	�� ����� ��� �� ��
���
-
����	� �
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 29-34 ������-
�
�� ��� �
��� ��
����
��.

29. 30.

31. 32.

33. 34.

Προσδιορισµός σύγκλισης ή απόκλισης
"
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 35-60 �������
�� ���
�
��� ��
����
��; A�	�
�
���	� 	�� ����	����� ���. (K�-
��� ������	� 	�� ����	����� ���, �������	� �	� �����
��
�������	��
� 	
� ���� 	���
� ��
���
����
� 	�� ������-
��� � 	�� ��������� ���� ������.)

35. 36.

37. 38.

39. 40. 

�

n�2
 
ln  (n � 1)

n � 1

�

n�1
 1
(1 � ln  n)2



�

n�1
 �2

n�n


�

n�1
 3

�n



�

n�1
 n
n � 1


�

n�1
 e�n



�

n�1
  nn

(2 n)2

�

n�1
  

(n!)n

(nn)2



�

n�2
  n

(ln  n)(n / 2)

�

n�2
  n

(ln  n)n



�

n�1
 �1

n � 1
n 2�

n



�

n�1
 
(ln  n)n

nn



�

n�1
 e�n(n 3)


�

n�1
 
(n � 1)(n � 2)

n!



�

n�1
 n ln  n

2 n

�

n�1
 n10

10 n



�

n�1
 n!
10 n


�

n�1
 n!e�n



�

n�1
 n 2e�n


�

n�1
 n

�2

2 n



�

n�1
 1
1 � ln  n


�

n�1
 
(ln  n)2

n 3 / 2



�

n�2
 1

�n ln  n


�

n�1
 
(ln  n)3

n 3



�

n�1
 
(ln  n)2

n 3

�

n�2
 1
(ln  n)2



�

n�3
 1
ln (ln  n)


�

n�1
 � n

3n � 1�
n



�

n�1
 1 �  cos  n

n 2

�

n�1
  sin2 n

2 n



�

n�1
 3

n � �n


�

n�1
 1

2�n � �3 n



�

n�1
 1
n(1 � ln2 n)


�

n�3
 

(1 / n)

(ln  n)�ln2 n � 1



�

n�1
 1

�n(�n � 1)


�

n�1
 en

1 � e2n



�

n�2
 ln  n

�n


�

n�2
 ln  n

n



�

n�1
 1
2n � 1


�

n�1
 5
n � 1



41. 42.

43. 44.

45. 46.

47. 48.

49. sech n 50. sech2 n

51. 52.

53. 54.

55. 56.

57. 58.

59. 60.

Aναδροµικά οριζόµενες σειρές
"
��� ��� 	�� ������ an �
� 
���
�	�� ��� 	
�� 	�-
�
�� 	�� A������� 61-66 �������
��, ��� �
��� ��
���-
�
��; A�	�
�
���	� 	�� ����	����� ���.

61. a1 � 2, an�1 � an

62. a1 � 1, an�1 � an

63. a1 � an�1 � an

64. a1 � 3, an�1 � an

65. a1 � an�1 �

66. a1 � an�1 � (an)
n�1

Θεωρία και παραδείγµατα
67. 5��#	�

(�) T
 (2) 	
� ���	���
� 
������ ���������.

(�) T
 (3) 	
� ���	���
� 
������ ���������.

68. Mάθετε γράφοντας A� � an ����� �������
��� �����
�� ����	���� �������, 	� ��
���	� �� ���������	�
��� 	�� (an n); E#����	�.

69. Mάθετε γράφοντας *�	� an � 0 ��� bn � 0 ��� n � N
(N ������
�). A� limnl � (an bn) � � ��� � ����� 
an

���������, 	� ��
���	� �� ���������	� ��� 	��  
 bn;
A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

70. Ύψωση κάθε όρου στο τετράγωνο 5��#	� �	� �� � 
 an �����
�������
��� ����� �� ����	���� ����, 	�	� � 

���������.

'�� �
��� 	���� 	
� a �� �����
�� 	�	
���, �������
�� 
�
������ 	�� A������� 71 ��� 72;

71. 72.

73. Tο Kριτήριο του Cauchy T
 ���	���
 	
� Cauchy ����
�	�: *�	� {an} ��� �� ��#
��� ��
�
���� (an � an�1

��� ���� n) ��	���� ���� �
� ��������� �	
 0. H

 an �� ��������� �� ��� ���
 �� ��� � 
 2n ��-
�������. '�� ����������, � 
 (1 n) ��
������ ���	� �

2n � (1 2n) � 
1 ��
������. 5��#	� ���	� ������ 	

�����������
 ���	���
.

74. X�����
�
���	� 	
 ���	���
 	
� Cauchy 	�� ����-
��� 73 ��� �� ���#�	� �	�

(�) H ����� ��
������.

(�) H ����� ��������� ��� p � 1 ��� ��
������

��� p � 1.

75. Λογαριθµική p-σειρά

(�) 5��#	� �	� 	
 
�
�������

(p ��� ��	��� �	�����)

��������� �� ��� ���
 �� p � 1.

(�) T� ��������	�� � ����	��� ��� �	
 ���	��� (�)
��
������
� ��� 	� �������� 	�� ������

A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

76. (&������� 	�� ������� 75) X�����
�
���	� 	
 ��
	�-
����� 	�� ������� 75 ��� �� ��
���
����	� �
���
��� 	�� ����
���� ������ �������
�� ��� �
��� ��
-
����
��. A�	�
�
���	� 	�� ����	����� ���.

(�) (�)

(	) (
)

77. Άλλη µία λογαριθµική p-σειρά 5��#	� �	� 
�	� 	
 ���	���

	
� ���
� 
�	� 	
 ���	���
 	�� n-
�	�� ����� ��� ��-
����� ���
�� ����
�
��� ��� 	� �������� 	�� ������

(p �	�����).

78. *�	�

&�������� � ����� 
 an; A�	�
�
���	� 	�� ����	���
���.

79. p-σειρά O�	� 	
 ���	���
 	
� ���
� 
�	� 	
 ���	���

	�� n-
�	�� ����� ��� ���	���
�� �� ��
���
���
���
	� �������� ���� p-������. 5
�����	� �� ��������	�
	� ���	���� ��	� �	��

��� ���#	� �	� ����	��� ��
	�����
�� �� ��������-
�
�� 	�� �������.



�

n�1
 1
np

an � �n / 2n

1 / 2n
�� n 
           



�

n�2
 1
(ln n) p



�

n�2
  1

n(ln n)3

�

n�2
  1

n ln (n 3)



�

n�2
  1

n(ln  n)1,01

�

n�2
  1

n(ln  n)



�

n�2
  1

n(ln n) p  ;

��

2
 dx
x(ln  x) p



�

n�1
  1

np



�

n�2
  1

n ln  n

 / 

 / 

a 2n



�

n�3
 � 1

n � 1
 � 2a

n � 1�

�

n�1
 � a

n � 2
 � 1

n � 4�

 ,

a 2
n

 / 

 / 
�
n�1


�
n�1

1
2

 ,

�n an
1
3

 ,

n
n � 1

3n � 1
2n � 5

1
3

 ,

1 �  tan�1 n
n

1 �  sin  n
n


�
n�1



�

n�1
 2
1 � en


�

n�1
 n  sin  1n



�

n�1
  sec�1 n

n1,3

�

n�1
  tan�1 n

n1,1



�

n�3
 5n 3 � 3n
n 2(n � 2)(n 2 � 5)


�

n�1
 10n � 1
n(n � 1)(n � 2)



�

n�1
 ln  n

n

�

n�1
 ln  n

n 3



�

n�1
 �1 � 1

3n�
n



�

n�1
 
2 � (�1)n

1,25n



�

n�1


�

n�1



�

n�1
 n
n 2 � 1


�

n�1
 8  tan�1 n

1 � n 2



�

n�1
 n!
nn


�

n�1
 n!
(2n � 1)!



�

n�1
 
n2 n(n � 1)!

3nn!

�

n�1
 
(n � 3)!
3!n!3n



�

n�1
 �n � 2

n �
n



�

n�2
 1

n�n 2 � 1

6298.4. Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

���	
� �������
�� ���.



Ένα µυστήριο
80. A���� ��� ����� ����	� �� � �����

��������� � ��
������. K��
�	�� ����� ���� ���	�-
��	
� ��
�
���	���� �������, ���������	� 	� ��-
������
�� 	�� ������ ��	����	�� 	� ����
��� ���-
	�.

(�) O���	� 	�� ��
�
���� 	�� ������� ���
����	��

T� �������� �	�� ��
�������	� �� ���	� 	

���
 	
� sk ����� k l �; B������ 	
 ��
�
���	���
��� ���	��� ���
�� ���� �����	�� �
���� ��� 	

���
;

(�) T
�
��	��	� �� ��������� 	� ���	� 100 ������
(k , sk) 	�� ��
�
����� ������� ���
����	��. 5��-
��
�� �� �������
��; &� �
�
 ���
 ���	���	�;

(	) K�	����, 	
�
��	��	� �� ��������� 	� ���	� 200
������ (k , sk) . "������<	� �� ���� ��� ����� 	�
��������
�� �
� ����	�.

(
) T
�
��	��	� �� ��������� 	� ���	� 400 ������
(k , sk) . T� ����	����	� ��� k � 355; Y�
�
���	� 	
�
������ 355 113. B���� 	
� ��
�
����
� ���, �#�-
���	� 	� �������� �	�� k � 355. '�� �
��� 	����
	
� k ��������	� �	� � ��������
�� ��	� ��
���
�� �����������;

M�� ��������
��� ����	� 	�� ������ ��	�� ����-
��� �	
 K��. 72 	
� ���
� Mazes for the Mind 	
�
Clifford A. Pickover (New York: St. Martin’s Press,
1992).

 / 

sk � 

k

n�1
 1
n 3  sin2 n

 .



�

n�1
 1
n 3 sin2 n
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8.5

Eναλλασσόµενες σειρές • Aπόλυτη σύγκλιση • Aναδιάταξη
σειρών • ∆ιαδικασία προσδιορισµού σύγκλισης 

T� ���	���� ��������� �
� ������ �� 	��� ��
�
�� ���
 ������ ��
�� ����	��
�� ��
��. &	�� ���
��� ���	�	� �� �#�	��
��� ������
�
� ������
�� ��� ����	��
�� ��
��. *�� ���������� 	�	
��� ������
�� ������ ��
�����	�	� ����� � ���������	��� �����, 	�� 
�
��� 
�
��
� ��������
�� �������. %� ���
��� ������ �
��� �������
����
������ ��
�
�� �� ��
�	
�� ������	�#� 	�� ���� 	
�� ����� �� ��-
	������ 	
 ���
���� 	
��.

Eναλλασσόµενες σειρές
M�� ����� 	�� 
�
��� 
� ��
� ����� ������# ��	��
� ��� ����	��
� ��-
���	�� ������������� �����.

I�
� 	��� ����������	�.

(1)

(2)

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � … � (�1)n�1n � … (3)

H ����� (1) –�
� �����	�� ������������� �������� �����– ���������,
��	� �
� �� ���#
��� ���	
��. H ����� (2), ��� �����	���� ����� ��
a � �2 ��� r � �1 2, ��������� �	�� 	��� �2 [1 � (1 2)] � �4 3. H
����� (3) ��
������ ���� 	
� ���	���
� 	
� n-
�	
� ��
�.

%� ���#
��� 	� �������� 	�� �������������� ���
����� ������
�������
�	�� 	
 ����
��
 ���	���
.

 /  /  /  / 

�2 � 1 � 1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � … � 
(�1)n4

2 n  � …

1 � 1
2

 � 1
3

 � 1
4

 � 1
5

 � … � 
(�1)n�1

n  � …

8.5 Eναλλασσόµενες σειρές, απόλυτη σύγκλιση και
υπό συνθήκη σύγκλιση

YΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΕΙΣ



A��
���� A� n ����� ��	�
� ������
�, ��	� n � 2m , 	�	� 	
 ���
�-
��� 	�� ���	�� n ���� ����� 

H ���	� ���	�	� ������� �	� 	
 s2m ����� ���
���� m �� ����	����
����, ����
� ���� ��
� ��	�� 	�� ����������� ����� ��	���� � ��-
���. &������, s2m�2 � s2m, ��� � ��
�
���� {s2m} ����� �� ����
���. H
���	��� ���	�	� ������� �	� s2m � u1. E���
� � {s2m} ����� �� ����
�-
�� ��� ��� ��������, 
������ �� ���� ���
, ��	� 	


(4)

A� n ����� ����		�� ������
�, ��	� n � 2m � 1, 	�	� 	
 ���
����
	�� ���	�� n ���� ����� s2m�1 � s2m � u2m�1. E���
� un l 0, �� ����-
�� �	�


��	�, ����� m l � ,

s2m�1 � s2m � u2m�1 l L � 0 � L . (5)

&������
�	�� 	� ��
	������	� 	�� E#������� (4) ��� (5) �����
���
limnl � sn � L (E��	�	� 8.2, ������ 26). T
 &���� 8.15 ������� ��� 	�
������ ���
����	� �������
�� ��
� 	
 ���� 	
�� L .

&	�� ������	���	�	�, 	
 &���� 8.15 ������� ����	� �������	���
��� 	
 ������� 	�� ��������� ��� ���
Ø ��� ������� ����� 	
� 
����
�� 	
� 
�
�
 ��� ������������� ����� ��������� �	�� ����
��	�� 
�
����	����� 	
� ���	���
�. T� ������ ���
����	� «#�����
��» 	
 ���

	����	������� ���� ��� ��	� ���� �	
� �#
�� 	�� �������, ��� ��
-
������
�	�� 	
 �������. *	��, �� ��
� �	����� �����	� �	
 n-
�	�
������ ���
����, ������
��� �	� 
 ������
� ��
� (�un�1) �� 
����-
��� 	�� 	��� 	
� �����
� ���
����	
� �	�� ��	���	� ������ 	
� 
��-

� ��� ��	�� �
� �����	� 	���Ø � ������ ��	� �� ����� � ��	��� � �
����	���, �������� 	
� ��
���
� 	
� un�1. H ����	����� ��	� ���
���	����� ��� ���
�� ��	����� ���� ��� ������	
� ��� 	
 �!����
��������, ���� ������� 	
 ������
 �������.

lim
ml �

  u2m�1 � 0

lim
ml �

  s2m � L .

 � u1 � (u2 � u3) � (u4 � u5) � … � (u2m�2 � u2m�1) � u2m 

.

 s2m � (u1 � u2) � (u3 � u4) � … � (u2m�1 � u2m)
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Θεώρηµα 8 Kριτήριο εναλλασσόµενης σειράς (Θεώρηµα Leibniz)
H �����

(�1)n�1 un � u1 � u2 � u3 � u4 � …

��������� �� ����
��	�� 	��	���
�� 
� �#�� ��
7�
������.

1. T� un ����� ��� ��	���.

2. un � un�1 ��� ���� n � N , ��� ���
�
� ������
 N .

3. un l 0.



�

n�1

x
LO

�u1

�u2

�u3

�u4

s2 s4 s3 s1

ΣXHMA 8.15 T� ������ ���
����	�
���� �������������� ������ �
�
����
�
��� 	�� ��
7�
������ 	
�
%������	
� 8 ��� N � 1,
«���������
��» ������� 	
 ���

��
������
�	�� 	
.

Θεώρηµα 9 Θεώρηµα εκτίµησης εναλλασσόµενης σειράς

A� � ������������� ����� (�1)n�1un ����
�
��� 	��
�������� 	
� %������	
� 8, 	�	� 	
 ������ ��
�
��� ����
	�� ���� ��	� 	
 n-
�	� ������ ���
����, �� ����� �����	��

	
� un�1 ��� �� ���� ���
 ��
���
 �� 	
� (n+1)-
�	� ��
 	��
������.


�
n�1



Παράδειγµα 1 H εναλλασσόµενη αρµονική σειρά

5��#	� �	� � ������������� ���
���� ����� ���������, ��� � ��	�-
�	
��� ����� �����	�� 	���� ���. B���	� ��� ������ ��� 	
 ����-
�� ��
�
��� ��	� ��� 99 ��
��.

Λύση O� ��
� ��������
�� ������� ��� �������
�� ��	’ �����-
	� 	���:

E�����,

B���� 	
� ���	���
� �������������� ������, � �����

���������.
A�� 	�� ����, � ����� �����	�� 	���� (1 n) ��� ����� ��-

�� � ���
���� �����, � 
�
�� �� ����	�� ��
������.
T
 ������� ��	������ �������������� ������ ��� �����	��

�	� 	
 ������ ��
�
��� ��	� ��� 99 ��
�� �� ����� �����	��
 	
�
u99�1 � 1 (99 � 1) � 1 100.

Παράδειγµα 2 Eφαρµογή του θεωρήµατος εκτίµησης

A� �
�����
��� �� ������
�
���
��� 	
 %������ 9 �� ��� �����
	�� 
�
��� 	
 ���
���� ��� ����� ����	�:

&������ �� 	
 �������, �� ��
��<
��� 	
�� ��
�� ��	� 	
� ���

,
��������
��� ��� ����
��
 	
 
�
�
 ����� ��	��� ��� �����	��
 	
�
1 256. T
 ���
���� 	�� ���	�� 
�	� ���� ����� 0,6640 625. T

���
���� 	�� ������ �����

B���
��� �
���� �	� � ����
��, (2 3) � 0,6640 625 � 0,0026 0416 6 .
. . , ����� ��	��� ��� �����	��� 	
� (1 256) � 0,0039 0625.

Aπόλυτη σύγκλιση

H �����	���� �����

��������� ��
��	�� ���	� � ��	��	
��� ����� �����	�� 	���� 

1 � 1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � …

 / 

 / 

1
1 � (�1 / 2)

 � 1
3 / 2

 � 2
3

 .

 / 



�

n�0
 (�1)n 1

2 n � 1 � 1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � 1
16

 � 1
32

 � 1
64

 � 1
128

    � 1
256

 � ….

 /  / 

 / 
�
n�1



�

n�1
 
(�1)n�1

n

1
n l  0.

1 � 1
2

 � 1
3

 � ….
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Φράγµα σφάλµατος
T
 %������ 9 ��� ������� ���� 
���
��� 	
 ������ ��
�
���, ���� ���
���	� 	
�. E�����	�� 	
 ������ ��	�
�� ����� ����	� ���	���	���. '��
����������, ��
�	������
� 
� ���	
�
99 ��
� 	�� ��������������
���
����� ������ ���
�� �����
�
0,6981721793, ��� 	
 �����
 ���
����
	�� ���� 	�� ������ ����� 
ln 2 	 0,6931471806. T
 ������	���
������ ��
�
��� ����� �
���� ������
0,005, �����
� 	
 ���� 	
� ������	
�
�
� ��� ����� 	
 %������ 9 (��� �
�
��
�	�� �� 0,01).

Oρισµός Aπόλυτη σύγκλιση
H ����� 
 an ��	������ ������� (����� ������� ��	��������)
�� ��������� � ��	��	
��� ����� �����	�� 	����, ������ � 

 �an �.

Bιογραφικά στοιχεία

Niccolo Tartaglia
(1499-1557)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



���������. H ������������� ���
���� ����� ("��������� 1) ��� ��-
������� ��
��	��. H ��	��	
��� ����� �����	�� 	���� ����� � (��
���-
�
���) ���
���� �����.

H ������������� ���
���� ����� ��������� ��� �������.

Παράδειγµα 3 Aπόλυτη σύγκλιση και υπό συνθήκη σύγκλιση

"�
���
���	� �
��� ��� 	�� ����
���� ������ �������
�� ��
��-
	��, �
��� ��� �������, ��� �
��� ��
����
��.

(�)  

(�)  

(	)  

Λύση

(�) H ����� ��������� ���� 	
� ���	���
� �������������� ���-

��� ���	� (1 H ����� �����-

	�� 	���� ��
������, ��	��
, ����
� ����� ��� p-

����� �� p � (1 2) � 1. K�	� ��������, � �
����� ����� ����� ��-

��������� ��� �������.

(�) H ����� ��������� ���� 	
� ���	���
� 	
� n-
�	
� ��
� ���-
�
� limnl � (1 � (1 n))n � e�1 � 0 ("������ 8.1, T��
� 5).

(	) H ����� ��	� ��� ����� �������������. +�	��
, � 

����� ��� �������
��� �����	���� �����, ��� � �
����� �����
����� �����
#� �����������.

H �����	� �������� ���
������� ��������
� ��� ��
 ���
��.
"��	
�, ���	� �����	
��� ��� ���	���� ��������� ������ �� ��	��
��
��
��. 5��	��
�, ���	� �� ��� ����� ��������� ��
��	��, 	�	� �����
�������
���. A�	� ��� ���� 	
 ������
 �������.



�

n�1
 � (�1)n(n�1) / 2 1

2n � � 

�

n�1
 1
2n

 / 

 / 


�
n�1 (1 / �n)

�n) � (1 / �n � 1) ��� (1 / �n) l  0. / 



�

n�1
 (�1)n(n�1) / 2 1

2 n � �1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � 1
16

 � …



�

n�2
 (�1)n �1 � 1n�

n

 � �1
2�

2

 � �2
3�

3

 � �3
4�

4

 � …



�

n�1
 (�1)n�1 1

�n
 � 1 � 1

�2
 � 1

�3
 � 1

�4
 � …

1 � 1
2

 � 1
4

 � 1
8

 � …
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Oρισµός Σύγκλιση υπό συνθήκη
=��� �	� ��� ����� ��	������ ��� ������� �	�� ��������� ���,
���� ��� ��
��	��.

Θεώρηµα 10 Kριτήριο απόλυτης σύγκλισης

A� � ����� �an � ���������, 	�	� ��� � an ���������.
�
n�1
�

n�1

"PO&OXH T
 %������ 10 ���
���� �	� ���� �����
#� ����������� ���-
�� ���������. T
 ��	��	�
�
 ��� ������
���	
	�: "
���� �������
���� ������
��� �������
�� ��
��	��.



A��
���� '�� ���� n ,

��an � � an � �an �, ���. 0 � an � �an � � 2�an �.

A� � ����� �an � ���������, 	�	� � 2�an � ��������� ������,
���, ���� 	
� ���	���
� ������ ���������, � ����� �� ����	����
���� (an � �an �) �� ���������. H ���	�	� an � (an � �an �) � �an �
��� ���	����� �� ������
��� 	�� an �� 	� ����
�� ��
 ������-
�
���� ������:

&������, � an ���������.

Παράδειγµα 4 Eφαρµογή του κριτηρίου απόλυτης σύγκλισης

'�� 	�� 

� ��	��	
��� ����� �����	�� 	���� ����� � �������
��� ����� 

H ������ ������������� ����� ��������� ����
� ��������� ��
-
��	��.

Παράδειγµα 5 Eφαρµογή του κριτηρίου απόλυτης σύγκλισης

'�� 	��

� ��	��	
��� ����� �����	�� 	���� ����� � 

� 
�
�� ��
����� ���������, ���
���
� �	� � ����� ��
n = 1 (1/n2 ) ��-

������� ��� �sin n � � 1 ��� ���� n . H ������ ����� ����� �
���� ��
-
��	�� �������
���, ��� ���������.

Παράδειγµα 6 Eναλλασσόµενη p-σειρά

A� p ����� ��� ��	��� �	�����, � ��
�
���� {1 np} ����� ����
���
��� ���� ���
 	
 �����. &������, � ������������� p-�����

�� ���������.
'�� p � 1, � ����� ��������� ��
��	��. '�� 0 � p � 1, � �����

��������� ��� �������.



�

n�1
 
(�1)n�1

np  � 1 � 1
2 p � 1

3 p � 1
4 p � … ,   p � 0,

 / 



�

n�1
 �  sin  n

n2 � � 
� sin  1 �

1
 � 

� sin  2 �

4
 � … ,



�

n�1
  sin  n

n 2
 �  sin  1

1
 �  sin  2

4
 �  sin  3

9
 � … ,



�

n�1
 1
n 2

 � 1 � 1
4

 � 1
9

 � 1
16

 � … .



�

n�1
 (�1)n�1 1

n 2
 � 1 � 1

4
 � 1

9
 � 1

16
 � … ,


�
n�1



�

n�1
 an � 


�

n�1
 (an � � an � � � an 

�) � 

�

n�1
 (an � � an �) � 


�

n�1
 � an � .


�
n�1


�
n�1


�
n�1
�

n�1
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&������� ��� �������:

A����	� ��������:

Aναδιάταξη σειρών

(&	�� ������ 60 ���������	�� � ������#� 	
� ������
� �����-
��	
�.)

Παράδειγµα 7 Eφαρµογή του θεωρήµατος αναδιάταξης

/��� ������ �	
 "��������� 4, � �����

��������� ��
��	��. M�� ������ ������	�#� 	�� ���� 	�� ������
�� �	�� �� #����
����� �� 	
� ��	��� ��
, ����	� �� ���
��� ��

����	��
�� ��
��, ��	� 	���� ��	��
�� ��
��, �.
.�.: M�	� ��� k
��
�� ���� ��
���
�, ��
�
��
�� k � 1 ��
� ��	���	
� ��
���
�.
O� ���	
� 10 ��
� ���� 	�	
��� ������ �� �	�� �
���� 
� �#��:

T
 ������� ������	�#�� ��� ���� �	� ��� 
� ��
 ������ �������
��
�	�� ���� 	���. &	
 ���������� ��	�, �� ������ ��� ����	�� � ���-
	��� �����, �� ��� �#�����	
��� �� 	�� ��	���	��	��
��� �� 	��
���	�, �� ���� ����	�� ���
� �	� ��	� 	�	
�
 ����� ���	���	�.
K�� 
� ��
 ������ �������
�� �	�� 	��� 

(5��	� ���	��� 	�� ������ 61.)

Παράδειγµα 8 Aναδιάταξη της εναλλασσόµενης αρµονικής
σειράς

H ������������� ���
���� �����

��
��� �� ������	����� �	�� ��	� �� ��
������ � ����� ��� �� ��-
������� ��
� 
�
�����
	� ��
���
������� 	��� ������
���(!).

1
1

 � 1
2

 � 1
3

 � 1
4

 � 1
5

 � 1
6

 � 1
7

 � 1
8

 � 1
9

 � 1
10

 � 1
11

 � …



�

n�1
 1
(2n � 1)2

 � 

�

n�1
 1
(2n)2

 .

1 � 1
4

 � 1
16

 � 1
9

 � 1
25

 � 1
49

 � 1
36

 � 1
64

 � 1
100

 � 1
144

 � … .

1 � 1
4

 � 1
9

 � 1
16

 � … � (�1)n�1 1
n 2

 � …

1 � 1
23 / 2

 � 1
33 / 2

 � 1
43 / 2

 � …

1 � 1
�2

 � 1
�3

 � 1
�4

 � …
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Θεώρηµα 11 Θεώρηµα αναδιάταξης για απολύτως
συγκλίνουσες σειρές

A� � ����� an ��������� ��
��	�� ��� b1, b2, . . . , bn, . . . ,
����� ��� 	��
��� ���	�#� ���� 	�� ��
�
����� {an}, 	�	� ��� �
����� bn �� ��������� ��
��	��, ��� �����	�



�

n�1
 bn � 


�

n�1
 an 

.





�
n�1

"PO&OXH A�����	���
�	��
�����
 ����
� ���� ���� ��� �������
�������
���� ������, ��
��� �� ��
-
��<�� ��� 	������ ����
��	��� ��
	�-
����� ��� 	
 ���
���� 	�� �������
������.



(�) A�����
�����
�� 
�� (�1)n�1 n �
�� ��
� �� ��������� . H ���-
�� [1 (2n � 1)] ��
������ �	
 �� , ��� � ����� (�1 2n) ��
-
������ �	
 �� . A��#��	�	� ��� 	
 �
�
� ��
� 	�� ������� ���-
��� ��
�� ��� ��
������, ��
�
��� ���	� �� ��
����
��� ��-
	�����
 ����
� ��	���� ���� (���. ����		
� ����	�) ��	� ��
��
��<�� ��� �������	� �����
 ���
����. O�
��� ��� 	
�� ��-
��	��
�� ��
��, ���#��	�	� ��� 	
 ���
� ��
� 	�� ������ ��
��
��
������, ��
�
��� ���	� �� ��
����
��� ����� ����
� ���-
�
����� ����	���� ���� (���. ��	�
� ����	�) ��	� �� ���
���
��� ����	��� ���
���� ��
 ������� �����	�� 	���� ������
���.
'�� ����������, �� ��
�
����� �� #������
��� �� ����		
��
��
�� ����� �� �	��#
��� ���
���� ������	��
 	
� �3, ��� ��-
	���� �� �������
��� �� 	��
�� ����	��
�� ��
��, ��	� 	
 ��

���
���� �� ����� �����	��
 	
� �4. *���	� �� ��
���	��� 	�-
�
�� ��	��
�� ��
�� ��	� 	
 ���
���� �� ����� ������	��
 	
�
�5, ��� ��	���� ���� �� �������� ����	��
�� ��
�� �	����
�	��
��
 ���
���� �����	��
 	
� �6, �.
.�. M� 	� ���������� ��	�, �
	��� 	
� ���
����	
� �� 	����	���	�� �������	� ��
� ���� ��-
	�������.

(�) A�����
�����
�� 
�� (�1)n�1 n �
�� ��
� �� ��������� �	
 1.
M�� ���� ����	�	�	� ����� �� ��	���#
��� �� ��� ��������-
���
 ���
. *�	� �	� ������
��� �� ��	�������
��� ���
�-
���	� �
� �������
�� �	
 1. R����
��� �� 	
� ���	
 ��
, 	
�
1 1, ��� 	
� 
�
�
 �����
��� 	
 1 2. *���	� ��
���	
��� 	
��
��
�� 1 3 ��� 1 5, 
��	� 	
 ���
���� ��������� ��	� 	� 	
 1.
K�	���� ��
���	
��� ����
���
�� ����	��
�� ��
�� ����� 	

���
���� �� ����� �����	��
 	
� 1. &������
��� �� 	
� ���

	���
: M���� 	
 ���
���� ����� �����	��
 	
� 1, ��
���	
���
��	��
�� ��
�� ����� �� ������ ��� ���� 	
 1, ����	� ����-
�
��� (��
���	
��� ����	��
��) ��
�� �
� ����
�� ���� 	��
	��� 	
� ���
����	
� ��
 ��	� ��� 	
 1. H ���������� ��	�
��
��� �� �������	�� ��’ �����	
�. E����� 	��
 
� ����		
�
����	� ��
 ��� 
� ��	�
� ����	� ��
� 	���
�� �	
 ����� �����
n l � , � �
��	�	� ��	� 	�� 
�
�� ��������� 	� �
���� 	

����	
	� ������ ���
���� 	����� ������ �	
 �����. *	��, �
��� ����� ��������� �	
 1. H ������	�	������ ��	� ����� #�-
���� �� �#��:

∆ιαδικασία προσδιορισµού σύγκλισης
T
 ��������� �
�� �
� ��
�
���� ��
��� �� ��� ����������� �	��
�#�	���	� 	� �������� � �������� ���� ������� ������.

 � 1
19

 � 1
21

 � 1
12

 � 1
23

 � 1
25

 � 1
14

 � 1
27

 � 1
16

 �…
 .

 1
1

 � 1
2
 � 1

3
 � 1

5
 � 1

4
 � 1

7
 � 1

9
 � 1

6
 � 1

11
 � 1

13
 � 1

8
 � 1

15
 � 1

17
 � 1

10

 /  / 

 /  / 

 / 
�
n�1

 / � / �
 / 
�

n�1
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H ��������
�� �
� ������ �	

���������� ��	� �����
�����	����	��� 	
� 	� ��
��� ��
����� �� 	�� ������	�#� 	�� ����
���� ��� ������� �������
����
������. 5������: "�
����	� 	
��
��
�� ���� ��� ������� �������
����
������ �� 	� ���	�#� �
� ��� ����	��.



AΣΚΗΣΕΙΣ 8.5
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/�� N��/��

I����� �	� lim an � 0;

K��	���

�����	�����

������

K��	���

��������������

������

/��

M� ����	��
� ��
�
���/�

�����	� ��������

/��   � ����

/��

N��

N��

N��

K��	���

n-
�	
� ��
�

K��	���

p-������

N��

/��

N��   � ����

&�������� � ∑ |an|; 

 

5��	� 	� ��
���	� �� ����	� �#�	��
�	��
	� ������ ���
����	� 	�� ������,

���
�������	� ��
 ��
�������� ����,
� ���������	� �� ���
�
 ���	���

��
�
���	���� �������.

E������
��� �	�� ∑ |an| ���
�
 ��� 	� ���	����
���������, 	
 ���	���
 	
� 
�
�������	
�, 	


���	���
 	
� ���
�, � 	
 ���	���
 	�� n-
�	�� �����.)

H ����� ��
������.

&�������� �	
 a / (1 � r) ��� �r� � 1.
A�
������ ��� �r�    1.

&�������� ��� p  �  1.
A�
������ ��� p     1.

H ������ ����� ���������.

;
*��� � ����� 	� �
���

∞
∑

n  �  1   
1___
np   

(������������� �����);

I����� �	� ∑ an � u1 � u2 � u3 � .  .  .

I����� �	� ∑ an � a � ar � ar2 � ;.  .  .

&�������� �� un → 0.
A�
������ �� un → 0./

  uN    uN�1  ;.  .  .

≤

≤

≤ ≤
Y������ ������
� N 	�	
�
� ��	�

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΟΗΣ 8.1 5��������� ��
���
����
� ���������.

Προσδιορισµός σύγκλισης ή απόκλισης
"
��� ��� 	�� �������������� ������ 	�� A������� 1-10
�������
��, ��� �
��� ��
����
��; A�	�
�
���	� 	�� ���-
�	����� ���.

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

9. 10.

Aπόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό
συνθήκη 
"
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 11-44 �������
�� ��
-
��	��, �
��� �������
�� ��� �������, ��� �
��� ��
���-
�
��; A�	�
�
���	� 	�� ����	����� ���.

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

29. 30. 

�

n�1
 (�5)�n


�

n�1
 
(�100)n

n!



�

n�1
 (�1)n ln  n

n � ln  n

�

n�1
 (�1)n n

n � 1



�

n�2
 (�1)n�1 1

n ln  n

�

n�1
 (�1)n  tan�1 n

n 2 � 1



�

n�1
 (�1)n�1 (�n 10)


�

n�1
 (�1)n n 2(2 / 3)n



�

n�1
 
(�2)n�1

n � 5n

�

n�1
 (�1)n�1 1 � n

n 2



�

n�2
 (�1)n 1

ln  (n 3)

�

n�1
 (�1)n�1 3 � n

5 � n



�

n�1
 (�1)n  sin  n

n 2

�

n�1
 (�1)n 1

n � 3



�

n�1
 (�1)n�1 n!

2 n

�

n�1
 (�1)n�1 n

n 3 � 1



�

n�1
 

(�1)n

1 � �n


�

n�1
 (�1)n  1

�n � 1



�

n�1
 (�1)n�1 

(0,1)n

n

�

n�1
 (�1)n�1 (0,1)n



�

n�1
 (�1)n�1 3�n � 1

�n � 1


�

n�1
 (�1)n�1 �n � 1

n � 1



�

n�1
 (�1)n ln  �1 � 1n�


�

n�2
 (�1)n�1 ln  n

ln  n 2



�

n�1
 (�1)n�1 ln  n

n

�

n�2
 (�1)n�1 1

ln  n



�

n�1
 (�1)n�1 10 n

n 10

�

n�1
 (�1)n�1 � n

10�
n



�

n�1
 (�1)n�1 1

n 3 / 2

�

n�1
 (�1)n�1 1

n 2



31. 32.

33. 34.

35. 36.

37. 38.

39. 40.

41. � 42.

43. 44.

Eκτίµηση σφάλµατος
&	�� A������� 45-48, ��	����	� 	
 �����
� 	
� ������	
�
�
� ��
���	�� �� ������
�
���
��� 	
 ������ ���
����
	�� ���	�� 	������� ���� ��� �� ��
������
��� 	

���
���� ���� ������.

45.

46.

47.

48.

&	�� A������� 49 ��� 50, ���	� ��� ��
������	��� 	���
	�� ���
����	�� �� ������ �����	��
 	
� 5 � 10�6.

49.

50.

Θεωρία και παραδείγµατα
51. (�) Mάθετε γράφοντας H �����

��� ����
� ��� ��� 	�� ��
7�
������ 	
� %������-
	
� 8. "
��;

(�) N� ����� 	
 ���
���� 	�� ������ 	
� ���	���	
�
(�).

52. M�� ������������� ����� �
� ����
�
��� 	�� ��
7�
-
������ 	
� %������	
� 8 ���� ���
 L �
� ���	�� �����-
�� �� ��
 
�����
	� ����
���� ������ ���
����	�
	��. H ����	����� ��	� 
����� �	
 ���������� �	� �
���� 	���

��
��� �� ������
�
����� �� ��	����� 	�� 	���� 	
�
L Y�
�
���	� 	�� �
��	�	�

�� ��� ��
������� 	
� ���
����	
� 	�� ���������-
����� ���
����� ������. H ������ 	��� 	
� ���
�-
���	
� ����� ln 2 � 0,6931 . . . .

53. Tο πρόσηµο του υπολοίπου µιας εναλλασσόµενης σειράς που
ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 8 A�
���#	�
	
� ��������� 	
� %������	
� 9, �	� ������ �	��
��� ������������� ����� �
� ����
�
��� 	�� ��
7�
-
������ 	
� %������	
� 8 ��
�������	�� ��� ��� ������
	�� ���
����, 	
 ����
��
 (���. 	
 ���
���� 	��
��
�������	�� ����) ���� 	
 ���
 ������
 �� 	
�
���	
 ��
�������	� ��
. (Y�������: O���
�
���	�
	
�� ��
�� 	
� ��
�
��
� �� ��	������ �����.)

54. Mάθετε γράφοντας 5��#	� �	� 	
 ���
���� 	�� ���	�� 2n
���� 	�� ������

��
�	�� �� 	
 ���
���� 	�� ���	�� n ���� 	�� ������

&������
�� 
� ������ ��	��; "
�
 	
 ���
���� 	��
���	�� 2n � 1 ���� 	�� ���	�� ������; A� 
� ������
�������
��, 	�	� �
�
 	
 ���
���� 	�� ��������;

55. Απόκλιση 5��#	� �	� �� � an ��
������, 	�	� ��� �
�an � ��
������.

56. 5��#	� �	� �� � an ��������� ��
��	��, 	�	�

57. Kανόνες απόλυτης σύγκλισης 5��#	� �	� �� � an ��� �
bn �������
�� ��
��	��, 	�	� 	
 ���
 �� ������

��� ��� 	��

(�) (an � bn) (�) (an � bn)

(	) kan (k 	���� �������)

58. Γινόµενα όρο προς όρο 5��#	� �� ��� ���������� �	� �
anbn ������	�� �� ��
������ ����� ��� �� 
�

an ��� bn �������
�� 	��	���
��.

59. Aναδιάταξη &	
 "��������� 8, ��	� �	� ���
��� �� ���-
���	�#
��� 	
�� ��
�� ��	� �� ��	�������
��� ���
��� ����� �
� �� ��������� �	
 �1 2. R����
��� �
�-
��� �� 	
� ���	
 ����	��� ��
, 	
� �1 2. M���� ��
-
��<�� ���
���� �����	��
 � ��
 	
� �1 2, �����
���
�� �����
��� ��	��
�� ��
�� (	
�� 
�
�
�� �����
���
�� 	� ����� ��
	�����	�	�� �
� ����� �	
 ������
���
����), ����� 	
 ��
 ���
���� �� ����� ������	��

	
� �1 2. *���	� ��
���	
��� ����	��
�� ��
�� ��-
��� 	
 ���
���� �� ����� ��� ���� �����	��
 � ��
 	
�
�1 2. &������	� 	� ���������� ��	� ����� 	� ������
��� ���
����	� �� «���������
��» 	
 �������	� ���

	
������	
� 	���� �
���, ��	����
�	�� �� �����	���
� ��� �� ��	� 	���. A� sn ����� 	
 ���
���� 	�� ���	��
n ���� 	�� ���� ��� ������, 	
�
��	��	� �� ���������
	� ������ (n sn)  ���������
�	�� �	�� 	� ��������
��
	�� ������� ���
����	��.

 ,

 / 

 / 

 / 

 / 

 / 


�
n�1
�

n�1


�
n�1



�

n�1



�

n�1


�

n�1


�
n�1


�
n�1

� 

�

n�1
 an � � 


�

n�1
 � an �

 

.


�
n�1


�
n�1


�
n�1

1
1 � 2

 � 1
2 � 3

 � 1
3 � 4

 � 1
4 � 5

 � 1
5 � 6

 � … .

1 � 1
2

 � 1
2

 � 1
3

 � 1
3

 � 1
4

 � 1
4

 � 1
5

 � 1
5

 � 1
6

 � …

s20 � 1
2

 � 1
21

 .

sn � sn�1

2
 � sn � 1

2
 (�1)n�2an�1

1
3

 � 1
2

 � 1
9

 � 1
4

 � 1
27

 � 1
8

 � … � 1
3n � 1

2 n � …



�

n�0
 (�1)n 1

n!



�

n�0
 (�1)n 1

(2n)!

1
1 � t

 � 

�

n�0
 (�1)nt n ,  0 � t � 1



�

n�1
 (�1)n�1 

(0,01)n

n



�

n�1
 (�1)n�1 1

10 n



�

n�1
 (�1)n�1 1n



�

n�1
 (�1)n csch n


�

n�1
 (�1)n sech n



�

n�1
 

(�1)n

�n � �n � 1 
�n


�

n�1
(�1)n (�n � �n 



�

n�1
(�1)n (�n 2 � n � n)


�

n�1
(�1)n (�n � 1 � �n)



�

n�1
 (�1)n 

(n!)23n

(2n � 1)!

�

n�1
 (�1)n 

(2n)!
2 nn! n



�

n�1
 
(�1)n�1(n!)2

(2n)!

�

n�1
 
(�1)n (n � 1)n

(2n)n



�

n�1
  cos  np

n

�

n�1
  cos  np

n�n



�

n�2
 (�1)n � ln  n

ln  n 2�
n



�

n�1
 

(�1)n�1

n 2 � 2n � 1
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/��� �� �
��� �	�� E��	�	� 8.7, 	

���
���� ��
�	�� �� ln (1,01) .

M�
��� �� ��
������� �	� 	
 ���
����
��
�	�� �� ln 2.

/��� �� �
��� �	�� E��	�	� 8.7, 	

���
���� ��
�	�� �� cos 1, ���. �� 	

������	
�
 1 ��	���
�.

/��� �� �
��� �	�� E��	�	� 8.7, 	

���
���� ��
�	�� �� e�1.

T



60. Περιγραφή της απόδειξης του θεωρήµατος αναδιάταξης (Θεώρη-
µα 11)
(�) *�	� � ��	���� ������	���� �������, L � an,

��� sk � an. 5��#	� �	� ��� ���
�
�� ����	��
N1 ��� N2 � N1, �� ����
�� 	� �#��:

E���
� ��
� 
� ��
� a1, a2, . . . , �������
�	�� ��-
�
� �	�� ��
�
���� {bn}, �� ������� ���� ����	��
N3 � N2 	�	
�
� ��	� ��� n � N3, � �
��	�	� ( bk)
� ��
�	�� 	
 �
�� �� ���
�
 ���
���� ���� am ���
m � N1. &������, ��� n � N3, �� ������

(�) H ����������	
�
��� 	
� ���	���	
� (�) �������
�	� �� � ����� an ��������� ��
��	��, 	�	� �

bn �� ��������� ��� �����	� bn �

an. T��� ���#	� �	� ������ � �an � ���������, �
�bn � �� ��������� �	
 �an � .

61. Aπολύτως συγκλίνουσες σειρές

(�) 5��#	� �	� �� � �an � ��������� ��� 

	�	� ��� � bn �� ���������.

(�) X�����
�
���	� 	� ��
	������	� 	
� ���	���-
	
� (�) ��� �� ���#�	� �	� �� � ����� �an � ��-
������� ��� 

	�	� ��� � cn �� ���������.
M� ���� �����, �� ��� ����� ��������� ��
��-

	��, 	�	� 
� ��	��
� 	�� ��
� �����	� �����	��
��
��� �������
��� �����Ø 	
 ���
 ��� 
� ����	��
�
	�� ��
�. E�����
�,

an � bn + cn

����
� bn � (an � �an �) 2 ��� cn � (an � �an �) 2.

62. Eναλλασσόµενη αρµονική σειρά "
� ����� ��� 	
 ���
�:
"
����������
��� ��	� ���� 	�� �#�����

�� 	
� ������ 2, 
��	� �����
���

O���
�
�
��� 	
�� ��
�� �
��
� ���
�
���	�, ����
�����
�� 	� ���, 
��	� 

H ����� �	
 ��#�� ���
� 	�� 	����	���� �#������
����� � ���� �� ��	�� �
� ��������. &������, ��
���
2S � S , ��� �������	�� �� S ��	����
��� �	�� ���	���
2 � 1. ("���: “Riemann’s Rearrangement Theorem”, ��-
��
 	
� Stewart Galanor, Mathematics Teacher, Vol. 80,
No. 8 (1987), pp. 675–681.)

63. &������	� ����� �����
�
 �� 	
 &���� 8.15 ��� ��
���#�	� 	� �������� 	�� ������ 	
� %������	
� 8 ���
N � 1.

2S � 1 � 1
2

 � 1
3

 � 1
4

 � 1
5

 � 1
6

 � … .

 /  / 


�
n�1
�

n�1
�
n�1


�
n�1

cn � �0
an

 ��� an � 0
��� an � 0,


�
n�1


�
n�1

bn � �an

0
 ��� an � 0

��� an � 0,


�
n�1


�
n�1
�

n�1


�
n�1


�
n�1
�

n�1
�
n�1


�
n�1

 � 

�

k�N1

 � ak � � � sN2
 � L � � e .

 � 

n

k�1
 bk � L � � � 


n

k�1
 bk � sN2 � �  � sN2

 � L � 

sN2


k
n�1

aN2



�

n�N1

 � an � �  e
2

  ���   � sN2
 � L � �  e

2
 .


k
n�1


�
n�1
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S = 1– + . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1– + – – – + – – – + – – – + – – — + —
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2S = 2 – 1+                                                                     + . . .
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1– – – + – – – + – – – + – – – + — – –
3 2 5 3 7 4 9 5 11 6

8.6
∆υναµοσειρές και σύγκλιση • Aκτίνα και διάστηµα σύγκλισης •
Παραγώγιση όρο προς όρο • Oλοκλήρωση όρο προς όρο
• Πολλαπλασιασµός δυναµοσειρών

'�� �x � � 1, 
 	��
� ���
����	
� ���� �����	����� ������ ��� ����
�	�

1 � x � x 2 � x 3 � … � xn � … �

A� ����
���	
��� ��� ���
 	�� �������� ���	���. H ������� �	

��#�� ���
� 
����� ��� �����	��� �� ����
 
����
� 	
 ���
�
 ����
	�� ������� x � 1. H ������� �	
 ����	��� ���
� 
����� ��� �����-
	��� �� ����
 
����
� 	
 ����	��� ���������, �x � � 1. H ���	�	�
�
���� ���� ����� ���
 �	
 	����	��
 ��	� �����
���
�
, ��
� ��-
��	��� 	� ���� 	�� �#������ ����� ����� 
�������. &� ��	� 	
 ����


����
�, � ����� �����
���� 	� �����	��� 1 (1 � x) .

&	�� ���
��� ���	�	� �� ����	��
��� «�
�������» 	�� �
����
 / 

1
1 � x

 .

8.6 ∆υναµοσειρές



xn, �
� ���
��	�� �����
������, ��� �	�� �������, �� �
���
��� ��
�
��� �� ��������	��
��� ��� �����	��� �� 	�� ��	������
�����
�����.

∆υναµοσειρές και σύγκλιση
H ������� cnxn �
����� ������ �� �
������
, ����
� ��
	����
���
���� �������� 	
� x (�� ���
�
�� ���	����	��), ���� ��� �����-
��� ����
� 	� ������ �
������� ����� �������	���� ���
� ��� ���
��
����
�� ��� ���
��� 	���� 	
� x . A����� ���� ��� ������ �����
��� ����� ����� ��� ���
����, �	�� ��� � ����� �������� 	
� x ��� ��-
��� ����� ��� �
������
.

Παράδειγµα 1 Γεωµετρική σειρά

H �����	���� �����

xn � 1 � x � x2 � … � xn � …

����� ��� �����
����� �� ���	�
 	
 x � 0. &�������� �	�� 	���
1/(1 � x) �	
 ����	��� �1 � x � 1, 	
 
�
�
 ������ ���� ���	�
 	

x � 0 (&���� 8.16). H ��������
�� ��	� ����� �����	����	���,
���� �� �
��� ������	�. M�� �����
����� ��	� �� ��������� ���
���� x , ��	� �� ��������� �� ����������
 ����	��� ���
� ���	�
�
�� ��	��, ��	� 	��
� �� ��������� �
���� �	
 ���	�
 ��	�.



�

n�0


�
n�0


�
n�0
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Oρισµός ∆υναµοσειρές
K��� ������� 	�� �
����

cnx
n � c0 � c1x � c2x 2 � … � cnxn � …

����� ��� 
���������� �� �"��� � x � 0. K��� ������� 	��
�
����

cn(x � a)n � c0 � c1(x � a) � c2(x � a)2 � … � cn(x � a)n � …

����� ��� 
���������� �� �"��� � x � a. H �
��	�	� cn(x � a)n

����� 
 n-���� ����ØØ 
 ������� a ����� 	
 �"��� �� ������.



�

n�0



�

n�0

A� ���
��� x � 0 �	�� �������

cnxn � c0 � c1x � c2x 2

� … � cnxn � … ,

	�	� �	
 ��#�� ���
� �����
��� c0, ���
�	
 ����	��� c0 � 00. 5��
���
� �	� 	

���
�
 00 ��� ��	��	
���� �� ���
�
�
������, � ����� 	
� ���	���
���
����
� ����� ����� �	����,
���� ���’ ��� ��	� �� 	� ���	
���. H
���� ��	��	��� ��
���	�� �	��
���
���

x � a �	
� ��
 cn(x � a)n.

K�� �	�� ��
 �����	����� ����
���
�	� ��	� ������ � ������� c0 � 00 ��
��
�	�� �� c0. (K�� ��	�� ������ ��
��
�	�� �� c0, 
��	� 
 ��������� ���
��� �	����	�� ������	����
���	���	�	��Ø ��� �����
����������
��� �� �
�
� 	���
 ������
�� ������� 
 ���
������, ��	� ��
��
����� 
���� 	� ������	���.)



�

n�0



�

n�0

x

y

0

1

1–1

2

3

4

5

7

8

9

y2 � 1 � x � x2

y1 � 1 � x

y0 � 1

y � 1———
1 � x

y8 � 1 � x � x2 � x3 � x4 � x5 � x6 � x7 � x8

ΣXHMA 8.16 '������� �����	����� 	�� f (x) � 1 (1 � x) ��� 	�������
�
���������� 	�� ��
���������. ("��������� 1)

 / 



M���� 	��� ������
�
������ 	�� �#�����

� 1 � x � x2 � … � xn � … , �1 � x � 1

��� �� �
��� ���� ������	
 	��
 	
� ���
����	
� 	�� ������ 	
� ��-
#�
� ���
��.

A� ����#
��� 
�	��� �����: A� ������
��� 	� ������ ���
�-
���	� 	�� ������ �� �
������� Pn(x), 	� 
�
�� ��
������
�� 	� ��-
���	��� �	
 ����	��� ���
�. '�� 	���� x �
�	� �	
 �����, ���
��
�����
� ��
� 	�� ������ ��� ��� ����
�
��	��� ��
�������. K����
���� 	
 x ��������� 	�� 	��� x � 1, � 	�� �1, ����	
��	�� ��
 ���
�������	��
� ��
�. T
 &���� 8.16 ������� 	� �������	� 	��
f (x) � 1/(1 � x) ��� 	�� ��
������	���� 	�� �
�������� yn � Pn(x)
��� n � 0, 1, 2, ��� 8.

Παράδειγµα 2 Eφαρµογή του ορισµού

H �����
�����

(1)

���� ���	�
 	
 a � 2 ��� ���	����	�� c0 � 1, c1 � �1 2, c2 � 1 4,

. . . , cn � (�1 2)n. H ����� ��	� ����� �����	����, �� ������ ��
 1

��� ���
 r � � H ����� ��������� ��� � 1 ������ ���

0 � x � 4. T
 ���
���� 	�� ����� 

��� ���

H ����� (1) ������� �������� �
���������� ��
��������� 	�� ��-
���	���� f (x) � 2 x ��� 	���� 	
� x �
�	� �	
 2:

�.
.�. (&���� 8.17).

Aκτίνα και διάστηµα σύγκλισης
O� �����
������ �	� "���������	� 1 ��� 2 ����� �� ����� �����	��-
���, 
��	� ��
������ �� �
��� 	� ����	���	� ��������� 	
��. '��
�� �����	����� ������, #����
��� �� 	�� ����	����� �	� ���� ����-
�
����� 	�� �
���� cn(x � a)n �� ��������� ���	� ��� x � a , 
��-
	� �� ������� 	
������	
� ��� �����
 	
� �#
�� 	�� ������	����
������� ��
� � �������� ����� ���
����. 5��	��
�, ��
��� ��� ��-
���	���� �����
������, ���� ��	�� �	� "���������	� 1 ��� 2, �
� ��-
�����
�� ��� ����������
 ����	��� 	���� 	
� x ���� ��� 	
 ���	�

a . T��
�, �����
�� �����
������ �
� �������
�� ��� ���� ������	�-
�� ������. A�	�� ����� ���� 
� ����	�� �����	�����, ���� ������� 	

������� �
� ��
�
����.


�
n�0

 P2(x) � 1 � 1
2

 (x � 2) � 1
4

 (x � 2)2 � 3 � 3x
2

 � x
2

4
 ,

 P1(x) � 1 � 1
2

 (x � 2) � 2 � x
2

 P0(x) � 1

 / 

2
x � 1 � 

(x � 2)
2

 � 
(x � 2)2

4
 � … � ��1

2�
n

 (x � 2)n � …,   0 � x � 4.

1
1 � r

 � 1

1 � x � 2
2

 � 2x ,

� x � 2
2 �x � 2

2
 .

 / 

 /  / 

1� 1
2

 (x � 2) � 1
4

 (x � 2)2 � … � ��1
2�

n

 (x � 2)n � …

1
1 � x
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x

y

0 2

1

1

y1 � 2 � x–
2

y2 � 3 � 3x—
2 � x2

—
4

y0 � 1

(2, 1) y � 2–
x

3

2

ΣXHMA 8.17 '������� �����	�����
	�� f (x) � 2 x ��� 	�� ���	��
	���� �
���������� 	��
��
���������.  ("��������� 2)

 / 



O ������� R ����� � ����� ��	������, ��� 	
 ���
�
 ���� 	�� x
��� 	� 
�
�� � ����� ��������� ����� 	
 
������ ��	������. H ��	�-
�� ��������� ���
����� ������ 	
 ����	��� ��������� �	�� ����-
�	��� �
� 	
 R ����� ��	� ����� ��	� �����
. '�� 0 � R � � , ��	��
,
��������� ��
��	� 	
 ��	��� 	�� ��������� �	� ���� 	
� ����	���-
	
�. T
 ����
��
 ���������� ������� ��� ����
��� 	
  ����	��� ��-
�������.

Παράδειγµα 3 Eύρεση του διαστήµατος σύγκλισης µε χρήση του
κριτηρίου του λόγου

'�� �
��� 	���� 	
� x �������
�� 
� ����
���� �����
������;

(�)  

(�)  

(	)  

(
)  

Λύση E������
��� 	
 ���	���
 	
� ���
� �	� ����� 
 �un �, ��
�
un ����� 
 n-
�	�� 	�� ��
�.

(�)  

H ����� ��������� ��
��	�� ��� �x � � 1. A�
������ ��� �x � � 1, ���-
	� 
 n-
�	�� 	�� ��
� ��� ��������� 	�	� �	
 �����. '�� x � 1, ��
-
���	�� � ������������� ���
���� ����� 1 � 1/2 � 1/3 � 1/4 � …,
� 
�
�� ���������. '�� x � �1, � ����� ����	�� �1 �1/2 �1/3 �
1/4 �… , �
� ����� � ��	���	� 	�� ���
����� ������, ��� ��� ��
-
������. H ����� (�) ��������� �
���� ��� �1 � x � 1 ��� ��
������
��� ���� ���
 x.

(�)

H ����� ��������� ��
��	�� ��� x 2 � 1. A�
������ ��� x 2 � 1, ���	�

 n-
�	�� 	�� ��
� ��� ��������� 	�	� �	
 �����. '�� x � 1, � ���-
�� ������� 	� �
��� 1 � 1 3 � 1 5 � 1 7 � … , � 
�
�� ���������
���� 	
� �������	
� �������������� ������. &�������� ������

 /  /  / 

| un + 1 | 2n – 1| –—— | = ——— x2 → x2.
| un | 2n + 1

� un�1

un
� � n

n � 1
 � x � l  � x � .



�

n�0
 n! xn � 1 � x � 2! x2 � 3! x3 � …



�

n�0
 x

n

n!
  � 1 � x � x

2

2!
 � x

3

3!
 � …



�

n�1
 (�1)n�1 x2n�1

2n � 1
 � x � x

3

3
 � x

5

5
 � …



�

n�1
 (�1)n�1 x

n

n  � x � x
2

2
 � x

3

3
 � …
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Θεώρηµα 12 Θεώρηµα σύγκλισης δυναµοσειρών
/�
� ��
�� 	� �������� 	�� ������ cn(x � a)n �����
��
	���� ����	�	�	��.

1. Y������ ��	���� ������� R 	�	
�
� ��	� � ����� �� ��
���-
��� ��� �x � a � � R, ���� �� ��������� ��� �x � a � � R . &	�
������ ������ x � a � R ��� x � a � R � ����� ��
��� ��	�
�� ��������� ��	� �� ��
������.

2. H ����� ��������� ��� ���� x  (R � �) .

3. H ����� ��������� ��� x � a ��� ��
������ �� ��� 	� ����
������ (R � 0).


�
n�0

x
–1 0 1



��� x � �1, ���	� ��� 	�	� ������� 	� �
��� �������������� ���-
��� �
� ����
� 	�� ��
7�
������ ���������. H 	��� 	�� ������ ���
x � �1 ����� � ��	���	� ��	�� ��� x � 1. H ����� () ��������� �
�-
��� ��� �1 � x � 1 ��� ��
������ ��� ���� ���
 x.

(	) ��� ���� x.

H ����� ��������� ��
��	�� ��� ���� x .

(
) ��	�� �� x = 0.

H ����� ��
������ ��� ���� �� �������� x.

&��
<��
��� 	� ���������� ������� 	
� ����	���	
� ���������
���� �����
������.

&	
 ���	����� 	
� ����	���	
� ��������� ���� �����
������, �
	����	��� �� ��������� ��
��	��. A� ��� �����
����� ��������� ��
-
��	�� ��� ���� x , ���� �	� � ����� ��	������ ����� ������. A� ��-
������� ���
 ��� x � a , � ����� ��	������ ����� ��
�����.

Παραγώγιση όρο προς όρο
*�� ������� 	
� ��
�������
� �����
�	��
� �
����
� ��� ���� �	�
��
�
��� �� ���������
��� ��
 ��
� ��
 ��� �����
����� �� ����
���	����� �����
 	
� ����	���	
� ���������.

� un�1

un
� � � (n � 1)!xn�1

n!xn � � (n � 1) � x � l  � 

� un�1

un
� � � xn�1

(n � 1)!
 � n!

xn � � 
� x �

n � 1
 l  0 
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x
–1 0 1

x
0

x
0

Eύρεση διαστήµατος σύγκλισης

B��� 1: X����	������	� 
� ���
���� 
�� ����� (� 
�� n-��
�� ��-
$��) ��� �� %���	� 
� ����
�	� ���� � ����� ��������� �����
#�.
&������, ��	� ����� ��� ��
��	� ����	���

�x � a � � R ���. a � R � x � a � R .

B��� 2: A� 
� ����
�	� �����
�� ��������� ����� �������	���,
���
�$��	� 
� �������� � �������� �� ���� ���� 
��, ���� ����-
�� �	� "���������	� 3(�) ��� (). '�� 	
� ��
�� ��	� �����-
�
�
�
��� 	
 ���	���
 ���������, 	
 ���	���
 	
� 
�
�����-
��	
�, � 	
 ���	���
 �������������� ������.

B��� 3: A� 
� ����
�	� �����
�� ��������� ����� a � R � x �
a � R , � ����� ��������� ��� �x � a � � R (��� ��������� ��� ���
�������), ���	� 
 n-
�	�� 	�� ��
� ��� 	����� �	
 ����� ��’ ��-
	�� 	�� 	���� 	
� x .



Παράδειγµα 4 Eφαρµογή της παραγώγισης όρο προς όρο

E�����	� �� �
��� ������ 	�� f 	(x) ��� f �(x) ��
�

Λύση

Oλοκλήρωση όρο προς όρο
*�� ���
 ������� 	
� ��
�������
� �����
�	��
� �
����
� ���
���	����� �� 
�
������
��� ��
 ��
� ��
 ��� �����
����� �� ����
�����
 	
� ����	���	
� ���������.

 � 

�

n�2
 n(n � 1) xn�2 ,   �1 � x � 1

 f �(x) � 2
(1 � x)3

 � 2 � 6x � 12x2 � … � n(n � 1)xn�2 � …

 � 

�

n�1
 nxn�1 ,   �1 � x � 1

 f 	(x) � 1
(1 � x)2

 � 1 � 2x � 3x2 � 4x3 � … � nxn�1 � …

 � 

�

n�0
 xn ,   �1 � x � 1.

 f(x) � 1
1 � x

 � 1 � x � x2 � x3 � x4 � … � xn � …
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Θεώρηµα 13 Θεώρηµα παραγώγισης όρο προς όρο
A� � 
 cn(x � a)n ��������� ��� a � R � x � a � R ��� ���
�

R � 0, 	�	� 
���
��� 	� �����	��� f :

M�� 	�	
�� �����	��� f ���� �������
�� ���� 	�� 	�#���
��	�� 	
� ����	���	
� ���������. O� �������
� ��	��
��
�
�� �� �#���
�� �� ���������
��� 	�� ������ ����� ��

��
� ��
:

�.
.�. K������ ��� 	�� ������ ��	�� ��������� �� ����
���	����� �����
 	
� ����	���	
� ��������� 	�� �������
������.

 f �(x) � 

�

n�2
 n(n � 1)cn(x � a)n�2 ,

 f 	(x) � 

�

n�1
 ncn(x � a)n�1

f(x) � 

�

n�0
 cn (x � a)n

 ,   a � R � x � a � R .

"PO&OXH H ���������� ��

��
� ��
  ������	�� �� ��� ����� «���-
	
������» ��� ���� ���� ������. '��
����������, � 	�����
��	���� �����

��������� ��� ���� x /��� �� 	��
���������
��� ��
 ��
� ��
,
�����
��� 	� �����

� 
�
�� ��
������ ��� ���� x.



�

n�1
 
n! cos (n!x)

n2

 .



�

n�1
 
 sin (n!x)

n2

Θεώρηµα 14 Θεώρηµα ολοκλήρωσης όρο προς όρο
*�	� �	� � �����

f (x) � cn(x � a)n

��������� ��� a � R � x � a � R (R � 0). &	�� �����	��� ��	�
� �����

�� ��������� ��� a � R � x � a � R ���

��� a � R � x � a � R .

�  f(x) dx � 

�

n�0
 cn 

(x � a)n�1

n � 1
 � C



�

n�0
 cn 

(x � a)n�1

n � 1



�

n�0



Παράδειγµα 5 H σειρά της συνάρτησης tan�1 x , �1 � x � 1

B���	� ��� �����	� �����	������ ������� ��� 	� �����

f (x) � x � � …, �1 � x � 1.

Λύση "��������
��� ��
 ��
� ��
 	�� ������ �����, 
��	�
�����
���

f 	(x) � 1 � x 2 � x 4 � x 6 � …, �1 � x � 1.

"�����	�� ��� �����	���� ����� �����
� ��
� 1 ��� ���
� �x 2,

��	�

M�
�
��� 	��� �� 
�
������
��� 	�� f 	(x) � 1 (1 � x 2) ��� �� ��-
�
���

� tan�1 x � C

H ����� �
� ��	��	
���� �	�� f (x) ��������	�� ��� x � 0, ��� C � 0.
*	��,

� … � tan�1 x , �1 � x � 1.

&	�� E��	�	� 8.8, �� ���
��� �	� � �� ���� ����� ��������� ��� �	

tan�1 x ��� 	� ���� x � �1.

Παράδειγµα 6 H σειρά της συνάρτησης ln (1 � x) , �1 � x � 1

H �����
� 1 � t � t 2 � t 3 � … 

��������� �	
 ��
��	� ����	��� �1 � t � 1. &������,

"��’ ��
 �
� 	
 ������� ��� ��� �����	�� ��� 	
 	� �������� �	

x � 1, ��
��� �� ��
����	�� �	� � ����� ��������� �	�� 	��� ln 2.

Πολλαπλασιασµός δυναµοσειρών
*�� 	��	
 ������� 	
� ��
�������
� �����
�	��
� �
����
� ���
���� �	� ��
�
��� �� �
����������
��� ��	�#� 	
�� ��
 ��
��	��
�������
���� �����
������, ��� �� �	�� �
�������. "�
���	�� �	��
��� ��� �����
����� �
� ������ ��������� ��
��	��.

 � x � x
2

2
 � x

3

3
 � x

4

4
 � … ,   �1 � x � 1.

 ln  (1 � x) � � x

0
 1
1 � t

 dt � t � t
2

2
 � t

3

3
 � t

4

4
 � …�

x

0

1
1 � t

f(x) � x � x
3

3
 � x

5

5
 � x

7

7

 .� f 	(x) dx � � dx
1 � x2

 / 

f 	(x) � 1
1 � (�x2)

 � 1
1 � x2

 

.

x3

3
 � x

5

5
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"�
��#	� �	� �� ��� � ������ �����
	
� "���������	
� 5 ��������� ���
�	� ��
 ���� 	
� ����	���	
�
���������, �� 	
�	
�� 	
 %������ 13
��� �����	�� 	� �������� 	��
�������
� 	�� ������ ���
 	��� �	

����	���.

Θεώρηµα 15 Θεώρηµα πολλαπλασιασµού δυναµοσειρών
A� 
� A(x) � anx

n ��� B(x) � bnx
n �������
��

��
��	�� ��� �x � � R ��� ��

cn � a0bn � a1bn�1 � a2bn�2 � … � an�1b1 � anb0 � akbn�k,

	�	� � ����� cnx
n �� ��������� ��
��	�� �	
 A(x) B(x) ���

�x � � R :

�

�

n�0
 anxn� � �


�

n�0
 bnxn� � 


�

n�0
 cnxn

 .


�
n�0



n

k�0


�
n�0
�

n�0



Παράδειγµα 7 Eφαρµογή του θεωρήµατος πολλαπλασιασµού

"
����������	� 	� �����	���� �����

�� 	
� ���	� 	�� ��	� �� ����	� ��� �����
����� �
� �����	���� 	�
�����	��� 1 (1 � x) 2, ��� �x � � 1.

Λύση *�	�

���

T�	�, ���� 	
� �������	
� �
�����������
� ������, � 

����� � ����� �
� ��	��	
���� �	� �����	��� 1 (1 � x) 2. K�� 
� ��

������ �������
�� ��
��	�� ��� �x � � 1.

H �������� ����� ������	�� �� ��	�� 	
� "���������	
� 4, ��-
�
���
� �	�

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.6

d
dx

 � 1
1 � x� � 1

(1 � x)2
 .

 / 

 � 1 � 2x � 3x2 � 4x3 � … � (n � 1)xn � …

 A(x) � B(x) � 

�

n�0
 cnxn � 


�

n�0
 (n � 1)xn

 � 1 � 1 � … � 1
n � 1            

 � n � 1.

 cn � a0bn � a1bn�1 � … � akbn�k  � … � anb0

n � 1 ��
�

 B(x) � 

�

n�0
 bnxn � 1 � x � x2 � … � xn � … � 1 / (1 � x)

 A(x) � 

�

n�0
 anxn � 1 � x � x2 � … � xn � … � 1 / (1 � x)

 / 



�

n�0
 xn � 1 � x � x2 � … � xn � … � 1

1 � x
  ��� � x � � 1,
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∆ιαστήµατα σύγκλισης
&	�� A������� 1-32, (�) ���	� 	�� ��	��� ��� 	
 ����	���
��������� ���� ������. '�� �
��� 	���� 	
� x ��������� �
�����, () ��
��	�� ��� (�) ��� �������;

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26. 

�

n�0
 (�2)n(n � 1)(x � 1)n


�

n�1
 
(�1)n�1(x � 2)n

n2 n



�

n�0
 n! (x � 4)n


�

n�1
 nnxn



�

n�1
 (ln  n) xn


�

n�1
 �1 � 1n�

n

 xn



�

n�1
 �n n(2x � 5)n


�

n�0
 �n xn

3n



�

n�0
 nxn

4n(n 2 � 1)

�

n�0
 
n(x � 3)n

5n



�

n�0
 

(�1)nxn

�n 2 � 3


�

n�0
 xn

�n 2 � 3



�

n�0
 
(2x � 3)2n�1

n!

�

n�0
 x

2n�1

n!



�

n�0
 3

nxn

n!

�

n�0
 
(�1)nxn

n!



�

n�1
 
(x � 1)n

�n


�

n�1
 xn

n�n3n



�

n�1
 
(�1)n(x � 2)n

n

�

n�0
 nxn

n � 2



�

n�0
 (2x)n


�

n�0
 
(x � 2)n

10 n



�

n�1
 
(3x � 2)n

n

�

n�0
 (�1)n(4x � 1)n



�

n�0
  (x � 5)n


�

n�0
 xn

�
���



27.

28.

29. 30.

31. 32.

Γεωµετρικές σειρές
&	�� A������� 33-38, ���	� 	
 ����	��� ��������� ����
������. *���	�, ���	� 	� �����	��� 	
� x �
� �����	����
� ����� �	
 ���	����� 	
� ����	���	
� ���������.

33. 34.

35. 36.

37. 38.

Θεωρία και παραδείγµατα
39. Παραγώγιση όρο προς όρο B���	� ��� �
��� 	���� 	
� x ��-

������� � �����

.

"
�
 ����� 	
 ���
���� 	��; "
�� ����� ��
���	�� ��
����������	� ��
 ��
� ��
; '�� �
��� 	���� 	
� x ��-
������� � ��� ��	� �����, ��� �
�
 	
 ���
���� 	��;

40. Oλοκλήρωση όρο προς όρο A� 
�
�������	� ��
 ��
� ��

	� ����� 	�� ������� 39, �
�� ����� ������	�; '�� �
�-
�� 	���� 	
� x ��������� � ��� ��	� �����; B���	� 	� ��-
���	��� �
� �����	���� � �����.

41. ∆υναµοσειρά του sin x H �����

��������� �	
 sin x ��� ���� x .

(�) B���	� 	
�� ���	
�� �#� ��
�� 	�� ������ 	
�
cosx . '�� �
��� 	���� 	
� x ��������� � ����� ��	�;

(�) A�	������	��	�� 	
 x �� 	
 2x �	� ����� 	
� sin x ,
���	� ��� ����� �
� ��������� �	
 sin 2x ��� ����
x .

(	) X�����
�
���	�� 	
 ��
	������ 	
� ���	���	
�
(�) ��� �
����������
�	�� 	�� ��	������� ������,
���	� 	
�� ���	
�� �#� ��
�� 	�� ������ 	
�
2 sin x cos x . &�������	� 	
 ��
	������ ��� �� ��-
	� �
� ����	� �	
 ().

42. ∆υναµοσειρά του ex H �����

��������� �	
 ex ��� ���� x .

(�) B���	� 	� ����� 	�� �����	���� (d dx)ex. M����
��	� ������	�� �� 	� ����� 	
� ex; E#����	� ���-
	�.

(�) B���	� 	� ����� 	�� �����	����  ex dx . M����
��	� ������	�� �� 	� ����� 	
� ex; E#����	� ���-
	�.

(	) A�	���	��	��	� 	
 x �� 	
 �x �	� ����� 	
� ex

��	� �� ���	� ��� ����� �
� ��������� �	
 e�x ���
���� x . *���	� �
����������	� 	�� ������ 	
� ex

��� 	
� e�x ��� �� ���	� 	
�� ���	
�� �#� ��
��
	�� ������ 	�� �����	���� e�x � ex.

43. ∆υναµοσειρά της tan x H �����

��������� �	� �����	��� tan x ��� �� 2 � x � � 2.

(�) B���	� 	
�� ���	
�� ���	� ��
�� 	�� ������ 	
�
ln �sec x � . '�� �
��� 	���� 	
� x ��	� ���������;

(�) B���	� 	
�� ���	
�� ���	� ��
�� 	�� ������ 	��
sec2 x . '�� �
��� 	���� 	
� x ��������	� ��	� �� ��-
�������;

(	) E���#�	� 	
 ��
	������ ��� �	
 () �<��
�	��
�	
 	�	�����
 	� ����� 	�� sec x �
� ����	�� �	��
������ 44.

44. ∆υναµοσειρά της sec x H ����� 

��������� �	� �����	��� sec x ��� �� 2 � x � � 2.

(�) B���	� 	
�� ���	
�� ���	� ��
�� 	�� �����
���-
��� 	�� �����	���� ln �sec x � tan x � . '�� �
��� 	�-
��� 	
� x ��������	� ��	� �� ���������;

(�) B���	� 	
�� ���	
�� 	������� ��
�� 	�� ������
	�� sec x tan x . '�� �
��� 	���� 	
� x ��������	� ��-
	� �� ���������;

(	) E���#�	� 	
 ��
	������ ��� �	
 () �
������-
����
�	�� 	� ����� 	�� �����	����� sec x �� 	�
����� 	�� tan x �
� ����	�� �	�� ������ 43.

45. Mοναδικότητα συγκλίνουσας δυναµοσειράς

(�) 5��#	� �	� �� ��
 �����
������ ‚�
n=0 anxn ���

‚�
n=0 bnx

n �������
�� ��� ����� ���� ��� ���� x �	

��
��	� ����	��� (�c , c) , 	�	� an � bn ��� ���� n .
(Y�������: *�	� f(x) � ‚�

n=0 anx
n � ‚�

n=0 bnx
n. "�-

�������	� ��
 ��
� ��
 ��� �� ���#�	� �	� 	� an

��� bn ��
��	�� �� f (n)(0) (n!).)

(�) 5��#	� �	� �� ‚�
n=0 anx

n � 0 ��� ���� x �	
 ��
��	�
����	��� (�c , c) , 	�	� an � 0 ��� ���� n .

46. Άθροισµα της σειράς ‚�
n=0 (n2/2n) "�
������
� �� ���	�

	
 ���
���� 	�� ������ ��	��, ������	� 	� �����	�-
�� 1 (1 � x) �� �����	���� �����, ���������	� (��
��
� x ) ��	� ���� 	�� ��
���	
��� �#�����, �
���-
�������	� ��	�  ���� �� 	
 x , ���������	� #���, �
�-
���������	� �� 	
 x #���, ��� 	��
� ���	� 	
 x ��
 ��
1 2. T� ������	�; ("���: E���	
�� 	
� David E. Dobbs
�	
 ����
���� Illinois Mathematics Teacher, Vol. 33,
Issue 4 (1982), p. 27.)

47. Σύγκλιση σε ακραία σηµεία 5��#	� �� ����������	� �	� ��
��� �����
�����  ��������� �� �����
 �����
 	
� ���-
�	���	
� ���������, 	�	� �� ��������� ��	� ��
��	��
��	� ��� �������.

 / 

 / 

 / 

 /  / 

 sec  x � 1 � x
2

2
 � 5

24
 x4 � 61

720
 x6 � 277

8064
 x8 � …

 /  / 

 tan  x � x � x
3

3
 � 2x5

15
 � 17x7

315
 � 62x9

2835
 � …

 / 

ex � 1 � x � x
2

2!
 � x

3

3!
 � x

4

4!
 � x

5

5!
 � …

 sin  x � x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � x

7

7!
 � x

9

9!
 �  x

11

11!
 � …

1 � 1
2

 (x � 3) � 1
4

 (x � 3)2 � … � ��1
2�

n

 (x � 3)n � …



�

n�0
 �x2 � 1

2 �
n



�

n�0
 �x2 � 1

3 �
n



�

n�0
 (ln  x)n


�

n�0
 ��x

2
 � 1�

n



�

n�0
 
(x � 1)2n

9n

�

n�0
 
(x � 1)2n

4n



�

n�0
 
(x � �2)2n�1

2 n

�

n�1
 
(x � p)n

�n



�

n�1
 
(3x � 1)n�1

2n � 2

�

n�1
 
(4x � 5)2n�1

n 3 / 2



�

n�2
 xn

n ln  n



�

n�2
 xn

n (ln  n)2
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8.7
Kατασκευή σειρών • Σειρές Taylor και Maclaurin • Πολυώνυµα
Taylor • Yπόλοιπο πολυωνύµου Taylor • Eκτίµηση του
υπολοίπου • Σφάλµα αποκοπής • Πίνακας σειρών Maclaurin
• Συνδυασµός σειρών Taylor

H �� ��
� ��	������ 	�� �����	����� ������ ��� ���	��<� �� ��-
��
��� �����
������ �
� �����	��
�� ���
����� �����	����� ���
�����	����� �
� ��
�����
�� �� ���
����� �����
������ (��� 	��
��
7������ 	�� ���������, ���	�). &	�� ���
��� ���	�	� �� ���-
�	�#
��� �� �������� 	
� �
����
� ��� ������	��� 	������ ��	�-
������ �����
������. &� �
���� �����	�����, 
� �����
������ �
�
��	�������
�	�� �	�� ��
	��
�� �������� �
���������� ��
�����-
���� 	�� �����	���� �����	����� 	
��.

Kατασκευή σειρών
'�����
��� �	� ��	�� 	
� ����	���	
� ��������� 	��, ��� �����
���-
�� ����� ������� �����	��� ��� ���� �������
�� ���� 	�� 	�#���,
���� 	
 ��	���	
 ����� ������; A� ��� �����	��� f (x) ���� ������-
�
�� ���� 	�� 	�#��� �� ���
�
 ����	��� I , ��
��� �� ������	�� ��
�����
����� �	
 ���
 ����	��� I ; K�� �� ���, �� �
�
�� ���	����	��;

&	
 	����	��
 ���	��� ����	�� ���
�� ����	��� �� ��
���
���
�	� � f (x) �����	���	�� ��� 	� �����

�� ��	��� ��	��� ���������. "��������
�	�� ����
���� ��
 ��
� ��

�	
 ����	��� ��������� I , �����
���


��	� � n-
�	� �������
�, ��� ���� n , �����

f (n)(x) � n!an � ���
���� ���� �� �����
�	� (x � a).

O� �������� �#������� ����
�� ��� ��� x � a , 
��	�

���, �� �����,

f (n)(a) � n!an.

O� �������� 	��
� �������
�� 	
� 	���
 «�����	���
�» 	�� ���	�-
���	�� ���� �����
������ an(x � a)n � 
�
�� ��������� �	�� 	�-
��� 	�� f �	
 I («�����	���� 	�� f �	
 I»). H ����� ��	� �� ����� �
��-
���� (����
� �������, ��	� �
� ��� ���� ����� ��
����	��), ��� 
 n-

�	�� ���	����	�� 	�� �� ���� 	� �
���


�
n�0

 f �(a) �  1 � 2 � 3a 3 

,

 f �(a) �   1 � 2a 2 ,

 f 	(a) �    a 1 ,

 f �(x) � 1 � 2 � 3a 3 � 2 � 3 � 4a 4(x � a) � 3 � 4 � 5a 5(x � a)2 � … ,

 f �(x) � 1 � 2a 2 � 2 � 3a 3(x � a) � 3 � 4a 4(x � a)2 � …
 f 	(x) � a 1 � 2a 2(x � a) � 3a 3(x � a)2 � … � nan(x � a)n�1 � …

 � a 0 � a 1(x � a) � a 2(x � a)2 � … � an(x � a)n � …

 f(x) � 

�

n�0
 an(x � a)n
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48. ∆ιαστήµατα σύγκλισης K�	�������	� ��� �����
�����
	�� 
�
��� 	
 ����	��� ��������� ����� 	


(�) (�3, 3) (�) (�2, 0) (	) (1, 5).

8.7 Σειρές Taylor και Maclaurin
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A� � f ��
��� �� �����	���� ��� ���
�� �����, � ����� ��	� 
������
�� ����� � �#��:

f (x) � f (a) � f 	(a)(x � a) � (x � a)2 � … � (1)

T��� 	���	�� 	
 ���	���: A� ��
��� ��� 	��
��� �����	��� f �
� ��-
��� ������� �
��� ������������ �� ����	��� I ���	�
� x � a, ��� ���-
���
�
���
��� 	� �����	��� ��	� ��� �� �������
��� 	� ����� 	��
E#������ (1), 	�	� �� ��������� � ����� �	�� f (x) ��� ���� x 	��� �	

I ; H ����	��� ����� ����Ø ��� ������� �����	����� �� ���������, ���
����� ���� ���.

Σειρές Taylor και Maclaurin

Παράδειγµα 1 Eύρεση σειράς Taylor

N� ����� � ����� Taylor 	�� 
�
�� ������� � f (x) � 1 x �	
 a � 2.
'�� �
�� ������ (�� �����
��) ��������� � ����� �	
 1 x ;

Λύση "����� �� �
��� 	�� f (2) , f 	(2) , f �(2) , . . . . "��������
���,

��	� �����
��� 

 f (n)(x) � (�1)nn! x�(n�1)
 ,     

f (n)(2)
n!

 � 
(�1)n

2 n�1
 .

 �  �
 �  �
 �  �

 f �(x) � �3! x�4
 ,  

f �(2)
3!

 � � 1
24

 ,

 f �(x) � 2! x�3
 ,  

f �(2)
2!

 � 2�3 � 1
23

 ,

 f 	(x) ��x�2
 ,  f 	(2) � � 1

22
 ,

 f(x) � x�1
 ,  f(2) � 2�1 � 1

2
 ,

 / 

 / 

f (n)(a)
n!

 (x � a)n � … .
f �(a)

2!

an � 
f (n)(a)

n!
 .

6498.7. Σειρές Taylor και Maclaurin

Oρισµοί Σειρά Taylor, σειρά Maclaurin
*�	� f �����	��� �� �������
�� ���� 	�� 	�#��� �� ����
�����
 ���� ����	���	
� ��� a ���
�
 ���	����� �����
 	
�
����	���	
� ��	
�. H ����� Taylor ��� ����	��� ��� �� f ��
x � a �����

� f (a) � f 	(a)(x � a) � (x � a) 2 � … �

H ����� Maclaurin ��� ����	��� ��� �� f �����

������ ��
�	�� �� 	� ����� Taylor �
� ������	�� ��� 	�� f �	

x � 0.



�

k�0
 
f (k) (0)

k!
 xk � f(0) � f 	(0)x � 

f �(0)
2!

 x2 � … � 
f (n)(0)

n!
 xn � … ,

f (n)(a)
n!

 (x � a)n � … .

f �(a)
2!


�

k�0
 
f (k)(a)

k!
 (x � a)k

Bιογραφικά στοιχεία

Brook Taylor
(1685-1731)

Colin Maclaurin
(1698-1746)
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H ����� Taylor, �
����, �����

"�����	�� ��� �����	���� ����� �� ������ ��
 1 2 ��� ���
 r �
�(x � 2) 2. H ����� �� ��������� ��
��	�� ��� �x �2 � � 2, ��� 	

���
���� 	�� �� �����

&	
 ���������� ��	�, � ����� Taylor �
� ������	�� ��� 	�� f (x) �
1/x �	
 a � 2 �� ��������� �	
 1/x ��� �x � 2 � � 2 ���. ��� 0 � x � 4.

Πολυώνυµα Taylor
'������
�
���	�� ��� ����
������ �����	��� f �� �����
 a, ����-
�
��� 	
 �
������


P1(x) � f (a) � f 	(a)(x � a) .

A� � f �����	�� �������
�� ������	���� 	�#�� �	
 a 	�	� �� �����-
	�� ��� �
���������� ��
��������� ������	���� 	�#�� (��� ��
�����-
�� ��� ���� �������
). T� �
������� ��	� ���
��	�� �
�������
Taylor 	�� f

E����� �	� � �������
�
���� 	�� f �	
 x � a ������� 	�� ����	�-
�� �������� ��
������� 	�� f �	� ���	
��� 	
� a. O�
���, 	� ������-
	���� 	�#�� �
������� Taylor �����
�� 	�� ��	��	�� (�
�������-
���) ��
��������� 	�� �
���������� �����	����� ��	��	
��
� ��-
�
�. (5��	� 	�� ������ 58.)

Παράδειγµα 2 Eύρεση πολυωνύµων Taylor για το ex

N� ����� � ����� Taylor ��� 	� �
������� Taylor 	� 
�
�� �������
�   f(x) � ex �	
 x � 0.

Λύση E���
�

f (x) � ex, f 	(x) � ex, . . . , f (n)(x) � ex, . . . ,

�� ��
���

f (0) � e0 � 1, f 	(0) � 1, . . . , f (n)(0) � 1, . . . .

H ����� Taylor 	�� 
�
�� ������� � f �	
 x � 0 �����, �
����,

 .

 ,

1 / 2
1 � (x � 2) / 2

 � 1
2 � (x � 2)

 � 1x .

 / 

 / 

 � 1
2

 � 
(x � 2)

22
 � 

(x � 2)2

23
 � … � (�1)n 

(x � 2)n

2 n�1
 � … .

 f(2) � f 	(2)(x � 2) � 
f �(2)

2!
 (x � 2)2 � … � 

f (n)

n!
 (x � 2)n � …
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Oρισµός Πολυώνυµο Taylor τάξης n
*�	� f �����	��� �� �������
�� k 	�#�� ��� k � 1, 2, . . . , N ��
���
�
 ����	��� �
� �������� 	
 a �� ���	����� �����
. '��
���� ������
 n ��� 0 ��� N 	
 ��������� Taylor ���� n �
�
������	�� ��� 	�� f �	
 x � a ����� 	
 �#��:

Pn(x) � f (a) � f 	(a)(x � a) � (x � a) 2 � … 

� (x � a)k � … � (x � a)n. 
f (n)(a)

n!
f (k)(a)

k!

f n(a)
—–—

2!

 ,

K��
��� ���
 ��� �
������
 Taylor

���� n ��� ��� %��	�� n ���	� � f (n)(a)
��
��� �� ��������	��. T� ���	� ��

�
������� Taylor 	
� cos x �	
 x � 0,
��� ����������, ����� P0(x) � 1 ���
P1(x) � 1. *	��, 	
 �
������
 ���	��
	�#�� ����� �������
� ���
�, ���
���	
� ���
�.
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E# 
����
�, ��	� ��� ����� ���� � ����� Maclaurin 	
� ex. /��� ��
�
��� �� ���
, � ����� ��	� ��������� �	
 ex ��� ���� x .

T
 �
������
 Taylor 	�#�� n �	
 x � 0 �����

5��	� 	
 &���� 8.18.

Παράδειγµα 3 Eύρεση πολυωνύµων Taylor για το cos x

N� ����� � ����� Taylor ��� 	� �
������� Taylor 	� 
�
�� �������
�   f(x) � cos x �	
 x � 0.

Λύση H �����	��� ������	��
� ��� 
� �������
� 	�� �����

&	
 x � 0, 	� ������	
�� ��
��	�� �� 1 ��� 	� ���	
�� �� 0, 
��	�

f (2n)(0) � (�1)n, f (2n�1)(0) � 0.

H ����� Taylor �
� ������	�� ��� 	�� f �	
 0 �����

E# 
����
�, ��	� 	��	���	�� �� 	� ����� Maclaurin ��� 	
 cos x
A���	��� �� �
��� �	� � ����� ��������� �	
 cos x ��� ���� x

E���
� f (2n�1)(0) � 0, 	� �
������� Taylor 	�� 	�#��� 2n ���
2n � 1 	��	��
�	��:

 .
 .

 � 1� 0 � x � x
2

2!
 � 0 � x3� x

4

4!
 �…�(�1)n x2n

(2n)!
 �… � 


�

n�0
 
(�1)nx2n

(2n)!
 .

 f(0) � f 	(0)x � 
f �(0)

2!
 x2 � 

f �(0)
3!

 x3 � … � 
f (n)(0)

n!
 xn � …

 f (2n)(x) � (�1)n  cos  x ,    f (2n�1)(x) � (�1)n�1 sin  x .
 �  �
 �  �
 �  �

 f �(x) � (1)n �cos  x ,   f (3)(x) � (1)n�1 �sin  x ,

 f(x) � (1)n �cos  x ,   f 	(x) � (1)n�1 �sin  x ,

Pn(x) � 1 � x � x
2

2
 � … � x

n

n!
 .

 � 

�

k�0
 x

k

k!
 .

f n(0) f (n)(0) x2 xn

f (0) + f ´(0)x + —–— x2 +. . .+ —––— xn +.. .= 1 + x + — +.. .+ — +.. .
2! n! 2 n!
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x

y

0,5

1,0

y � ex

0 0,5–0,5

1,5

2,0

2,5

3,0 y � P3(x)

y � P2(x)

y � P1(x)

1,0

ΣXHMA 8.18 '������ �����	���
	�� f (x) � ��� 	��
�
��������  Taylor ��	��

"�
��#	� 	�� �
�� ���� ���-
����� �
�	� �	
 ���	�
 x � 0.

 P3(x) � 1 � x � (x2
 / 2!) � (x3

 / 3!) .

 P2(x) � 1 � x � (x2
 / 2!)

 P1(x) � 1 � x

ex

CD-ROM
∆ικτυότοπος



P2n(x) � P2n�1(x) � 1 �

T
 &���� 8.19 ������� ���
 ���	� ��
������
�� 	�� f(x) � cos x 	�
�
������� ��	� �
�	� �	
 x � 0. =��� 	�� �����	���� �� ��
� 	
�
�#
�� y, ���
 	
 ��#�� ����
� 	�� �������	�� ����	���	�� ���.

Παράδειγµα 4 Mια συνάρτηση f µε σειρά Taylor συγκλίνουσα
για κάθε x, που συγκλίνει όµως στην f(x) µονάχα για x � 0

M�
��� �� ������� (��� ��� 	��
 ���
��) �	� �

(&���� 8.20) ���� �������
�� ���� 	�� 	�#��� �	
 x � 0 ��� �	�
f (n)(0) � 0 ��� ���� n &������, � ����� Taylor �
� ������	�� ���
	�� f �	
 x � 0 �����

H ����� ��������� ��� ���� x (��
�	�� ���
 0), ���� ��������� �	��
f(x) �
���� ��� x � 0.

 � 0 � 0 � … � 0 � … .

 � 0 � 0 � x � 0 � x2 � … � 0 � xn � …

 f(0) � f 	(0)x � 
f �(0)

2!
 x2 � … � 

f (n)(0)
n!

 xn � …

 .

f(x) � �0,
e�1 / x2

,
 x � 0

x � 0

x2

2!
 � x

4

4!
 � … � (�1)n x2n

(2n)!
 .
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x

y

0 1

1

y � cos x

2

–1

–2

2 3 4 5 6 7 9

P0

P4 P8 P12 P16

P10 P14 P18P2 P6

8

ΣXHMA 8.19 T� �
�������

�������
�� �	
 cos x ����� n l �. H ��������
�� 	
� cos x �� ��-
�����	� ����	��� ��� 	�� ���� ��
��� �� �#����� ����� ��� ���

�� ����� 	
� ������	��
� ��� 	�� ��������� 	
� �	
 x � 0.

P2n(x) � 

n

k�0
 
(�1)kx2k

(2k)!

&	�� ���#� ������
�� 
� �����	�����
�
�, ��	�� ������� �
���
�������������, �����	
�� ������
Taylor �� ���
������ �
���� ������
	
��.



 ,  x ≠ 0

 x = 0

x

y

0 1 2 3 4

1

–1–2–3–4

y �
 e–1/x2 

0 ,

ΣXHMA 8.20 H ������� �����	��� 	�� �����
�� ����	���� 	��
y � «
���
�	����	��» �	�� ���� 	�� �#����, 
��	� ���� 
�
�������
� 	�� �������
�	�� ����. ("��������� 4)

e�1 / x2



"������
�� ������	�	� ��
 ���	���	�.

1. '�� �
��� 	���� 	
� x ��
�
��� �� �������
��� �	� � ����� Taylor
�� ��������� �	� �����	��� �����	���� 	��;

2. "��
 �#�����	� ��
������
�� ��� �����	��� �� ���
���
 ���-
�	��� 	� ��	��	
��� �
������� Taylor;

"�����	� �� ����	��
��� �	� ���	���	� ��	�.

Yπόλοιπο πολυωνύµου Taylor
X���������	� ���
�
 ��	�
 	�� �������� �� 	�� 
�
�� 	
 �
�����-
�
 Taylor Pn(x) ��
�������� 	�� 	��� 	�� �����	���� f (x). '�� 	
�
��
�� ��	�� ������
�
�
��� 	�� ���
�� 	
� ��������� Rn(x), �
� 
��-
��	�� �� �#��:

f (x) � Pn(x) � Rn(x) .

A����� "�
������	��� Y���
��

	��� 	���

H �����	� 	��� �Rn(x) � � � f (x) � Pn(x) � �����	�� �!���� 	�� ��
���-
�����.

X��� �	
 ����
��
 ������� ��
�
��� �� ���
��� ��� ��	�����
	
� ��
�
��
� ���� �
������
� Taylor.

T
 ������� Taylor ��
	���� ��������� 	
� �������	
� ����� 	�-
��� (������ 49). H ����
������ ������#� ����	���	�� �	
 "����-
	��� 8.

A� Rn(x) l 0 ����� n l � ��� ���� x �	
 I , ���� �	� � ����� Taylor
�
� ������	�� ��� 	�� f �	
 x � a ��	������ �	�� f �	
 I , ��� ����
�-
��

Παράδειγµα 5 H σειρά Maclaurin του ex

5��#	� �	� � ����� Taylor �
� ������	�� ��� 	�� f (x) � ex �	
 x � 0
��������� �	�� f (x) ��� ���� ������	��� 	��� 	
� x .

Λύση H �����	��� ���� �������
�� ���� 	�� 	�#��� �� ��
 	

����	��� I � (�� , �) ���, ���� 	
� "���������	
� 2,

ex � 1 � x � � … � � Rn(x) ,

��
�

Rn(x) � xn�1 ��� ���
�
 c ��	�#� 	
� 0 ��� 	
� x .ec

(n � 1)!

xn

n!
x2

2!

f(x) � 

�

k�0
 
f (k)(a)

k!
 (x � a)k .
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Θεώρηµα 16 Θεώρηµα Taylor
A� � f ����� n � 1 �
��� ������������ �� ��� ��
��	�
����	��� I �
� �������� 	
 a , 	�	� ��� ���� x �	
 I , �� �������
������� c ��	�#� 	�� x ��� a 	�	
�
� ��	�

f(x) � f (a)�f 	(a)(x�a)� (x�a)2�…� (x�a)n�Rn(x)

��
�

Rn(x) � (x � a)n�1.
f (n�1)(c)
(n � 1)!

f (n)(a)
n!

f �(a)
2!



E���
� � ex ����� ��#
��� �����	��� 	
� x , 	
 ec ���	�� ��	�#� 	��
e0 � 1 ��� ex. '�� ����	��� x, 	
 c ����� ������ ����	���, ���. ec�1.
'�� x ��
 �� �����, ex � 1 ��� Rn(x) � 0. '�� ��	��� x, 	
 c ����� ���-
��� ��	���, ��� ec � ex. &������,

�Rn(x) � � ��� x � 0,

���

�Rn(x) � � ex ��� x � 0.

T��
�, ������

� 0 ��� ���� x ,

�� ����� limnl � Rn(x) � 0, ��� ��� � ����� ��������� �	
 ex ��� ����
x .

Eκτίµηση του υπολοίπου
"
���� �
��� ��
�
��� �� ��	����
��� 	�� 	��� 	
� Rn(x) ���� ��-
���� �	
 "��������� 5. H ���
�
� ��	� ����� 	��
 ������	� �
� 	��
����
��� �� �������.

&	� ���
��	��� ����������	� �����
��� r � 1 ����
� � f ��� ����

� �������
� 	�� ����� ��
��	�� ��������� ��� ��� �	����� M . &� ��-
��� �����	����� ���
��� ����
��	��� 	��� �	
 r . '�� ����������, �� f(x)
� 2 cos (3x), 	�	� ���� ���������� ��
������ ���� �����
�	� 3 ��� �	��
	
 r ������ �� ����� ������	��
 	
� 1. %�	
��� �
���� ��� r � 3 ��� 
M � 2.

A� �
��� �� ������ ����������	� ��� �������
��� 	� �������-
	� Taylor ��� ��	������ ��
�
��
� ��� �� �#�	��
��� 	� ��������
�����	�����. M� 	� �������	� ��	� ��
�
��� ������ �� ��
���
��-
�
��� �� ���� ������� ��
�������	�� ��� �����	��� ��� ���
�
 �
-
������
 Taylor.

Παράδειγµα 6 Σειρά Maclaurin του sin x

5��#	� �	� � ����� Maclaurin 	
� sin x ��������� �	
 sin x ��� ���� x .

Λύση H �����	��� ��� 
� �������
� 	�� �����

 f (2k)(x) � (�1)k
 sin  x ,    f (2k�1)(x) � (�1)k cos  x ,

 �     � 
 �     � 
 �         � 

 f �(x) � (1)n �sin  x ,   f �(x) � (1)k �cos  x ,

 f(x) � (1)n �sin  x ,   f 	(x) � (1)k �cos  x ,

lim
nl �

  xn�1

(n � 1)!

xn�1

(n � 1)!

� x �n�1

(n � 1)!
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"������ 8.1, T��
� 6

Θεώρηµα 17 Θεώρηµα εκτίµησης υπολοίπου
A� �����
�� ��	���� �	������ M ��� r 	�	
��� ��	�
� f (n�1)(t) � � Mrn�1 ��� ���� t ��	�#� 	�� a ��� x , 	�	� 	

����
��
 Rn(x) 	
� �������	
� Taylor �� ����
�
��� 	��
�����	�	�

�Rn(x) � � M 

A� ����
��	�� 
� �������� �������� ��� ���� n, ��� �� � f
����
� ���� 	�� ����
���� �������� 	
� �������	
� Taylor,
	�	� � ����� ��������� �	�� f (x) .

rn�1� x � a �n�1

(n � 1)!
 .




��	�

f (2k)(0) � 0 ��� f (2k�1)(0) � (�1)k.

H ����� ���� �
���� ��
�� ����		�� �������, ��� ��� n � 2k � 1, 	
 ��-
����� Taylor �����

/��� 
� �������
� 	
� sin x ����� ��	’ �����	� 	��� �����	���� �
���� 	
� 1, ��� ��
�
��� �� �������
��� 	
 ������� ��	������
��
�
��
� ��� M � 1 ��� r � 1, �����
�	��

�R2k�1(x) � � 1 �

E���
� (�x �2k�2 (2k � 2)!) l 0 ����� k l � , ���#��	�	�� 	�� 	����
	
� x , �� ��
��� R2k�1(x) l 0, ��� ��� � ����� Maclaurin 	
� sin x ��
��������� �	
 sin x ��� ���� x .

Παράδειγµα 7 Σειρά Maclaurin του cos x

5��#	� �	� � ����� Maclaurin 	
� cos x �� ��������� �	
 cos x ��� ��-
�� x .

Λύση A�� 	
 "��������� 3 �����
��� 	
 �
������
 Taylor 	
�
cos x �	
 
�
�
 ��
���	
��� 	
� ��
 	
� ��
�
��
�. *	�� ��
���
	
� 	��
 Taylor ��� 	
 cos x �� n � 2k :

/��� 
� �������
� 	
� cos x ����� ��	’ �����	� 	��� �����	���� �
���� 	
� 1, 
��	� 	
 ������� ��	������ ��
�
��
� ��� M � 1 ���
r � 1 ��� �����

�R2k(x) � � 1 �

'�� ���� x , ����� R2k l 0 ����� k l � . &������, � ����� ���������
�	
 cos x ��� ���� x .

Σφάλµα αποκοπής
H ����� Maclaurin 	
� ex ��������� �	
 ex ��� ���� x , ���� ����� ���-
�� �� ���
��� ���
�� ��
�� ����������	� ��� �� ��
������
��� 	

ex �� ���
���
 ���� ��������. T�� ����
�
��� ��	� ��� ����� 	
 ��-
����� ��	������ ��
�
��
�.

Παράδειγµα 8 Yπολογισµός του e

Y�
�
���	� 	
 e �� ������ �����	��
 	
� 10�6.

Λύση X�����
�
�
��� 	
� 	��
 	
� "���������	
� 2 ��� x � 1,

��	� 

e � 1 � 1 � � … � � Rn(1) ,

��

Rn(1) � ec ��� ���
�
 c ��	�#� 	�� 0 ��� 1.

'�� 	
�� ��
�
�� 	
� ����������	
�, ��	� ��� #��
��� �	� e � 3.
E����	� �
���� ���
� �	�

1
(n � 1)!

1
n!

1
2!

� x �2k�1

(2k � 1)!
 .

 cos  x � 1 � x
2

2!
 � x

4

4!
 � … � (�1)k x2k

(2k)!
 � R2k(x) .

 / 

� x �2k�2

(2k � 2)!
 .

 sin  x � x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � … � 

(�1)kx2k�1

(2k � 1)!
 � R2k�1(x) .
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����
� 1 � ec � 3 ��� 0 � c � 1.
5
�����
�	�� ����
�� �
�����, ����
��� �	� 1 9! � 10�6, ���

3 10! � 10�6. &������, 	
 (n � 1) �� ������ �� ����� ������	��
 �
��
 	
� 10, ���. 	
 n ������	��
 � ��
 	
� 9. *	�� �� ������ ��-
���	��
 	
� 10�6, ����
���

e � 1 � 1 � � … � 	 2,7182 82.

Παράδειγµα 9 H συνάρτηση ηµιτόνου ως πολυώνυµο βαθµού 3

'�� �
��� 	���� 	
� x ��
�
��� �� ��	���	��	��
��� 	
 sin x �� 	

x � (x 3 3!) �� ������ �����	��
 (��	’ �����	� 	���) 	
� 3 � 10�4;

Λύση B���� 	
� "���������	
� 6, 	
 x � (x 2 3!) � 0 � x � 0x 2 �
(x3 3!) � 0x4 ����� 	
 �
������
 Taylor 	�#�� 4, ���� ��� 	�#�� 3, 	
�
sin x. O��	�,

sin x � x � � 0 � R4,

��� 	
 ������� ��	������ ��
�
��
� ��� M � r � 1 �����

�R4 � � 1 �

*	��, 	
 ������ �� ����� �����	��
 � ��
 	
� 3 � 10�4 ��

� 3 � 10�4, ���. �� �x � � 	 0,514.

T
 ������� ��	������ �������������� ������ ��� ���� ��	�
�
� 	
 ������� ��	������ ��
�
��
� ����������: ������������,
�	� � ������� x � (x 3 3!) «��
��	���» 	
 sin x ��� ��	��� x ������ �
�
��	�	� x 5 120 ����� �	�� �����	��� ��	� ��	���.

T
 &���� 8.21 ������� 	
 ������� 	
� sin x , ���� �� 	� �����-
��	� ������� ��
������	���� �
�������� Taylor 	�� �����	����.
/��� ����	�, � ������� P3(x) � x � (x 3 3!) ��� �������� ������
�����
� ��� 	�� ���	
�
���� ������� �	
 ����	��� �1 � x � 1.

 / 

 / 

 / 

�5 360 � 10�4� x �5

120

� x �5

5!
 � 

� x �5

120
 .

x3

3!

 / 

 / 

 / 

1
9!

1
2
 � 1

3!

 / 

 / 

1
(n � 1)!

 � Rn(1) � 3
(n � 1)!
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&	�
����
�
�
���
��
� 	� ��	�, ���
�� �����	� ���
�

y

0 1

1
y � sin x

2

–1

–2

2 3 4 8 9

P1 P5 P9 P13 P17

P11 P15 P19P3 P7

5 6 7
x

ΣXHMA 8.21 T� �
�������

�������
�� �	
 sin x ����� n l �.

P2n�1(x) � 

n

k�0
 
(�1)kx2k�1

(2k � 1)!



Πίνακας σειρών Maclaurin
"�����	
��� ��� ������� ��� 	�� �������	���� ������ Maclaurin ���
��	�� �
� ������ �� 	���. &	�� �������� �� ��� ��	���� �� ������
-
�
����	� 	�� ������ ��	�� ��� �� ��	��������	� ����� ������ (�.�.,
	�� �����	����� tan�1 x 2 , 7xex, �.
.�.). "�����	
��� ������ 	� ���-
�	���	� ���������.

'���"� Maclaurin 

1.

2.

3. (��� ���� ������	��� x)

4.

(��� ���� ������	��� x)

5.

(��� ���� ������	��� x)

6.

7.

Συνδυασµός σειρών Taylor
5�
 � �������	���� ������ Taylor ��
�
�� (�	�� 	
�� 	�� ����	���-
	�� ��������� 	
��) �� ��
�	��
��, �� �������
�� � ��� ��� 	�� ��-
��, �� �
�����������
�� �� �	������ � ��� �� �������� 	
� x , �	��
��	� � ��
���	
��� ����� �� ����� ���� ��� ����� Taylor. H �����
Taylor 	
� ���
����	
� f (x) � g(x) ����� 	
 ���
���� 	�� ������
Taylor 	�� f (x) ��� 	�� g(x) ���	� � n-
�	� �������
� 	�� f � g ����� �
f (n) � g(n), �.
.�. H ����� Maclaurin 	
� (1 � cos 2x) 2 ��
���	�� ��
��	���	��	��
��� 	
 x �� 	
 2x �	� ����� Maclaurin 	
� cos x , ��
-
���	
�	�� 	
 1, ��� �������	�� �� 	
 2. H ����� Maclaurin 	
� sin x �
cos x ����� 	
 ���
���� 	�� ������ 	
� sin x ��� 	
� cos x . H �����
Maclaurin 	
� x sin x ��
���	�� �� �
����������
��� ��
�� 	
�� �-
�
�� 	�� ������ Maclaurin 	
� sin x �� 	
 x .

Παράδειγµα 10 Eύρεση σειράς Maclaurin µε αντικατάσταση

B���	� 	� ����� Maclaurin 	
� cos 2x .

Λύση &	
� 	��
 	�� ������ Maclaurin 	
� cos x, ��	������	
���
	
 x �� 2x:

 � 

�

k�0
 (�1)k 2

2kx2k

(2k)!
 .

 � 1 � 2
2x2

2!
 � 2

4x4

4!
 � 2

6x6

6!
 � …

  cos  2x �

�

k�0
 
(�1)k(2x)2k

(2k)!
 � 1 � 

(2x)2

2!
 � 

(2x)4

4!
 � 

(2x)6

6!
 � …

 / 

 � 

�

n�0
 (�1)n x2n�1

2n � 1
 (� x � � 1)  tan�1 x � x � x

3

3
 � x

5

5
 � … � (�1)n x2n�1

2n � 1
 � …

 � 

�

n�
 (�1)n�1 x

n

n  (�1 � x � 1) ln (1 � x) � x � x
2

2
 � x

3

3
 � … � (�1)n�1 x

n

n  �…

 � 

�

n�0
 (�1)n x2n

(2n)!
  cos  x � 1 � x

2

2!
 � x

4

4!
 � … � (�1)n x2n

(2n)!
 � …

 � 

�

n�0
 (�1)n x2n�1

(2n � 1)!
  sin  x � x � x

3

3!
 � x

5

5!
 � … � (�1)n x2n�1

(2n � 1)!
 � …

ex � 1 � x � x
2

2!
 � … � x

n

n!
 � … � 


�

n�0
 x

n

n!

1
1 � x

 � 1 � x � x2 � … � (�x)n � … � 

�

n�0
 (�1)nxn   (� x � � 1)

1
1 � x

 � 1 � x � x2 � … � xn � … � 

�

n�0
 xn   (� x � � 1)
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E#. (5) ��
	
 2x �	�
���� 	
� x



H E#����� (5) ������ ��� �� � x � � , ��� ��� ��� �� � 2x � � ,
��
����� � ����� �
� ������ ��������� ��� ���� x . =��
�	�� 	��
������ 54 �� �������	� ���	� � ����� �
� ������ ��� ��
��� �� ��-
��� ���� ��� 	� ����� Maclaurin 	
� cos 2x .

Παράδειγµα 11 Eύρεση σειράς Maclaurin µε πολλαπλασιασµό

B���	� 	� ����� Maclaurin 	
� x sin x .

Λύση "
����������
��� 	
� 	��
 	�� ������ Maclaurin 	
�  sin
x (E#����� (4)), �� 	
 x :

H ��
���	
��� ����� ��������� ��� ���� x, ���
���
� �	� � ���-
�� 	
� sin x ��������� ��� ���� x . =��
�	�� 	�� ������ 54 �� ���-
����	� ���	� � ����� �
� ������ ��� ��
��� �� ����� ���� ��� 	�
����� Maclaurin 	
� x sin x .

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.7

 � x2 � x
4

3!
 � x

6

5!
 � x

8

7!
 � … .

 x  sin  x � x �x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � x

7

7!
 � …�

658 Κεφάλαιο 8. Άπειρες σειρές

Eύρεση πολυωνύµων Taylor
&	�� A������� 1-6 ���	� 	� �
������� Taylor 	�#��� 0, 1,
2, ��� 3 �
� �����
�	�� ��� 	�� f �	
 a

1. f(x) � ln x , a � 1

2. f(x) � ln (1 � x) , a � 0

3. f(x) � a � 0

4. f(x) � sin x , a � � 4

5. f(x) � cos x , a � � 4

6. f(x) � , a � 4

Eύρεση σειρών Maclaurin 
B���	� 	�� ������ Maclaurin ��� 	�� �����	����� 	��
A������� 7-14.

7. e�x

8.

9. sin 3x

10. 7 cos (�x)

11. cosh x �

12. sinh x �

13. x 4 � 2x 3 � 5x � 4

14. (x � 1)2

Eύρεση σειρών Taylor 
&	�� A������� 15-20, ���	� 	�� ������ Taylor �
� �����
-
�	�� ��� 	�� f �	
 x � a .

15. f(x) � x 3 � 2x � 4, a � 2

16. f(x) � 3x 5 � x 4 � 2x 3 � x 2 � 2, a � �1

17. f(x) � 1 x 2, a � 1

18. f(x) � x (1 � x) , a � 0

19. f(x) � ex, a � 2

20. f(x) � 2x, a � 1

Σειρές Maclaurin 
K��
�	�� 	�� ��	������ ��	���	��	���, ���� �	
 "���-
������ 10, ���	� 	�� ������ Maclaurin ��� 	�� �����	�����
	�� A������� 21-24.

21. e�5x 22.

23. sin 24. cos 

Σειρές Maclaurin 
M� ��	������ ����� 	�� ������ Maclaurin �
� ���
�	��
�	
� ������ 	�� 	����	���� ���	�	��, ���	� 	�� ������
Maclaurin ��� 	�� �����	����� 	�� A������� 25-34.

25. xex 26. x 2 sin x

27. � 1 � cos x 28. sin x � x �

29. x cos �x

x3

3!
x2

2

�x�px
2 �

e�x / 2

 / 

 / 

ex � e�x

2

ex � e�x

2

1
1 � x

�x

 / 

 / 

1
(x � 2)

 ,

 .
CD-ROM
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30. cos2 x (Y�������: cos2 x � (1 � cos 2x) 2.)

31. sin2 x 32.

33. x ln (1 � 2x) 34.

Eκτίµηση σφάλµατος
35. Mάθετε γράφοντας '�� �
��� ��	� ��
������� 	���� 	
� x

��
�
��� �� ��	���	��	��
��� 	
 sin x �� 	
 x � (x3/6)
��	� 	
 ��
������	��� ������ �� ��� ��������� 	

5 � 10�4; A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

36. Mάθετε γράφοντας K��	� ��� ��	����� 	
� ��
������	�-
�
� ������	
� �� ��	���	��	��
��� 	
 cos x �� 	

1 � (x 2 2) ��� �x � � 0,5. H �
��	�	� 1 � (x 2 2) �������
������	���� � �����	���� 	���� ��� 	
 cos x; A�	�
�
-
���	� 	�� ����	��� ���.

37. Γραµµική προσέγγιση του sin x "��
 ���� ����� � ��
���-
���� sin x � x ��� �x � � 10�3; '�� �
��� ��� 	�� 	����
��	�� 	
� x ������ x � sin x;

38. Γραµµική προσέγγιση του H ��
������� �
1 � (x 2) ������
�
���	�� ��� ����� x. E�	����	� 	

������ ��� �x � � 0,01.

39. ∆ευτεροβάθµια προσέγγιση του ex

(�) H ��
������� ex � 1 � x � (x 2 2) ������
�
���	��
��� ����� x. M� ����� 	
� �������	
� ��	������
��
�
��
� ��	����	� 	
 ������ ��� �x � � 0,1.

(�) '�� x � 0, � ����� 	
� ex ����� �������������.
X�����
�
���	� 	
 ������� ��	������ �������-
������� ������ ��� �� ��	�����	� 	
 ������ ��
-
�������� 	
� ex �� 	
 1 � x � (x 2 2) ��� �0,1 � x
� 0. &�������	� 	�� ��	����� ��� �� ��	�� �
�
����	� �	
 ���	��� (�).

40. Kυβική προσέγγιση του sinh x E�	����	� 	
 ������ 	��
��
�������� sinh x � x � (x 3 3!) ��� �x � � 0,5. (Y�����-
��: X�����
�
���	� 	
 R4, ��� 	
 R3.)

41. Γραµµική προσέγγιση του eh '�� 0 � h � 0,01, ���#	� �	� 	

eh ��
��� �� ��
������	�� ��� 	
 1 � h �� ������ ���
������	��
 	
� 0,6% 	
� h . %�����	� �	� e0,0l � 1,01.

42. Προσεγγίζοντας το ln (1 � x) µε το x '�� �
��� ��	���� 	�-
��� 	
� x ��
�
��� �� ��	���	��	��
��� 	
 ln (1 � x)
�� 	
 x, ��	� 	
 ��
������	��� ������ �� ��� ����-
����� 	
 1% 	
� x;

43. Eκτίµηση του �/4 *�	� �	� ���
��� �� ��	����
��� 	

� 4 ��
�
���
�	�� 	�� ��	������ ����� Maclaurin
	�� �����	���� tan�1 x �	
 x � 1. X�����
�
���	� 	

������� ��	������ �������������� ������ ��� ��
��
���
����	� ���
�� ��
�� 	�� ������ ��������	�,
��	� � ��
������� ��� �� ���� ������� ��
 ������-
��� <�����.

44. Φράγµα της y � (sin x)/x

(�) X�����
�
���	� 	� ����� Maclaurin 	
� sin x ���
	
 ������� ��	������ �������������� ������
��� �� ���#�	� �	�

(�) Mάθετε γράφοντας &������	� �� �
��� ����� 	��
f(x) � (sin x) x ��� 	�� �����	����� y � 1 � (x 2 6)

��� y � 1 ��� �5 � x � 5. &�
����	� 	� ����� ��-
	�#� 	�� �������� 	
� �����	
�.

∆ευτεροβάθµιες προσεγγίσεις

T
 �
������
 Taylor 	�#�� 2 �
� ������	�� ��� 	� �����
����
������ �����	��� f(x) �	
 x � a �����	�� 
�����-
������ ����"		��� 	�� f �	
 x � a &	�� A������� 45-48,
������	� �� ���	� 

(�) 	� �������
�
���� (�
������
 Taylor 	�#�� 1)
�	
 x � 0

(�) 	� ���	��
����� ��
������� 	�� f �	
 x � 0.

45. f(x) � ln (cos x) 46. f(x) � esin x

47. f(x) � 1 48. f(x) � cosh x

Θεωρία και παραδείγµατα
49. Θεώρηµα Taylor και θεώρηµα µέσης τιµής E#����	� ���	� 	


������� ����� 	���� (E��	�	� 3.2, %������ 4) ��
-
	���� ������ �����	��� 	
� �������	
� Taylor.

50. Γραµµικοποιήσεις σε σηµεία καµπής (�������� ��� 
�� E��-

�
� 3.6, ������ 49) 5��#	� �	� �� � ������� �����	�-
�� ���� ����� ����
������� �����	���� f(x) ���� ��-
���
 ������ �	
 x � a , 	�	� � �������
�
���� 	�� f
�	
 x � a ������	�� �� 	� ���	��
����� ��
�������
	�� f �	
 x � a . A�	�� ����� ��� 
 ���
� ��� 	
� 
�
�

� ����	����� ������ 	�������� 	��
 ���� �	�� �����-
�� �	� ������ ������.

51. Tο (δεύτερο) κριτήριο δεύτερης παραγώγου X�����
�
��-
�	� 	�� �#����� 

f(x) � f(a) � f 	(a)(x � a) � (x � a) 2

��� �� ��	
������	� 	
 ����
��
 ���	���
.
*�	� �	� � f ���� ������ ���	� ��� ���	��� ��-

�����
 ��� �	� f 	(a) � 0. &	�� �����	��� ��	�

(�) H f ���� 	
���� �����	
 �	
 a �� f � � 0 �� ��
 	

����	��� �	
 ���	����� 	
� 
�
�
� ������ 	
 a .

(�) H f ���� 	
���� ������	
 �	
 a �� f � � 0 �� ��
 	

����	��� �	
 ���	����� 	
� 
�
�
� ������ 	
 a .

52. Kυβική προσέγγιση X�����
�
���	� 	
� 	��
 	
� Taylor
�� a � 0 ��� n � 3 ��� �� ���	� 	� ������ ����� ��
-
������� 	�� f(x) � 1 (1 � x) �	
 x � 0. B���	� ��� ���
������ 	
� ��
������	��
� ������	
� ��� �x � � 0,1.

53. Bελτίωση προσεγγίσεων του �

(�) *�	� P ��� ��
������� 	
� � �� ������� n ����-
����� <�����. 5��#	� �	� � �
��	�	� P � sin P
��
�������� 	
 � �� ������� 3n ��������� <�-
����. (Y�������: %��	� P � � � x.)

(�) 5
�����	� 	
 �� ��� �
���
�	�����.

54. H σειρά Maclaurin την οποία παράγει η f(x) � ‚�
n = 0 anx

n είναι η
‚�

n = 0 anx
n H �����	��� �
� 
����	�� ��� 	� �����
�����

anxn �� ��	���  ��������� c � 0 ���� �����
Maclaurin �
� ��������� �	� �����	��� �� ���� ��-
���
 	
� ����	���	
� (�c , c). A�
���#	� 	�� ��������
���	��� �����
�	�� �	� � ����� Maclaurin 	�� 
�
��
������� � f(x) � anx

n ����� � ���� � anx
n.
�

n�0
�
n�0


�
n�0

 / 

f �(c2)
2

�1 � x2
 / 

 .

 /  / 

1 � x
2

6
  �   sin  x

x   �  1,   x � 0.

 / 

 / 

 / 

 / 

 / 

�1 � x�1 � x

 /  / 

1
(1 � x)2

x2

1 � 2x

 / 
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M�� ����� �������� ����� �	� ������ ���� �

x sin x � x 2 �

��� � 

x 2ex � x 2 � x 3 �

�
� ��
���	
�� �� �
����������
��� ������ Maclau-
rin �� �������� 	
� x ���� ��� ���� 
� ������ �
� ��
-
���	
�� �� 	�� 
�
������� � 	�� ���������� ����
�������
���� �����
������, ����� 
� ����� 
� ������
Maclaurin 	�� �����	����� 	�� 
�
��� �����	��
��.

55. Σειρές Maclaurin για άρτιες και περιττές συναρτήσεις *�	�
�	� � f(x) � anx

n ��������� ��� ���� x �	
 ��
��	�
����	��� (�c , c) .

(�) 5��#	� �	� �� � f ����� ��	��, 	�	� a1 � a3 � a5 � …
� 0Ø �	� ������ � ����� 	�� f �������� ���
 ��	���
�������� 	
� x .

(�) 5��#	� �	� �� � f ����� ����		�, 	�	� a0 � a2 � a4 �
… � 0Ø �	� ������ �	� � ����� 	�� f �������� ���

����		�� �������� 	
� x .

56. Πολυώνυµα Taylor περιοδικών συναρτήσεων

(�) 5��#	� �	� ���� ������� ����
���� �����	���
f(x), �� � x � � , ����� ��
��	�� ��������. 5��#-
	� ������ �	� ������� ��	��� �	����� M 	�	
��
��	� � f(x) � � M ��� ���� x .

(�) 5��#	� �	� 	
 ������� ���� �
������
� Taylor
��	��
� ���
� �
� ������	�� ��� 	�� f(x) � cos x

������ 	����� �� ��
�������	�� ��� 	
 �������
	
� cos x ����� 	
 �x � ��#���	�� (���	� 	
 &����
8.19). "����
�� ��������
�� ��
�� 	� �
�������
Taylor 	
� sin x (&���� 8.21).

57. (�) ∆ύο γραφήµατα &������	� �� �
��� ����� 	�� ��-
������ y � (1 3) � (x 2) 5 ��� y � (x � tan�1 x) x 3

��� 	�� ������  y � 1 3.

(�) X�����
�
���	� ��� ��	������ ����� Maclaurin
��� �� ���������	� 	� �������	�. "
�� 	��� ����
	
 ���
 

58. Aπό όλα τα πολυώνυµα βαθµού � n, το πολυώνυµο Taylor τάξης n
αποτελεί την καλύτερη προσέγγιση *�	� f(x) ����
������ ��
����	��� ���	�
� x � a ��� �	� g(x) � b0 � b1(x � a) � …
� bn(x � a)n ����� �
������
 ���
� n �� �	����
�� ��-
�	����	�� b0, . . . , bn. *�	� E(x) � f(x) � g(x). 5��#	� �	�
�� �����
��� �	
 g 	�� ��������

(�) E(a) � 0

(�)

	�	�

g(x) � f(a)� f 	(a )(x � a)�
f n(a)
——2! (x � a) 2 � … �

f (n)(a)
——–

n!  (x�a)n.

5�����, 	
 �
������
 Taylor Pn(x) ����� 	
 ���
 �
���-
���
 ���
� �����	��
� � ��
� �� n ��� 	
 
�
�
 	
 ��
-

������	��� ������ ����� ����� �	
 x � a ��� �����	�
 ��-
���������
 �� 	
 (x � a)n

Γραµµικές, δευτεροβάθµιες και τριτοβάθµιες
προσεγγίσεις
O 	��
� 	
� Taylor ��� n � 1 ��� a � 0 ����� 	� �������
-
�
���� ���� �����	���� �	
 x � 0. '�� n � 2 ��� n � 3, ��-
��� 	�� �������� ���	��
������ ��� 	��	
������ ��
�����-
����. &	�� �������� �
� ��
�
��
��, ������	� �� ��������-
��	� 	� ������	� 	�� ��
��������� ��	��. &�����������
	����	�� ��
 ���	���	�:

(�) '�� �
��� 	���� 	
� x ��
��� �� ��	���	��	���� �
�����	��� ��� ������� ��
������� �� ������
�����	��
 	
�  10�2;

(�) "��
 ����� 	
 �����	
 ������ �
� �������	� ��
��	���	��	���	� 	� �����	��� �� ������� ��� 	��
��
��������� ��	�� �	
 ����	��� �
� ����	��;

M� 	� ����� ���
�
� ���	���	
� ��
�
���	���� ����-
���, ��	����	� 	� ����
��� ���	� ��� 	�� �����	�����
��� 	� ����	���	� 	�� A������� 59-64. A�	� �� ��� 
�-
����� �� ����	���	� �	� ���	���	� (�) ��� ().

B��� 1: &������	� 	� �����	��� �	
 ����	���
�
� ����	��.

B��� 2: B���	� 	� �
������� Taylor P1(x) , P2(x) ,
��� P3(x) �	
 x � 0.

B��� 3: Y�
�
���	� 	� (n � 1)-�	� �������

f (n�1)(c) �
� ��������	�� �	
� 	��
 	
� ��
�
��
�
���� �
������
� Taylor. &������	� 	�� ������-
�
 �����	���� 	
� c �	
 ���
 ����	��� ��� ��	�-
���	� 	� �����	� �����	� 	��� 	��, M .

B��� 4: Y�
�
���	� 	
 ����
��
 Rn(x) ��� ����
�
������
. X�����
�
���	�� 	�� 	��� M 	
� �-
��	
� 3 ��	� ��� 	�� f (n�1 )(c) , �������	� 	
 Rn(x)
�	
 ���
������
 ����	���. K�	���� ��	����	�
	�� 	���� 	
� x �
� ����	
�� �	
 ���	��� (�).

B��� 5: &�������	� 	
 ��	������
 ������ �� 	

������	��� ������ En(x) � � f (x) � Pn(x) � ������-
�
�	�� 	
 En(x) �	
 ����	���. *	�� �� ����	���-
	� �	
 ���	��� ().

B��� 6: &������	� �� �
��� ��������� 	� �����-
	��� ��� 	�� 	���� ��
��������� 	�� ��	� Taylor.
&�
����	� 	�� �������� �����	����� ����
����
�� ��� ����	� �	� ���	� 4 ��� 5.

59. f(x) � , �x � �

60. f(x) � (1 � x) , � � x � 2

61. f(x) � , �x � � 2

62. f(x) � (cos x)(sin 2x) , �x � � 2

63. f(x) � e�x cos 2x , �x � � 1

64. f(x) � sin 2x , �x � � 2ex / 3

x
x2 � 1

1
2

3 / 2

3
4

1

�1 � x

 .

lim
xl a

  
E(x)

(x � a)n � 0,

lim
xl 0

  x � tan�1 x
x3

 ;

 / 

 /  /  / 


�
n�0

 ,

x4

2!
 � x

5

3!
 � … ,

x4

3!
 � x

6

5!
 � x

8

7!
 � …
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T

T
 ��
������	��� ������
��������	�� ��� x � a .

T
 ������ ����� �����	�

�����������
 �� 	�� �
��	�	� 
(x �a )n.
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8.8
∆ιωνυµική σειρά για δυνάµεις και ρίζες • Λύσεις διαφορικών
εξισώσεων σε µορφή σειρών • Όρια που περιλαµβάνουν
απροσδιόριστες µορφές και υπολογίζονται µε δυναµοσειρές
• Tόξα εφαπτοµένης

%� �
��� 	��� �� �
�
� 	���
 
� ����	��
��� ��� 
� �������
� ���-
���
�
�
�� 	�� �����
������ �� ��� ������� �����
���.

∆ιωνυµική σειρά για δυνάµεις και ρίζες
H ����� Maclaurin 	�� 
�
�� ������� � f (x) � (1 � x)m, ��
� m �����
�	�����, �����

H ����� ��	�, �
� �����	�� 
�������� �����, ��������� ��
��	�� ���
�x � � 1. '�� �� ��	���#
��� �	�� �������� ������� 	�� ������, ��-
	�����
��� ���	� 	� �����	��� ��� 	�� �������
�� 	��:

K�	���� 	�� ��
	��
��� �	
 x � 0 ��� 	�� ��	������	
��� �	
� 	��

	�� ������ Maclaurin, ��	� �� ���
��� 	� ��������� �����.

A� 
 m ����� ������
� ������	��
� � ��
� 	
� �������, � �����
�	���	� ��	� ��� (m � 1) ��
��, ���	� 
� ���	����	�� ��� k � m � 1
��� ���#�� �������
�	��.

A� 
 m ��� ����� ��	���� ������
� � �����, � ����� ����� ������
��� ��������� ��� �x � � 1. '�� �� ���	� ���	� �������� ��	�, ��	� uk 

��
� �
� �������� 	
 xk. E������
��� 	�	� 	
 ���	���
 	
� ���
� ���
�����	� ��������, 
��	� ���
��� �	� 

H �� 	��� ������� ��
�������� �
���� �	� � ��������� �����
������	�� ��� 	�� (1 � x)m ��� �	� ��������� ��� �x � � 1. 5�� ��
���-
#��� �	� � ����� ��������� �	� �����	��� (1 � x)m. *	�� ��������
��	��, ���� ��	� �� 	
 ���	
��� ����� ������#�.

� uk�1
uk

� � �m � k
k � 1

 x � l  � x �   �����  k l  �.

f (k)(x) � m(m � 1)(m � 2) … (m � k � 1)(1 � x)m�k
 .

 �
 �
 �

f �(x) � m(m � 1)(m � 2)(1 � x)m�3

f �(x) � m(m � 1)(1 � x)m�2

f 	(x) � m(1 � x)m�1

f(x) � (1 � x)m

 � 
m(m � 1)(m � 2) … (m � k � 1)

k!
 xk � … .

 1 � mx � 
m(m �1)

2!
 x2 � 

m(m � 1)(m � 2)
3!

 x3 � …
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8.8 Eφαρµογές δυναµοσειρών

∆ιωνυµική σειρά
'�� �1 � x � 1, ������ �	�

��
� �# 
����
� 

��� �m
k� � 

m(m � 1)(m � 2) … (m � k � 1)
k!

  � �� k � 3.

�m
1� � m ,   �m

2� � 
m(m � 1)

2!
 ,

(1 � x)m � 1 � 

�

k�1
 �m

k� xk ,



Παράδειγµα 1 Xρήση της διωνυµικής σειράς

'�� m � �1, �����

���

M� ��	�� 	�� 	���� ��� 	
�� ���	����	��, 
 	��
� 	�� ����������
������ ����� 	� ����	� ��� �����	���� �����

(1 � x)�1 � 1 � (�1)kxk � 1 � x � x 2 � x 3 � … � (�1)kxk � … .

Παράδειγµα 2 Xρήση της διωνυµικής σειράς

'�����
��� ��� 	�� E��	�	� 3.6, "��������� 1, �	� 	 1 �
(x 2) ��� ����� �x �. '�� m � 1 2, � ��������� ����� ��� ������� ��-
���	��� ��
��������� 	�� �����	���� , ���� �
��������
���	��
� � ��� ������	��
� ���
�, ��� �� 	
 ������� ��	������
�������������� ������ ��
�
��� �� ��	����
��� 	
 ��	��	
��

������:

A�	������	��	�� 	
 x ��	�������, �����
��� ��
������	���� ��-
������� ��� ����
��� ����� �����	�����. '�� ����������,

Λύσεις διαφορικών εξισώσεων σε µορφή σειρών
/	�� ��� ��
�
��� �� �
��� ��� ���	��� ���� ������� 	�� �����
���� ��
����	
� ������� 	���� (���. ���� ����
����� �#������),
��
����
��� �� «<������
���» 	� ���� �� ���
�� 	���
��. *���
�# ��	�� ����� �� 	�� ������
��� �� �
��� �����
������. A� ��	�
����� ����	�, 	�	� � �����
����� ��� ��
������ �� �
����������
��
��������� 	�� �����, ������  �
� ��
��� �� ��� ����� ��� 	� ��-
���������� �����
��. T
 ���	
 ���������� ("��������� 3) ���-
����	�� �� ��� ���	
	�#�� �������� ����
���� �#����� �
� ��
-
��� �� ����� �� �����
�� �
� ��
��� ��� ���. M�
��� ���� �� �����
��� �� �����
������. T
 ���	��
 ���������� ("��������� 4) ����
�� ����� �� ��� �#����� �
� ��� ����	�� �� �����
�� �
� ��
���
��� ��������.

 �1 � 1x 	 1 � 1
2x

 � 1
8x2

  ��� ����� � 1
x �, ���. ��� �����
  � x �.

 �1 � x2 	 1 � x
2

2
 � x

4

8
    ��� ����� � x2

 � 

 � 1 � x
2

 � x
2

8
 � x

3

16
 � 5x4

128
 � … .

� 
�1

2� ��1
2� ��3

2� ��5
2�

4!
 x4 � …

 (1 � x)1 / 2 � 1 � x
2

 � 
�1

2� ��1
2�

2!
 x2 � 

�1
2� ��1

2� ��3
2�

3!
 x3

�1 � x
 /  / 

�1 � x



�

k�1

��1
k � � 

�1(�2)(�3) … (�1 � k � 1)
k!

 � (�1)k �k!
k!� � (�1)k

 .

��1
1� � �1,   ��1

2� � 
�1(�2)

2!
 � 1,
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Παράδειγµα 3 Λύση σε µορφή σειράς προβλήµατος αρχικών
τιµών

N� ����� 	
 ������� ������� 	����

y	 � y � x , y(0) � 1.

Λύση *�	� �	� ������� ���� 	�� �
����

y � a0 � a1x � a2x
2 � … � an�1x

n�1 � anx
n � … . (1)

&	��
� ��� ����� �� �
��� 	
�� ���	����	�� ak �	�� ��	� � �����
��� � ���	� 	�� �������
�,

y	 � a1 � 2a2x � 3a3x
2 � … � nanx

n�1 � … (2)

�� ����
�
�
�� 	� �
����� ����
���� �#����� ��� 	�� ������ ���-
����. H ����� y	 � y ����� � ����
�� 	�� ������ (1) ��� (2):

y	 � y � (a1 � a0 ) � (2a2 � a1 )x � (3a3 � a2 )x 2 � … 

� (nan � an�1 )xn�1 � … . (3)

A� � y ����
�
��� 	�� �#����� y	 � y � x , 	�	� � ����� 	�� E#�-
����� (3) �� ��
�	�� �� x K�� ����
� � ��������	��� ���� ��-
���	����� ���� �����
������ ����� �
������, ���� ������ �	��
������ 45 	�� E��	�	�� 8.6, 
� ���	����	�� �	�� E#����� (3)

����
�� �� ����
�
�
�� 	�� �#�������

A�� 	�� E#����� (1) ���
��� �	� y � a0 ��� x � 0, 
��	� a0 � 1 (��-
���� �������). *�
��� �
����

A�	������	��	�� 	
�� ���	����	�� ��	
�� �	�� E#����� (1) ����-
�
���

H ���� 	
� ��
����	
� ������� 	���� ����� �
���� y � 2ex�1�x .

E�������
���:

 � 1 � x � 2(ex � 1 � x) � 2ex � 1 � x .

 � 1 � x � 2 �x2

2!
 � x

3

3!
 � … � x

n

n!
 � …�

 y � 1 � x � 2 � x
2

2!
 � 2 � x

3

3!
 � … � 2 � x

n

n!
 � …

 a 3 � 
a 2

3
 � 2

3 � 2
 � 2

3!
 ,   … ,   an � 

an�1

n  � 2
n!

 , … .

 a 0 � 1,   a 1 � a 0 � 1,   a 2 � 
1 � a 1

2
 � 1 � 1

2
 � 2

2
 ,

 �

 �

 �

 nan � an�1 � 0 

 �

 �

 �

 3a 3 � a 2 � 0 

 2a 2 � a 1 � 1 

 a 1 � a 0 � 0 

 .
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&	����
� ��
�

&��	����	�� 	
� x

&��	����	�� 	
� x 2

.

.

.

&��	����	�� 	
� xn�1

.

.

.

Bιογραφικά στοιχεία

John Van Neumann
(1903-1957)

CD-ROM
∆ικτυότοπος

&���� Maclaurin 	
� ex –1 – x



y(0) � 2e0 � 1 � 0 � 2 � 1 � 1

���

y	 � y � (2ex � 1) � (2ex � 1 � x) � x .

Παράδειγµα 4 Eπίλυση διαφορικής εξίσωσης

N� ����� � ���� �� �
��� �����
������ 	��

y� � x 2y � 0. (4)

Λύση Y�
��	
��� �	� ������� ���� 	�� �
����

y � a0 � a1x � a2x
2 � … � anx

n � … (5)

��� ����
��� �
�
� 
����
�� �� ����� 
� ���	����	�� ak 
�	�� ��	�
� ����� ��� � ���	��� ��������� 	��

y� � 2a2 � 3 � 2a3x � … � n(n � 1)anx
n�2 � … (6)

�� ����
�
�
�� 	�� E#����� (4). H ����� 	
� x 2y ��
�	�� �� x 2 ���
	� ����� 	
� y, 
��	�, ��� 	�� E#����� (5) ��
���:

x 2y � a0x 2 � a1x
3 � a2x 4 � … � anxn�2 � … . (7)

H ����� 	
� y� � x 2y ����� 	
 ���
���� 	�� ������ 	�� E#�������
(6) ��� (7):

y� � x 2y � 2a2 � 6a3x � (12a4 � a0 )x 2 � (20a5 � a1)x
3

� … � (n(n � 1)an � an�4)x
n�2 � … . (8)

"�
��#	� �	� 
 ���	����	�� 	
� xn�2 �	�� E#����� (7) ����� an�4.
A� 	� y ��� y� ����
�
�
�� 	�� E#����� (4), 
� ���	����	�� ���� ��-
����� 	
� x �	
 ��#�� ���
� 	�� E#������ (8) �� ������ �� ������-
�
�	��:

2a2 � 0, 6a3 � 0, 12a4 � a0 � 0, 20a5 � a1 � 0, (9) 

��� ��� ���� n � 4,

n(n � 1)an � an�4 � 0. (10)

B���
��� ��� 	�� E#����� (5) �	�

a0 � y(0), a1 � y	(0).

M� ���� �����, 
� ��
 ���	
� ���	����	�� 	�� ������ ����� 
� 	����
	�� y ��� y	 ��� x � 0. O� E#������� (9) ��� 
 �����
����� 	��
� 	��
E#������ (10) ��� ���	���
�� �� ��
�
���
��� 	
�� ����
��
�� ��-
�	����	�� �����	���� 	�� a0 ��� a1.

O� ��
 ���	�� ��� 	�� E#������� (9) ���
��

a2 � 0, a3 � 0.

H E#����� (10) ����� an�4 � 0, 
��	� an � 0, �
� �������� �	�  

a6 � 0, a7 � 0, a10 � 0, a11 � 0,

��� �	� ��������	�� ������ ���� ���
� ���	����	�� an �� ����	� 
n � 4k � 2 � 4k � 3. '�� 	
�� ����
��
�� ���	����	��, ��
���

,


��	�

an � 
�an�4

n(n � 1)
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���

'�� �����	��
�� ���
��, ������
��� 	�� 	����� ���� �� ���
����
��
 ������, � ��� �� ���	����	� 	
 a0, � ���� �� 	
 a1:

K�� 
� ��
 ��	�� ������ �������
�� ��
��	�� ��� ���� x , ���� ��
-
���	�� ���
�� ��� 	
 ���	���
 	
� ���
�.

Όρια που περιλαµβάνουν απροσδιόριστες µορφές και
υπολογίζονται µε δυναµοσειρές
M������ �
��� ��
�
��� �� ��
�
���
��� ���
�������	�� �
����
������
�	�� 	�� ���	���� �����	����� �� ������ Taylor.

Παράδειγµα 5 Όρια και δυναµοσειρές

Y�
�
���	� 	


Λύση H ������ Maclaurin 	�� sin x ��� tan x , ����� 	
� ��
 x 5, ��-
���

*	��,

���

X�����
�
���	�� �
���� ������ ��� 	�� ������ 	
� limnl 0 ((1 sin x)
� (1 x)) , ����
��� ��� ���
 	
 ��	
����
 ���
 ���� ��� ���� ��
-
������	��� 	��
 ��� 	
 csc x .

Παράδειγµα 6 Όρια και δυναµοσειρές

N� ����� 	
 

lim
xl 0

  � 1
 sin  x

 � 1x� .

 / 

 / 

 � �1
2

 .

 lim
xl 0

   sin  x �  tan  x
x3

 � lim
xl 0

  ��1
2

 � x
2

8
 � …�

 sin  x �  tan  x � �x3

2
 � x

5

8
 � … � x3 ��1

2
 � x

2

8
 � …�

 sin  x � x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � … ,    tan  x � x � x

3

3
 � 2x5

15
 � … .

lim
xl 0

   sin  x �  tan  x
x3

 .

 � a 1 �x � x5

4 � 5
 � x9

4 � 5 � 8 � 9
 � x13

4 � 5 � 8 � 9 � 12 � 13
 � …� .

 y �  a 0 �1 � x4

3 � 4
 � x8

3 � 4 � 7 � 8
 � x12

3 � 4 � 7 � 8 � 11 � 12
 � …�

 a 13 � 
�a 9

12 � 13
 � 

�a 1

4 � 5 � 8 � 9 � 12 � 13
  .

 a 5 � 
�a 1

5 � 4
  ,   a 9 � 

�a 5

9 � 8
 � 

a 1

4 � 5 � 8 � 9
  ,

 a 12 � 
�a 8

11 � 12
 � 

�a 0

3 � 4 � 7 � 8 � 11 � 12

 a 4 � 
�a 0

4 � 3 

  ,   a 8 � 
�a 4

8 � 7
 � 

a 0

3 � 4 � 7 � 8
  ,
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Λύση

&������,

A�� 	
 	����	��
 ������ ���
��� �	� ��� ����� �x � �� ������

Tόξα εφαπτοµένης
&	�� E��	�	� 8.6, "��������� 5, ������ ��� ������� �� �
��� ���-
��� ��� 	�� tan�1 x, ���������
�	�� 	�� (�����	�, 	�	�) �����	���

��� �	� �������� 
�
������
�	��,

+�	��
, ��� ��
���#��� 	
 ������� 
�
�������� ��
 ��
� ��
, ��-
	� �
� � 	����	��� ������� ��
7�
��	��. %� ����������
��� 	���
	� ����� 	�� tan�1 x, 
�
������
�	�� ��	� ���� 	
� 	��


��
� 
 	����	��
� ��
� ��
����	�� ��� 	�� ���
��� 	�� ��
�������-
��� ���� ����
������ �� �����	���� ����� �� ������ ��
 a �
(�1)n�1t 2n�2 ��� ���
 r � �t 2. O�
������
�	�� ��	� ���� 	�� 	����-
	��� �#����� ���     t � 0 ��� t � x �����
���

��
�

O ���
�
���	�� 	�� 
�
�����	��� �
��	�	�� ����� ������	��
� �
��
� 	
� 1Ø �	��,

'�� �x � � 1, 	
 ��#�� ���
� 	�� �����	�	�� ��	�� 	����� �	
 ����� ��-
��� n l �. &������, limnl � R(n , x) � 0 ��� �x � � 1 ���

� R(n , x) � � �� x �

0
 t 2n�2 dt � 

� x �2n�3

2n � 3
 .

R(n , x) � � x

0
 
(�1)n�1t 2n�2

1 � t 2
 dt .

 tan�1 x � x � x
3

3
 � x

5

5
 � x

7

7
 � … � (�1)n x2n�1

2n � 1
 � R(n , x) ,

1
1 � t 2

 � 1 � t 2 � t 4 � t 6 � … � (�1)nt 2n � 
(�1)n�1t 2n�2

1 � t 2
 ,

 tan�1 x � x � x
3

3
 � x

5

5
 � x

7

7
 � … .

d
dx

  tan�1 x � 1
1 � x2

 � 1 � x2 � x4 � x6 � …

1
 sin  x

 � 1x 	 x � 1
3!

 � x
6

  ���.   csc x 	 1x � x
6

 .

lim
xl 0

  � 1
 sin  x

 � 1x� � lim
xl 0

  �x 

1
3!

 � x
2

5!
 � …

1 � x
2

3!
 � …� � 0.

 � 

x3 � 1
3!

 � x
2

5!
 � …�

x2 �1 � x
2

3!
 � …�

 � x 

1
3!

 � x
2

5!
 � …

1 � x
2

3!
 � …

  .

 1
 sin  x

 � 1x � x �  sin  x
x  sin  x

 � 

x � �x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � …�

x � �x � x
3

3!
 � x

5

5!
 � …�
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%�	
�	�� x � 1 �	� ����� 	
� tan�1 x �����
��� 	
� �������
 ��� ��
Leibniz:

H ����� ��	� ��������� �#����	��� ���� ��� �� ���� ���
�� �������-
	�	�, ��
������
� ��� ��������� ��
��������� 	
� �. "�
	���	���
��� 	
� ��
�� ��	�� ����� � ����� 	
� 	��
� 

��
� ������
�
�
��	�� 	���� 	
� x ����	��� �	
 �����.

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.8

p � 48  tan�1 1
18

 � 32  tan�1 1
57

 � 20  tan�1 1
239

 ,

p
4

 � 1 � 1
3

 � 1
5

 � 1
7

 � 1
9

 � … � 
(�1)n

2n � 1
 � … .

 tan�1 x � 

�

n�0
 
(�1)nx2n�1

2n � 1
 ,   � x � � 1.

6678.8. Eφαρµογές δυναµοσειρών

A�
�
��
��� 	� ���
�
 ��	�, ��	� 	
�
��������� ��
�
����
� 	�� ������
Maclaurin, ���	� 
� 	��
� 	��
��������� ������	���� 	�#�� 	
�
tan�1 x ���
�	�� �
����
�
�.

∆ιωνυµικές σειρές
B���	� 	
�� ���	
�� 	������� ��
�� 	�� ���������� ���-
��� ��� 	�� �����	����� 	�� A������� 1-10.

1. (1 � x) 2. (1 � x)

3. (1 � x) 4. (1 � 2x)

5. 6.

7. (1 � x 3) 8. (1 � x 2)

9. 10.

N� ���
�� 
� ���������� ������ ��� 	�� �����	����� 	��
A������� 11-14.

11. (1 � x) 4 12. (1 � x2 )3

13. (1 � 2x) 3 14.

Προβλήµατα αρχικών τιµών
B���	� ������ �� �
��� ������ ��� 	� ��
����	� ����-
��� 	���� 	�� A������� 15-32.

15. y	 � y � 0, y(0) � 1 16. y	 � 2y � 0, y(0) � 1

17. y	 � y � 1, y(0) � 0 18. y	 � y � 1, y(0) � 2

19. y	 � y � x , y(0) � 0 20. y	 � y � 2x , y(0) � �1

21. y	 � xy � 0, y(0) � 1 22. y	 � x 2y � 0, y(0) � 1

23. (1 � x)y	 � y � 0, y(0) � 2

24. (1 � x 2)y	 � 2xy � 0, y(0) � 3

25. y� � y � 0, y	(0) � 1 ��� y(0) � 0

26. y� � y � 0, y	(0) � 0 ��� y(0) � 1

27. y� � y � x , y	(0) � 1 ��� y(0) � 2

28. y� � y � x , y	(0) � 2 ��� y(0) � �1

29. y� � y � �x , y	(2) � �2 ��� y(2) � 0

30. y� � x 2y � 0, y	(0) � b ��� y(0) � a

31. y� � x 2y � x , y	(0) � b ��� y(0) � a

32. y� � 2y	 � y � 0, y	(0) � 1 ��� y(0) � 0

Προσεγγίζοντας ολοκληρωτικές συναρτήσεις
µε πολυώνυµα
&� ������� ��� 	�� A������� 33-36, ���	� ��� �
������

�
� ��
�������� 	�� F(x) �	
 �
��� ����	���, �� �����
�
������	
� �����	��
 	
� 10�3.

33. F(x) � sin t 2 dt , [0, 1]

34. F(x) � dt , [0, 1]

35. F(x) � tan�1 t dt , (�) [0, 0,5] () [0, 1]

36. F(x) � dt , (�) [0, 0,5] () [0, 1]

Aπροσδιόριστες µορφές
B���	� 	� ���� 	�� A������� 37-42 �� ����� ������.

37. 38.

39. x 2(e � 1) 40.

41. 42. (x � 1) sin 

Θεωρία και παραδείγµατα
43. Σειρά του ln (1 � x ), �x � � 1 A�	���	��	��	� 	
 x �� 	
 �x

�	� ����� Maclaurin 	
� ln (1 � x) �	�� ��	� �� ����	�
	� ����� 	
� ln (1 � x). K�	���� �������	� ��	� �
�
����	� ��� 	� ����� Maclaurin 	
� ln (1 � x) ��� �� ���-
#�	� �	� ��� �x � � 1, ������

ln  1 � x
1 � x

 � 2 �x � x
3

3
 � x

5

5
 � …� .

1
x � 1

lim
xl �

lim
xl 0

  
ln  (1 � x2)
1 �  cos  x

lim
yl 0

  
 tan�1 y �  sin  y

y 3  cos  y
�1 / x2

lim
xl �

lim
tl 0

  
1 �  cos  t � (t 2

 / 2)

t 4
lim
xl 0

  
ex � (1 � x)

x2

� x

0
 
ln  (1� t)

t

� x

0

t 2e�t2� x

0

� x

0

�1 � x
2�

4

�1 � 2x�
1 / 3

�1 � 1x�
1 / 2

�1 / 3�1 / 2

�1 � x
2�

�2

�1 � x
2�

�2

1 / 2�1 / 2

1 / 31 / 2



44. Mάθετε γράφοντας "��
�� ��
�� 	�� ������ Maclaurin
	
� ln (1 � x) ������ �� ����������	� ��	� �� ���	�
���
� �	� ��
�
����	� 	
 ln (1,1) �� �����
� ������-
	
� �����	��
 	
� 10�8; A�	�
�
���	� 	�� ����	���
���.

45. Mάθετε γράφοντας &������ �� 	
 ������� ��	������
�������������� ������, ���
�� ��
�� 	�� ������
Maclaurin 	
� tan�1 1 ������ �� ����������	� ��	�
�� ���	� ���
� �	� ��
�
����	� 	
 � 4 �� �����
�
������	
� �����	��
 	
� 10�3; A�	�
�
���	� 	�� ���-
�	��� ���.

46. Σειρά Maclaurin του tan�1 x 5��#	� �	� � ����� Maclaurin
	�� f(x) � tan�1 x ��
������ ��� �x � � 1.

47. Πολυώνυµο Taylor του sin�1 x

(�) X�����
�
���	� 	� ��������� ����� ��� 	
 ���
-
��� �	�

sin�1 x � (1 � x 2)

��	� �� ��������	� 	
�� ���	
�� 	������� �� ��-
�����
�� ��
�� 	�� ������ Maclaurin 	
� sin�1 x .
"
�� ����� � ��	��� ���������;

(�) Πολυώνυµο Taylor του cos�1 x X�����
�
���	� 	

��
	������ (�) ��� �� ���	� 	
�� ���	
�� ���	�
�� �������
�� ��
�� 	�� ������ Maclaurin 	
�
cos�1 x

48. Σειρά Maclaurin του sin�1 x O�
������	� 	� ���������
����� 	�� �����	����� (1 � x 2) ��� �� ���#�	� �	�
��� �x � � 1, ������

sin�1 x � x �

49. Σειρά της tan�1 x για �x � � 1 "�
������
� �� ���#�	� �	�


�
������	� 	� �����

��� x ��� � �	�� ���	� �����	���, ��� ��� �� ��� x
�	� ���	���.

50. H τιµή του ��
n=0 tan�1 (2/n2)

(�) X�����
�
���	� 	
� 	��
 	�� ����	
����� ����
-
��� ��
 ������ ��� �� ���#�	� �	�

tan (tan�1 (n � 1) � tan�1 (n � 1)) �

��� ������� �	�

tan�1 � tan�1 (n � 1) � tan�1 (n � 1).

(�) 5��#	� �	�

� tan�1 (N � 1) � tan�1 N � .

(	) Y�
�
���	� 	
 tan�1 (2 n2 ) . / 
�
n�1

p

4

N

n�1
  tan�1 2

n 2

2
n 2

2
n 2

1
1 � t 2

 � 1
t 2

 � 1
1 � (1 / t 2)

 � 1
t 2

 � 1
t 4

 � 1
t 6

 � 1
t 8

 � …

  tan�1 x � �p

2
 � 1x � 1

3x3
 � 1

5x5
 � … ,  x � �1

  tan�1 x � p
2

 � 1x � 1
3x3

 � 1
5x5

 � … ,  x � 1



�

n�1
 
1 � 3 � 5 � … � (2n � 1)

2 � 4 � 6 � … � (2n)
 x2n�1

2n � 1 

 .

�1 / 2

 .

�1 / 2d
dx

 / 
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8.9    
Συντελεστές σειρών Fourier • Σύγκλιση σειρών Fourier
• Περιοδική επέκταση

M���	��	�� 	�� ����� �����	�	�� ��	� ���
� ���� ������� �
����-
�
� ������ �����
� ���
��, 
 '���
� ������	���� Jean-Baptiste
Joseph Fourier ��	���	����� 	
 ��	��� 	
� ��� ��
��� ��� �����	���
f(x) �� ������	�� �� 	�����
��	���� �����. '�����, �� � f(x) 
����	��
�	
 ����	��� �L � x � L , ��	
��� �� �
��� 	
�� ���	����	�� a0, an,
���       bn (n � 1) ��	� �� ������

(1)

"�
��#	� �	� 	
 ����	��� �L � x � L ����� ��		�
���� �� ��
� 	��
���� 	�� �#����. H E#����� (1) �����	�� ����� Fourier 	�� f �	
 ���-
�	��� (�L , L). O� ������ Fourier ��
�� ������ ����� �� ����	��
��-
��� ��� 	���
�
����� �����
��� ��	� 	� ����	� ��
����	�� ������
�����	�	��, ����	���� ����
�����, ������	������ ������� ��� ��-
�
����� 
�����, ��� ���
�. &	�� ���
��� ���	�	� �� �#�	��
��� 	��
	�����
��	����� ��	�� ������ �� ��������	����� ���� ���
����� ��-
���	���� f .

f(x) � 
a 0

2
 � 


�

n�1
 �an  cos  npx

L
 � bn  sin  npx

L � .

8.9 Σειρές Fourier

Bιογραφικά στοιχεία

Jean-Baptiste 
Joseph Fourier 

(1766-1830) 

CD-ROM
∆ικτυότοπος



Συντελεστές σειρών Fourier 
*�	� �����	��� f 
������� �	
 ��		�
���� ����	��� �L � x � L .
*�	� ����� �	� � f ��
��� �� ������	�� �� 	�����
��	���� ����� �-
��� 	�� E#������ (1). Z�	
��� ���� 	���
 ��
�
����
� 	�� ���	���-
�	�� a0, a1, a2, … , b1, b2, … . K����� ������� ��� 	
�� ��
�
����
��
��� ��
�� 	� 
������� 
�
�������	� 	
� "����� 8.3.

(&	�� A������� 17 ��� 21 ��� ��	��	�� 
 ��
�
������ 	�� 
�
�������-
	�� ��	��.)

Yπολογισµός του a0 O�
������
��� ��	� ���� 	�� E#����� (1) ���
�L ��� L ��� ����
��� �	� 
� ���#��� 
�
�������� ��� ���
���� ��
-
�
�� �� ��	���	�	��
��, 
��	� �����
���

(2)

'�� ���� ��	��� ������
 n , 	� ��
 	����	��� 
�
�������	� �	
 ��#��
���
� 	�� E#������ (2) �������
�	�� (T��
� 1 ��� 2 	
� "����� 8.3).
*	��,

=��
��� �� ��
� a0:

(3)

Yπολογισµός του am "
����������
��� ��	� ���� 	�� E#����� (1)
�� 	
 cos (m�x L), m � 0, ��� 
�
������
��� ��� �L ��� L :

(4)

T
 ���	
 
�
������� �	
 ��#�� ���
� 	�� E#������ (4) ��������	��
(T��
� 1 	
� "����� 8.3). E�����
�, 
� T��
� 3 ��� 4 	
� "����� 8.3

 � 

�

n�1
 bn �L

�L
  sin  npx

L
  cos  mpx

L
 dx .

 � 

�

n�1
 an �L

�L
  cos  npx

L
  cos  mpx

L
 dx

 �L

�L
 f(x)  cos  mpx

L
 dx � 

a 0

2
 �L

�L
  cos  mpx

L
 dx

 / 

a 0 � 1
L

 �L

�L
 f(x) dx .

�L

�L
 f(x) dx � 

a 0

2
 �L

�L
 dx � 

a 0 x
2 �L

�L
 � La 0 

.

 � 

�

n�1
 bn �L

�L
  sin  npx

L
 dx .

 �L

�L
 f(x) dx � 

a 0

2
 �L

�L
 dx � 


�

n�1
 an �L

�L
  cos  npx

L
 dx
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O ��
� a0 2 �	�� E#����� (1)
���������� �	
 �� ���	������ �
�������� �� 	
�� 	��
�� ��
�
����
�
	�� ���	����	�� Fourier.

 / 

Πίνακας 8.3 Tριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα

A� m ��� n ��	��
� ������
�, 	�	�

1.

2.

3.

4.

5. � L

�L
  sin  npx

L
  sin  mpx

L
 dx � �0,

L ,
 m � n ,

m � n .

� L

�L
  sin  npx

L
  cos  mpx

L
 dx � 0

� L

�L
  cos  npx

L
  cos  mpx

L
 dx � �0,

L ,
 m � n ,

m � n

� L

�L
  sin  npx

L
 dx � 0

� L

�L
  cos  npx

L
 dx � 0



���
�
�
�� �����	��� 	�� �#�����, 
��	�

*	��,

(5)

Yπολογισµός του bm "
����������
��� ��	� ���� 	�� E#����� (1)
�� 	
 sin (m�x L), m � 0, ��� 
�
������
��� ��� �L ��� L :

A�� 	
�� T��
�� 2, 4, ��� 5 	
� "����� 8.3, �����
���

*	��,

(6)

H 	�����
��	���� ����� (1), �� ���	����	�� a0, an, bn �
� ���
�	�� ���
	�� E#������� (3), (5), ��� (6), ��	��	
��� (�� 	
 m �	� ���� 	
� n), ��-
���	�� �����	�� �� ����� Fourier 	�� �����	���� f �	
 ����	���
�L�x�L . O� �	������ a0, an, ��� bn ����� 
� �������"� Fourier 	�� f .

Παράδειγµα 1 Eύρεση αναπτύγµατος σε σειρά Fourier

N� ����� 	
 ����	���� �� ����� Fourier 	�� �����	����

(&���� 8.22).

Λύση A�� 	
 &���� 8.22 ��
���	�� �	� L � �. &������, � E#���-
�� (3) ��� �����

'�� �� �
��� 	
 an ������
�
�
��� 	�� E#����� (5) ��	
�	��
��
� m 	
 n :

 ,

 � 1 � p
2

 .

 � 1p � 0

�p

 dx � 1p �p

0
 x dx

 a 0 � 1p �p

�p

 f(x) dx

f(x) � �1,
x ,

 �p � x � 0,
 0 � x � p ,

bm � 1
L

 �L

�L
 f(x)  sin  mpx

L
 dx .

�L

�L
 f(x)  sin  mpx

L
 dx � bm �L

�L
  sin  mpx

L
  sin  mpx

L
 dx � Lbm  

.

 � 

�

n�1
 bn �L

�L
  sin  npx

L
  sin  mpx

L
 dx .

 � 

�

n�1
 an �L

�L
  cos  npx

L
  sin  mpx

L
 dx

 �L

�L
 f(x)  sin  mpx

L
 dx � 

a 0

2
 �L

�L
  sin  mpx

L
 dx

 / 

am � 1
L

 �L

�L
 f(x)  cos  mpx

L
 dx .

�L

�L
 f(x)  cos  mpx

L
 dx � am �L

�L
  cos  mpx

L
  cos  mpx

L
 dx � Lam 

.
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x

y

π

π

–π ΣXHMA 8.22 H 	����	��� �������
�����	��� 	
� "���������	
� 1.



O�
���, ��� 	�� E#����� (6) �����
��� (��	
��� ��
� m 	
 n ):

&������, � ��	
����� ����� Fourier �����

&	
 &���� 8.23 ����	���	�� ��� ��������� 	�� ��
���������
Fourier ����� 	
 n ������� 	���� 1, 5, ��� 20. "�
��#	� ��� 
� ����-
�������� ��
��������� ��
������
�� 	
 ������� 	�� �����	����
�� ��� 	� ������ ��������� ����� 	
 n ��#���	��. &	
 �����
 x � 0,
��
� � f ����� ��������, 
� ��
��������� Fourier 	���
�� �	�� 	���
0,5 �
� ��	��	
���� �	
 ���
� 	�� ���������� 	�� f (��	�#� 	�� 	�-
��� 1 ��� 0). T� ��
	������	� ��	� ������
�� �� 	
 ������� ��-
������� ������ Fourier �
� �������	�� ������	�.

f(x) � 1
2

 � p
4

 � 

�

n�1
 
(�1)n �1

pn 2
  cos  nx � 


�

n�1
 
(�1)n(1 � p) � 1

pn   sin  nx .

 � 
(�1)n(1 � p) � 1

np  .

 � 1p � 0

�p

  sin  nx dx � 1p �p

0
 x  sin  nx dx

 bn � 1p �p

�p

 f(x)  sin  nx dx

 � 
(�1)n � 1

pn 2
 .

 � 1
pn 2

 ( cos  np � 1)

 � 1
pn 2

  cos  nx�
p

0

 � 1
np  sin  nx �0

�p

 � 1p �x
n  sin  nx�

p

0
 � 1

pn �p

0
  sin  nx dx

 � 1p � 0

�p

  cos  nx dx � 1p �p

0
 x  cos  nx dx

 an � 1p �p

�p

 f(x)  cos  nx dx
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cos n� � (�1)n

x

y

–π π/2 π

2

3

2,5

3,5

1,5

0,5

1

–π/20
0

n = 1

n = 5
n = 20

ΣXHMA 8.23 "�
��������� �� ����� Fourier 	�� �����	���� 	
�
"���������	
� 1 ��� n (����
� ����) ��
 �� 1, 5, ��� 20. K���� 	

n ��#���	��, 
� ��
��������� ��	� Fourier 	���
�� �	�� f (x).



K�	� 	
� ��
�
����� 	�� a0, an, ��� bn, ��������� �	� � f �	��

�
��������� �	
 ����	��� (�L , L) . %�������� ����� �	� 	��
 �
	�����
��	���� ����� �	
 ��#�� ���
� 	�� E#������ (1), ��
 ��� �
����� �
� ��
���	�� ��� ��	�� ���� �
�����������
� ���  cos (m�x
L) � sin (m�x L) , �������
�� ��	� 	���
 �
� �� ���	����	�� � 
�
-
������� ��
 ��
� ��
. A�	� 	� ��	���	� ���������, ����� ��� 	

���	��� 	
� ��	� ��
�	�� �� 	�� f(x) � ����� Fourier �	
 ����	��� �L
� x � L, �#�	��
�	�� �	
� ��
�������
 �
�����. '�� 	�� �������	�-
��� �����	����� �
� �� �����	��
��� �� �����
���, � ����� ������-
��� ��� ��
�	�� �� 	��  f. "�
	
� �������
��� �����	��� �	
 ���� ��-
	�, �� ���
<��
��� 	� ��
	������	� �
� ��
��� ��� �� 	���.

Σύγκλιση σειρών Fourier
%� �������
��� 	��� ����� ������#� 	
 ���������� ���� ���������
	�� ������ Fourier ��� ��� ������ ����� �����	����� �
� ������
-
�
�
��	�� ����� �� ���� �
�	��� ������� ���	���	��. %����
���
���	� �	� ��� �����	��� f ����� 
	�	�
��� ������� �	
 ����	��� I ��
����	��� 	� ����

�����
�� �� ���� ���	����� �����
 c 	
� I, �� 	� ��	��	
��� ������-
�� ���� �����
�� �	� ������ ������ 	
� I, ��� �� � f ���� ���������-
�
 (� ��������) ����
� ���������� �	
 I . "�
��#	� �	� ��� 	����	�-
�� ������� �����	��� �� �����	� ����	��� 
������ �� ����� ������-
�� (��� ��� ��� ��
��� �� 	����� �	
 �����
).

lim
xl c�

  f(x) � f(c�)   ���   lim
xl c�

  f(x) � f(c�)

 / 

 / 
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Oρισµός Σειρά Fourier 
H ����� Fourier 	�� �����	����� f (x) �
� 
����	�� �	

����	��� �L � x � L �����

(7)

��
�

(8)

(9)

(10) bn � 1
L

 �L

�L
 f (x)  sin  npx

L
 dx .

 an � 1
L

 �L

�L
 f(x) cos npx

L
 dx ,

 a0 � 1
L

 �L

�L
 f(x) dx ,

f(x) � 
a0

2
 � 


�

n�1
 �an cos npx

L
 � bn sin npx

L � ,

Θεώρηµα 18 Σύγκλιση σειράς Fourier
A� � �����	��� f ��� � ��������� 	�� f 	 ����� 	����	���
�������� �	
 ����	��� �L � x � L , 	�	� �� ��� 	� ������
��������� 	�� � f ��
�	�� �� 	� ����� Fourier �
� 	��
��	��	
����. &	� �� ������ c ��
� � f ���
������� ���������
����	
�, � ����� Fourier ��������� �	� ���� 	���

��
� 
� f (c�) ��� f (c�) ���
���
�� 	� ��#�� ��� ����	��� ����
	�� f �	
 c , ��	��	
���.

f(c�) � f(c�)
2

 ,



Παράδειγµα 2 Tιµές σύγκλισης

H �����	��� 	
� "���������	
� 1 ����
�
��� 	�� �������� 	
� %�-
�����	
� 18. '�� ���� x � 0 �	
 ����	��� �� � x � �, � �����
Fourier ��������� �	�� f (x) . '�� x � 0, � �����	��� ���
�������
��������� ����	
� ��� � ����� Fourier ��������� �	� ���� 	���

(&���� 8.23).

Περιοδική επέκταση
O� 	�����
��	���
� ��
� sin (n�x L) ��� cos (n�x L) �	� ����� Fourier
����� ����
���
�, �� ����
�
 2L :

���

A�� 	� �������� ��
���	�� �	� ��� � ����� Fourier ����� ����
����,
�� ����
�
 2L . *	��, � ����� Fourier ��� ���
 �����	���� 	� �����-
	��� f �	
 ����	��� �L � x � L , ���� ��� ������� 	�� �����
��� ��"-
���� 	�� f �� ��
 	
� �#
�� 	�� ������	���� �������. B���� 	
� %�-
�����	
� 18, � ����� ��������� �	� ���� 	��� [f (L�) � f(�L�)] 2 �	�
���� 	
� ����	���	
�, ����� ��� �	� ������ �3L , �5L , �7L , �.
.�.

Παράδειγµα 3 Σύγκλιση και περιοδική επέκταση

H ����� Fourier 	�� f (x) � x �	
 ����	��� �� � x � � ����� 

(&	�� ������ 3 ������	� �� 	
 ��
���#�	�.) H ����� ���������
�	�� ����
���� ����	��� 	�� f (x) � x �� ��
 	
� �#
�� x. O� �
��-
����� �	
 &���� 8.24 �����	��
�� 	�� 	���

H ����� ��������� �	
 0 �	� ���� 	
� �����
� ����	���	
� ��� 	��
����
����� ����	����� 	
�, ���. �	� ������  ��, �3�, �5�, … .

f(p�) � f(p�)
2

 � 
p � (�p)

2
 � 0.

f(x) � 

�

n�1
 
2(�1)n�1

n   sin  nx .

 / 

 �  cos  npx
L

 .

  cos  
np(x � 2L)

L
 �  cos  npx

L
  cos  2np �  sin  npx

L
  sin  2np

 �  sin  npx
L

  sin  
np(x � 2L)

L
 �  sin  npx

L
  cos  2np �  cos  npx

L
  sin  2np

 /  / 

f(0�) � f(0�)
2

 � 0 � 1
2

 � 1
2

6738.9. Σειρές Fourier

x

y

–5π –3π –π π 3π 5π

ΣXHMA 8.24 H ����� Fourier 	�� f (x) � x ��������� �	�� f �	

����	��� �� � x � �. &	
 ����
��
 	���� 	
� �#
�� 	��
������	����, � ����� ��������� �	�� ����
���� ����	��� 	�� f .
(%������ 18).
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Eύρεση σειρών Fourier
&	�� A������� 1-14, ����	�#	� �� ����� Fourier ���� ��-
���	��� �	
 ����	��� �
� ����	��.

1. f(x) � 1, �� � x � �

2.

3. f(x) � x , �� � x � �

4. f(x) � 1 � x , �� � x � �

5. f(x) � , �� � x � �

6.

7. f(x) � ex, �� � x � �

8.

9.

10.

11.

12. f(x) � �x �, �1 � x � 1

13. f(x) � �2x � 1 � , �1 � x � 1

14. f(x) � x�x �, �� � x � �

Θεωρία και παραδείγµατα
15. X�����
�
���	� 	� ����� Fourier 	�� ������� 5 ���

�� ���#�	� �	�

16. X�����
�
���	� 	� ����� Fourier 	�� ������� 6 ���
�� ���#�	� �	�

A�
���#	� 	�� ���	�	�� 	�� A������� 17-21, ��
� m ��� n
��	��
� ������
�.

17.

18.

19.

(Y�������: cos A cos B � (1 2) [cos (A � B) � cos (A �

B)].)

20.

(Y�������: sin A sin B � (1 2) [cos (A � B) � cos (A �

B)].)

21.

(Y�������: sin A cos B � (1 2) [sin (A � B) � sin (A�B)].)

22. Mάθετε γράφοντας: Σειρές Fourier αθροισµάτων συναρτήσεων
A� 
� f(x) ��� g(x) ����
�� 	�� ��
7�
������ 	
� %��-
����	
� 18, 	�	� �� ��
�	�� � ����� Fourier 	�� f(x) �
g(x) �	
 (�L , L) �� 	
 ���
���� 	�� ������ Fourier
	�� f(x) ��� g(x) �	
 ����	��� ��	�; A�	�
�
���	� 	��
����	����� ���.

23. Παραγώγιση όρο προς όρο

(�) X�����
�
���	� 	
 %������ 18 ��� �� ������-
���	� �	� � ����� Fourier 	�� f(x) = x �	�� ����-
�� 3 ��������� �	�� f(x) ��� �� � x � �.

(�) "��’ ��
 �
� f 	(x) � 1, ���#	� �	� � ����� �
� ��
-
���	�� ���������
�	�� ��
 ��
� ��
 	� ����� 	
�
���	���	
�  (�) ��
������.

(	) Mάθετε γράφοντας T� ����������	� ��� 	
 ���	���
(); A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

24. Oλοκλήρωση όρο προς όρο A�
�������	�� �	
� ��
����-
���
 �
����� �	� � ����� Fourier ���� 	����	��� ��-
���
�� �����	���� �	
 [�L , L] ��
��� �� 
�
�����-
��� ��
 ��
� ��
. X�����
�
���	� 	
 ���
��� ��	�
��� �� ���#�	� �	� �� � f(x) ����� 	����	��� �������
�	
 �� � x � �, 	�	�

��
� a0, an, ��� bn ����� 
� ���	����	�� Fourier 	�� f.

� 

�

n�1
 1n (an sin  nx �bn( cos  nx � cos  np)) ��� �p � x � p ,

�p

�p

 f (s) ds � 1
2

 a 0(x � p) 

 / 

�L

�L
  sin  npx

L
  cos  mpx

L
 dx � 0   ��� ���� m ��� n.

 / 

�L

�L
 sin npx

L
  sin  mpx

L
 dx � �0,

L ,
 m � n

m � n

 / 

�L

�L
  cos  npx

L
  cos  mpx

L
 dx � �0,

L ,
 m � n

m � n

�L

�L
  sin  mpx

L
 dx � 0  ��� ���� m .

�L

�L
  cos  mpx

L
 dx � 0  ��� ���� m .

1 � 1
4

 � 1
9

 � 1
16

 � … � p
2

12
 .

1 � 1
4

 � 1
9

 � 1
16

 � 1
25

 � … � p
2

6
 .

f (x) � �
0,

1,

0,

�p � x � �p

2

� p
2

 � x � p
2

 �
p

2
 � x � p� x � p

f (x) � �� x ,
2,

 � 2 � x � 0
0 � x � 2

f (x) � �0,
 cos  x ,

 � p � x � 0
0 � x � p

f (x) � � 0,
ex ,

 �p � x � 0
0 � x � p

f (x) � � 0,
x2 ,

 �p � x � 0
0 � x � p

x2

4

f (x) � ��1,
1,

 �p � x � 0
0 � x � p
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8.10
Oλοκληρώµατα άρτιων και περιττών συναρτήσεων • Άρτια
επέκταση: Σειρές Fourier συνηµιτόνων • Περιττή επέκταση: Σειρές
Fourier ηµιτόνων • Φαινόµενο Gibbs 

*�	� �	� ���
��� �� �������<
��� ������	��� 	�� ����� �����-
	�	�� ��	� ���
� ���� ������	��
� ������� �
�����
� ������ �
������
�. *�	� ����� �	� 
 ������� ���
�� L ������������	�� ��
	
� �#
�� x �	
 ����	��� 0 � x � L . H �����	��� ����
�������
u (x, t) ��	�����	�� �����	���� 	�� ����� x ��	� ���
� 	
� ����-
�� ��� 	
� ����
� t. (&	
 K������
 12, �� ����	��
��� 	�	
��� ��-
���	����� ��
 � �������	���� ��	���	��.) T
 ������� �
�
��
��� �
���� �� ���
��� ����� 
 ��
���
������ 	
� u (x, t) ��� ��-
�
���� ������ ����
������ u (x, 0) � f (x). '�� ����������, 	
 ���
���
 	
� ������ ��
��� �� ����� �����	��
 	
� ���
�, 
��	� �
�����	�	� �� ����
��� ��� 	
 ����� �	
 <���� ���
, ��� ��
��� ��
��� ���������� � ��	��
�� 	�� ����
������� �	
� ������ ��	�
��� ��� ���. M�� ��� 	�� �����
�� ����� 	
� ��
����	
� ��	
�
������
�
��� 	
 ����	����  

��� 	
� 	� ��		�
����� ����	���	
� 0 � x � L . "�� �
���� �� ��
-
�
���
��� 	
 ����	���� �� ����� Fourier 	�� f ; '�� 	
� ��
�� ��-
	�� ����	���
��� 	� �����	���, ��	� �� 
����	�� �	
 �����	����
����	��� �L � x � L . T
 ���	��� �����, ��� 
���
��� 	�� ����	�-
�� 	�� f �	
 ����	��� �L � x � 0; H ����	��� ����� �	� ��
�
���
�� 
���
��� 	�� ����	��� �� ���������
� �����
��� ���
��� �	

�L � x � 0, ����� � ���� ��� � ��������� 	�� �� ����� 	����	��� ��-
������ (��	� �� ����
�
�
��	�� 
� ��
7�
������ 	
� %������	
�
18). A��#��	�	�� 	
� �
�� 	����	��� ������ �����	��� 
���
���
�� 	�� ����	��� 	�� f �	
 �L � x � 0, � ��
���	
��� ����� Fourier

������ �� ��
�	�� �� 	�� f (x) �� ���� �����
 ��������� 	
� ����-
�
� ����	���	
� 0 � x � L . A������, � ����� Fourier �� ���������
������ �� 
�
�����
	� �����	��� ����	���� �����#
��� �	
 ���-
�	��� �L � x � 0. Y����
�� ��
 ������� �����	����� ����	�����
�
� ��
�� �����	��� �������, ��� �
� 
 ��
�
������ 	�� ��	��	
�-
��� ���	����	�� Fourier ����	�� ���
��Ø ������	�� ��� 	�� ��	��
��� 	�� ����		� ����	��� 	�� f .

Oλοκληρώµατα άρτιων και περιττών συναρτήσεων
%����
��� (�. "�
��	���	���, E��	�	� 2) �	� ��� �����	��� g(x) ��-
��� ��	�� �����	��� 	
� x �� g(�x) � g(x) ��� ���� x �	
 ����
 
��-
��
� 	�� g. A� ���� ����� g(�x) � �g(x) , 	�	� � g ����� ����		� ��-
���	��� 	
� x. H �����	��� cos x ����� ��	��, ��� � sin x ����� ����	-
	�. H ������� �����	��� ���� ��	��� �����	���� ����� �����	����
�� ��
� 	
� �#
�� y, ��� ���� ����		�� ����� �����	���� �� ��
�  	��
���� 	�� �#���� (&���� 8.25).

f(x) � 

�

n�1
 bn  sin  npx

L
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8.10 Σειρές Fourier ηµιτόνων και συνηµιτόνων

x

y
y = g(x)

(x,g(x))(–x,g(–x))

(–x,g(–x))
–x x x

y
y = g(x)

(x,g(x))
–x

x

(�) ()

ΣXHMA 8.25 (�) H ������� �����	��� ���� ��	���
�����	���� ����� �����	���� �� ��
� 	
� �#
�� y.
() H ������� �����	��� ���� ����		��
�����	���� ����� �����	���� �� ��
� 	�� ����.



H ����	����� ��	� �����
����� 	
� ��
�
����� 
�
�������	��
��	��� ��� ����		�� �����	����� �� ����	���	� 
�
�������� ���-
��	���� �� ��
� 	�� ����. "���������	
� �����, ��� 	�� �����	�����
	
� &����	
� 8.25, �����
��� 	� ����
��� ��
	������	�:

=��� 	�� ������� (1) ��� (2), 
� ��	��� ��� 
� ����		�� ����	�����
���� �����	���� ���
�����
�� ���
��� �������
�. I���
�� ������ 
�
����
���� ��
	�����.

Άρτια επέκταση: Σειρές Fourier συνηµιτόνων
*�	� �	� � �����	��� y � f (x) 
����	�� �	
 ����	��� 0 � x � L . O��-
�
��� 	�� ���� ��"���� �� f ����	��	�� �	�

f (�x) � f(x) , �L � x � L .

M�
�
��� �� �������
��� 	
 ������� 	�� ��	��� ����	���� �� ��-
	
�	���
��� 	�� ������� y � f (x) �� ��
� 	
� �#
�� y. M�� 	�	
�� ��-
���	��� �����	�� �	
 &���� 8.26. &	�� �����	��� �
���� ��	��� ���-
�	����, 
� ���	����	�� Fourier �����

H ����� Fourier 	�� f ����� 	�	�

f(x) � 
a 0

2
 � 


�

n�1
 an  cos  npx

L
 .

 bn � 1
L

 �L

�L
  f(x)  sin  npx

L
  dx � 0.

 an � 1
L

 �L

�L
  f(x)  cos  npx

L
  dx � 2

L
 �L

0
 f(x)  cos  npx

L
 dx ,

 a0 � 1
L

  �L

�L
 f(x) dx � 2

L
 �L

0
 f(x) dx ,
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"���		� �����	���:

g(x) dx � 0. (1)

��	�� �����	���:

g(x) dx � 2 g(x) dx . (2)�L

0
�L

�L

�L

�L

1. T
 �������
 ��
 ��	��� �����	����� ����� ��	�� �����	���.

2. T
 �������
 ���� ��	��� �� ��� ����		� �����	��� �����
����		� �����	���.

3. T
 �������
 ��
 ����		�� �����	����� ����� ��	��
�����	���.

Bιογραφικά στοιχεία

John William
Strutt Rayleigh

(1842-1909)
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x

y

L L–L

(�)

x

y

()

ΣXHMA 8.26 (�) H ������ 	����	��� ������� �����	��� f 
����	��
�	
 �� �����	���� ����	��� 0 � x � L () H ��	�� ����	��� 	�� f
�	
 ����	��� �L � x � L .

 .



E����� 
� ���	����	�� Fourier bn ����� ��
� �����, ��� �����
�� ��-
���
� ��
� ���	���� �	
 �������� ����	���� �� ����� Fourier, 	


�
�
 ��	� �������� �����	�� ����� Fourier ���������� (� �������-
���� ����� Fourier) 	�� �����	���� f . H ����� ��	� �� ��������� �	��
������ �����	��� f �	
 ����	��� 0 � x � L, ��� �	�� ����
���� ���-
�	��� 	�� f �	
 �L � x � 0 (�#����
��	�� � 	����	��� �������� 	��
f ��� f 	) . &��
<��
��� 	
 ��
	������ ��	� �� ��
�
����.

Παράδειγµα 1 Eύρεση σειράς Fourier συνηµιτόνων

N� ����� � ����� Fourier ������	���� 	�� �����	����

�
� ����	���	�� �	
 &���� 8.27.

Λύση "�
������
� �� �
��� 	� ����� Fourier ������	����, ���-
���
��� ��	�� ����	��� 	�� �����	���� �	
 �� � x � �, ���� ���-
���� 	
 &���� 8.28. O� ���	����	�� Fourier ����� 	�	�

*�
��� �
���� 	� ����� Fourier ������	����

H ������	
���� ����� Fourier ������� ������ 	�� 	���� 	�� �����-
	���� f(x) ��� x � � 2Ø �	
 �����
 x � � 2, � ����� Fourier ��
�	��
�� 1 2. &	
 &���� 8.29 �����	��
�	�� ������� 
� ������	
����� ��
- / 

 /  / 

f(x) � 1
2

 � 

�

n�1
 2
np  sin  np

2
  cos  nx .

 � 2
np  sin  np

2
 .

 � 2p �p / 2

0
  cos  nx dx

 an � 2p �p

0
 f(x)  cos  npx

p  dx

 � 2x
p  �

p / 2

0

 � 1

 � 2p �p / 2

0
 dx

 a 0 � 2p �p

0
 f(x) dx

f(x) � �1,

0,

0 � x � p
2

 ,

p
2

 � x � p ,
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Σειρές Fourier συνηµιτόνων
H ����� Fourier ���� ��	��� �����	���� �	
 ����	���
�L � x � L ����� � ����� ���������� (� ����������� �����)

(3)

��
�

(4)

(5) an � 2
L

 �L

0
 f(x)  cos  npx

L
 dx .

 a0 � 2
L

 �L

0
 f(x) dx ,

f(x) � 
a0

2
 � 


�

n�1
 an  cos  npx

L
 ,
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x

y

0 π/2 π

1

ΣXHMA 8.27 H �����	��� 	
�
"���������	
� 1.

x

y

0

1

π/2–π/2 π–π

ΣXHMA 8.28 H ��	�� ����	��� 	��
�����	���� 	
� "���������	
� 1.

E#. (4) ��� L � �

f(x) � 0 ��� 
�/2 � x � �

E#. (5) ��� L � �



��������� Fourier 	�� f(x) ����� 	
 ����
� ���� n �
� ��	��
�� �	��
����	
	� ��
������� ��	�����	�� ��� 1 �� 5 ���, 	��
�, �� 20.

Περιττή επέκταση: Σειρές Fourier ηµιτόνων
%���
��� ��� ���� ��� �����	���  y � f (x) 
������� �	
 ����	��� 0
� x � L . O���
��� 	�� ����� ��"���� �� f ����	��	�� �	�

f (�x) � �f (x) , �L � x � L .

A�� �������� ���<���, � ����		� ����	��� ��
���	�� ��	
�	���
-
�	�� 	�� y � f (x) �� ��
� 	�� ���� 	�� �#����. *�� ���������� ���
��� 	��
��� �����	��� �����	�� �	
 &���� 8.30. '�� 	�� ����		� ���-
�	��� 	�� f , �����
��� 	
�� ���	����	�� Fourier

*	��, � ����� Fourier 	�� f ����� 

E���
� 
� ���	����	�� Fourier a0 ��� an �������
�	��, ��� �����
��
��
� ������	���� �	� ����� Fourier, � 
�
�� ��
����� �����	�� ���-
�� Fourier ������� (� �������� ����� Fourier) 	�� �����	���� f . H
����� ��	� ��������� �	�� ������ �����	��� f �	
 ����	���
0 �x �L , ��� ��������� �	�� ����

� ����	��� 	�� f �	
 ����	���
� L � x � 0 (���
����� 	�� 	����	���� ��������� 	�� f ��� f 	) . &��
-
<��
��� 	
 ��
	������ �� ��
�
����.

f(x) � 

�

n�1
 bn  sin  npx

L
 .

 bn � 1
L

 �L

�L
  f(x)  sin  npx

L

  
dx � 2

L

 �L

0

 
f(x)  sin  npx

L

 
dx .

 an � 1
L

  �L

�L
  f(x)  cos  npx

L   
dx � 0

 a0 � 1
L

 �L

�L
 f(x) dx � 0
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x

y

0 π

1,06

0,66

0,26

0

n = 1

n = 5

n = 20

π/2

ΣXHMA 8.29 "�
��������� �� ����� Fourier ������	���� 	��
�����	���� 	
� "���������	
� 1 ��� n (����
� ����) ��
 �� 1, 5,
��� 20. K���� 	
 n ��#���	��, 
� ��
��������� Fourier 	���
�� �	��
	���� 	�� f (x). &	
 �����
 ���������� x � � 2, ���� 
�
������	
����� ��
��������� Fourier �����
�	�� ��� 	
 ���
� 	��
����������, �����
�	�� 	�� 	��� y � 0,5.

 / 

��	��

"���		�



Παράδειγµα 2 Eύρεση σειράς Fourier ηµιτόνων

N� ����� � ���	
���� ����� Fourier ��� 	� �����	���

	
� "���������	
� 1.

Λύση E�����
��� 	�� ����

� ����	��� 	�� �����	���� f (x) . O�
���	����	�� Fourier �����

H ����� Fourier ���	����, �
����, �����

&	
 &���� 8.31 ������� ��� ������� �����	��� 	�� ��
���������
	�� f (x) �� ���	
���� ����� Fourier, ��� ����
� ���� �
� ��	��
��
�	�� ����	
	� ��
������� ��
 �� n � 1, 5, ��� 20.

f(x) � 

�

n�1
 2
np �1 �  cos  np

2 �  sin  nx .

 � � 2
np  cos  nx �

p / 2

0

 
� 2

np �1 �  cos  np
2 � .

 � 2p �p / 2

0
  sin  nx dx

 bn � 2p �p

0
 f(x)  sin  npx

p  dx

f(x) � �1,

0,

0 � x � p
2

 ,

p
2

 � x � p ,
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x

y

L L

–L

(�)

x

y

()

ΣXHMA 8.30 (�) H ������ 	����	��� ������� �����	��� f �����

������� �	
 �� �����	���� ����	��� 0 � x � L . () H ����		�
����	��� 	�� f �	
 ����	��� �L � x � L .

Σειρές Fourier ηµιτόνων
H ����� Fourier ���� ����		�� �����	���� �	
 ����	���
�L � x � L ����� � ����� ������� (� �������� �����)

(6)

��
�

(7)bn � 2
L

 �L

0
 f(x)  sin  npx

L
 dx .

f(x) � 

�

n�1
 bn  sin  npx

L
 ,
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E#. (7) ��� L � �

f(x) � 0 ��� 
�/2 � x � �



Φαινόµενο Gibbs
&	� &����	� 8.29 ��� 8.31, ����	��
��� �	� � ����� ���������$�� 	�
�����	��� �	
 x � � 2�, ��� ���������$��� ��� ��	�� �	
 x �
� 2�. T�	
�� ��������
�� ����� �����	����	��� �	�� ����	���
���
��� �����	��� �� ����� Fourier �
�	� �� ������ ����������, �����
��� �	�� ���������
��� �����
 ������ ���� 	�� ������, ��� �����-
	�� !�������� Gibbs, ��
� 	���� 	
� A�������
� ������	��
� �����
�
Josiah Willard Gibbs. &��
����, �	
 �����
 ���������� � ����� «#�-
������» ��� 	� �����	��� ��	� �����
� 18% 	�� ����
��� 	���� ���-
	������ 	�� ���������� (&.	.M. 5����� � ����� ������
�	���� 	� ��-
���	��� ��	� 9% �	
 � 2� ��� ������
�	���	�� ��� ��	�� ���� ��	�
9% �	
 x � � 2�.). T
 &���� 8.32 ������� 	
 ��������
 ��� 	� �����-
	���

 / 

 / 

 / 

 / 
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x

y

0 π
2

π

1,04

0,64

0,24

0

n = 1

n = 5
n = 20

ΣXHMA 8.31 "�
��������� �� ����� Fourier ���	���� 	��
�����	���� 	
� "���������	
� 2, ��� n (����
� ����) ��
 �� 1, 5,
��� 20. K���� 	
 n ��#���	��, 
� ���	
����� ��
��������� Fourier
	���
�� �	�� 	���� 	�� f (x). &	
 �����
 ���������� x � � 2, 
�
��
��������� Fourier �������
�� �	
 ���
� 	�� ����������.

 / 

Bιογραφικά στοιχεία

Josiah Willard Gibbs
(1839-1903)

CD-ROM
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y

0 1 1

1

y

0

1

1

y

0

1

1

y

0

1

1

y

0

1

1

y

0

1

(�) n = 2 () n = 4 (�) n = 8 (�) n = 16 (�) n = 32 (�	) n = 64

(0,5,
1,09958)

(0,75,
1,09211) (0,875,

1,09014)
(0,9375,
1,08965)

(0,96875,
1,08953)

ΣXHMA 8.32 T
 ��������
 Gibbs ��� n � 2, 4, 8, 16, 32, ��� 64 ��
��. H
�
���� 	�� �������� ��	�	
����	�� ��� 	
 0,5 �	
 0,75, ����	� �	

0,875, �.
.�, �������
�	�� ������� �	
 �����
 ���������� x � 1. T

�����	
 	�� �������� ��
�	�� ���	� �� 1,09 �����
�, ������ �� 	
 9%
	�� ����	���� ��	�#� 	�� y � 0 ��� y � 1 �	
 �����
 ���������� x�1. 



��� n � 2, 4, 8, 16, 32, ��� 64 ��
��. A� ���
��� ����� �������	�-
�
�� ��
��, 	�	� � �
���� 	�� ��
������	���� �������� ���������
��� �	
 �����
 ���������� x � 1, ����  ���	���� 	
 �<
� 	��, ����-
�
� 1,09.

AΣΚΗΣΕΙΣ 8.10

f(x) � �1,
0,

 0 � x � 1
x � 1
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Eύρεση συνηµιτονικής σειράς Fourier 
&� ������� ��� 	�� A������� 1-8 ����	�� ��� �����	���
f(x) �
� 
����	�� �	
 ����	��� (0, L). &������	� 	�� f ���
	�� ��	�� ����	��� 	�� �	
 (�L, L). K�	���� ���	� 	�
����� Fourier ������	���� 	�� f.

1. f(x) � x , 0 � x � �

2. f(x) � sin x , 0 � x � �

3. f(x) � ex, 0 � x � 1

4. f(x) � cos x , 0 � x � �

5.

6.

7. f(x) � �2x � 1 �, 0 � x � 1

8. f(x) � �2x � � �, 0 � x � �

Eύρεση ηµιτονικής σειράς Fourier
&� ������� ��� 	�� A������� 9-16 ����	�� ��� �����	���
f(x) �
� 
����	�� �	
 ����	��� (0, L). &������	� 	�� f ���
	�� ����		� ����	��� 	�� �	
 (�L, L). K�	���� ���	� 	�
����� Fourier ���	���� 	�� f.

9. f(x) � �x , 0 � x � 1

10. f(x) � x 2, 0 � x � �

11. f(x) � cos x , 0 � x � �

12. f(x) � ex, 0 � x � 1

13. f(x) � sin x , 0 � x � �

14.

15.

16. f(x) � �2x � � �, 0 � x � �

Θεωρία και παραδείγµατα
17. Xρήση σειράς για τον υπολογισµό του � 4

(�) N� ����� � ���	
���� ����� Fourier 	�� 

(�) E������	� 	
 ��
	������ (�) ��� �� ���#�	� �	�

18. Συνάρτηση µε τριγωνικό γράφηµα

(�) &������	� 	�� «	��������» �����	���

(�) B���	� ��� ����	���� �� ����� Fourier 	�� f(x) .

(	) B���	� ��� ����	���� �� ����� Fourier ������	�-
��� 	�� f(x) .

19. Yπολογισµός σειράς E������	� 	
 ��
	������ 	��
������� 2 ��
������
� �� ��
�
����	� 	
 ���
����

20. Σειρά Fourier ηµιτόνων 5
������ 	�� �����	����

f(x) � 2 � x , 0 � x � 2,


���	� ��� �����	��� 	�� 
�
��� � ��������	��� ��
���	
���� ����� Fourier �� ��������� �	�� f(x) ��� ��-
�� 	��� 	
� x . (��	��#��: 5�� ������� ��� ���
� ���-
�	���.)



�

n�1
 

(�1)n

4n 2 � 1
 .

f (x) � �1 � x ,
x � 1,

 0 � x � 1
1 � x � 2

p

4
 � 1 � 1

3
 � 1

5
 � 1

7
 � … .

f (x) � �1,
0,

 0 � x � p
x � 0 ��� x � p .

 / 

f (x) � �1 � x ,
0,

 0 � x � 1
1 � x � 2

f (x) � �x ,
1,

 0 � x � 1
1 � x � 2

f (x) � ��1,
 1,

 0 � x � 0,5
0,5 � x � 1

f (x) � � 1,
�x ,

 0 � x � 1
1 � x � 2
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Eπαναληπτικές ερωτήσεις
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1. T� ����� ��� ������ ��
�
����; T� ���

��� �	�� ����
�	� ��� ��
�
���� ���������; T� �	�� ��
������; 5�-
�	� ����������	�.

2. "
�� �������	� ��
��� �	� ������� ��� ��� 	
� ��
-
�
����� 
���� ��
�
�����; 5��	� ����������	�.

3. "
�
 ������� ��� ���	����� ���
	� �� ������
�
�
�-
�� 	
� ������ 	
� l’Hôpital ��� �� ��
�
���
��� 	

���
 ��
�
�����; 5��	� ��� ����������.

4. "
�� ����� 	� �#� ���� 
���� ��
�
����� �
� �������
�� ��
��<
�� �	�� ����	��� 	� �������� ��
�
�����
��� ������;

5. T� ����� ��� ��
��
�
����; "
�� � ������� 	��; "
��
�������	�	� ��
�� 
� ��
��
�
�����; 5��	� ����-
������	�.

6. T� ����� ��� �� ����
��� ��
�
����; T� ��� �� ��#
�-
�� ��
�
����;  T� ��� �
��	
�� ��
�
����; Y�� �
���
�������� ��
�� ���� 
� ��
�
����� ��	��; 5��	� ��-
��������	�.

7. "
�� ����� � ���
�
� 	
� Picard ��� 	�� ������� 	��
�#������ f(x) � 0; 5��	� ��� ����������.

8. T� ����� ��� ������ �����; T� ���

��� �	�� ���� �	�
��� 	�	
�� ����� ���������; /	� ��
������; 5��	� ��-
��������	�.

9. T� ����� ��� �����	���� �����; "�	� ��������� ��� 	�-
	
�� �����; "�	� ��
������; /	�� ���������, 	�	� �
�

����� 	
 ���
���� 	��; 5��	� ����������	�.

10. "
��� �������
���� ��� �
��� ��
����
���� ������
�������	�, ���� 	�� �����	����� ������;

11. "
�
 ����� 	
 ���	���
 	
� n-
�	
� ��
� ���	��� ��
	�� �������� ������; "
�� � ���	���� ���� �
� ���-
�	�� ���� ��� ��	�;

12. T� �������	� ��� 	
 ���
���� � 	� ����
�� �������
�-
��� ������ ��
 ��
� ��
; T� ��� 	� �	����� �
���-
������ �������
���� ��� ��
����
���� ������;

13. T� �� ����� �� ��
����
��� ����������
 ����
�
���� �� ��� �������
��� �����; &� ��� ��
����
���
�����; T� �� ����� �� �������
��� ����������

����
� ���� ��� ��� �������
��� �����; A�� ���
��
����
��� �����; 

14. Y�� �
��� �������� �� ��������� ��� ������ ����� ��
����	���� ����; Y�� �
��� �������� �� ��
������;
'��	� ��
�� ��������
� 
� ������ �� �� ����	��
��
��
��;

15. T� ����� 	
 ���	���
 	
� 
�
�������	
�; "
�� � �
��-
�� �
� 	
 ������; 5��	� ��� ���������� 	�� ������
	
�.

16. "�	� ��������� ��� p-�����; "�	� ��
������; "�� 	

#��
���; 5��	� ����������	� �������
���� ��� ��
-
����
���� p-������.

17. "
�
 ����� 	
 ���	���
 ������ ��������� ��� �
�
 	

���	���
 
������ ���������; "
�� � �
���� �
� 	�
������; 5��	� ����������	� 	�� ������ 	
��.

18. "
�� ����� 	� ���	���� 	
� ���
� ��� 	�� �����; M��
���	���
�� ���	
	� �� ��
�����
��� ���� ���������
� ���������; 5��	� ����������	�.

19. T� ����� ��� ������������� �����; "
�
 ������� ���

���	����� �� ��
���
���
��� 	� �������� ���� 	�	
�-
�� ������;

20. "�� ��
�
��� �� ��	����
��� 	
 ������ �	�� ��
-
������
��� ��� ������������� ����� �� ���
�
 ���
	� ������ 	�� ���
����	�; "
�� �
���� ������ 	��
��	����� ��	�;

21. T� ����� � �����	� ��������; T� � ��� ������� ��-
������; "�� �����
�	�� ��	�� ��	�#� 	
��;

22. T� �������	� ���� ������	�#�� 	�� ���� ���� ��
��-
	�� �������
���� ������; T
 ���
 ���	��� ��� ��� ���
������� ������
��� �����. 5��	� ����������	�.

23. T� ����� ��� �����
�����; "�� �#�	��
��� 	� ������-
�� 	��; T� ��
��� �� ��
��<�� �	�� �����	��� ��	�;

24. T� ������ �� �������� ������ ���	��� ��

(�) 	�� ���������� ��
 ��
� ��
 ���� �����
������;

(�) 	�� 
�
������� ��
 ��
� ��
 ���� �����
������;

(	) 	
� �
������������ ���� �����
������;

5��	� ����������	�.

25. T� ����� � ����� Taylor 	�� 
�
�� ������� � �����	�-
�� f(x) �	
 �����
 x � a ; "
��� ����
�
���� ���	���
�� 	�� f ����������	� ��� 	�� ��	������ 	�	
��� ���-
���; 5��	� ��� ����������.

26. T� ����� � ����� Maclaurin;

27. &�������� ���	
	� ��� ����� Taylor �	� �����	��� ��-
���	��� 	��; E#����	�.

28. T� ����� 	� �
������� Taylor; "
�� � �������	�	�
	
��;

29. T� ����� 	
 ������� Taylor; T� ��� ���� ���	��� �� 	�
������	� ��
�������� �����	����� �� �
�������
Taylor; E�����	���, 	� ��� ���� 	
 ������� ��	������
��
�
��
� ���	��� �� 	
 ������ �������
�
�����;
&��	��� �� 	
 ������ ���� ���	��
������ ��
�����-
���;

30. T� ����� � ��������� �����; &� �
�
 ����	��� ������-
���; "�� ������
�
���	��;

31. "
��� 
� ������ Maclaurin 	�� 1 (1 � x), 1 (1 � x) , ex,
sin x , cos x , ln (1 � x), ��� tan�1 x ;

32. T� ����� � ����� Fourier; "�� ��
�
���
��� 	
�� ��-
�	����	�� Fourier ���� �����	���� f(x) 
�������� �	

����	��� �L � x � L ; Y�� �
��� ��
7�
������ ��-
������� ��� ����� Fourier �	� �����	��� �
� 	�� ��-
�����; T� �������� �� ������ ����������;

33. T� ����� � ����
���� ����	��� �� ��
� 	
� �#
�� 	��
������	���� ������� ���� �����	���� f(x) �
� 
��-
��	�� �	
 �L � x � L ;

34. T� ����� � ��	�� ����	��� �	
 �L � x � 0 ���� �����-
	���� f(x) 
�������� �	
 0 � x � L ; T� ����� � �����
Fourier ������	����; "�� ��
�
���
�	�� 
� ���	���-
�	�� 	��;

35. T� ����� � ����		� ����	��� �	
 �L � x � 0 ���� ��-
���	���� f(x) 
�������� �	
 0 � x � L ; T� ����� � ���-
�� Fourier ���	����; "�� ��
�
���
�	�� 
� ���	����	��
	��;

36. T� ����� 	
 ��������
 Gibbs; "�� ��������	�� �	��
���������
��� ��
 ��� �������	��
�� ��
�� 	��
������ Fourier;

 /  / 
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Συγκλίνουσες και αποκλίνουσες ακολουθίες

"
��� ��� 	�� ��
�
����� 	�� 
�
��� 
� n-�	
� ��
� ���
-
�	�� �	�� A������� 1-18 �������
��, ��� �
��� ��
����
��;
B���	� 	
 ���
 ���� �������
���� ��
�
�����.

1. an � 1 � 2.

3. 4. an � 1 � (0,9)n

5. 6. an � sin n�

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

15. an � n(2 � 1) 16.

17. 18.

Συγκλίνουσες σειρές

B���	� 	� ���
����	� 	�� ������ �	�� A������� 19-24.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

Συγκλίνουσες και αποκλίνουσες σειρές

"
��� ��� 	�� ������ 	�� A������� 25-40 �������
��
��
��	��, �
��� ��� �������, ��� �
��� ��
����
��; A�-
	�
�
���	� 	�� ����	����� ���.

25. 26.

27. 28.

29. 30.

31. 32.

33. 34.

35. 36.

37. 38.

39. 40.

∆υναµοσειρές

&	�� A������� 41-50, (�) ���	� 	�� ��	��� ��� 	
 ����	�-
�� ��������� ���� ������. *���	� ��	
���	� 	�� 	���� x
��� 	�� 
�
��� � ����� ��������� () ��
��	�� ��� (�) ���
�������.

41. 42.

43. 44.

45. 46.

47. 48.

49. (csch n) xn 50. (coth n) xn

Σειρές Maclaurin

&� ������� ��� 	�� A������� 51-56 ����	�� � 	��� ���� ���-
��� Maclaurin 	�� �����	���� f(x) �� ���
�
 �����
.
"
�� ����� � �����	��� ��� �
�
 	
 �����
; M� 	� ��
�	��
	
 ���
���� 	�� ������;

51.

52.

53.

54.

55.

56.

B���	� ������ Maclaurin ��� 	�� �����	����� 	�� A�����-
�� 57-64.

57. 58.

59. sin �x 60.

61. cos (x ) 62.

63. 64.

Σειρές Taylor

&	�� A������� 65-68, ���	� 	
�� ���	
�� 	������� �� ��-
�����
�� ��
�� 	�� ������ Taylor 	�� 
�
�� ������� � f
�	
 x � a.

65. f (x) � �3 � x2  �	
  x � �1

e�x2

e(px / 2)

 cos  �5x5 / 2

 sin  2x
3

1
1 � x3

1
1 � 2x

1

�3
 � 1

9�3
 � 1

45�3
 � … � (�1)n�1 1

(2n � 1)(�3)2n�1
 � …

1 � ln  2 � 
(ln  2)2

2!
 � … � 

(ln  2)n

n!
 � …

1 � p 2

9 � 2!
 � p 4

81 � 4!
 � … � (�1)n p 2n

32n(2n)!
 � …

p � p
3

3!
 � p

5

5!
 � … � (�1)n p 2n�1

(2n � 1)!
 � …

2
3

 � 4
18

 � 8
81

 � … � (�1)n�1 2 n

n3n � …

1 � 1
4

 � 1
16

 � … � (�1)n 1
4n � …



�

n�1


�

n�1



�

n�0
 
(�1)n(x � 1)2n�1

2n � 1

�

n�0

(n � 1) x2n�1

3n



�

n�1
 xn

�n


�

n�1
 x

n

nn



�

n�0
 
(n � 1)(2x � 1)n

(2n � 1)2 n

�

n�1
 
(�1)n�1(3x � 1)n

n 2



�

n�1
 
(x � 1)2n�2

(2n � 1)!

�

n�1
 
(x � 4)n

n3n



�

n�2
 1

n�n 2 � 1


�

n�1
 1

�n(n � 1)(n � 2)



�

n�1
 2

n 3n

nn

�

n�1
 
(�3)n

n!



�

n�1
 
(�1)n(n 2 � 1)

2n 2 � n � 1

�

n�1
 n � 1

n!



�

n�1
 
(�1)n 3n 2

n 3 � 1

�

n�1
 

(�1)n

n�n 2 � 1



�

n�3
 ln  n
ln  (ln  n)


�

n�1
 ln  n

n 3



�

n�2
 1
n(ln  n)2


�

n�1
 

(�1)n

ln  (n � 1)



�

n�1
 1
2n 3


�

n�1
 
(�1)n

�n



�

n�1
 �5

n

�

n�1
 1

�n



�

n�1
 (�1)n 3

4n

�

n�0
 e�n



�

n�3
 �8
(4n � 3)(4n � 1)


�

n�1
 9
(3n � 1)(3n � 2)



�

n�2
 �2
n(n � 1)


�

n�3
 1
(2n � 3)(2n � 1)

an � 
(�4)n

n!
an � 

(n � 1)!
n!

an � �n 2n � 11 / n

an � �3
n�

1 / n

an � �n 3n

n

an � �1 � 1n�
�n

an � �n � 5
n �

n

an � 
ln  (2n 3 � 1)

nan � n � ln  n
n

an � 
ln  (2n � 1)

nan � 
ln  (n 2)

n

an �  sin  np

2

an � 1 � 2 n

2 n

an � 
1 � (�1)n

�n

(�1)n

n



66. f(x) � 1 (1 � x) �	
 x � 2

67. f(x) � 1 (x � 1) �	
 x � 3

68. f(x) � 1 x �	
 x � a � 0

Προβλήµατα αρχικών τιµών

X�����
�
���	� �����
������ ��� �� ����	� 	� ��
��-
��	� ������� 	���� 	�� A������� 69-76.

69. y	 � y � 0, y(0) � �1 70. y	 � y � 0, y(0) � �3

71. y	 � 2y � 0, y(0) � 3 72. y	 � y � 1, y(0) � 0

73. y	 � y � 3x , y(0) � �1 74. y	 � y � x , y(0) � 0

75. y	 � y � x , y(0) � 1 76. y	 � y � �x , y(0) � 2

Aπροσδιόριστες µορφές

&	�� A������� 77-82:

(�) Y�
�
���	� ���� ���
 �� ����� �����
������.

(�) K�	���� �������	� �� ��
�
���	� ���� �����	�-
�� ��� �� ��
�	���#�	� 	
� ��
�
����� ���.

77. 78.

79. 80.

81. 82.

83. A�������	��	� �� ����� 	� �����	��� sin 3x ��
-
������
� �� ���	� 	�� 	���� 	�� r ��� s ��� 	�� 
�
���
������ �	�

84. (�) 5��#	� �	� � ��
������� csc x 	 1 x � x 6 �	��
E��	�	� 8.8, "��������� 6, 
����� �	�� ��
���-
���� sin x 	 6x (6 � x 2) .

(�) Mάθετε γράφοντας &�������	� 	�� ������� 	��
��
��������� sin x 	 x ��� sin x 	 6x (6 � x 2) ��-
�����
�	�� 	� �������	� 	�� f(x) � sin x � x ���
g(x) � sin x � (6x (6 � x 2)) . "������<	� 	� ����-
	�.

Σειρές Fourier

&	�� A������� 85-90, ���	� 	� ����� Fourier 	�� f �	
 �
-
��� ����	���.

85.

86.

87. f(x) � x � �, �� � x � �

88.

89.

90.

Hµιτονικές και συνηµιτονικές σειρές Fourier

&	�� A������� 91-96, ���	� 

(�) 	� ������	
���� ����� Fourier 

(�) 	�� ���	
���� ����� Fourier 	�� f �	
 �
��� ���-
�	���.

91.

92.

93. f(x) � sin �x , 0 � x � 1

94. f(x) � cos x , 0 � x � � 2

95. f(x) � 2x � x 2, 0 � x � 3

96. f(x) � e�x, 0 � x � 2

Θεωρία και παραδείγµατα

97. Συγκλίνουσα σειρά

(�) 5��#	� �	� � �����

���������.

(�) Mάθετε γράφοντας E�	����	� 	
 �����
� 	
� ����-
��	
� �� ���
��
��� ����� 20 ��
�� 	�� ������.
H ��
������	��� 	��� �
� �����
��� ����� ����-
��	��� � �����	��� ��� 	�� ������	���; A�	�
-
�
���	� 	�� ����	��� ���.

98. (�) Συγκλίνουσα σειρά 5��#	� �	� � �����

���������.

(�) Mάθετε γράφοντας E�	����	� 	
 �����
� 	
� ����-
��	
� �� ���
��
��� ����� ��� 	
� ��
 �tan (1
41) 	�� ������. H ��
������	��� 	��� �
� ����-
�
��� ����� ������	��� � �����	��� ��� 	��
������	���; A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

99. Aκτίνα σύγκλισης B���	� 	�� ��	��� ��������� 	��
������

100. Aκτίνα σύγκλισης B���	� 	�� ��	��� ��������� 	��
������

101. n-οστό µερικό άθροισµα B���	� ��� �����	� ������� ���
	
 n-
�	� ������ ���
���� 	�� ������ ln (1 �
(1/n2 )) ��� ������
�
���	� 	� ��� �� ��
���
����	�
�� � ����� ��������� � ��
������.

102. n-οστό µερικό άθροισµα Y�
�
���	� 	
 (1 (k2 � 1)) / 
�
k�2


�
n�2



�

n�1
 

3 � 5 � 7 � … � (2n � 1)
4 � 9 � 14 � … � (5n � 1)

 (x � 1)n
 .



�

n�1
 
2 � 5 � 8 � … � (3n � 1)

2 � 4 � 6 � … � (2n)
 xn .

 / 



�

n�1
 �tan  1

2n
 �  tan  1

2n � 1� 



�

n�1
 �sin  1

2n
 �  sin  1

2n � 1�

 / 

f (x) � �0,
x ,

 0 � x � 1
1 � x � 2

f (x) � �1,
0,

 0 � x � 1 / 2
1 / 2 � x � 1

f (x) � �0,
x ,
1,

�2 � x � 0
0 � x � 1
1 � x � 2

f (x) � �1,
1 � x ,

�2 � x � 0
  0 � x � 2

f (x) � �0,
 sin  x ,

�p � x � 0
   0 � x � p

f (x) � �0,
x ,

�1 � x � 0 

  0 � x � 1

f (x) � ��1,
2,

�p � x � 0
�0 � x � p

 / 

 / 

 / 

 /  / 

lim
xl 0

  � sin  3x
x3

 � r
x2

 � s� � 0.

lim
yl 0

  
y 2

 cos  y � cosh y
lim
zl 0

  1 �  cos2 z
ln  (1 � z) �  sin  z

lim
hl 0

  
(sin  h) / h �  cos  h

h2
lim
tl 0

  � 1
2 � 2  cos  t

 � 1
t 2�

lim
ul 0

  e
u � e�u � 2u

u �  sin  u
lim
xl 0

  7  sin  x
e2x � 1

 / 

 / 

 / 
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T

T



����
�	�� 	
 ���
 ����� n l � 	
� n-
�	
� �����
�
���
����	
�.

103. (�) ∆ιάστηµα σύγκλισης B���	� 	
 ����	��� ���������
	�� ������

(�) ∆ιαφορική eξίσωση 5��#	� �	� � �����	��� �
� 
��-
��	�� ��� 	� ����� ����
�
��� ��� ����
���� �#�-
���� 	�� �
����

��� ���	� 	�� 	���� 	�� �	������ a ��� b .

104. (�) Σειρά Maclaurin B���	� 	� ����� Maclaurin 	�� ��-
���	���� x 2 (1 � x) .

(�) &�������� � ����� �	
 x � 1; E#����	�.

105. Mάθετε γράφοντας A� 
� an ��� bn ����� ��-
�����
���� ������ �� ����	���� �������, 	�	� 	� ��-
��������	� ��� 	�� anbn; A�	�
�
���	� 	�� ���-
�	��� ���.

106. Mάθετε γράφοντας A� 
� an ��� bn ����� ��
-
����
���� ������ �� ����	���� �������, 	�	� 	� ��-
��������	� ��� 	�� anbn; A�	�
�
���	� 	�� ���-
�	��� ���.

107. Ακολουθία και σειρά 5��#	� �	� � ��
�
���� {xn} ��� �
����� (xk�1 � xk) �������
�� 	��	���
�� � ��
-
����
�� 	��	���
��.

108. Σύγκλιση 5��#	� �	� � ����� (an (1 � an)) ������-

��� ����
� an � 0 ��� ���� n ��� � an ���������.

109. (�) Απόκλιση *�	� a1, a2, a3, . . . , an ��	��
� �����
�
�
� ����
�
�
�� 	�� ����
���� ��������:

i. a1 � a2 � a3 � …

ii. � ����� a2 � a4 � a8 � a16 � … ��
������.

5��#	� �	� � �����

��
������.

(�) X�����
�
���	� 	
 ��
	������ ��� �	
 (�) ���
�� ���#�	� �	� � �����

��
������.

110. Eκτίµηση ολοκληρώµατος *�	� �	� ����	� �� ���	� ���
���
�� ��� ����
�� ��
������	��� 	��� ��� 	
 x 2ex

dx . Y����
�� ����
�
� ����	
� 	���
� ��� �� 	
 ���-
#�	�.

(�) X�����
�
���	� 	
� ������ 	
� 	������
� ��
n � 2 ��� �� ��	�����	� 	
 x 2ex dx .

(�) '��<	� 	
�� 	���� ���	
�� ��
�� 	�� ������
Maclaurin 	
� x 2ex ��� �� �#�����	� �	�� 	
 	�	��-
	
 �
������
 Maclaurin P(x) 	
� x 2ex. *���	�
������
�
���	� 	
 P(x) dx �� ��
������� 	
�

x 2ex dx .

(	) Mάθετε γράφοντας H ���	��� �������
� 	�� f(x) �
x 2ex ����� ��	��� ��� ���� x � 0. E#����	� ���	�
��	� � ����	����� ��������	�� �	� � ��	�����
�
� ����	� �	
 (�) ����� ������	��� 	�� ������-
	���� 	����. 

(
) Mάθετε γράφοντας K��� �������
� 	�� f (x) � x 2ex

����� ��	��� ��� x � 0. E#����	� ���	� ��	� � ��-
��	����� ��������	�� �	� ���� �
���������
��
������� Maclaurin 	�� f (x) ��� x �	
 ����	�-
�� [0, 1] �� ����� 	��� �����	��� 	�� ������	����
	����. (Y�������: f (x) � Pn(x) � Rn(x) .)

(�) X�����
�
���	� �����
�	��� 
�
������� ���
�� ��
�
����	� 	
 x 2ex dx .

111. Σειρά της tan�1 x

(�) O�
������	� ��	� ���� ��� t � 0 ��� t � x 	��
�#�����

��
� 
 	����	��
� ��
���	�
� ����� 	
 ����
��

��	� (n � 1) ��
��, ��� ��
���<� �� ���
���� ��-
���	����� ������ �� ������ ��
 a � (�1)n�1t 2n�2

��� ���
 r � �t 2.

(�) 5��#	� �	� 
 ��
� ��
�
��
� 	
� ���	���	
� (�)
��
�	�� ��

Rn(x) �

��� ���	� 	
 limnl � Rn(x) ��� �x � � 1.

(	) B���� 	
� ��
	������	�� ��� �	
 (), ���	� ���
�����
����� 	�� �����	���� tan�1 x.

(
) %��	� x � 1 �	� ����� 	�� tan�1 x ��	� �� �#���-
��	� 	
� ��� �� Leibniz

112. Yπολογισµός µη στοιχειωδών ολοκληρωµάτων /��� ��
���
���, 
� ������ Maclaurin ��
�
�� �� ������
�
��-
�
�� ��� �� ������
��� �� �	
������� 
�
�������-
	� �� �
��� ������.

(�) E�����	� 	
 sin t 2 dt �� �
��� �����
������.

(�) &������ �� 	
 ������� ��	������ �����������-
��� ������, ���
�� ��
�� 	�� ������ (�) �������-
���	� ��� �� ��	����
��� 	
 sin x 2 dx �� ����-
�� �����	��
 	
� 0,001;

113. H µέθοδος του Picard για κλίσεις µεγαλύτερες του 1 &	
 "�-
�������� 9 	�� E��	�	�� 8.2 ������ �	� ��� ��
�
���
�� �������
��� 	� ���
�
 	
� Picard ��� �� �
���
��� �	����� �����
 	�� g(x) � 4x � 12, ���� ��
�
�-
�� �� �
��� ��� �	����� �����
 	�� g�1(x) � (1 4)x
� 3 ���	� � �������
� 	�� g�1 ����� ���	� �����	���
	�� �
����� (��	’ �����	� 	���)Ø ��� 	�� �������,
��
�	�� �� 1 4. &	
 "��������� 7 	�� E��	�	�� 8.2,
������ �	� 	
 �	����� �����
 	�� g�1 ����� 	
 x � 4.
"���	����	� 	��� �	� 	
 4 ����� ������ �	����� ��-
���
 	�� g , ���
���
� �	�

g(4) � 4(4) � 12 � 4.

 / 

 / 

1
0

x
0

p

4
 � 1 � 1

3
 � 1

5
 � 1

7
 � 1

9
 � … � 

(�1)n

2n � 1
 � … .

� x

0
 
(�1)n�1t 2n�2

1 � t 2
 dt

1
1 � t 2

 � 1 � t 2 � t 4 � t 6 � … � (�1)nt 2n � 
(�1)n�1t 2n�2

1 � t 2

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1 � 

�

n�2
 1
n ln  n

a 1

1
 � 

a 2

2
 � 

a 3

3
 � …


�
n�1

 / 
�
n�1


�
k�1


�
n�1


�
n�1
�

n�1


�
n�1


�
n�1
�

n�1

 / 

d 2y

dx2
 � xa y � b

y �1� 1
6

 x3� 4
720

 x6�…� 
1 � 4 � 7 � … � (3n � 2)

(3n)!
 x3n� … .
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5�����, ����
�	�� 	
 �	����� �����
 	�� g�1, ��-
���� ��� 	�� g .

M�� �����	��� ���� ���	
	� 	� ���� �	����� ��-
���� �� 	�� ��	��	�
�� 	��. T� �������	� 	�� ��-
���	����� ��	�� ����� �����	���� �� ��
� 	�� ��-
���� y � x 	�� 
�
�� ��� 	���
�� �	� ���� ������.

B���
��� �
���� 	��� �	� � ���
�
� 	
� Picard ����
������ �����
��. *�	� �	� � g ����� �����
�
����-
�	� (1-1), �� ������ ���	� �������
 ������	��� 	��
�
����� (��	’ �����	� 	���) �� �����	� ����	��� I,

�
� ��#
����� 	
� 
�
�
� ���	�� ��� �	����� �����

	�� g . &	�� �����	��� ��	� � �������
� 	�� g�1,
��	�� ��� �� 	�� ��	��	�
�� 	�� g	, ����� �����	���
	
� 1 �	
 I . E������
�	�� 	� ���
�
 	
� Picard �	��
g�1 �	
 I �� ��� ����� 	
 �	����� �����
 	�� g . '�� ��
�#�������	� �	�� ���� ��	�, ���	� 	� �	����� ��-
���� 	�� ����
���� �����	�����.

(�) g(x) � 2x � 3

(�) g(x) � 1 � 4x
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Eπιπρόσθετες ασκήσεις: θεωρία, παραδείγµατα, εφαρµογές

Σύγκλιση και απόκλιση

"
��� ��� 	�� ������ an 	�� 
�
��� 
���
�� 
� 	��
�
	�� A������� 1-4 �������
��, ��� �
��� ��
����
��; A�-
	�
�
���	� 	�� ����	����� ���.

1. 2.

3. (�1)n tanh n 4.

"
��� ��� 	�� ������ an �
� 
���
�� 
� 	��
� 	��
A������� 5-8 �������
��, ��� �
��� ��
����
��; A�	�
-
�
���	� 	�� ����	����� ���.

5. a1 � 1, an�1 � an (Y�������: '��<	�

�����
�� ��
��, ���	� �
�
� �����
�	�� �������
�	��,

��� ��	���� ��������	�.)

6. a1 � a2 � 7, an�1 � an �� n � 2

7. a1 � a2 � 1, an�1 � �� n � 2

8. an � 1 3n �� n ����		��, an � n 3n �� n ��	�
�

Eπιλογή κέντρου της σειράς Taylor

O 	��
� 	
� Taylor

f(x) � f(a) � f 	(a)(x � a) � (x � a)2

� … � (x � a)n�1

�������� 	�� 	��� 	�� f �	
 x �����	���� 	�� 	���� 	�� f
��� 	�� ��������� 	�� �	
 x � a . K�	� 	�� ��	����� �
�-
��� ������	���� ��
�
������, 	
 a ������ �� ����� �����

��
� 	��
 � f ��
 ��� 
� �������
� 	�� �� ��� ����� ���-
�	��. "����� ������ �� �����	�� ����	� �
�	� �	�� 	����
	�� f �
� ��� ��������
��, ��	� � �
��	�	� (x � a)n�1 ��
����� ����� ��� �� ��
�
��� �� ���
��
��� 	
� ��
 	
�
��
�
��
�.

&	�� A������� 9-14, �
�� ����� Taylor �� �������	� ���
�� ��������	���	� 	� �����	��� �
�	� �	� �
����� 	���
	
� x ; (E�����	�� �� �����
�� �������	���� 	�� ���� ��
-
���	�� ����	�����.) '�� 	� ����� �
� �����#�	�, ���<	�
	
�� ���	
�� 	������� �� �������
�� ��
��.

9. cos x �
�	� �	
 x � 1 10.  sin x �
�	� �	
 x � 6,3

11. ex �
�	� �	
 x � 0,4 12.  ln x �
�	� �	
 x � 1,3

13. cos x �
�	� �	
 x � 69 14.  tan�1 x �
�	� �	
 x � 2

Θεωρία και παραδείγµατα

15. n-στή ρίζα του an � bn *�	� a ��� b �	������ �� 0 � a �
b . &�������� � ��
�
���� {(an � bn) }; A� ���, �� �
�

���
;

16. Eπαναλαµβανόµενα δεκαδικά ψηφία N� ����� 	
 ���
����
	�� ������� ������

.

17. Άθροιση ολοκληρωµάτων Y�
�
���	� 	


18. Aπόλυτη σύγκλιση N� ���
�� ���� 
� 	���� x ��� 	��

�
��� � �����

��������� ��
��	��.

19. Σταθερά του Euler '������� �����	����� ���� ��	� �	

&���� 8.13, ��� �����
�� �	� ����� 	
 n ��#���	��, 
�
-
��� ��� ��������� � ����
�� ��	�#� 	
� ���
����	
�

1 � 1
2

 � … � 1n



�

n�1
 nxn

(n � 1)(2x � 1)n



�

n�0
 � n�1

n
 1
1 � x2

  dx.

2 3 7 2 3 7 2 3 71+ —+ — + — + — + — + — + — + — + — +. . .
1 0 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 0 6 1 0 7 1 0 8 1 0 9

1 / n

f (n) (a)
n!

 (x � a)n � 
f (n�1)(c)
(n � 1)!

f �(a)
2!

 /  / 

1
1 � an

n
(n � 1)(n � 1)

n(n � 1)
(n � 2)(n � 3)


�
n�1



�

n�2
 
 logn (n!)

n 3

�

n�1



�

n�1
 
( tan�1 n)2

n 2 � 1

�

n�1
 1
(3n � 2)n�(1 / 2)


�
n�1



��� 	
� 
�
�������	
�

5��������	� 	�� �������� ���	���, ��	����	�� 	�
����
��� ���	�.

(�) %��	� f(x) � 1 x �	
 &���� 8.13, ��� ���#	� �	�

������ �	�

&������, � ��
�
����

����� ��� ��� ��	� ��������.

(�) 5��#	� �	�

��� ������
�
���	� 	
 ��
	������ ��	� ��� ��
���#�	� �	� � ��
�
���� {an} 	
� ���	���	
� (�)
����� �� ��#
���.

E���
� ��� ��	� �������� �� ��#
��� ��
�
���� ��-
�������, 	� an ���� 
���
�	�� �	
 (�) �� �������
��:

O ������� � �
� ��
�	�� �� 0,5772 . . . , �����	�� �
�-
���� 
�� Euler. E� ��	������ �� ���
�� �����
�� ����-
�
�� ���� 	
 � ��� 	
 e, ��� ���� ����� ���
�� ���
�-
�	��� ������	��� ������� 	
� g.

20. Γενίκευση της σταθεράς του Euler T
 ����
��
 ����� ���-
���� 	� ������� �����	��� ���� ��	���� ����� ����
-
������� ����
���� �����	���� f � 
�
�� ���� ��	���
���	��� �������
 �	
 (0, �) . '�� ���� n , 
 ������� An

����� 	
 ������ 	
� ����
� ��	�#� 	�� �������� ���
	
� ���������
� 	����	
� �
� ������� 	� ������
(n , f(n)) ��� (n � 1,  f(n � 1)) .

(�) X�����
�
���	�� 	
 �����, ���#	� �	�
An � (1 2)( f(1) � f(2)) .

(�) K�	���� ��
���#	� �	� ������� 	
 ���


(	) 5��#	�, 	��
�, �	� ������� ��� 	
 ���


'�� f(x) � 1 x , 	
 ���
 (�) ����� � �	����� 	
�
Euler. ("���: “Convergence with Pictures” ����
 	
� P.
J. Rippon, American Mathematical Monthly, Vol. 93, No.
6 (1986), pp. 476–478.)

21. «Aποκόπτοντας» τρίγωνα %�����	� 	
 ��������
 	����-
�
 ������� 2b 	
� �����	
�. A�� ��	� ��
���	
���
��������� 	������ ���� ������� � ��
�
���� 	�� ��-
����	� �����	��. T
 ���
���� 	�� ������ �
�
�����
��	�� �	�� ��� 	
 ������ 	
� �����
� 	����-
�
� �����	���� ��� ������ �����.

(�) N� ����� � ����� ��	�.

(�) N� ����� 	
 ���
���� 	�� ������� ������ ���
��
�
���� 	
 
���� ������ �
� �������	�� ���
��	� 	
� �����
� 	�����
�.

(	) K���� � ���������� ��
�
��� ��������	�� ��’
�����
�, �� ��
������ 	����� ������ �����
 	
�
�����
� 	�������
� ����
�; E#����	� ���	� ��� �
���	� ���.

22. Mια γρήγορη εκτίµηση του �/2 /��� �� ����	� �	��
������ 10 	�� E��	�	�� 8.2, � ��
�
���� �
� ��-
����	�� ��� 	
� �����
���� 	��
 xn�1 � xn � cos xn

�� 	��� ��������� x0 � 1 ��������� 	���	�	� �	
 �
2. "�
������
� �� �#�����	� 	�� 	���	�	� 	�� ��-
�������, ��	� �n � (� 2) � xn. (5��	� 	
 �����.)
&	�� �����	��� ��	�

 � 1
3!

 (en)
3 � 1

5!
 (en)

5 � … .

 � en �  sin  en

 � en �  cos  �p

2
 � en�

 en�1 � p
2

 � xn �  cos  xn

 / 

 / 

2b

2b 2b

2b

2b 2b

2b

2b 2b • • •

x

y

f(4)

1

y � f(x)

0 2 3 4 5

f(3)

f(2)

f(1)

…

A2

A3

A1

A2

A3 …

 / 

lim
nl �

  �

n

k�1
 f (k) � � n

1
 f (x) dx� .

lim
nl �

  �

n

k�1
 f (k) � 1

2
 ( f (1) � f (n)) � � n

1
 f (x) dx� .

 / 
�
n�1

 ,

1 � 1
2

 � … � 1n � ln  n l  g .

1
n � 1

 � � n�1

n
 1x dx � ln  (n � 1) � ln  n

an � 1 � 1
2

 � … � 1n � ln  n

0 � ln  (n � 1) � ln  n � 1 � 1
2

 � … � 1n � ln  n � 1.

ln  (n � 1) � 1 � 1
2

 � … � 1n � 1 � ln  n

 / 

ln  n � � n

1
 1x dx  .
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X�����
�
���	� 	�� ���	�	� ��	� ��� �� ���#�	� �	�

23. Yπολογιστική διερεύνηση

(�) Mάθετε γράφοντας V����	�� �� �#��	�	�� ��� 	
 a �
	��� 	
� 
��
� 

, ��
� a �	�����;

A� ���, �
�� ����� � �#��	��� ��	�;

(�) Mάθετε γράφοντας V����	�� �� �#��	�	�� ��� 	
 b �
	��� 	
� 
��
�

, ��
� a ��� b �	������, ��� b � 0;

A� ���, �
�� ����� � �#��	��� ��	�;

(	) E������
�	�� �����
�� 	
� �����
�	��
� �
��-
��
�, ���������	� �,	� ����	� �	� (�) ��� () .

24. 5��#	� �	� �� � ����� an ���������, 	�	� ��� �

�� ���������.

25. Aκτίνα σύγκλισης N� ����� � 	��� 	�� �	������ b ���
	�� 
�
�� � ��	��� ��������� 	�� �����
������

��
�	�� �� 5.

26. Mάθετε γράφοντας: Yπερβατικές συναρτήσεις "�� ������
�-
�� �	� 
� �����	����� sin x , ln x , ��� ex ��� ����� �
-
�������; A�	�
�
���	� 	�� ����	��� ���.

27. Kριτήριο του Raabe (ή του Gauss) T
 ����
��
 ���	���
,
�
� ������	
��� ���� ��
���#���, ��
	���� ����	�-
�� 	
� ���	���
� 	
� ���
�.

K��
���� 
�� Raabe: A� � un ����� ����� ��	����
������� ��� �����
�� �	������ C, K , ��� N 	�	
���
��	�

��
� � f(n) � � K ��� n � N , 	�	� � un ��������� ���
C � 1 ��� ��
������ ��� C � 1.

5��#	� �	� 	� ��
	������	� 	
� ���	���
� 	
�
Raabe ������
�� �� ��� ��� �������	� ��� 	�� ������

(1 n2 ) ��� (1 n) .

28. Xρήση του κριτηρίου του Raabe *�	� �	� 
� ��
� 	��
un 
���
�	�� �����
���� ���� 	�� 	����

E������	� 	
 ���	���
 	
� Raabe ��� �� ��
���
��-
��	� �� � ����� ���������.

29. Y�
���	� �	� � ����� an ���������, �	� an � 1, ���
�	� an � 0 ��� ���� n .

(�) Ύψωση στο τετράγωνο 5��#	� �	� � an
2 ������-

���.

(�) Mάθετε γράφοντας &�������� � an (1 � an); E#�-
���	�.

30. (�������� 
�� ������� 29) A� � ����� an ������-
��� ��� �� 1 � an � 0 ��� ���� n , ���#	� �	� � ln (1
� an) ���������. (Y�������: 5��#	� ���	� �	� � ln (1 �
an) � � an (1 � an) .)

31. Θεώρηµα της Nicole Oresme A�
���#	� 	
 ������� 	��
Nicole Oresme, �	�

(Y�������: ���������	� ��	� ���� 	�� �#�����
1 (1 � x) � 1 � xn.)

32. (�) Παραγώγιση όρο προς όρο 5��#	� �	�

��� �x � � 1, ���������
�	�� ��
 �
��� 	�� 	��	�-
	�	�

,

�
����������
�	�� ��	� �
� ����	� �� x , ���
��	������	��	��, 	��
�, 	
 x �� 	
 1 x .

(�) X�����
�
���	� 	
 (�) ��� �� ���	� 	�� ������-
	��� ��� ������	��� 	�� �
����� ���� 	�� �#���-
���

33. Άθροιση εκθετικών δυνάµεων E������	� 	
 ���	���
 	
�

�
�������	
� ��� �� ���#�	� �	� � �����

���������.

34. Mάθετε γράφοντας A� � an ����� �������
��� �����
��	���� �������, 	�	� 	� ��
���	� �� ���������	� ���
	� �������� 	�� ln (1 � an) ; A�	�
�
���	� 	��
����	��� ���.

35. Ποιοτικός έλεγχος

(�) "��������	� 	� �����

� 1 � x � x 2 � … � xn � …

��	� �� ��
��<�� � ����� 	�� �����	����
1/(1 � x) 2.

1
1 � x


�
n�1


�
n�1



�

n�0
 e�n2

x � 

�

n�1
 
n(n � 1)

xn  .

 / 



�

n�1
 xn�1 � x2

1 � x



�

n�1
 
n(n � 1)

xn  � 2x2

(x � 1)3


�
n�1 / 

1 � 1
2

 � 2 � 1
4

 � 3 � … � n
2 n�1

 � … � 4.

 / 


�
n�1


�
n�1

 / 
�
n�1


�
n�1


�
n�1

u1 � 1,   un�1 � 
(2n � 1)2

(2n)(2n � 1)
 un .


�
n�1

 / 
�
n�1 / 
�

n�1


�
n�1

un

un�1
 � 1 � Cn  � 

f (n)

n 2
 ,


�
n�1



�

n�2
 b

nxn

ln  n



�

n�1
 �1 �  sin  (an)

2 �
n


�
n�1

lim
nl �

 �1 � 
 cos  (a / n)

bn �
n

lim
nl �

  �1 � 
 cos  (a / n)

n �
n

x

y

1

cosxn

0

1

xn

xn

�n

0 � en�1 � 1
6

 (en)
3 .
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(�) Zάρια P���
�	�� ��
 ����� ��� �
��, � ������	�	�
�� ��� ���
���� 7 ����� p � 1 6. P���
�	�� 	� ��-
��� ��	’ �#��
�
�����, � ������	�	� ���������
	
� 7 ��� ���	� �
�� �	� n-�	� ��<� ��
�	�� ��
qn�1p , ��
� q � 1 � p � 5 6. O ����������
� ����-
��� ��<��� ����� �� �������	�� 	
 7 ����� 
nqn�1p . N� ����� 	
 ���
���� 	�� ������.

(	) E��	� ��������� ��� ��������	� �	�	��	��� ����-
�
 �	� ���������� �
��������� ��������� 	��
�	������� ���. A�� 	
� ����	� ������
�������
�������	� 	����� ���
�� ��
q��	�. X����	�����-
	� ���� ��
q�� �
� �#�	���	� �� «����» � «���	-
	���	���». *�	� p � ������	�	� �� ����� ���� ���
��
q��, 
��	� q � 1 � p � ������	�	� ���		���	�-
�
� ��
q��	
�. H ������	�	� �� ���	� 	
 ���	

���		���	��� ��
q�� ��	� 	� n-
�	� ����
��
��
�	�� �� pn�1q . O ���
� ������� ��
q��	�� �
�
���������� ����� ��� 	
 ���	
 ���		���	���
��
q��, ����� npn�1q . Y�
�
���	� 	
 ���
�-
��� ��	�, ��
��	
�	�� �	� 0 � p � 1.

36. Aναµενόµενη τιµή *�	� �	� ��� 	����� ��	���	� X ��
-
��� �� ����� 	�� 	���� 1, 2, 3, . . . , �� ��	��	
���� ����-
��	�	�� p1, p2, p3, . . . , ��
� pk ����� � ������	�	� ��
��
�	�� 	
 X �� k (k � 1, 2, 3, . . . ). *�	� ����� �	� pk

� 0 ��� �	� pk � 1. H ����������� ��� 	
� X �
�
���
����	�� �� E(X) , ����� kpk, ���
���
� �	� �
����� ���������. &� ������� ��� 	�� ����
���� ����-
�	�����, ���#	� �	� pk � 1 ��� ���	� 	�� E(X) ��
������� 	�	
��. (Y�������: 5��	� 	�� ������ 35.)

(�) pk � 2�k (�) pk �

(	)

37. Aποτελεσµατική δόση και ασφαλής δόση M�� ��������	���

���� �
�����	�� ���
������ �� ������. H �����-
�	���� 	�� 
����� �	
 ���� ������	�� �� 	
� ����

����� ��	� �#������	�� ��� 	
 ���� 	
� �����
��.
*	�� 
� ������ ������ �� ����������
�	�� ��� 	��	�
����	���	�, ��	� ��� ���� �	���� � ������	���� 	��

����� �	
 ���� �� ���	����	�� ���� ��� ���
�
 ���-
���	
 ���
. &������ �� ��� �
�	��
 ���������� 	
�
��
	������	
� 	�� �
���
������ ������, � �����-
�	���� 	�� 
����� �	
 ���� ����� ���� 	� (n � 1)-�	�
���� ��
�	�� ��

��
� C0 � � ��	�
�� 	�� ������	����� ��� ���� (��
milligram ��� milliliter), k � � �
����� ������&�� 	
�
������
� ��� 	
 ���� (��� ���), ��� t0 � 
 ����
�
�
� ���
���� ��	�#� ��
 ������ (�� ����). 5��	� 	

����� �
� ��
�
����.

(�) '��<	� 	
 Rn �� �����	� �
��� �� ������ ���
���	� 	
 R � limnl � Rn.

(�) Y�
�
���	� 	� R1 ��� R10 ��� C0 � 1 mg mL, k �
0,1 h�1, ��� t0 � 10 h. "��
 ���� ��	����� 	
� R
��
	���� 	
 R10;

(	) A� k � 0,01 h�1 ��� t0 � 10 h, ���	� 	
 ������	
 n
�	�� ��	� Rn � (1 2)R .

("���: Prescribing Safe and Effective Dosage 	�� B.
Horelick ��� S. Koont (Lexington, MA: COMAP,
Inc., 1979).)

38. Xρόνος µεταξύ χορηγήσεων (συνέχεια της Άσκησης 37) *�	�
�	� ���
�
 ������
 ����� ����
	������	��� �� ��-
����	������ ������	���� 	�� CL, ��� �����	�	�� ���-
���� �� ������	������ ������	���� 	�� CH. M��
���������� �� �
��� 	���� 	�� C0 ��� t0 	�	
��� ��	�
� ������	���� 	
� ������
� �	
 ���� �� ���������
������� (�����	��� ��� CH) ���� ��� ��
	������	�-
�� (������	��� ��� CL) . 5��	� 	
 ����� �
� ��
�
�-
���. 

Z�	
��� ������ 	���� 	�� C0 ��� t0 	�	
��� ��	� 

R � CL ��� C0 � R � CH.

5�����, C0 � CH � CL. /	�� ��	���	��	��
�� 
� 	����
��	�� �	�� �#����� ��� 	
 R �	
 ���	��� (�) 	��
������� 37, � �#����� ������� 	�� ���
�
������
�
��� 

"�
������
� �� ��	��	�� 	���	��� ��
	������	��� 	

������
, �
�����	�� ��� ������ ���	� ���� �	
�
������, ��	� � ������	���� 	
� ������
� �� ������
	� CH mg ��� mL. K��� ������� ���� �
�����	�� ���
t0 ���� ��� ��#���� ���� �
�� 	� ������	���� ��	� C0

� CH � CL mg ��� mL.

(�) E��������	� 	�� �������� �#����� ��� 	
 t0.

(�) A� k � 0,05 h�1 ��� � �����	� ������� ������	��-
�� ��
�	�� �� 	
 �������
 	
� e ��� 	�� ������	�
��
	������	��� ������	����, �� ����� 	
 ��
��-
�� ����	��� ��	�#� ������ �
� ��� �����	�� �	� �
������	���� 	
� ������
� �	
 ���� 	
� �����
��
�� ����� ���	� ������� ��� 	��	���
�� ��
	���-
���	���.

(	) Mάθετε γράφοντας 5��
���
� �	� CH � 2 mg mL, CL �
0,5 mg mL, ��� k � 0,02 h�1, ��
	����	� ��� ��
�
-
��������� �
�������� 	
� ������
�.

(
) *�	� �	� k � 0,2 h�1 ��� �	� � ������	� ��
	���-
���	��� ������	���� ����� 0,03 mg mL. &	
�
������ �
�����	�� ��� ���� 	
� ������
� �
� ��-
��
����� ������	���� 0,1 mg mL. '�� ���
 ���-
�	��� �����
� �� ������ 	
 ������
;

 / 

 / 

 / 

 / 

t0 � 1
k
 ln  

CH

CL
 .

t

c

t0

CL

0 X���
�

&
��

��
�	

��
�

�
 �

	

 �

��
�

C0

M����	� �������
������	����

CH

E�����	�
��
	������	���

������	����

 / 

 / 

t

c

t0

C0

O

X���
� (h)

&
��

��
�	

��
�

�
 (

m
g

/m
L

)

C1 � C0 � C0e–kt0

R1 � C0e–kt0

R2
R3

Rn

Cn – 1
C2

Rn � C0e
�kt0 � C0e

�2kt0 � … � C0e
�nkt0

 ,

pk � 1
k(k � 1)

 � 1
k
 � 1

k � 1

5k�1

6k


�
k�1


�
k�1

 ,
�
k�1


�
n�1


�
n�1

 / 

 / 
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39. Ένα άπειρο γινόµενο T
 �����
 �������


�� ���������, �� ��������� � �����

�
� ��
���	�� �����
�	�� 	
� ������ �
������
 	
�
���
���
�. 5��#	� �	� 	
 �������
 ��������� �� an �
�1 ��� ���� n ��� �� � ����� �an � ���������. (Y��-
�����: 5��#	� �	�

��� �an � � 1 2.)

40. Eπεκτεταµένη λογαριθµική p-σειρά A� p ����� �	�����,
���#	� �	� � �����

(�) ��������� ��� p � 1

(�) ��
������ ��� p � 1. 

E� �����, �� f1(x) � x , fn�1(x) � ln ( fn(x)) ��� 	
 n ����-
��� 	�� 	���� 1, 2, 3, . . . , ����
��� �	� f2(x) � ln x , f3(x)
� ln (ln x) , �.
.�. A� fn(a) � 1, 	�	� 	
 
�
�������

��������� ��� p � 1 ��� ��
������ ��� p � 1.

��

a
 dx
f1(x) f2(x) … fn(x) ( fn�1(x)) p

1 � 

�

n�3
 1
n � ln  n � [ln  (ln  n)]p

 / 

� ln  (1 � an) � � 
� an �

1 � � an �
 � 2 � an �


�
n�1



�

n�1
 ln  (1 � an) ,

��
n�1

 (1 � an) � (1 � a 1)(1 � a 2)(1 � a 3) …
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