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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Ο «Συµβολικός Προγραµµατισµός» αποτελεί λογισµικό µε στόχο την αναλυτική διαχείριση  
µαθηµατικών προβληµάτων. Παρουσιάστηκε για πρώτη φορά την δεκαετία του ‘80. Σήµερα, οι 
δυνατότητές του  βρίσκονται σε τέτοιο βαθµό που µπορεί να εξυπηρετήσει, όχι µόνο εκπαιδευτικά, 
αλλά και ερευνητικά θέµατα, στα πλαίσια της µαθηµατικής ανάλυσης και των εφαρµογών της σε 
διάφορες επιστήµες. Αποτελεί ένα σηµαντικό εργαλείο, που µας απαλλάσσει σε µεγάλο βαθµό από 
την  πολυπλοκότητα των µαθηµατικών πράξεων, που παρουσιάζονται σε πολλά, έστω και απλά, 
προβλήµατα. Λογισµικά πακέτα συµβολικού προγραµµατισµού αποτελούν τα Mathematica, Maple, 
Derive κ.α. Στις σηµειώσεις αυτές γίνεται χρήση του πακέτου  Mathematica για το οποίο ο 
αναγνώστης µπορεί να αναφερθεί, για περισσότερες πληροφορίες, στη διεύθυνση 
http://www.wolfram.com.   

Στόχος των σηµειώσεων αυτών, είναι να αποτελέσουν ένα τεχνικό εγχειρίδιο σχετικά µε την 
επίλυση και διαχείριση των ∆ιαφορικών εξισώσεων στο υπολογιστικό περιβάλλον του 
ΜATHEMATICA. ∆ίνεται ιδιαίτερη προσοχή στις περιπτώσεις όπου τα αποτελέσµατα µπορεί να µην 
παρουσιάζονται στην αναµενόµενη µορφή τους. Μέσω παραδειγµάτων, εξετάζονται οι δυνατότητες 
του ΜATHEMATICA καθώς και οι περιορισµοί του για το συγκεκριµένο αντικείµενο. Αρκετά  
παραδείγµατα και ασκήσεις αναφέρονται και αναλύονται στο βιβλίο του καθ. Γ. Μπόζη  “∆ιαφορικές 
εξισώσεις και εφαρµογές” [1]. Έτσι µπορεί να γίνει µια άµεση σύγκριση µεταξύ των αναλυτικών 
µεθόδων της θεωρίας των διαφορικών εξισώσεων και των υπολογιστικών µεθόδων του 
ΜATHEMATICA. Ο αναγνώστης, θα πρέπει να διαθέτει κάποια βασική εξοικείωση µε τον συµβολικό 
προγραµµατισµό,  τον τρόπο σύνταξής του, το περιβάλλον του προγράµµατος καθώς και κάποιες 
γνώσεις σχετικά µε βασικές εντολές ανάλυσης και σχεδίασης.  Το βιβλίο «Εισαγωγή στη 
Mathematica» του Καθ. Γ.Θεοδώρου [2] µπορούν να καλύψουν τον αναγνώστη σε προαπαιτούµενες 
γνώσεις.   

Τα προγράµµατα, που παρουσιάζονται, γράφτηκαν µε χρήση, όσο το δυνατό,  λίγων εντολών και 
επιλογών και εκτελέστηκαν στο ολοκληρωµένο περιβάλλον του Μathematica 4.1 για PC-Windows. 
Ευχαριστίες εκφράζονται στον υποψήφιο διδάκτορα Β.Κουκουλογιάννη για την βοήθειά του. Οι 
παρούσες σηµειώσεις γράφτηκαν στα πλαίσια της αναβάθµισης των σπουδών για τους φοιτητές του 
Φυσικού τµήµατος του Α.Π.Θ. 
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ΜΕΡΟΣ 1ο : ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ  

 
 

§1.   Σύνταξη Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων στο MATHEMATICA. Η εντολή DSolve. 

Μια συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ∆Ε)  n-τάξης αναφέρεται σε µια άγνωστη συνάρτηση 
µιας ανεξάρτητης µεταβλητής ( )y y x R= ∈ x R∈ και είναι µια εξίσωση που περιέχει τουλάχιστον 

µια παράγωγο n-τάξης της συνάρτησης ως προς την ανεξάρτητη µεταβλητή της  
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Για τις παραγώγους , είναι εύχρηστο να χρησιµοποιείται ο συµβολισµός  
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Οι Σ∆Ε στo MATHEMATICA  γράφονται  σε αντιστοιχία µε τα παραπάνω, λαµβάνοντας υπόψη µας ότι 
οι συναρτήσεις και οι παράγωγες συντάσσονται ως εξής 

   2 2( ) [ ], / [ [ ], ] '[ ], / [ [ ],{ ,2}] ''[ ] κ.ο.κ.y x y x dy dx D y x x y x d y dx D y x x y x→ → → → →

Γενικά ο τελεστής παραγώγισης D[ ,x] του ΜATHEMATICA ισοδυναµεί µε  µερική παραγώγιση ως 
προς την µεταβλητή x  δηλαδή 
 [ , ] /D f x f x≡ ∂ ∂  
Όµως για τις Σ∆Ε, όπου εµπλέκεται µια ανεξάρτητη µεταβλητή,  η µερική και ολική παραγώγιση 
είναι συµβολικά ισοδύναµες. 

 Παραδείγµατα 

α.
2

2

1 10 ( '' ' 0)d y dy xy y y xy
dx x dx x

η′+ + = + + =  eq1= D y x , x,2 + D y x ,x x+x∗y x m 0@ @ D 8 <D @ @ D Dê @ D
ή eq1  = y'' x +y' x x+x∗y x m 0@ D @ Dê @ D

β.  ''' ' 0,y xy z z R+ + = ∈  eq2= y''' x +xy' x +zm 0@ D @ D  

γ.   '' 0s s+ =  eq3= s'' r +s r m 0@ D @ D  
δ.   2 2' (y x x y+ = + ')  eq4= y' x +x^2m x+y' x ^2@ D @ D

                                                

 

 
Το διπλό ίσον “==” αναφέρεται στην ταυτοτική ισότητα του αριστερού µέλους της εξίσωσης µε το 

δεξιό και είναι ένας λογικός τελεστής µε αποτέλεσµα True ή False. Τα σύµβολα1  eq1, eq2 κλπ 
αντιπροσωπεύουν την εξίσωση που τους έχει ανατεθεί µε το σύµβολο ανάθεσης “=”. Έτσι, σε 
επόµενες γραµµές εντολών µπορούµε να αναφερθούµε σε µια Σ∆Ε  µε το σύµβολό της αντί να την 
ξαναγράφουµε. Η άγνωστη συνάρτηση πρέπει να δηλώνεται πάντοτε µε το όρισµά της. Στην 
περίπτωση της εξίσωσης (β) δεν είναι σαφές αν η άγνωστη συνάρτηση y είναι συνάρτηση της 
µεταβλητής x ή της z. Στην σύνταξη του ΜATHEMATICA, αυτό γίνεται σαφές γράφοντας την άγνωστη 
συνάρτηση ως y[x]. Έτσι στην eq2 το z αντιµετωπίζεται σαν µια σταθερή παράµετρος της εξίσωσης. 
Στην εξίσωση (γ) δεν περιέχεται η ανεξάρτητη µεταβλητή και έχουµε την ελευθερία (και την 
υποχρέωση) να επιλέξουµε κάποιο έγκυρο  σύµβολο ως µεταβλητή (πχ το r). Επίσης στην περίπτωση 

 
1 ή, αλλιώς µεταβλητές ή ποσότητες ή ετικέτες 
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(δ) γίνεται σαφές ότι το δεύτερο µέλος της εξίσωσης δεν είναι απαραίτητα το µηδέν και οι όροι της 
Σ∆Ε µπορούν να διαχωριστούν αριστερά και δεξιά του τελεστή ισότητας “==”. Σε κάθε περίπτωση θα 
πρέπει να χρησιµοποιούνται έγκυρα σύµβολα για τη συνάρτηση και  την ανεξάρτητη µεταβλητή, 
δηλαδή, σύµβολα στα οποία δεν τους έχει ανατεθεί προηγουµένως κάποια τιµή µε τον τελεστή “=”.  

Κάθε συνάρτηση y=y(x) η οποία ικανοποιεί τη Σ∆Ε (1) ονοµάζεται λύση της (1) και µε  τον όρο 
επίλυση της (1) εννοούµε την εύρεση αυτών των συναρτήσεων y=y(x) οι οποίες µπορεί να δίνονται 
και σε πλεγµένη µορφή F(x,y)=0.  ∆ηλαδή αν αντικαταστήσουµε στη διαφορική εξίσωση την y=y(x) 
και εκτελέσουµε τις απαιτούµενες παραγωγίσεις   καταλήγουµε σε ταυτοποίηση του 1ου και 2ου µέλους 
της Σ∆Ε. Πχ. µια λύση της y’+xy’’=1 είναι η y1=x+log(x) : 

In[1]:= y1= x+ Log@xD; eq1= D@y1, xD +x D@y1, 8x,2<Dm 1

Out[1]= True  
Βέβαια και η συνάρτηση y2=x+2 log(x) αποτελεί λύση καθώς και η συνάρτηση y3=x+c⋅log(x), ∀c∈R 
(δηλαδή η παράµετρος c εκφράζει µια αυθαίρετη σταθερά). Η λύση y3 αποτελεί µια µονοπαραµετρική 
οικογένεια συναρτήσεων, µε παράµετρο το c, και φυσικά εµπεριέχει και τις λύσεις y1 και y2 για c=1 
και c=2 αντίστοιχα. Ως γενική λύση µιας Σ∆Ε, n τάξης, εννοούµε µια n-παραµετρική οικογένεια 
συναρτήσεων, δηλαδή µια συνάρτηση του x και n αυθαίρετων σταθερών : 

 1 2 1 2(α) ( ; , ,..., ) η (β) ( , ; , ,..., ) 0ny y x c c c F x y c c cn′= =  (3) 

Για παράδειγµα, η γενική λύση της y’+xy’’=1, που είναι δεύτερης τάξης, θα πρέπει να περιέχει δύο 
αυθαίρετες σταθερές και είναι η y=x+c1log(x)+c2.  

Η επίλυση µιας Σ∆Ε µε το ΜATHEMATICA γίνεται µε την εντολή DSolve η οποία συντάσσεται µε 
τρία βασικά ορίσµατα, ως 

DSolve[ εξίσωση , αγνωστη συνάρτηση, ανεξάρτητη µεταβλητή] 

  DSolve[equation, y[x],x]   

• Η λειτουργία της παραπάνω εντολής στηρίζεται στη διαµόρφωση (αν είναι απαραίτητο) της διαφορικής 
εξίσωσης σε κάποια γενική µορφή για την οποία έχουν ήδη αναπτυχθεί συγκεκριµένοι αλγόριθµοι επίλυσης.  Το 
MATHEMATICA, λοιπόν, λύνει διαφορικές εξισώσεις που ήδη έχουν λυθεί στα πλαίσια των µαθηµατικών. ∆εν 
πρέπει να συγχέεται η µη δυνατότητα εύρεσης της λύσης από το MATHEMATICA µε τη µη ύπαρξη αναλυτικής 
λύσης για τη διαφορική εξίσωση2. Γενικά η DSolve, όπου είναι δυνατό, παράγει λύσεις της µορφής (3α) 
(λυµένες µορφές – explicit forms).  

Παράδειγµα 1 

In[2]:= DSolve@y'@xD+xy''@xDm 1,y@xD,xD
Out[2]= y x → x+ C 2 + C 1 Log x88 @ D @ D @ D @ D<<  
Παρατηρούµε ότι,  η DSolve µας δίνει την αναµενόµενη λύση µε αυθαίρετες σταθερές τις C[1] και 
C[2]. Η ονοµασία –συµβολισµός των αυθαίρετων σταθερών µπορεί να αλλάξει µε την επιλογή 
DSolveConstants η οποία εισάγεται σαν τέταρτο όρισµα στη DSolve πχ  

In[9]:= DSolve@y'@xD +xy''@xDm 1,y@xD,x, DSolveConstants→ kD
Out[9]= y x → x+ k 2 + k 1 Log x88 @ D @ D @ D @ D<<  
Παράδειγµα 2 

In[2]:= DSolve y' x −y x m Sin x , y x ,x  @ @ D @ D @ D @ D D
Out[2]= ::y@xD → ÆxC@1D + ÆxJ−

1

2
Æ−x Cos@xD−

1

2
Æ−x Sin@xDN>>

 

                                                 
2 Πληροφορίες σχετικά µε τις περιπτώσεις οι οποίες αντιµετωπίζονται επιτυχώς δίνονται στο HELP του 
MATHEMATICA για την εντολή DSolve. 
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Αν και είναι προφανής η απλοποίηση, που θα έπρεπε να γίνει στο αποτέλεσµα Out[2], αυτό δεν 
αποτελεί αρµοδιότητα της DSolve. Έτσι η εφαρµογή της εντολής Simplify (ή FullSimplify) 
στο αποτέλεσµα της DSolve, γενικά, ενδείκνυται. 

In[3]:= Simplify@%D
Out[3]= ::y@xD → ÆxC@1D −

Cos@xD
2

−
Sin@xD

2
>>

 
Παράδειγµα 3 

In[4]:= DSolveAy'@xD ==
x+y@xD2
2xy x

, y@xD, xE
 @ D

Out[4]= y x → −
èxC 1 + xLog x , y x →

èxC 1 + xLog x  99 @ D @ D @ D = 9 @ D @ D @ D ==
Φυσικά η παραπάνω εξίσωση δεν έχει δύο γενικές λύσεις, απλά η γενική λύση εκφράζεται σε δύο 
κλάδους, ξεχωριστά για y<0 και για y>0. Μια πιο συµπαγής µορφή λύσης θα ήταν η 

, όµως η DSolve δίνει λύσεις της λυµένης µορφής (3α). 2
1 logy xc x= + x

 

§2.  ∆ιαχείριση των λύσεων και των αυθαίρετων σταθερών 
Όπως φαίνεται από τα παραδείγµατα της προηγούµενης παραγράφου, οι λύσεις δίνονται µε τα 

παρακάτω χαρακτηριστικά : 

α) ∆ίνονται σαν αντικείµενα µιας λίστας (δηλαδή η έξοδος της DSolve είναι µια λίστα και όχι µια 
συνάρτηση.  

β) ∆ίνονται µέσω του συµβόλου  “→” και δεν αναθέτονται στη µεταβλητή y η οποία ήταν η άγνωστη 
συνάρτηση. Με το τρόπο αυτό δεν δεσµεύεται το σύµβολο y και έτσι δεν αλλοιώνεται η διαφορική 
εξίσωση.  

Η λίστα των λύσεων µπορεί να ανατεθεί σε ένα σύµβολο.  Επίσης είναι εύχρηστο, για µια περαιτέρω 
επεξεργασία της λύσης, να ανατεθεί η λύση σε µια µεταβλητή ή µια συνάρτηση επιλογής του χρήστη.  

Παράδειγµα 1 

In[1]:= eq1= y'@xD +xy''@xDm 1; solution = DSolve@eq1, y@xD,xD
Out[1]= y x → x+ C 2 + C 1 Log x88 @ D @ D @ D @ D<<  
Η λίστα solution  περιέχει ένα στοιχείο (λύση) το οποίο µπορεί να αποδοθεί στο σύµβολο yy  

 

In[2]:= yy= y@xD ê. solution@@1DD H∗ή ισοδύναµα yy=solution@@1,1,2DD∗L
t[2]= x+ C@2D + C@1D Log@xDOu  

Η απόδοση της λύσης δεν γίνεται στο σύµβολο y (αλλά στο yy) γιατί η Σ∆Ε  eq1 θα αλλοιωθεί και 
δεν µπορεί να ξαναχρησιµοποιηθεί παρά µόνο αν διαγραφεί ο πυρήνας της MATHEMATICA (Quit 
Kernel). Επίσης θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε αντί της yy την yy[x]  οπότε ορίζουµε ρητά 
την λύση σαν συνάρτηση του x.    

Αν στο δεύτερο όρισµα της DSolve αντί του y[x] χρησιµοποιηθεί το όρισµα y τότε παίρνουµε 
λύσεις σε µορφή καθαρής συνάρτησης (pure or anonymous function)  

 

In[1]:= eq1= y'@xD +xy''@xDm 1; solution = DSolve@eq1, y,xD
t[1]= 88y→ Function@8x<, x+C@2D + C@1D Log@xDD<<Ou  

H παραπάνω µορφή συνάρτησης δεν δεσµεύει σύµβολα για το όνοµά της καθώς και για την 
ανεξάρτητη µεταβλητή και παρουσιάζει αρκετά πλεονεκτήµατα σε θέµατα χρήσης και 
αντικατάστασης (βλ. HELP του MATHEMATICA και [2],[3]) παράδειγµα η επαλήθευση της λύσης 
µπορεί να γίνει άµεσα: 
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In[3]:= eq1ê.solution@@1DD
Out[3]= True  
. Η απόδοση της λύσης σε ένα σύµβολο γίνεται όπως δείξαµε παραπάνω. Οι αυθαίρετες σταθερές 
C[n], που περιλαµβάνονται στη λύση, αποτελούν προστατευόµενες ποσότητες για το 
MATHEMATICA και δεν µπορούν να τις  αποδοθούν άµεσα τιµές. Έτσι για παράδειγµα η έκφραση 
C[1]=1;   θα µας δώσει το µήνυµα λάθους “Tag C in C[1] is protected”. Έτσι είναι 
εύχρηστο να γίνεται αντικατάστασή τους µε σύµβολα του χρήστη πχ για την λύση yy γράφουµε  

In[4]:= yy ê. 8C@1D→ c1, C@2D→ c2<
Out[4]= c2+ x+ c1Log@xD  
 

Θέτοντας στη γενική λύση της Σ∆Ε συγκεκριµένες τιµές για τις n αυθαίρετες παραµέτρους ci 
παίρνουµε συγκεκριµένες λύσεις που ονοµάζονται “µερικές λύσεις” της Σ∆Ε.  

Για διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης, η γενική λύση παρουσιάζεται σαν µια µονοπαραµετρική 
οικογένεια µερικών λύσεων y=y(x;c),  όπου η κάθε µια (για κάθε τιµή του c) εκφράζει µια καµπύλη 
στο χώρο x-y. Συνήθως η γενική λύση είναι µια συνεχής συνάρτηση ως προς την παράµετρο, και η 
σχεδίαση µερικών καµπυλών µας δίνει την αίσθηση της ποιοτικής συµπεριφορά όλων των άλλων 
λύσεων  

Παράδειγµα 2. 

In[2]:= solution= DSolveAy'@xD ==
y@xD− Hx+1L Æ−x

x
, y@xD,xE

Out[2]= y x → Æ−x+ xC 188 @ D @ D<<  
Από την παραπάνω µερική λύση παίρνουµε µια µερική λύση αντικαθιστώντας την σταθερά C[1] µε 
µια συγκεκριµένη τιµή. 

In[3]:= PartialSolution= solutionê.C@1D→ 3

Out[3]= y x → Æ−x+ 3x  88 @ D <<
Η σχεδίαση της παραπάνω λύσης σε ένα διάστηµα [xmin,xmax] µπορεί να γίνει µε την εντολή 
Plot[y[x]\.PartialSolution, {x,xmin,xmax}] ή Plot[PartialSolution[[1,1,2]], 

{x,xmin,xmax}]. Για περισσότερες µερικές λύσεις µπορούµε να γράψουµε 

In[4]:= Plot@8solution@@1,1,2DD ê.C@1D→ −2,

solution@@1,1,2DD ê.C@1D→ −1,

solution@@1,1,2DD ê.C@1D→ 0,

solution@@1,1,2DD ê.C@1D→ 1,

solution 1,1,2 .C 1 → 2 , x, −3,3@@ DD ê @ D < 8 <D  
ή, ισοδύναµα  
In[7]:= partialsolutions=

Table@solution@@1,1,2DD ê.C@1D→ i, 8i, −2,2<D;
Plot Evaluate partialsolutions , x, −3,3@ @ D 8 <D

-3 -2 -1 1 2 3

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10

 

Ένας εναλλακτικός τρόπος για την σχεδίαση των µερικών λύσεων µιας Σ∆Ε 1ης τάξης είναι να 
φέρουµε τη λύση σε πλεγµένη µορφή F[x,y]=c και να σχεδιάσουµε τις ισοκλινείς της καµπύλες 
In[7]:= Implicitsolution= Solve yy== solution 1, 1,2 ,C 1@ @@ DD @ DD  
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Out[7]= ::C@1D → −
Æ−x− yy

x
>>

  
In[8]:= ContourPlot@Implicitsolution@@1,1, 2DD, 8x, −3,3<, 8yy, −3, 3<,

ContourShading→ False, PlotPoints→ 100D

δ ί

  

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Contour Plot

Χρησιµοποιήσαµε το σύµβολο yy και όχι το y για τους λόγους 
που αναφέραµε παραπάνω. Επίσης σε µερικές περιπτώσεις µπορεί να 
φανεί χρήσιµη η χρήση της ImplicitPlot[].  

Ένας ακόµη τρόπος για την ιαχε ριση των µερικών λύσεων, 
βάσει των αυθαίρετων σταθερών, είναι να ορίσουµε τις λύσεις 
σαν µια συνάρτηση µε όρισµα την αυθαίρετη σταθερά, πχ 

In[11]:= yy c_@ D = y@xD ê.solution@@1DD ê.C@1D→ c;

Plot yy −2 ,yy −1 ,yy 0 , .. κλπ .. , x, −3,3  @8 @ D @ D @ D < 8 <D
Ο παραπάνω τρόπος µπορεί να επεκταθεί και για Σ∆Ε µεγαλύτερης τάξης από ένα.  

Παράδειγµα 3. Σχεδιάζουµε µερικές λύσεις της εξίσωσης του παραδείγµατος 1.   

In[1]:= eq1= y'@xD +xy''@xDm 1;

solution= DSolve@eq1,y,xD
yy@c1_,c2_D =

y@xD ê.solution@@1DD ê. 8C@1D→ c1,C@2D→ c2<
psols=

Table@yy@c1,c2D, 8c1, −2,2<, 8c2, −2,2<D
Plot@Evaluate@psolsD, 8x,0,1.1<,

PlotRange→ −5,5 , Frame→ True8 < D 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-4

-2

0

2

4

 
 

§3.  Αρχικές και Συνοριακές συνθήκες 
ετωπίζονται Προβλήµατα αρχικών ή συνοριακών τιµών, 

δηλ

 

Στις εφαρµογές των Σ∆Ε, συνήθως αντιµ
αδή αναζητούµε µερικές λύσεις (µέσα από το σύνολο λύσεων της γενικής λύσης) οι οποίες 

πληρούν συγκεκριµένες (ή συµπληρωµατικές) συνθήκες . Η εύρεση µιας τέτοιας µερικής λύσης 
σηµαίνει τον προσδιορισµό κατάλληλων τιµών για τις αυθαίρετες σταθερές. Μπορούµε να 
κατατάξουµε τις απαιτούµενες συνθήκες σε δύο βασικές κατηγορίες  

α) Αρχικές συνθήκες. Αναφέρονται στις συνθήκες, οι οποίες πρέπει να πληρούνται από τη λύση, σε 
µια συγκεκριµένη τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής. Γενικά για κάποιο x=x0, ζητούµε συγκεκριµένες 
τιµές για τη τιµή του y ή/και των παραγώγων της (για x=x0 είναι y(x0)=y0 ,  y’(x0)=a,  y’’(x0)=b κλπ) 

β) Συνοριακές συνθήκες. Αναφέρονται στις συνθήκες, οι οποίες πρέπει να πληρούνται από τη λύση, 

0 0 ), δηλαδή 

σε διάφορες τιµές της µεταβλητής x (πχ για x=x1 είναι y(x1)=y1, για x=x2 είναι y(x2)=y2 κλπ) 

Έστω,  ότι για το  παράδειγµα 2§2 ζητούµε τη λύση που περνάει από το σηµείο (x ,y )= (1,1
για x=x0=1 είναι y=y0=1. Πρέπει λοιπόν να πληρείται η εξίσωση y(1)=1, όπου y=cx+e-x η γενική 
λύση, δηλαδή για την τιµή της αυθαίρετης σταθεράς 

In[1]:= Solve@cx+ Exp@−xDm 1, cD ê.8x→ 1<
Out[1]= ::c→ 1−

1

Æ
>>

 
Οι συνθήκες, που θέτουµε σε ένα Πρόβληµα αρχικών τιµών, µπορεί να µην ικανοποιούνται από 

καµία λύση (πχ στο παράδειγµα 2§2 δεν υπάρχει λύση που περνάει από το σηµείο x=0,y=2). Επίσης, 
για n-παραµετρικές λύσεις, µε n>1, µπορεί να έχουµε µια ολόκληρη οικογένεια λύσεων που πληρούν 
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τις συνθήκες (πχ όταν δεν αρκούν οι αρχικές συνθήκες για να εξαλείψουµε όλες τις αυθαίρετες 
σταθερές) όπως στο παραπάνω πρόβληµα όπου η συνθήκη y(0)=1 πληρείται από όλες τις λύσεις. Για 
µια n-τάξης Σ∆Ε, ένα πλήρες σύστηµα αρχικών συνθηκών είναι το 

( 1)ny x y y x a y x a y x a−= = = = i  (4) 

Η ύπαρξη και η µοναδικότητα λύσεων, που πληρούν τις συνθήκες (4), εξασφαλίζονται από 

τ α

µεσα από την εντολή 

νωστη συνάρτηση, Ανεξάρτητη µεταβλητή] 

DSolve[{equation,y[x0]==a,y’[x0]=b,...},y[x],x]

0 0 1 0 2 0 1( ) , '( ) , ''( ) , ....., ( ) :σταθ.o n a−

συγκεκριµένα θεωρήµατα3. Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή για να ερµηνεύονται σωστά τα 
αποτελέσµατα ης MATHEMATICA όταν δεν πληρούνται αυτά τα θεωρήµατ .     

Η εύρεση λύσεων που ικανοποιούν αρχικές ή συνοριακές συνθήκες γίνεται ά
DSolve η οποία µπορεί να συνταχθεί και ως εξής 

DSolve[{∆Ε, συνθήκη1,συνθήκη2,...}, Άγ

 

 

αράδειγµα 1. Π

In[1]:= eq1= y'@xD ==
y@xD−Hx+1L Æ−x

x
; DSolve@8eq1, y@1Dm 1<,y@xD,xD êê Simplify

Out[1]= ::y@xD → Æ−x+ x−
x

Æ
>>

 
Αν θεωρήσουµε τώρα τις περιπτώσεις των ιδιόµορφων σηµείων (0,1) και (0,2), που αναφέρθηκαν 
παραπάνω,  θα έχουµε αντίστοιχα  

In[2]:= DSolve eq1, y 0 m 1 , y x , x  
e

@8 @ D < @ D D
DSolve::bvnr :  For some branches of th general solution, the given boundary

conditions does not restrict the existing freedom in the general solution.  
Out[2]= y x → Æ−x 1+ ÆxxC 1  88 @ D H @ DL<<
δηλαδή παίρνουµε όλες τις λύσεις αφού η αρχική συνθήκη δεν δεσµεύει τις λύσεις, και 

 
c

In[3]:= DSolve eq1,y 0 m 2 ,y x ,x@8 @ D < @ D D
DSolve::bvnul :  For some bran hes of the general

solution, the given boundary conditions lead to an empty solution.  
δηλαδή δεν βρέθηκε καµία λύση. 

ρήση «αυθαίρετων» αρχικών συνθηκών µε την έννοια ότι δεν 

 2  

Γενικά µπορούµε να κάνουµε χ
αναφέρονται σε συγκεκριµένες τιµές. Γενικά, για το πρόβληµα αρχικών συνθηκών (4), η γενική λύση 
µπορεί να γραφτεί ως y=y(x; x0,y0,y’0,…) και η οποία µπορεί να δοθεί από το MATHEMATICA όπως 
παρακάτω 

Παράδειγµα

DSolve@8y'@xD +xy''@xDm 1, y@x0D m y0,y'@x0D == p0<,y@xD,xD;
yy x_,x_ 0, p_ 0 = solution 1,1,2 Simplify

In[1]:= solution=@ D @@ DD êê    
Out[2]= x− x0+ y0+ −1+ p0 x0Log x + x0− p0x0 Log x0  H L @ D H L @ D
 

αράδειγµα 3.  Εξισώσεις µε ελεύθερες σταθερές παραµέτρους  

 ύψος h µέσα στο οµογενές πεδίο 
βαρύτητας της Γης. Αν η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη της ταχύτητας, µε συντελεστή αναλογίας 
k>0,  να βρεθεί η ταχύτητα πτώσης υπ του σώµατος στην επιφάνεια σαν συνάρτηση του ύψους. 
                                                

Π

Θεωρούµε σώµα µάζας m το οποίο αφήνεται να πέσει από

 
3 Για τα θέµατα αυτά βλ. [1] και [8] 
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Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την ευθύγραµµη πτώση του 
σώµατος θα είναι η εξίσωση του Νεύτωνα 

2

z 

h υg =0 

0

d z dzm

 (5) 

2 BF F mg k
dt dtαντ= + = − −  

η οποία γράφεται, µαζί µε τις αρχικές συνθή z κες, ως 

 από τη 
DSolve  : 

'' ' , / 0
(0) , '(0) 0

z g a z a k m
z h z

= − − = >
= =

υ 

Η λύση z=z(t) του προβλήµατος αρχικών τιµών (5) δίνεται

µε αποτέλεσµα 
In[4]:= Print@"ύψος zz=",zz," ταχύτητα υ=", υD

ύψος zz=
g− Æ−atg+ a2h− agt

ταχύτητα υ=
H−1+ Æ−atL g

In[1]:= solution= DSolve z'' t == −g−az' t ,z 0 m h, z' 0 m 0 , z,tD;D ê @@ DD êê@ D ê. solution@@1DD êê Simplify
@8 @ D @ D @ D @ D <

zz= z@t . solution 1 Simplify

υ = z' t

a2 a  
Η λύση δεν περιέχει αυθαίρετες σταθερές, αφού προήλθε από ένα πρόβληµα αρχικών τιµών. Όµως 
αποτελεί ένα σύνολο λύσεων αφού η αρχική συνθήκη z=h δεν είναι προκαθορισµένη (το h είναι 
παράµετρος του προβλήµατος). Με τη συγκεκριµένη  συνθήκη υ(0)=z’(0)=0 απαλείφθηκε µια 

Solve δεν µπορεί να επιλύσει το παραπάνω σύστηµα και έτσι επιλύουµε πρώτα 
την

αυθαίρετη σταθερά.  

Για να βρούµε τη σχέση που µας ζητείται υπ=f(h) πρέπει να επιλύσουµε τις εξισώσεις z(t)=0  και 
υ(t)=υπ το οποίο αποτελεί ένα σύστηµα 2 εξισώσεων µε δύο αγνώστους, τον χρόνο πτώσης και την 
ταχύτητα πτώσης. Η 

 εξίσωση z(t)=0 ως προς το χρόνο και αντικαθιστούµε στην   υ(t)=υπ.  
In[5]:= tfall= Solve@zz== 0,tD; tπ =t ê.tfall; υπ = υ ê.tfall;

Print@"Χρόνος Πτώσης =", tπ," ταχύτητα Πτώσης ", υπD   

Χρόνος Πτώσης =: g+ a2h+ gProductLogB−Æ
−1−a

2h
g F

ag
> ταχύτητα Πτώσης :

i
k−1+ Æ

−
g+a2h+gProductLogB−Æ

−1−a
2h
g F

g

y
{ g

a
>

 
Τα αποτελέσµατα δίνονται από την ειδική συνάρτηση4 ProductLog. Θέτοντας τώρα συγκεκριµένες 
τιµές για τις παραµέτρους g,m και k µπορούµε να σχεδιάσουµε γραφικά τις σχέσεις (h,υπ) και (h,tπ).  
In[11]:= g= 10; m =1; k= 0.1; a =k m;

@ @ D 8 < 8 H L H L <D
Show GraphicsArray graph1,graph2 ;  

ê
Plot@Abs@υπD, 8h,0, 5000<, AxesLabel→ 8"h HmL", "υπ HmêsecL"<D;
Plot Abs tπ , h,0, 5000 , AxesLabel→ "h m ", "tπ sec " ;@ 8 <D

1000 2000 3000 4000 5000
h HmL20

40

60

80

100

υπ Hmêsec L

 
1000 2000 3000 4000 5000

h HmL10

20

30

40

50

60

tπ HsecL

 

                                                 
4 βλ και §4. 
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§4.  Γενικές Παρατηρήσεις και Ειδικές Περιπτώσεις 
Σε πολλές περιπτώσεις η λύσεις που δίνονται από το MATHEMATICA δεν είναι κοµψές και απαιτείται 
κάποια ιδιαίτερη προσοχή για την κατανόησή τους 

Παράδειγµα 1. 

Θεωρούµε την διαχωρίσιµη Σ∆Ε    2' 1y y= −

In[3]:= DSolve@y'@xD== 1−y@xD^2,y@xD, xD êê Simplify
Out[3]= ::y@xD→

Æ2x+ Æ2C@1D
Æ2x− Æ2C@1D >>  

Παρατηρούµε ότι η αυθαίρετη σταθερά παρουσιάζεται στη µορφή e2 c. Αν θέσουµε C≡ e2 c τότε θα 
πρέπει να δηλώσουµε µε σαφήνεια ότι C>0. Με τον τρόπο αυτό υποδηλώνεται, από το 
MATHEMATICA , ο θετικός χαρακτήρας των αυθαίρετων όρων που εισάγονται στη γενική λύση. Αν 
απλοποιήσουµε τη λύση χρησιµοποιώντας την  εντολή FullSimplify, παίρνουµε µια, φαινοµενικά, 
διαφορετική λύση στη µορφή 

Out[4]= y x → Coth x− C 1  88 @ D @ @ DD<<
όπου τώρα η αυθαίρετη σταθερά µπορεί να είναι είτε αρνητική είτε θετική. Φυσικά, οι δύο παραπάνω 
µορφές λύσης είναι ισοδύναµες εξ’ ορισµού. 

 

Παράδειγµα 2 

Γενικά οι n-τάξης µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε n>1 ∆ΕΝ έχουν αναλυτικές λύσεις  

In[1]:= eq= y''@xD +y@xD−y@xD^3+xm 0;

DSolve@eq,y@xD,xD
Out[2]= DSolve@x+ y@xD − y@xD3+ y��@xD == 0, y@xD, xD  
Οι γραµµικές ∆Ε 2ης τάξης  (µε µη σταθερούς συντελεστές) χωρίζονται σε διάφορες κατηγορίες , οι 
οποίες, γενικά, επιδέχονται αναλυτικές λύσεις µέσω ειδικών συναρτήσεων  (βλ. [9][10]),  πχ  

In[1]:= DSolveAx2 y''@xD +xy'@xD +x2 y@xDm 0,y@xD, xE
Out[1]= 88y@xD → BesselJ@0, xD C@1D +BesselY@0, xD C@2D<<  
ή λύσεις που είναι αρκετά πολύπλοκες  

. . .

::y@xD →

1

2

ik2 Ç
è 2 & −

1

2 − è 4 − 8 C@1D JacobiSNB
2

, I2 x x è 4 8 C@1D 4 x

C@2D + 2 x è 4 − 8 C@1D C@2D + 2 C@2D2 +
è 4 − 8 C@1D C@2D2M,

+ è 8 @ D 1

2 − è 4 − 8 C@1D è 4 − 8 C@1D
JacobiSNB−

1

2
, I2 x2 + x2

è
4 − 8 C@1D + 4 x C@2D + 2 x

è
4 − 8 C@1D C@2D +

2 C@2D2 +
è 4 − 8 C@1D C@2D2M, 2 −

è 4 − 8 C@1D
2 + è 4 − 8 C@1D Fy{>,  

        (κλπ ...) 

Το µήνυµα που παρουσιάζεται επισηµαίνει την προσοχή µας στο ενδεχόµενο οι κλάδοι της γενικής 
λύσης που βρέθηκαν να µην είναι επαρκείς για όλο το χώρο των αρχικών συνθηκών. 

In[2]:= DSolveAy''@xD +y@xD−y@xD3 m 0,y@xD, xE
Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.  

−
1 2 + 2 − +

2 −
è
4 − 8 C@1D

2 4 − C 1
F − Ç

è 2 & −
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Παράδειγµα 3 

Θεωρούµε την 1ης τάξης Σ∆Ε Bernoulli  3 3' 0y xy x y+ − =

ετασχηµατισµό 
 . Υπενθυµίζουµε ότι οι εξισώσεις Bernoulli 

µετατρέπονται σε γραµµικές µε το µ  (για την συγκεκριµένη περίπτωση 1/ ry z=

1/y z= , z>0). Έτσι προκύπτει η λύση

  

  

Η (7) ορίζεται λοιπόν και για y<0 οπότε και είναι γενικότερη της (6). Αυτός ο επιπλέον κλάδος 

σε πολλές περιπτώσεις πραγµατικών

2 22 21/ 1 , 1 0x xy ce x ce x= + + + + >

προφανής.  

 (6) 

Χρησιµοποιώντας το MATHEMATICA παίρνουµε 
In[1]:= DSolve@y'@xD + xy@xD−x^3y@xD^3m 0,y@xD,xD êê FullSimplify

Ç" Ç"Out[1]= ::y@xD → −

−1− x2− Æx2 C 1

>, :y@xD →

−1− x2− Æx2 C 1

>>
 @ D @ D

Η λύση εκφράζεται σε µιγαδική µορφή και δίνεται σε δύο κλάδους. Αν όµως αλλάξουµε τα πρόσηµα 
µέσα στη τετραγωνική ρίζα παίρνουµε  

2 22 21/ 1 , 1 0x xy ce x ce x= ± + + + + >

y{>

 (7) 

προέκυψε γιατί το   MATHEMATICA  δεν προδικάζει ότι y∈R  (δεν έλαβε υπόψη του τη συνθήκη z>0 ). 
Επίσης,  λύσεων, το MATHEMATICA τις παρουσιάζει σαν 
µιγαδικές, δηλαδή εµφανίζεται η µιγαδική µονάδα i και  η απλοποίησή της  ίσως να µην είναι 

Παράδειγµα 4 

Θεωρούµε την εξίσωση τύπου Clairaut  . Χρησιµοποιώντας το MATHEMATICA παίρνουµε 
τη γενική λύση στην παρακάτω µορφή 

 

2' 2 'y xy y= +

Η (8) µπορεί να προκύψει από τον 1

ς 

In[1]:= DSolve@xy'@xD +2 y'@xD^2m y x ,y x , x  
C 1

@ D @ D D
Out[1]= ::y@xD →

1

2

ik16+8ÆC@1D − 2
è
2 Æ

@ D
2 H−8+ xL− 4x ,

1 C 1
C 1

4
>>

 

:y@xD →
2

ik16+8Æ @ D + 2
è
2 Æ

@ D
2 H−8+ xL− 4x

y{>,:y@xD →
1

4
ik32− ÆC@1D − 8x−

è
2
"

−64ÆC@1D + 16ÆC@1D x− ÆC@1D x2y{>,:y@xD →
1 i

32− ÆC@1D − 8x+
è
2
"

−64ÆC@1D + 16ÆC@1D x− ÆC@1D x2yk {
Έ
ό
χουµε  4 κλάδους στους οποίους οι αυθαίρετοι όροι είναι θετικοί (ec[1]). ∆εν είναι καθόλου προφανές 
τι η παραπάνω λύση έχει την απλή µορφή 

  (8) 
ο και 2ο κλάδο της λύσης του MATHEMATICA θέτοντας 

22y c x c= +

2log[ ( 2) / 2]c c≡ − + και 2log[( 2) / 2]c c≡ +
5 2

. Ο 3ος και 4ος κλάδος αποτελούν  µιγαδικές λύσεις. 
Επίσης υπάρχει και η ιδιάζουσα λύση  y=-x /8 η οποία όµω δεν εντοπίζεται από το MATHEMATICA. 

 

Παράδειγµα 5 

Η λύση µιας ∆Ε µπορεί να εκφράζεται σε πεπλεγµένη µορφή Φ(x,y)=0 η οποία δεν µπορεί να λυθεί 
ως προς y, πχ για την διαχωρίσιµη Σ∆Ε 0 2' ( 1)y xy y+ + =  παίρνουµε το παρακάτω αποτέλεσµα : 

                                                 
5 Ιδιάζουσα είναι µια λύση της ∆Ε που δεν εντάσσεται στη γενική λύση. 
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In[2]:= DSolve@y'@xD +xy@xD^3m −xy@xD^2, y x ,x  @ D D
Solve::tdep :  The equations appear to involve

the variables to be solved for in an essentially non−algebraic way.  :: @ D B @ DOut[2]= y x → InverseFunction Log #1 + Log@1+#1D −
1

#1
&FB−

x2

2
+ C@1DF>>

 

∆ηλαδή 2log log(1 ) 1/ / 2y y y x c− + + − = + .  Αν η λύση δεν µπορεί να διαχωριστεί όπω

−

ς 
ροηγουµένως µε αλγεβρικό τρόπο τότε, αντί της InverseFunction παίρνουµε ως αποτέλεσµα την 

 y[x]], όπου F=F(x,y;ci) η λύση σε πλεγµένη µορφή. 

Αν στο παράδειγµα 3§3 θεωρήσουµε ότι η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη του τετραγώνου της 
ταχύτητας τότε έχουµε τη Σ∆Ε , µε γενική λύση 

π
Solve[F==0,

 

Παράδειγµα 5 

 2'' 'z g az= − −

Out[4]= 8<  

In[1]:= eq= z''@xDm −g−az'@xD^2;
DSolve@eq,z@xD, xD

Out[2]= z xD → C@2D+
LogACosAèa

è
g x−

è
a
è
g C@1DEE

a  
:: @ >>

Αν όµως προσπαθήσουµε να επιλύσουµε το πρόβλη ών z(0)=h , z’(0)=0 τότε δεν 
είναι δυνατή η εύρεση της µερικής αυτής λύσης (!) 

µα αρχικών συνθηκ

[3]:= eq= z''@xDm −g−az'@xD^2;
DSolve eq,z 0 m h,z' 0 m 0 ,z x , x  

In @8
----- Επεξηγήσε

@ D @ D < @ D D
ις ----- 

 

§5. Συστήµατα ∆ιαφορικών εξισώσεων 
∆ύο ή περισσότερες διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες περιέχουν περισσότερες από µία άγνωστες 

συναρτήσεις µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, σχηµατίζουν ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων. Με 
τον όρο λύση του συστήµατος εννοούµε την εύρεση όλων των άγνωστων συναρτήσεων οι οποίες 

ο

 

ικανοποιούν όλες τις εξισώσεις του συστήµατος.  

Ως, παράδειγµα, θεωρούµε τ  παρακάτω σύστηµα : 
2

1 2
2 12) 0 )d y dya y x b y

dx dx
− + = + = 0  (9) 

που αποτελείται από δύο Σ∆Ε µε άγνωστες συναρτήσεις τις y1 και y2 της ανεξάρτητης µεταβλητής x.  
Το MATHEMATICA   χρησιµοποιεί και πάλι την εντολή DSolve για την επίλυση συστηµάτων Σ∆Ε και 

 οποία συντάσσεται ως εξής 

υναρτηση1, Αγν.συνάρτηση 2, κλπ}, Ανεξάρτ µεταβλητή] 

η

DSolve[{Εξίσωση1, Εξίσωση2 κλπ},{Αγν.σ

DSolve[{eq1,eq2,...},{y1[x],y2[x],..},x] 

 

Παράδειγµα 1 

Θεωρούµε και επιλύουµε το παρακάτω γραµµικό σύστηµα που αποτελείται από δύο Σ∆Ε µιας 2ης και 
µιας 1ης τάξης: 
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∆.Ε. στο mathematica- Αναλυτική Μέθοδος 

In[1]:= eq1= y1''@xD −y2@xD+xm 0; eq2= y2'@xD +y1@xDm 0;

solution= DSolve eq1, eq2 , y1 x , y2 x , x FullSimplify  @8 < 8 @ D @ D< D êê
I @ D @ D @3D − Ç

è
3 HC@1D + C@3DLM+ Æ 2

+Ç" 3 x IC@1D + 2C@2D− C@3D + Ç
è
3 HC@1D +C@3DLMy{,

y1@xD →
6

Æ
J
2

H L ê N ik−2Æ2
"

3Æ + C 1 − C 2 − C 3 +

Æ
3x
2

+Ç" 3 xIC@1D − C@2D − Ç
è
3 HC@1D+ C@2DL + 2C@3DM + Æ3xê2 IC@1D − C@2D+ Ç

è
3 HC@1D + C@2DL +2C@3DMy{>>  

3

Out[2]= ::y2@xD →
1

6
Æ

−J3
2

+H−1L2ê3Nxik2Æ
1
2

Ç" 3 x H3Æxx− C@1D + C@2D+ C@3DL +

Æ3xê2 C 1 + 2C 2 − C
3x

1 3+ −1 2 3 x 1 Ç 3 x xH @ D @ D @ DL−

Το αποτέλεσµα της DSolve είναι µία λίστα µε ένα µόνο στοιχείο, αλλά µε δύο σύµβολα (→) 
 

1 και yy2 του χρήστη γίνεται µε τον παρακάτω τρόπο 
αντικατάστασης, ένα για την κάθε συνάρτηση-λύση.  Έτσι, η µεταφορά των δύο λύσεων στις
συναρτήσεις yy

In[3]:= yy1= y1@xD ê.solution@@1DD ê. 8C@1D→ c1,C@2D→ c2, C@3D→ c3<
yy2= y2 x .solution 1 . C 1 → c1,C 2 → c2, C 3 → c3  @ D ê @@ DD ê 8 @ D @ D @ D <

όπου c1, c2, c3 οι τρεις αυθαίρετες σταθερές σύµφωνα µε την παραπάνω αντικατάσταση. Αν στο 
παραπάνω σύστηµα, εισαγάγουµε µια νέα άγνωστη συνάρτηση 3 1y y′=  

Plot@yy1, 8x, −2, 2<, AxesLabel→ 8"x", "y1"<D; Plot@yy2, 8x, −2,2<, AxesLabel→ 8"x", "y2"<D;  
y1 y2

θα πάρουµε ένα σύστηµα 
τριών εξισώσεων 1ης τάξης µε τρεις άγνωστες συναρτήσεις 

 31 2
3 1

dydy dyy y
dx dx dx

= = − =

0.6

2y x−  (10) 

Επιλύνοντας το παραπάνω σύστηµα, θα πάρουµε τις παραπάνω λύσεις για τις y1 και y2 ενώ για την y  
θα έχουµε y3≡dy1/dx , όπως την ορίσαµε. Τα αποτελέσµατα της DSolve για το σύστηµα (10) 

ς τιµές των τριών αυθαίρετων 
σταθερών : 

δίνονται σε διαφορετική µορφή (αλλά ισοδύναµη)  µε αυτά του Out[2].  Και στις δύο περιπτώσεις οι 
λύσεις µοιάζουν  µιγαδικές ενώ, µε κάποια προσοχή, παρατηρούµε ότι, είναι πραγµατικές και 
µπορούµε να πάρουµε τη γραφική τους παράσταση για συγκεκριµένε

In[13]:= c1= 1;c2 =1;c3= 1;

1

1.5 0.8

1

-2 -1 1 2
x

0.5

 -2 -1 1 2
x

0.2

0.4

 
 

Αν και το MATHEMATICA δεν έχει περιορισµούς ως προς τον τρόπο γραφής του συστήµατος (πχ το 
(9) ή το (10))  ο τρόπος γραφής  (10) είναι πιο εύχρηστος  και έτσι αναφέρεται στην βιβλιογραφία : 

 Ένα σύστηµα Σ∆Ε (n-τάξης), µε άγνωστες συναρτήσεις τις y1,y2,...,yn,  περιγράφεται από τις σχέσεις  

 1 2' ( , ,..., , ) 1,...,i
i n

dyy f y y y x i
dx

= = = n  (11) 

και η γενική του λύση είναι της µορφής 

 11  



∆.Ε. στο mathematica- Αναλυτική Μέθοδος 

In[3]:= partialsol= DSolve@8seq,y1@0Dm 1,y2@0Dm 0<, 8y1@xD,y2@xD<, xD êê FullSimplify
Out[3]= y1 x →

1
2+ x Cos x +Sin x , y2 x →

1
2+ x Si

Μερική λύση µε αρχικές συνθήκες y1(0)=1, y2(0)=0  (x0=0) 

 :: @ D
2
H−H− L @ D @ DL @ D

2
H L @ D>>

) 1,..,ia i n= =

− n x

 n1 2( ) ( ; , ,..., )i iy x y x c c c=

σ ι της µορφής 

 (12) 

όπου  c1, c2, ...,cn  αυθαίρετες σταθερές. 

Αν το σύστηµα (11) είναι της µορφής  

 '( ) ( ) ( )i iy x x y x= +A B

 

 (13) 

όπου Α ένας n×n πίνακας µε στοιχεία συναρτήσεις του x και Β πίνακας στήλη µε n-στοιχεία, επίσης 
συναρτήσεις του x, το σύστηµα ονοµάζεται γραµµικό και, γενικά, έχει αναλυτικές λύσεις6. Αν ένα 
σύστηµα δεν είναι της µορφής (13) ονοµάζεται µη-γραµµικό και, γενικά, δεν έχει αναλυτικές λύσεις.  

Οι δυνατότητες του MATHEMATICA έχουν ως εξής7 

) Επιλύει κάθε τάξης γραµµικό σύστηµα µε σταθερούς συντελεστέςα  (δηλαδή όταν οι πίνακες Α και Β 
της

 

γ) Μπορεί να λύσει κάποιες ιδικές µορφές µη-γραµµικών συστηµάτων. 

Όπως και στις Σ∆Ε, για συγκεκριµένες τιµές των αυθαίρετων σταθερών, παίρνουµε µερικές λύσεις 
Παρόµοια, συγκεκριµένες τιµές για τις αυθαίρετες 

σταθερές προκύπτουν όταν το σύστηµα (11) οφείλει να πληροί ένα σύνολο αρχικών (ή συνοριακών) 
υνθηκών. Ένα πλήρες σύνολο αρχικών συνθηκών θα είνα

 (12) δεν εξαρτώνται από την ανεξάρτητη µεταβλητή x) 

β) Μπορεί να λύσει τις περισσότερες περιπτώσεις γραµµικών συστηµάτων 2ης τάξης (µε συντελεστές
συναρτήσεις του x) 

που εντάσσονται στο σύνολο λύσεων (12).  

 0(iy x  (14) 

όπο ν συναρτήσεων yi για x=x0.  υ ai συγκεκριµένες τιµές των άγνωστω

Παράδειγµα 2. Γραµµικό σύστηµα 2x2.  

 1 2 2 1' ' sin( )y y y y x= = − +  (15) 

� �

In[1]:= seq= 8y1'@xDm y2@xD, y2'@xD m −y1@xD +Sin@xD<
Out[1]= 8y1@xD == y2@xD, y2 @xD == Sin@xD −y1@xD<  
α) Γενική λύση 

In[2]:= solution= DSolve seq, y1 x , y2 x , x FullSimplify  
x

@ 8 @ D @ D< D êê
1

Cos@xD + Hx− 2C@1DL Sin@xDL>>
 

Out[2]= ::y1@xD → J
2

+ C@1DN Cos@xD + C@2D Sin@xD, y2@xD →
2
HH−1+2C@2DL−

β) 

 

γ) Γραφικές παραστάσεις y1(x) και y2(x) @8 @@ DD @@ DD<
x, −2, 2 ,

g@80.02<D<,
Frame→ TrueD

In[4]:= Plot partialsol 1, 1, 2 , partialsol 1, 2, 2 , 1.58 <
PlotStyle→ 8Dashing@80.01<D, Dashin

  

                                                

 
0

 
6 Για την µεθοδολογία επίλυσης και τις ιδιότητες των λύσεων βλ. [1][8] 

-2 -1 0 1 2

-1

-0.5

0.5

1

7 Βλ Ηelp του MATHEMATICA και [3]. 
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∆.Ε. στο mathematica- Αναλυτική Μέθοδος 

In[1]:= solution= DSolve@8y1'@xDm −y1@xD−y2@xD,y2'@xDm y1@xD −y2@xD, y1@0Dm y10,y2@0Dm y20<, 8y1@xD,y2@xD<,xD;
yy1= y1@xD ê.solution@@1DD
yy2= y2@xD ê.solution@@1DD

Out[2]= Æ−xHy10Cos@xD − y20Sin@xDL
Out[3]= Æ−x y20Cos x + y10Sin xH @ D @ DL

 

δ) Παραµετρικές καµπύλες (y1(x), y2(x)) και (x, y1(x), y2(x)) 

Plot@8partialsol@@1, 1, 2DD, partialsol@@1,2,2DD<, 8x, −10,10<,
Frame→ True, FrameLabel→ "y1","y2"  

ο 

In[5]:= Parametric 8 <D
In[6]:= ParametricPlot3D@8x, partialsol@@1,1,2DD, partialsol@@1,2, 2DD<, 8x, −10,10<,

AxesLabel→ "x","y1","y2"  8 <D

-4 -2 0 2 4
y1

-2

2

4

2

 

-10

-5

0

5

10

x
-5

-2.5

0

2.5

y1

-2

0

2

4

y2

-10

-5

0

5

10

x

-2

0

2

4

y2

 

0

y

 

Η παραµετρική κ µπύλη (x,y ),y (x)) νοµάζεταα 1(x 2 ο οκληρωτική καµπύλη και ο χώρος xy1y2 
“επεκταµένος χώρος φάσεων”. Οι παραπάνω ορισµοί επεκτείνονται αντίστοιχα για συστήµατα 
µεγαλύτερης τάξης. Έτσι το σύνολο αρχικών συνθηκών (14) αντιστοιχεί σε ένα σηµεί του παραπάνω 
χώρου. Αν οι συνθήκες των θεωρηµάτων ύπαρξης και µοναδικότητας των λύσεων (βλ.[8]) 
ικανοποιούνται τότε από κάθε σηµείο του παραπάνω χώρου περνάει µία και µόνο µία ολοκληρωτική 
καµπύλη ή, αλλιώς, οι µερικές λύσεις δεν τέµνονται στον επεκταµένο

ι ολ

 χώρο φάσης. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα αυτόνοµα συστήµατα για τα οποία οι συναρτήσεις fi στον 
ορισµό (11) δεν εξαρτώνται από την ανεξάρτητη µεταβλητή x. Τότε ο χώρος y1y2...yn ονοµάζεται 
χώρος των φάσεων και οι καµπύλες (y1(x),y2(x),...,yn(x)) φασικές τροχιές. Υπό τις συνθήκες των 
θεωρηµάτων ύπαρξης και µοναδικότητας των λύσεων, οι φασικές τροχιές δεν πρέπει να τέµνονται. Για 
συστήµατα 2ης τάξης (2×2), οι φασικές καµπύλες, πάνω στον επίπεδο χώρο των φάσεων y1y2,  
ακολουθούν µια τοπολογία που χαρακτηρίζει το συγκεκριµένο σύστηµα και αποκαλύπτει την 
γενικότερη συµπεριφορά του (βλ [1],[8]). 

  

Παράδειγµα 3. Θεωρούµε το αυτόνοµο σύστηµα 

 2y  (16) 

Η λύση του συστήµατος, θεωρώντας τις «αυθαίρετες» αρχικές συνθήκες y1(0)=y10 και  y2(0)=y20 θα 
ίναι 

∆η

1 1 2 2 1' 'y y y y y= − − = −

ε

µιουργούµε έναν πίνακα από φασικές καµπύλες (yy1,yy2) για διάφορες τιµές των (y10,y20) και 
σχηµατίζουµε το φασικό διάγραµµα: 
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∆.Ε. στο mathematica- Αναλυτική Μέθοδος 

 14  

ê 8 << 8 0.5<,8j, −1, 1,0.5<D;
soltable= Flatten soltable,1 ;@ @ D 8 <
PlotRange→ 88−1,1<, 8−1,1<<, Frame→ True,

FrameLabel→ "y1","y2"  

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
y1

-0.75

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

2y

 

In[4]:= soltable=

Table@8yy1ê. 8y10→ i,y20→ j<,
yy2 . y10→ i,y20→ j , i, −1,1,

0.75

1

@ D
ParametricPlot Evaluate soltable , x, −2,5 ,

8 <D
Παρατηρούµε ότι όλες οι φασικές τροχιές έχουν µια σπειροειδή µορφή µε κέντρο το (0,0).  Όµως 

οι φασικές τροχιές έχουν και µια ορισµένη κατεύθυνση (δυναµική) που δείχνει την εξέλιξή τους 
καθώς η ανεξάρτητη µεταβλητή x αυξάνεται8. Για x=0 οι τροχιές ξεκινούν από τα σηµεία των 
αρχικών συνθηκών τους και, καθώς το x αυξάνεται, τείνουν προς το σηµείο (0,0). Αυτή η 
ασυµπτωτική συµπεριφορά των λύσεων είναι γενική  όπως φαίνεται από την γενική λύση, για την 
οποία (y1(x),y2(x))→(0,0), καθώς x→∞ , για κάθε ζεύγος τιµών των αυθαίρετων σταθερών. Η 

στατικά σµατικό  

 

δυναµική ροή στο χώρο των φάσεων φαίνεται παρα αν ζωγραφίσουµε το διανυ  πεδίο
του συστήµατος  

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( ', ') ( ( , ) , ( , ))V V V y y f y y f y y= = =

(πραγ του συστήµατος.  (βλ [8]). 

 (17) 

 
In[30]:= <<Graphics̀ PlotField̀

V1= −y1−y2;

V2= y1−y2;

PlotVectorField@8V1, V2<,8y1, −1, 1<, 8y2, −1, 1<D

 
Οι φασικές τροχιές οφείλουν να εφάπτονται στα παραπάνω διανύσµατα και να ακολουθούν την 
κατεύθυνση αυτών, καθώς το x αυξάνεται. Το σηµείο (0,0) φαίνεται να είναι ένα κρίσιµο σηµείο για 
το διανυσµατικό πεδίο. Πράγµατι οι y1’ και y2’ µηδενίζονται και η προφανής λύση y1=0, y2=0 
αποτελεί µια λύση ισορροπίας (βλ. [1][8]). Η µορφή του φασικού πορτρέτου συνδέεται µε το είδος 

µατικές, µιγαδικές, µηδενικές κλπ) των ιδιοτιµών του πίνακα Α 

λείνοντας την παράγραφο αυτή, θα τονίσουµε και πάλι ότι τα µη γραµµικά συστήµατα γενικά δεν Κ
έχουν αναλυτικές λύσεις, πχ   
In[1]:= eq1= y1'@xD == y1@xD +y1@xDy2@xD;

eq2= y2'@xD == y1@xD − y2@xD;
DSolve@8eq1,eq2<, 8y1@xD,y2@xD<,xD

Out[3]= DSolve@8y1�@xD == y1@xD + y1@xD y2@xD, y2�@xD == y1@xD − y2@xD<,8y1@xD, y2@xD<, xD  
Στις περιπτώσεις αυτές καταφεύγουµε στην αριθµητική επίλυση των εξισώσεων που παρουσιάζεται 
στο δεύτερο µέρος. 

 

                                                 
8 Στη Φυσική και στη ∆υναµική, γενικότερα, συνήθως, η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι ο χρόνος. 



∆.Ε. στο mathematica- Αναλυτική Μέθοδος 

§6. ∆ιαφορικές Εξισώσεις µε Μερικές Παραγώγους (∆ΕΜΠ) 
Οι ∆ΕΜΠ αποτελούν εξισώσεις στις οποίες η άγνωστη συνάρτηση (έστω z) εξαρτάται από δύο 

µεταβλητές9  (έστω x και y) και οι εξίσωση περιέχει µερικές παραγώγους  της συνάρτησης ως προς τις 
µεταβλητές αυτές: 

 
2 2 2

2 2( , , , , , , , ,....) 0z z z z zf x y z
x y x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (18) 

Η µεγαλύτερη τάξη παραγώγου που παρουσιάζεται στην εξίσωση ονοµάζεται και τάξη της εξίσωσης. 
Μια λύση για την (19) θα είναι της µορφής  

0  (19) 

δηλαδή µια επιφάνεια στον χώρο xyz η οποία εκφράζεται ή µε  λυµένη µορφή (19)α ή την 

ατή η 
εύρεση µιας γενικής λύσης. Σε κάποιες περιπτώσεις βρίσκεται µια απειρία λύσεων µέσω αυθαίρετων 

 οπότε και το πρόβληµα κάπως απλουστεύεται. Στη παράγραφο αυτή θα 
παρουσιάσουµε µόνο µερικά βασικά στοιχεία για τον τρόπο που διαχειρίζεται το MATHEMATICA τις 
∆ΕΜΠ.  

Έστω z=z[x,y] η άγνωστη συνάρτηση της εξίσωσης. Στην περίπτωση αυτή δεν µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί ο συµβολισµός z’ για την παράγωγο γιατί δεν δηλώνεται έτσι σε ποια από τις δύο 
µεταβλητές αναφέρεται. Για το λόγο αυτό καταφεύγουµε στον συµβολισµό µε τον τελεστή D[,] που 

ίδιο τρόπο όπως στις Σ∆Ε. 

 (α) ( , ) η΄ (β) ( , , )z f x y f x y z= =

Σ που οι δύο εκθέτες (µέσα στην 

 τη
πεπλεγµένη µορφή (19)β. Η παραπάνω λύση (αν υπάρχει) εν γένει δεν είναι µοναδική. Όπως στις Σ∆Ε 
η γενική λύση περιέχει αυθαίρετες σταθερές, στις n-τάξης ∆ΕΜΠ, η γενική λύση περιέχει n 
αυθαίρετες συναρτήσεις. 

Η επίλυση ∆ΕΜΠ είναι ένα πολύ δύσκολο πρόβληµα και σε ελάχιστες περιπτώσεις είναι δυν

σταθερών, αλλά δεν αποτελούν τη γενική λύση. Επίσης, σε πολλές φυσικές εφαρµογές, θεωρούµε 
λύσεις συγκεκριµένης µορφής 

αναφέραµε στην παράγραφο §1. Η επίλυση µιας ∆ΕΜΠ γίνεται και πάλι µε την εντολή DSolve που 
συντάσσεται µε τον 

 

Παράδειγµα 1 

Θεωρούµε την 1ης τάξης γραµµική ∆ΕΜΠ      , ( , )z z z z z x y
x y

∂ ∂
− = =

∂ ∂
 

In[1]:= Clear@"Global̀ ∗"D
eq= D@z@x,yD,xD − D@z@x,yD,yDm z@x,yD
sol= DSolve@eq,z@x,yD, 8x,y<D
88 @ D @ D@ D<<  

Out[2]= −zH0,1L@x, yD + zH1,0L@x, yD == z@x, yD
Out[3]= z x, y → ÆxC 1 x+ y

το Out[2] παρουσιάζεται η ∆ΕΜΠ µε διαφορετικό συµβολισµό, ό

υµβολίζονται σαν C[2], C[3] κλπ, και πάντα ακολουθούνται από το 
όρι

                                                

παρένθεση) εκφράζουν την τάξη της παραγώγισης ως προς την 1η και 2η µεταβλητή αντίστοιχα. Το 
σύµβολο C[1],  που εµφανίζεται στην λύση αναφέρεται σε µια αυθαίρετη συνάρτηση της 
µεταβλητής που ακολουθεί, δηλαδή της u=x+y. Για µεγαλύτερης τάξης εξισώσεις οι επιπλέον 
αυθαίρετες συναρτήσεις σ

σµά τους που είναι µια µεταβλητή u=u(x,y). Η διαχείριση της λύσης µπορεί να γίνει όπως στο 
παρακάτω παράδειγµα: 

 
9 Αναφερόµαστε σε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές για λόγους απλότητας. Φυσικά µπορούµε να θεωρήσουµε 
συναρτήσεις περισσοτέρων µεταβλητών. 
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τικατάσταση του προστατευόµενου συµβόλου C 1 µε το f

L
f= 1ê#&; H∗ f HuL=1êu ∗L
Print "Μια µερική λύση η z=",z1D

x, −0.5,0.5 , y, −0.5,0.5  

In[4]:= H∗Εισαγωγή της λύσης στην µεταβλητή z1 µε ταυτόχρονη

αν @ DHαυθαίρετη συνάρτησηL ∗L
z1= z@x,yD ê.sol@@1DD ê. 8C@1D→ f<;
Print@"Γενική λύση z=",z1DH∗Ορίζουµε µια συγκεκριµένη συνάρτηση στη θέση της f για να

πάρουµε µια µερική λύση∗

@
Plot3D z1,@ 8 < 8 <D

x

Μια µερική λύση η z=
Æx

x+ y

0.5 -0.5

20

0.5  

Γενική λύση z=Æ f@x+ yD

-0.5

-0.25

0

0.25

-0.25

0

0.25

0.5

-20
-10
0

10

-0.5

-0.25

0

0.25

Παρατήρηση. Στην περίπτωση µιας ∆ΕΜΠ, η DSolve δεν µπορεί να διαχειριστεί προβλήµατα 
αρχικών-συνοριακών τιµών.  
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Ασκήσεις  
 
1.  Να βρεθεί η γενική λύση της y’=y(x+1) και να σχεδιαστούν µερικές λύσεις για διάφορες τιµές της 
αυθαίρετης σταθεράς. 
 
2.  Να βρεθεί η γενική λύση των Σ∆Ε 
α) y’=κ y (λ-y), κ,λ σταθερές παράµετροι 
β) y’=(x+1)/y 
γ) y’=(x3+y3)/(xy2) 
 
3.  Να βρεθεί η γενική λύση των Σ∆Ε 
α) y’+x2y+x2y3=0  (Bernoulli) 
β) y’=-k y2+m (2x2-1)y-(x4-x2-2x) για α) k=1,m=1 β) k=1, m≠1 γ) k≠1,m=1 (Riccati) 
γ) y’=(y+xy2)/x   (Πλήρης µε πολλαπλασιαστή Euler) 
δ) y=xy’2+y’2     (Lagrange) 
 
4.  Για τις παρακάτω γραµµικές εξισώσεις της µορφής y’+g(x)y+h(x)=0,  

)  y’+x y-1=0 
να βρεθούν οι γενικές λύσεις χρησιµοποιώντας α) τη DSolve και β) τον τύπο 

 

και να συγκριθούν.  
 
5.  Να βρεθεί η γενική λύση της y’+sin(y’)=x   (βλ. [1,σελ.49]) 
 
6.  Να λυθεί η Σ∆Ε  y’=|y| (βλ. [1,σελ 9]) 
 
7.   Να βρεθεί η γενική λύση της  
 

α)  y’+y-x=0   
β)  y’+y-sin(x)=0 
γ)  y’+y/√x-3x=0 
δ

( ) ( )
( )

g x dx g x dx
y c h x e dx e

− ∫ ∫= − 
 ∫  

' 1y x y 1= + + −  
και να σχεδιαστούν οι λύσεις για c=1,0 και –1 (βλ. [1,σελ 23] 
 
8.  Να λυθεί η 3'y x y=  και να σχεδιαστούν οι µερικές λύσεις που παιρνούν από τα σηµεία α) (1,0) 
β) (1,1)  γ) (1,-1). Η y=0   αποτελεί µια προφανή λύση (βλ [1, σελ 8]). Προκύπτει από τη DSolve;   
 
9.  Να λυθούν τα προβλήµατα αρχικών τιµών και να σχεδιαστούν οι λύσεις 
α) y’2-x(x+y)y’+x3y=0,  y(1)=1 
β) y’=-(x-y)2 , y(0)=√3 
 
10.  Για την Σ∆Ε '' 0y x+ =  α) να βρεθεί η γενική λύση, β) Να βρεθούν οι λύσεις για τις οποίες 
y(2)=1 και να σχεδιαστούν µερικές από αυτές γ) να βρεθεί η µερική λύση για τις συνθήκες y(2)=1, 
y’(2)=0. 
 
11.  Να βρεθεί µε τη DSolve και να σχεδιαστεί η λύση της εξίσωσης 
 
Αφού η παραπάνω εξίσωση είναι 2  τάξης, γιατί αρκεί µόνο η αρχική συνθήκη y(0)=1 για να πάρουµε µία και 
µοναδική µερική λύση; 
 
12.  Θεωρούµε την εξίσωση του αρµονικού ταλαντωτή µε αντίσταση και εξωτερική διέγερση  

2 2'' ' 0, (0) 1x y xy x y y+ + = =  
ης
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2

.
sinx x bx a t

αντισταση εξωτερικηδιεγ
ω= − − +   

Αφήνοντας τον ταλαντωτή µε ταχύτητα 0 στη θέση x  να µελετήσετε τις ταλαντώσεις x=x(t) για 

3.  Να βρεθεί (χωρίς/µε τη χρήση της FullSimplify) η γενική λύση της   Σ∆Ε Euler (βλ [1, σελ. 

0
διάφορες τιµές των παραµέτρων  b,a,ω και x0.   
 
1
177]) 

3 '''x y 2 '' 2 ' 2 4kx y xy x+ − = −  
για k=0, 1, 2, και για οποιοδήποτε k  ως παράµετρο. 

, µε ανεξάρτητη µεταβλητή το χρόνο t, 

1 )=1, y2(0)=0  και 
2 2 ληρωτική καµπύλη (t,y1(t),y2(t)). 





 λύση,  να υπολογιστούν οι ιδιοτιµές λ1,λ2 του πίνακα (aij), να σχεδιαστεί το διανυσµατικό 
ατος και να δοθούν ενδεικτικές φασικές τροχιές για τις παρακάτω τιµές παραµέτρων 

 
 
14.  Για το γραµµικό σύστηµα Σ∆Ε

y1’=y2          ,     y2’=-y1+t 
ύση για αρχικές συνθήκες y (0α) Nα βρεθεί η γενική λύση  β) Να βρεθεί η µερική λ

=y (t) καθώς και η ολοκνα σχεδιαστούν τα y1=y1(t), y
 
15.  Για τα αυτόνοµα γραµµικά συστήµατα µε σταθερούς συντελεστές  

1 1

2 2

'
'

y ya b
y yc d

   
=   

   
  

Να βρεθεί η γενική
πεδίο του συστήµ

a b c d λ1 λ2 
0 1 1 1   

 1 1 1 1  
-1 1 1 -1   
1 1 -2 1   
1 1 -3 -1   

 

16.   Έστω το σύστηµα Σ∆Ε 

 (1x y x= − + − 2 2 2 2) , (1 )x y y x y x y− = + − −  
α) Να µετασχηµατιστεί το παραπάνω σύστηµα σε πολικές συντεταγµένες (r,θ) (µε το mathematica) και στη 

ατιστεί σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

) να βρεθούν οι µερικές λύσεις για r=1/2, θ=0 (ή x=1/2, y=0) και  r=2, θ=0 (ή x=2, y=0) και να σχεδιαστούν 
ς. Παρατη

ς επιφάνειας της γης µε τον 
y προς την ανατολή και τον άξονα x προς το νότο. Θεωρούµε οµογενές το 

ουµε ένα σώµα να πέσει από ύψος h, δηλαδή από το σηµείο x=y=0, z=h. Λόγω της 
εριστροφής της γης (µε γωνιακή ταχύτητα ω), στο µη αδρανειακό σύστηµα ενός παρατηρητή, που βρίσκεται 

ση του σώµα

συνέχεια να βρεθεί η γενική λύση r=r(t), θ=θ(t) η οποία να µετασχηµ
=x(t), y=y(t). x
β
οι φασικές τροχιέ ρήστε ότι οι τροχιές αυτές (αλλά και οποιαδήποτε άλλη) καταλήγει σε έναν οριακό 
κύκλο (βλ. [1,σελ. 209][13, σελ. 79])  
 
17.  Έστω  ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (x,y,z) σε ένα σηµείο O τη
άξονα z προς το ζενίθ, τον άξονα 
πεδίο βαρύτητας και αφήν
π
στο σηµείο Ο,  η κίνη τος θα περιγράφεται από τις εξισώσεις (βλ [1,σελ. 181][13]) 

 2 sin( ) , 2 sin( ) 2 cos( ) , 2 cos( )x y y x z z g yω ϕ ω ϕ ω ϕ ω ϕ= = − − = − +  

όπου φ το γεωγραφικό πλάτος. Να βρεθεί η λύση του παραπάνω προβλήµατος αρχικών τιµών και να σχεδιαστεί 
 τροχιά (x(t),y(t),z(t)) της πτώσης, όπως την αντιλαµβάνεται ο µη αδρανειακός παρατηρητής (θεωρήστε 

. Επίσης θεωρήστε µεγάλες τιµές για το ω 
1000⋅ωΓης)). Μπορεί να βρεθεί µε το MATHEMATICA η γενική λύση υ παραπάνω συστήµατος; 

η
κάποιες ενδεικτικές τιµές για το ύψος h και για το γεωγραφικό πλάτος
(≈ το
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ΜΕΡΟΣ 2ο : ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ  
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§1.  Βασικές έννοιες της Αριθµητικής Ολοκλήρωσης 

Έστω µια διαφορική εξίσωση 1ης τάξης,  της µορφής 

 

 

( ,f x y)
dx

=  dy (1) 

ι η (1) είναι η 
λίση της συνάρτησης (δηλαδή η τιµή της παραγώγου dy/dx) σε κάθε σηµείο του επιπέδου Οxy. Για 

έχουµε την ακόλουθη προσέγγιση 
(Προσέγγιση Euler) : 

 

µε άγνωστη συνάρτηση την y=y(x). Η άµεση αριθµητική πληροφορία που µας παρέχε
κ
το σηµείο x=x0, y=y0=y(x0),  από τον ορισµό της παραγώγου, 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )lim ( 1)y x x y x y x x y xdy x+ ∆ − + ∆ −
= ∆  

0

0x
x xdx x x∆ →

= ∆ ∆
(2) 

 

ή 

 0 ) (3) 

Από την σχέση (3) προκύπτει ό  αν γνωρίζου την τι  y0  της άγνωστης συνάρτησης σε ένα σηµείο 
x=x0 τότε µπορούµε να υπολογίσουµε ροσε τικά ε ένα  σηµείο x1 =x0+∆x, την τιµή 
ης συνάρτησης y1=y(x1).  Ακολουθώντας, µια επαναληπτική διαδικασία, όπως φαίνεται στο 

µε  ένα σύνολο σηµείων (xk,yk) τα οποία αποτελούν µια προσεγγιστική 
δειγµατοληψία για την άγνωστη συνάρτηση y=y(x).  

ρο,  θα µας 
δώσει ένα σύνολο σηµείων  

 (4) 

µε βήµα ∆x=xk-xk-1 (σταθερό) 

0( ) ,x y x f y+ ∆  0 + 0(xy x∆

τι µε µή
 π γγισ , σ  γειτονικό

τ
παρακάτω σχήµα, παίρνου

 

x = x +∆x =x +2∆x

(x ,y ) 

x1 =x0+∆x 2 1 0

y1=y0+ ∆x f(x0,y0) 
y2=y1+ ∆x f(x1,y1) 

0 0

xk = xk-1+∆x =xk+(k-1)∆x 
yk=yk+ ∆x f(xk,yk) 

Σχήµα  1 Επαναληπτική διαδικασία προσέγγισης της λύσης 

Για την πραγµατοποίηση της παραπάνω επαναληπτικής διαδικασίας, απαιτείται η “γνώση” ενός 
αρχικού σηµείου. Όµως, από οποιοδήποτε σηµείο (x0,y0) και αν  ξεκινήσουµε, η παραπάνω 
επαναληπτική διαδικασία, και  για όσο ορίζεται η συνάρτηση f(x,y) στο πραγµατικό χώ

2
0 0( , ) { ( , ) , 0,1,..., }k kA x y x y R k N= ∈ =  



∆.Ε. στο mathematica- Αριθµητική Μέθοδος 

 
ο άθε σηµείο (x0,y0)  αποτελεί µια αρχική 

γ οναδική µερική λύση της διαφορικής 
ξίσωσης10. Ουσιαστικά, δηλώνοντας το αρχικό σηµείο (x0,y0), ορίζουµε πλέον ένα πρόβληµα 
αρχικών τιµών,   που η λύση του y=y(x) δεν περιέχει αυθαίρετες σταθερές.To σύνολο των σηµείων (4) 
ποτελεί µια προσεγγιστική αριθµητική παράσταση της µερικής λύσης του προβλήµατος αρχικών 

ηπτική διαδικασία που ακολουθείται 
ονοµάζεται αριθµητική ολοκλήρωση. 

Παρατήρηση 1. Μια αριθµητική λύση αναφέρεται σε µια συγκεκριµένη µερική λύση της διαφορικής 
εξί εξίσωσης» δεν είναι ακριβής , αντίθετα θα 
πρέπει να αναφερόµαστε σε «αριθµητική λύση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών». 

αρατήρηση 2. Η αναλυτική λύση µιας διαφορικής ξίσωσης , η ο οποία, γενικά, περιγρ  κάποιο 

του συστήµατος.   

 3. Σε παλαιότερα βιβλία, η αριθµητική ολοκλήρωση συνιστούνταν σε  
όπου η αναλυτική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης ήταν αρκετά περίπλοκη (πιθανών και µε ειδικές 
συναρτήσεις) οπότε και η σχεδίαση και η µελέτη κάποιων µερικών λύσεων ήταν µια κοπιώδης 
ιαδικασία. Σήµερα δεν συντρέχει τέτοιος λόγος, δεδοµένου ότι ο συµβολικός προγραµµατισµός (πχ 

MATHEMATICA) αντιµετωπίζει σχεδόν όλες αυτές τις περιπτώσεις . Όµως, σήµερα, και περισσότερο 
από κάθε άλλη φορά,  η αριθµητική ολοκλήρωση είναι  απαραίτητη στα περισσότερα προβλήµατα 
φού, όπως τονίσαµε στο πρώτο µέρος, γενικά οι διαφορικές  δεν έχουν αναλυτ λύσεις. 

τα παρακάτω παραδείγµατα. Τα αποτελέσµατα 
ροκύπτουν από το πρόγραµµα NEULER, στο οποίο εισάγουµε την ∆Ε και τις απαραίτητες 
παραµέτρους όπως δηλώνονται από τα σχόλια του προγράµµατος.  

Παράδειγµα 1. 

Θεωρούµε την γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης  y’=y-x. Επιλύουµε την εξίσωση αναλυτικά και 
αριθµητικά µε το NEULER και παίρνουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα: 

Σύµφωνα, µε αυτά που αναφέραµε στο 1  µέρος ,§3, κ
συνθήκη, και ια κάθε αρχική συνθήκη αντιστοιχεί µια µ
ε

α
τιµών και ονοµάζεται αριθµητική λύση ενώ η επαναλ

σωσης. Ο όρος «αριθµητική λύση µιας διαφορικής 

Π  ε άφει
φυσικό σύστηµα, µας αποκαλύπτει πλήρως τη συµπεριφορά του συστήµατος, τα κρίσιµα και ουσιώδη 
σηµεία του. Αντίθετα, ακολουθώντας µόνο την αριθµητική ολοκλήρωση, χωρίς κάποιες θεωρητικές 
ενδείξεις για την συµπεριφορά των λύσεων,  γίνεται µια τυφλή εξερεύνηση του χώρου των αρχικών 
συνθηκών, η διάσταση του οποίου αυξάνεται µε την τάξη της διαφορικής εξίσωσης ή το πλήθος των  
διαφορικών εξισώσεων 

 Παρατήρηση περιπτώσεις

δ
το 

α  εξισώσεις ικές 
Οι ∆Ε (n>1) που λύνονται αναλυτικά αποτελούν εξαιρέσεις, οι οποίες αντιστοιχούν σε εκτενείς 
απλουστεύσεις  κάποιου πολύπλοκου συστήµατος (π.χ. ο αρµονικός ταλαντωτής). 

 

Μια αριθµητική λύση αποτελεί  προσέγγιση της πραγµατικής λύσης. Η αξιοπιστία της 
προσέγγισης µε τη µέθοδο Euler, παρουσιάζεται µε 
π

Πρόβληµ Τιµών : y'=−x+ y , x0=0 yHx0L=
1

2

Αναλυτική Λύση : y=1−
Æx

2
+ x

Αριθµητική λύση , βήµα ∆x=0.1 Σηµεία Ν=30.

∆ιάστηµα ολοκλήρω

1

α Αρχ.

σης από x=0 εως3::0,
2
>, 80.1, 0.55<, 80.2, 0.595<, i26j, 82.9, −4.03155<, 83., −4.7247<>

 
 

Σχεδιάζοντας την αναλυτική λύση και τα σηµεία της αριθµητικής λύσης,  στο επίπεδο (x,y), 
παίρνουµε το σχήµα 2.  

                                                
10

 
 Θεωρούµε ότι, οι συνθήκες των θεωρηµάτων ύπαρξης και µοναδικότητας ικανοποιούνται. 
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H*NEuler : Αnalutikή kai Αriqmitikή lύsh Euler *
∗

H L L

H L L

 

LH ∆ιαϕορική εξίσωση y'=f Hx,yL και αρχικές συνθήκες∗L
f@x_,y_D:= y−x; eq= y'@xD m y@xD −x;

x0= 0; y0 =
1

2
;

Print@"Πρόβληµα Αρχ.Τιµών : y'=",f@x,yD," , x0=",x0," yHx0L=", y0D
xmax= 3;H∗integration and plot interval 0,xmax

Αναλυτική Επίλυση −−−−− ∗

∗H L
DSolve@8eq,y@x0D == y0<,y@xD,xD êêSimplify;
yanalytic= y@xD ê.%@@1DD; Print@"Αναλυτική Λύση : y=",yanalyticD
gr1= Plot yanalytic, x,0,xmax , DisplayFunction→ Identity ;

∗−−−−

@ 8 < DH∗−−−−− Αριθµητική προσέγγιση Euler −−−−−∗L
Clear@yD; dx =0.05; H∗βήµα∗L
dat= 88x0,y0<<; H∗λίστα για την αποθήκευση των σηµείων Hxk,ykL∗L
n= xmaxêdx; H∗Αριθµός σηµείων∗LH∗Το Hx,yL αντιπροσωπεύει το αρχικό σηµείο και το x1,y1 το επόµενο ∗

x= x0; y =y0; Αρχή∗H L
For@i= 0,i< n,i++, H ή διαδικασία n ϕορές∗L

x1= x+dx; y1= y+dx∗f@x,yD; H∗τύπος Euler∗L
x= x1;y =y1; H∗το νέο σηµείο γίνεται αρχή για την επόµενη επανάληψη∗L
AppendTo@dat, 8x,y<D;D H∗Εισαγωγή του σηµείου στη λίστα∗L

gr2= ListPlot@dat, PlotStyle→ PointSize@0.01D, DisplayFunction→ IdentityD;
Print@"Αριθµητική λύση , βήµα ∆x=",dx," ",Short@dat,3DD H∗µερικά από τα σηµεία∗L
Show@8gr1,gr2<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD
Null

∗

∗επαναληπτικ

-4

-2

 

0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1

-3

Σχήµα  2 Αναλυτική (συνεχής γραµµή) και αριθµητική λύση (σηµεία) 

 

H αριθµητική λύση, ενώ αρχικά ακολουθεί σωστά την αναλυτική (πραγµατική) λύση, στη συνέχεια 
παρουσιάζει µια αυξανόµενη απόκλιση.  Η απόκλιση αυτή ονοµάζεται συστηµατικό σφάλµα της 
αριθµητικής µεθόδου  και οφείλεται στο γεγονός ότι η παράγωγος dy/dx=f(x,y) στο διάστηµα (xk,xk+1), 
θεωρήθηκε σταθερή και ίση µε  (yk+1-yk)/∆x. Μια καλύτερη προσέγγιση θα µπορούσε να επιτευχθεί 
µειώνοντας το βήµα ολοκλήρωσης, γεγονός όµως που συνεπάγεται τις ακόλουθες επιπτώσεις: 

• Απαιτείται µεγαλύτερος αριθµός επαναλήψεων για την κάλυψη της ίδιας περιοχής (0,xmax) 
και έτσι απαιτείται µεγαλύτερος υπολογιστικός χρόνος (CPU time).    

 η στρογγυλοποίηση του τελευταίου δεκαδικού (roundoff error), µπορεί να 
προκαλεί αυξανόµενα σφάλµατα µετά από κάθε επανάληψη. Έτσι όσο  αυξάνεται ο αριθµός των 
επαναλήψεων, το παραπάνω λάθος µπορεί να γίνει πολύ σηµαντικό.      

• Οι διάφορες ποσότητες αντιπροσωπεύονται µε πραγµατικούς αριθµούς πεπερασµένης 
ακρίβειας. Το λάθος ή
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Επίσης, οι αποκλίσεις των αριθµητικών λύσεων εξαρτώνται και από την συµπεριφορά των 
πραγµατικών λύσεων και µπορεί να παρουσιάζουν απότοµες µεταβολές όπως στο παρακάτω 
παράδειγµα.    

Παράδειγµα 2 

Θεωρούµε τη Σ∆Ε      , η οποία λύνεται άµεσα µε µία ολοκλήρωση11, και τις αρχικές 
συνθήκες  y(0)=1/2. Χρησιµοποιώντας το NEULER παίρνουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα 

2' cos( )y x=

Πρόβληµα Αρχ.Τιµών : y'=Cos@x2D , x0=0 yHx0L=1
2

Αναλυτική Λύση : y=
1

2

ik1+
è
2π FresnelCB$ 2

π
xFy{

Αριθµητική λύση , βήµα ∆x=0.05 Σηµεία Ν=100.  

1 2 3 4 5

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

 
Παρατηρούµε και πάλι µια µικρή απόκλιση από την αναλυτική λύση. Γενικά όµως, η αριθµητική 
λύση φαίνεται αρκετά ακριβής για το διάστηµα ολοκλήρωσης 0<x<5.  Επισηµαίνουµε ότι, η 
αναλυτική λύση εκτελεί ταλαντώσεις, µε µειούµενο πλάτος, γύρω από την τιµή yL=1 καθώς x→∞. 
Όµως η συµπεριφορά της αριθµητικής λύσης  είναι πολύ διαφορετική για µεγαλύτερο διάστηµα 
ολοκλήρωσης, όπως φαίνεται από το σχήµα 3. Τα σφάλµατα οδηγούν σε αριθµητική λύση µακριά της 
πραγµατικής. 

 

∆ιάστηµα ολοκλήρωσης από x=0 εως 100

20 40 60 80 100

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

 
Η µέθοδος Euler αποτελεί την πιο απλή µέθοδο αριθµητικής ολοκλήρωσης. Η ανάπτυξη µεθόδων 

αριθµητικής επίλυσης διαφορικών εξισώσεων αποτελεί αντικείµενο της µητικής Ανάλυσης. 
Βασικός στόχος, ασκευή µεθόδων 
ολοκλήρωσης  µε βασικά χαρακτηριστικά α) Μικρότερα και ελεγχόµενα σφάλµατα β) Μικρότερη 
πολυπλοκότητα, δηλαδή λιγότερες επαναλήψεις και, γενικά, λιγότερες αριθµητικές πράξεις  γ) 

§2.  Επ
η  αναφέρεται στη λύση ενός 

προβλή
(

  

 Αριθ
της αριθµητικής ανάλυσης, στο πεδίο αυτό, είναι η κατ

Εύκολη και αποδοτική προσαρµογή της µεθόδου για όσο το δυνατό περισσότερες κατηγορίες Σ∆Ε. 

Οι πιο γνωστές, σήµερα µέθοδοι, είναι οι Runge-Kutta, Adams, Bulirsch-Stoer, Μέθοδος σειρών κ.α. 
(βλ. [11][12]) 

 

ίλυση Σ∆Ε και συστηµάτων Σ∆Ε µε την NDSolve 
Όπως τονίστηκε στην προηγούµενη παράγραφο, µια αριθµητική λύσ

µατος αρχικών τιµών και για ένα πεπερασµένο διάστηµα της ανεξάρτητης µεταβλητής 
διάστηµα ολοκλήρωσης). Η αριθµητική επίλυση στο MATHEMATICA γίνεται µε την εντολή  NDSolve, η 

                                               
11 Το ολοκλήρωµα δίνεται από την ειδική συνάρτηση τύπου Fresnel, βλ [9][10] 

Σχήµα  3 Αριθµητική λύση
Euler για το παράδειγµα 2 και
για  µεγάλο διάστηµα ολοκλή-
ρωσης. Για x>10, τα σφάλµατα
είναι ουσιώδη. 
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In[3]:= w = 1;b =1 2;

ική λύση αναφέρεται  στη λύση που ξεκινάει από το σηµείο του χώρου αρχικών συνθηκών 
(t,y,y’)=(0,1,0) αλλά, αναφέρεται επίσης για κάθε τιµή των παραµέτρων b και ω. Για την εύρεση 
αριθµητικής λύσης, πρέπει να καθοριστούν συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές για τις παραµέτρους 
αυτές, π.χ. 

 

 
ê

88 terpolatingFunction@880., 10.<<, <>D<<

Πρόβληµα Αρχικών/συνοριακών τιµών, Άγνωστη συνάρτηση, Ανεξ. Μεταβλητή&∆ιάστηµα 
Ολοκλήρωσης] 

∆ιαφορική 

οποία συντάσσεται όπως και η DSolve (για ένα πρόβληµα αρχικών τιµών) αλλά µαζί µε την δήλωση 
της ανεξάρτητης µεταβλητής δηλώνεται και το διάστηµα ολοκλήρωσης 

ΝDSolve[

ΝDSolve[{ εξ., Συµπληρωµατικές συνθήκες}, y,{x,xmin,xmax}] 

Το αποτέλεσµα της NDSolve δεν δίνετα  σαν ένα σύνολο δεδοµένων (x,y)12, αλλι ά σαν µια 
«συνάρτηση παρεµβολής» (Ιnterpolating function) του MATHEMATICA (βλ [2][3]), µέσω της οποίας 
µπορούµε να πάρουµε τα παραπάνω  ζεύγη τιµών για οποιοδήποτε x στο διάστηµα (xmin,xmax)13.   

Παρατήρηση: Στη θέση της άγνωστης συνάρτησης δηλώσαµε µια “καθαρή” (pure) συνάρτηση y και 
όχι την y[x]. Αν και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια συνάρτηση  y[x], στη συνέχεια δεν έχουµε 
την άµεση δυνατότητα να πάρουµε τις παραγώγους της λύσης, δηλαδή δεν µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε τον τελεστή D[], όπως στη  αναλυτική περίπτωση. Για το λόγο αυτό, η έξοδος 
της NDSolve συνιστάται να δίνεται από µία “καθαρή” συνάρτηση.  

Παράδειγµα 1. 

Θεωρούµε τον ταλαντωτή µε απόσβεση, ο οποίος περιγράφεται από την παρακάτω Σ∆Ε (βλ. [1, σε

ν

λ. 
166], µε t την ανεξάρτητη µεταβλητή (χρόνος) και y=y(t) την άγνωστη θέση του σώµατος, 

 2 0y b y yω+ + =  (5) 

όπου b ο συντελεστής απόσβεσης και ω η κυκλική συχνότητα του ταλαντωτή. Η γενική λύση της (5) 
είναι η  
In[1]:= DSolve y'@ '@tD + b y'@tD+ w^2y@tD m 0,y@tD, tD
Out[1]= ::y@tD → Æ

1
2
t
ik−b−

"
b2−4w2

y{ C@1D + Æ
1
2
t
ik−b+

"
b2−4w2

y{ C@2D>>  
ενώ για τις αρχικές συνθήκες  y(0)=1,y’(0)=1 έχουµε 
In[2]:= DSolve@8y''@tD + b y'@tD + w^2y@tD m 0, y@0D ==1, y'@0D ==

Out[2]= ::y@tD →
1

2èb2− 4w2

ik−bÆ
1
2
t
ik−b−

"
b2−4w2

y{ +bÆ
1
2
t
ik−b+

"
b2−4w2

y{ +

Æ
1
2
t
ik−b−

"
b2−4w2

y{ " b2 −4w2 + Æ
1
2
t
ik−b+

"
b2−4w2

y{ " b2 −4w2
y{>>  

0<, y@tD,tD

Η

NDSolve@8y''@tD + by'@tD + w^2y@tD m 0,y@0D ==1, y'@0D m 0<, y, 8t, 0, 10<D
Out[4]= y→ In

 

 γενική λύση που βρίσκουµε παραπάνω περιγράφει πλήρως όλη τη συµπεριφορά του συστήµατος. Η 
µερ

 

αθέτουµε σε ένα σύµβολο για να 
ς του προγράµµατος. Η συνάρτηση  

Την συνάρτηση παρεµβολής, που παίρνουµε ως έξοδο, την αν
µπορούµε να αναφερόµαστε στη λύση αυτή σε επόµενες γραµµέ

                                                 
12 Στην περίπτωση συστήµατος έχουµε τις (ν+1)-άδες (x,y1,y2...). 
13 Μπορούµε να αναφερθούµε και σε τιµές έξω από το διάστηµα ολοκλήρωσης αλλά, γενικά, οι τιµές που θα 
πάρουµε µπορεί να απέχουν πολύ από την πραγµατικότητα. 
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αυτή µπορεί να µας δώσει τις τιµές αυτής, καθώς και των παραγώγων της, για κάθε t στο διάστηµα 
ολοκλήρωσης  και να σχεδιαστεί άµεσα.  
y= y @ D@@ DD
Print@"−−−−−−−Aποτελέσµατα−−−−−−−−−−−"D
t= 0;Pri "t=", t," y=", y t ," y'=", y' t

t= 1;Pri @ D
y=", y t

ê. Out 4 1 ;

nt@ @ D @ DD
nt "t=", t," y=", y t ," y'=", y' t@ @ DD

t= 2.7;Print@"t=",t," @ D, " y'=", y'@tD, " κ.λ.π."D
gr1= Plot@8y@tD,y'@tD<, 8t, 0, 10<, PlotStyle→ 88<, Dashing@80.02<D<,
AxesLabel→ 8"x", "yHtL,y'HtL"<, DisplayFunction→ IdentityD

gr2= ParametricPlot y t , y' t , t, 0, 10 , AxesLabel→ "y", "y'" , DisplayFunction→ Identity@8 @ D @ D< 8 < 8 < D
Show@GraphicsArray@8gr1, gr2<D, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

 
−−−−−−−Aποτελέσµατα−−−−−−−−−−−

t=0 y=1. y'=−3.72694×10−20

t=1 y=0.607052 y'=−0.662688
0.5
0.75

1
yHtL,y'HtL y'

y'=−0.264626 κ.λ.π.  
x

0.25 -0.4-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

-0.2

0.2

t=2.7 y=−0.373832

2 4 6 8 10

-0.75
-0.5
-0.25

-0.6

-0.4

Π y (όπως αναφέρεται στη Σ∆Ε) και, επίσης, αραπάνω συµβολίσαµε την συνάρτησή µας  σαν 
 

εντολών In[3] θα πάρουµε µήνυµα λάθους, αφού τα σύµβολα y και t δεν είναι πλέον 
έγκυρα. Είναι καλύτερα λοιπόν να συµβολίζουµε τη λύση και την ανεξάρτητη µεταβλητή µε 
διαφορετικά σύµβολα. Επίσης χρησιµοποιήσαµε στην NDSolve το όρισµα y και όχι το y[t]. Στη 
δεύτερη περίπτωση δεν θα µπορούσαµε να αναπαράγουµε τις τιµές για το y’[t]. Αν συγκρίνουµε 
την παραπάνω λύση µε την αντίστοιχη αναλυτική, θα µε ότι συµπίπτουν µε πάρα πολύ καλή 

νω διαγράµµατα δεν µπορούν να εντοπιστούν 
διαφορές.  

Παράδειγµα 2. Θεωρούµε τον µη γραµµικό ταλαντωτή (τύπου Duffing βλ [7]) 

 

χρησιµοποιήσαµε το σύµβολο t για να του δώσουµε κάποιες τιµές. Έτσι, αν εκτελέσουµε ξανά τις
γραµµές 

 δού
ακρίβεια (βλέπε σχετικά, στην §3) και στα παραπά

2
3

2 2 cd y dy y y f
dt dt

os( )tγ α β ω+ + + =  (6) 

Η εξίσωση αυτή δεν επιδέχεται αναλυτική λύση14 και χρησιµοποιούµε το παρακάτω πρόγραµµα για 
την αριθµητική της επίλυση 

100 200 300 400 500

-1.5

-1

-0.5

 

@ D @ D @ D @ D@8eq,y@0Dm y0,y'@0D m yd0<,y, 8t,0,tmax<,
MaxSteps→ ∞DH∗Σχεδίαση λύσης και ολοκληρωτικής καµπύλης∗L

Plot@y@tD ê.sol@@1DD, 8t,0,tmax<,PlotLabel→ "t−yHtL",
PlotPoints→ 1000D
ParametricPlot@Evaluate@8y@tD ê.sol@@1DD,y'@tD ê.sol@@1DD<D,
t,0,tmax ,PlotLabel→ "Τροχιά y t −y' t ",

-1.5

-1

-0.5

1

1.5

Τροχι ά yHtL−y'HtL

 

0.5

1

1.5

t−yHtLω = 1; α =0; β = 1; γ =0.0; f= 0.2;H∗Παράµετροι∗L
y0= 0.2; yd0 =0;H∗Αρχικές συνθήκες∗L
tmax= 500; H∗∆ιάστηµα Ολοκλήρωσης από 0 έως tmax∗L
eq= y''@tD + αy t +2γ y' t + βy t ^3m fCos t ;

sol= NDSolve

ω

8 < H L H L
PlotPoints→ 1000D

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

0.5

                                                 
14 πλην συγκεκριµένων τιµών των παραµέτρων.  
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Παρατηρούµε µια µη συνηθισµένη συµπεριφορά που µοιάζει µε θόρυβο. Μια τέτοια συµπεριφορά 
µοιάζει µε αυτή του παραδείγµατος 2§2 η οποία οφείλονταν στα αριθµητικά  σφάλµατα. Στη 
περίπτωση αυτή η παραπάνω συµπεριφορά είναι ένα χαρακτηριστικό των λύσεων της εξίσωσης (6) 
και ονοµάζεται χαοτική συµπεριφορά. Για την επίλυση χρησιµοποιήθηκε η επιλογή MaxSteps η 
οποία αναλύεται στην επόµενη παράγραφο. 

Ανάλογα µε τη σύνταξη της DSolve για την επίλυση συστηµάτων, συντάσσεται και η NDSolve. 

Παράδειγµα 3 

Έστω το µη γραµµικό αυτόνοµο σύστηµα 2×2  

 / 2  (7) 

µε αρχικές συνθήκες y1(0)=4 και y2(0)=1/4. Θεωρούµε ανεξάρτητη µεταβλητή την x και το ιάστηµα 
ολοκλήρωσης (0,5) : 

2
1 1 2 2 2 1 2' / 2 'y y y y y y y= − + = − +

 δ

In[1]:= eq1=y1'@xDm −y1@xD+y2@xD 2̂ê2;
eq2=y2'@xDm −y2@xD+y1@xD @xDê2;
sol= NDSolve@8eq1,eq2,y1@0D==4,y2@0Dm1ê4<, 8y1,y2<,8x,0,5<D
Plot@8y1@xDê.sol@@1DD,y2@xDê.sol@@1DD<,8x,0,5<,
Epilog−>Text "y1\n\n\n\n y2", 2,0.4  

∗y2

@ 8 <DD
Out[3]= 88y1→ InterpolatingFunction@880., 5.<<, <>D,

y2→ InterpolatingFunction@880., 5.<<, <>D<<
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y1
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0.1

y2

 

0.2

 

Η έξοδος της NDSolve είναι και πάλι µία λίστα µε ένα στοιχείο το οποίο περιέχει τη λύση και για τις 
δύο άγνωστες συναρτήσεις. Για την παράσταση αυτών των συναρτήσεων µπορεί να χρησιµοποιηθούν  
σύµβολα του χρήστη πχ q1=y1[x]/.sol[[1]] και  q2=y2[x]/.sol[[1]] ή συναρτήσεις του 
χρήστη  q1[x]=y1[x]/.sol[[1]] και  q2[x]=y2[x]/.sol[[1]] (βλ. 1ο µέρος, §2). 

 

§3 – Επιλογές και έλεγχος της Αριθµητικής Ολοκλήρωσης 
Η NDSolve χρησιµοποιεί κλασσικές µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης και συγκεκριµέν   τις 

Runge-Kutta (τάξης 4.5) ,  Adam (τάξη 1-12) και Gear (τάξη 1-5)15 . Οι παραπάνω µέθοδοι 
χρησιµοποιούν παραµέτρους οι οποίες καθορίζονται αυτόµατα από την NDSolve. Υπάρχουν όµως και 
µερικές βασικές παράµετροι οι οποίες, αν και έχουν κάποιες προκαθορισµένες τιµές, µπορούν να 
αλλαχθούν από το χρήστη µε βάση τις απαιτήσεις του συγκεκριµένου προβλήµατος. Έτσι, συνολικά, 
η NDSolve συντάσσεται ως εξής 

NDSolve[{equations}, {y1,y2,...},{x,xmin,xmax}, Επιλογή1→ Νέα Τιµή, Επιλογή2→ Νέα Τιµή κ.λ.π., ] 

α

                                                 
15 Για λεπτοµέρειες σχετικά µε τις παραπάνω µεθόδους βλ. βιβλιογραφία σχετική µε θέµατα αριθµητικής 
ανάλυσης πχ [11][12] 
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Οι διαθέσιµες Επιλογές και η χρήση τους είναι οι ακόλουθες 

Μethod (Προεπιλεγµένη τιµή Αutomatic) 

Επιλέγουµε ποια αριθµητική µέθοδο θα χρησιµοποιήσει η NDSolve. Οι δυνατές τιµές είναι  

Μethod RungeKutta, Method Adams, Method Gear, Method Automatic

ατα και µειονεκτήµατα των παραπάνω µεθόδων έχουν να κάνουν µε το συγκεκριµένο 
matic το MATHEMATICA εναλλάσσει τις µεθόδους 

dams και Gear, ανάλογα µε τη συµπεριφορά της λύσης, για την
ια συνηθισµένες εφαρµογές στα πλαίσια του MATHEMATICA,  η

i n ( Προεπιλεγµένη τιµή $MachinePrecision) 

Είναι ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων που χρησιµοποιούνται κατά τους εσωτερικούς 
υπολογισµούς. Ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων που χρησιµοποιεί ο υπολογιστής εξαρτάται από το 
µήκος λέξης του επεξεργαστή του. Οι σηµερινοί προσωπικοί υπολογιστές εκτελούν επεξεργασία στα 
32-bit η οποία παρέχει τους πραγµατικούς αριθµούς µε ακρίβεια 16 σηµαντικών ψηφίων. Η ακρίβεια 
αυτή αναγνωρίζεται από το MATHEMATICA µε την τιµή $MachinePrecision. Αν θέσουµε 
WorkingPrecision<$MachinePrecision τότε δεν λαµβάνεται υπόψη  νέα τιµή. Αν θέσουµε 
WorkingPrecision>$MachinePrecision, τότε τα επιπλέον σηµαντικά ψηφία παράγονται µε 
ειδικό κώδικα του MATHEMATICA ο οποίος όµως έχει πολύ σηµαντικό κόστος στον χρόνο των 
υπολογισµών. Με την αύξηση του  WorkingPrecision µειώνονται τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης 
(roundoff errors). 

AccuracyGoal (AG) και PrecisionGoal (PG)  

(Προεπιλεγµένη τιµή= WorkingPrecision-10) 

Καθορίζουν το απόλυτο και το σχετικό σφάλµα της λύσης για το κάθε βήµα ολοκλήρωσης και 
εκφράζονται µε τον αριθµό των σηµαντικών  ψηφίων που επιθυµούµε. Έστω ότι η λύση y σε ένα 
σηµείο x προσεγγίζεται, εσωτερικά, µε µια σειρά συγκλινουσών επαναληπτικών διαδικασιών  
1ο εσωτερικό βήµα  y(1)=15.123456789 

2ο εσωτερικό βήµα  y(2)=15.256789452 
ο εσωτερικό βήµα  y(3)=15.234567890 

Goal 3
, δηλαδή, 

ια το παραπάνω παράδειγµα, στο βήµα 4. Η NDSolve σταµατάει τις εσωτερικές επαναλήψεις αν 

→ → → → . 
Τα πλεονεκτήµ
σύστηµα προς επίλυση. Με την επιλογή Auto
A  επίτευξη µεγαλύτερης ακρίβειας. 
Γ  µέθοδος Automatic είναι πιο 
ακριβής αλλά η Runge-Kutta είναι πιο γρήγορη.    

WorkingPrec sio

 η

3

4ο εσωτερικό βήµα  y(4)=15.234800445 κ.λ.π 

Αν θέσουµε AccuracyGoal→3, τότε η παραπάνω διαδικασία θα σταµατήσει στο 3ο βήµα αφού η y(3) 
προκύπτει, σε τρία (=AG) σηµαντικά ψηφία, ίδια µε την y(2). Αν θέσουµε Precision →  η 
διαδικασία θα πρέπει να σταµατάει στο βήµα k για το οποίο ισχύει |((y(k)-y(k-1))/y(k)|<10-PG

γ
επιτευχθεί έστω η µία από τις παραπάνω συνθήκες. Γι’αυτό πρέπει 
για τις δύο αυτές επιλογές. Συνήθως µας ενδιαφέρει η Preci

να δίνονται κατάλληλες τιµές και 
sionGoal. Ετσι µπορούµε να 

ρυθ

µαντικά.  

Προ

µίζουµε µόνο αυτή τη παράµετρο αλλά θέτοντας  ταυτόχρονα AccuracyGoal→∞ (επιλογή που 
δεν πληρείται ποτέ!)  

Οι τιµές AG και PG πρέπει υποχρεωτικά να είναι µικρότερες του WorkingPrecision. Όσο οι 
τιµές ΑG και PG πλησιάζουν τη τιµή του WorkingPrecision  η ακρίβεια της αριθµητικής 
ολοκλήρωσης αυξάνεται αλλά απαιτούνται περισσότερες εσωτερικές επαναλήψεις και το κόστος σε 
χρόνο υπολογισµών αυξάνεται ση

σοχή : Οι τιµές των AC ή PG δεν εκφράζουν το πραγµατικό σφάλµα µετά το τέλος της 
ολοκλήρωσης, αλλά σχετίζονται µε το σφάλµα για το κάθε βήµα. Τα σφάλµατα αυξάνουν σε κάθε 

ικρό 
ροδικάζει και µικρότερα σφάλµατα στο µέλλον. 

βήµα ανάλογα µε το συγκεκριµένο σύστηµα και τη µορφή της συγκεκριµένης λύσης. Όµως, ένα µ
σφάλµα στην αρχή π
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MaxSteps (Προεπιλεγµένη τιµή=100016) 

κεύονται στη µνήµη οι τιµές της λύσης 
άρτητης µεταβλητής και κατασκευάζεται από αυτά η 

νάρτηση παρεµβολής που α αποτελέσει τη τελική µορφή της λύσης. Ο αριθµός των βηµάτων 
ι από τη 

µορφή ης λύσης και τη σύγκλιση τη  διαδικασίας στην µενη ακρίβεια 
(δηλαδ το στις µεθόδους της NDSolve είναι µεταβλητό). Η τιµή MaxSteps καθορίζει το  

StartingStepSize (Προεπι Automatic)  και 

 

InterpolationPrecision (Προεπιλεγµένη τιµή =WorkingPrecision)  

Αναφέρεται στην ακρίβεια των ψηφίων που επιστρέφει η συνάρτηση παρεµβολής που εκφράζει τη 
 ολοκλήρωσης. 

επίλυσης µετατρέπονται σε κώδικα µηχανής (µέσω compiler της C) και στη συνέχεια γίνεται η 
Με το τρόπο αυτό επιτυγχάνεται µεγάλη ταχύτητα. Γενικά η τιµή 
ην περίπτωση κάποιου προβλήµατος  κωδικοποίησης. 

η χρήση των παραπάνω επιλογών εξετάζονται  µε τη βοήθεια του 

4

Κατά την αριθµητική ολοκλήρωση µε την NDSolve, αποθη
ανά διαστήµατα  µε βήµα ∆x της ανεξ
συ  θ
εξαρτάται τόσο από το πόσο µεγάλο είναι το διάστηµα ολοκλήρωσης (xmin,xmax) αλλά κα

 τ ς επαναληπτικής απαιτού
ή ∆x  µέγιστο

αριθµό βηµάτων (ή δεδοµένων) που µπορεί να εκτελέσει η NDSolve. Θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι, 
αύξηση του MaxStep σηµαίνει παραγωγή περισσότερων σηµείων και συνεπώς µεγαλύτερες 
απαιτήσεις σε µνήµη.  Η επιλογή MaxSteps→∞, επιτρέπει στο  MATHEMATICA να χρησιµοποιήσει όσα 
βήµατα χρειάζονται για να επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια. 

λεγµένη τιµή=
 MaxStepSize (Προεπιλεγµένη τιµή=∞):  

Το StartingStepSize είναι το βήµα ∆x µε το οποίο ξεκινάει η ολοκλήρωση. Αν στο σηµείο 
εκκίνησης δεν υπάρχει κοντά κάποιο ιδιόµορφο σηµείο του προβλήµατος, τότε η επιλογή Automatic 
είναι η βέλτιστη. Στην περιοχή µιας ιδιοµορφίας, από όπου διέρχονται περισσότερες λύσεις, µπορεί να 
απαιτείται ένα πολύ µικρό βήµα εκκίνησης. Επειδή το βήµα ∆x είναι µεταβλητό, µπορεί να αυξηθεί 
αρκετά σηµαντικά, µειώνοντας έτσι το χρόνο υπολογισµών ενώ τα κριτήρια AG και PG 
ικανοποιούνται. Με την επιλογή MaxStepSize δηλώνουµε έναν περιορισµό για την µέγιστη τιµή την 
οποία µπορεί να πάρει το βήµα ολοκλήρωσης. Ο λόγος ύπαρξης αυτής της επιλογής είναι το γεγονός 
ότι, πολύ µεγάλα βήµατα µπορεί να δηµιουργήσουν σηµαντικά σφάλµατα τα οποία δεν γίνονται 
αντιληπτά από την αριθµητική µέθοδο.  

λύση. ∆εν σχετίζεται  µε την ακρίβεια της αριθµητικής

 

Compiled (Προεπιλεγµένη τιµή=Τrue) : Με την τιµή True, οι εξισώσεις και η µέθοδος αριθµητικής 

εκτέλεση της αριθµητικής επίλυσης. 
False πρέπει να επιλέγεται µόνο στ

Η ακρίβεια της NDSolve καθώς και 
παρακάτω παραδείγµατος. 

Παράδειγµα 1 

Εξετάζουµε την επίπεδη κίνηση (x,y) ενός πλανήτη γύρω από τον ήλιο ο οποίος βρίσκεται στο σηµείο 
(0,0) (ηλιοκεντρικό σύστηµα).  Η µελέτη µας θα στηριχθεί στο ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ- . Αν m, M είναι η µάζα 
του πλανήτη και του Ήλιου αντίστοιχα, η κίνηση του πλανήτη θα περιγράφεται από την Σ∆Ε σε 
διανυσµατική µορφή 

 
2

2

d r m Mm F G= = −  (8) 
dt r

όπου ( , )r x y= η θέση του σώµατος. Τα x,y (και φυσικά το r) είναι συναρτήσεις του χρόνου και 
µεταβάλλονται µε βάση τη διαφορική εξίσωση (8). Για απλούστευση, χρησιµοποιούµε το σύστηµα 
µονάδων για το οποίο G⋅M=1 και m=1. Έτσι έχουµε17 

                                                 
16 Για ∆ΕΜΠ η προεπιλεγόµενη τιµή είναι 100 
17 Για την θεωρητική ανάλυση του προβλήµατος και τους τύπους που χρησιµοποιούνται βλ. [??] 
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 1 ,F e F= − = −r V dr Fdr= − = − = −∫ ∫  2 2 2r r x y+

όπου V το δυναµικό, και οι διαφορικές εξισώσεις παίρνουν τη µορφή  

2
2 2 3/ 22

2
2

2 2 3/ 2

/
( )

/
( )

xd x dt
x yd r V VV i j

ydt x y d y dt
x y

−
=

+ ∂ ∂

Είναι γνωστό, ότι το παραπάνω σύστηµα Σ∆Ε έχει ως λύσεις τις «κωνικές τοµές» [13] οι οποίες 
 η χρήση της DSolve δεν δίνει 

τηµα  (9) σαν µη επιλύσιµο. Στο παράδειγµά µας θα 
οληθούµε µε κλειστές

αι αρχική ταχύτητα (vx0,vy0). H ολοκλήρωση γίνεται στο 
χρονικό διάστηµα ( ). κές συνθήκες εισάγονται στον τοµέα Γ του 

ονται τα στοιχεία της 

χύτητας σαν συναρτήσεις του 
ρόνου  

για 

 κ.λ.π) δεν 

ριβώς οι ίδιες. 

ραπάνω χαρακτηριστικό της κίνησης θα εξετάσουµε τα αποτελέσµατα της NDSolve 
ως προς την ακρίβειά της και πως αυτή διαµορφώνεται µεταβάλλοντας τις τιµές των επιλογών της. 

= −∇ = − + ⇒  −∂ ∂  =
+

 (9) 

Η κατασκευή των εξισώσεων (9) στο MATHEMATICA, γίνεται στον τοµέα Α του Π4.   

1 1

όµως δεν δίνονται στην κλειστή µορφή x=x(t) και y=y(t). Έτσι
αποτελέσµατα αλλά αντιµετωπίζει το σύσ
ασχ  τροχιές (τροχιές που δεν φεύγουν στο άπειρο) και, ως γνωστό είναι 
ελλείψεις µε µια εστία το (0,0) (Ήλιος).  

Ποσοτικά στοιχεία, που περιγράφουν την επίπεδη ελλειπτική τροχιά του πλανήτη, είναι η ενέργεια 
και η στροφορµή ή η εκκεντρότητα, ο µεγάλος ηµιάξονας, και η περίοδος [13].  Οι συναρτήσεις που 
δίνουν τα παραπάνω στοιχεία αναπτύσσονται στον τοµέα Β του Π4. 

 

Θα επιλύσουµε το σύστηµα (9) αριθµητικά για συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες οι οποίες 
εκφράζουν την αρχική θέση (x0,y0) κ

0,tmax Οι παραπάνω αρχι
προγράµµατος. Στο τοµέα ∆ του προγράµµατος υπολογίζονται και εκτυπών
τροχιάς µε βάση την αρχική θέση και ταχύτητα, που αντιστοιχούν σε t=0. Αφού γίνει η αριθµητική 
ολοκλήρωση, στον τοµέα Ε, έχουµε τις συνιστώσες της θέσης και τα
χ

x=x[t] , y=y[t],  vx=x’[t] , vy=y’[t] 

και εκτυπώνουµε και πάλι τα στοιχεία της τροχιάς για t=tmax. Επίσης σχεδιάζουµε την τροχιά 
την πρώτη περιστροφή της και για την τελευταία. 

• Είναι γνωστό ότι τα παραπάνω στοιχεία της ελλειπτικής τροχιάς (Ενέργεια, στροφορµή
µεταβάλλονται µε το χρόνο. Άρα η αρχική και τελική κατάσταση, όπως προκύπτει από το πρόγραµµα, 
θα πρέπει να είναι ακ

Με βάση το πα

Εκτελώντας  το ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ-4 (όπως ακριβώς δίνεται),  παίρνουµε τα αποτελέσµατα του πίνακα Ι. 
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H*ΠΡΟΓΡΑΜ Μ Α 4 * LH∗ ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΠΕ∆ΙΟ ∆ΥΝΑΜΕΩΝ F = - 1
r 2

∗L
Clear "Global`∗"

F = −
r2

; H∗∆ύναµη∗L
V = −‡ F Å r; H∗∆υναµικό∗L
r =

è
x@tD2 + y@tD2 ; H∗ακτίνα σε καρτεσιανές συντεταγµένες H ΚΣL ∗L

eqx = x''@tD == − D@ V, x@tDD; H∗∆Ε σε ΚΣ, 2 x2 2 ης τάξης∗L
eqy = y'' t == − D V, y t ;

H α τα στοι

En

H L
om2

1 − eccen2
; ∗ Μεγάλος ηµιάξονας∗

Pe

H H L −−−−−−−−−−−−∗L
x0 1.0; y0 = 0; vx0 = 0; vy0 = 0.8;

tm = 5; ∗∆ιάστηµα Ολοκλήρωσης 0,tmax ∗

ακ στ

@ D@ nergy=", InputForm@enerDD
Print@"Angular Moment

Print "Eccentricity=", InputForm ecc ; DD@ @ DDH∗ ΕL −−−− Πρόβληµα αρχικών τιµών ΠΑΤ και αριθµητική επίλυση −−−−−−−−∗

PAT 8
sol = N <D
x = x έσµατος− λύσης στα σύµβολα x,y∗

@ D< 8 < 8 <
PlotPoints → 00D

Pr t@"Τελικά Τροχιακά στοιχεία για t=tmax=", tmax, " −−−"D
ener = Energy@x@tmaxD, y@tmaxD, x'@tmaxD, y '@tmaxDD;
angmom = AngMom@x@tmaxD, y@tmaxD, x'@tmaxD, y '@tmaxDD;
ecc = eccentricity@angmom, enerD;
semimajorax = SemimajorAx@angmom, eccD;
per = Period@semimajoraxD;
Print@"Energy=", InputForm@enerDD
Print@"Angular Momentum=", InputForm@angmomDD
Print@"Eccentricity=", InputForm@eccDD;
Print@"SemimajorAxis=", InputForm@semimajoraxDD
Print@"Period=", InputForm@ perDD;
Print@"Τροχιά για την τελευταία περιστροϕή Htmax− periodL<t<tmax"D
t1 = tmax − per;

ParametricPlot@8x@tD, y@tD<, 8t, t1, tmax<, AxesLabel → 8"x", "y"<,
PlotPoints → 1000D

Null  

@ DH∗ HΑL −−−−−−−−−ΣΥΣΤΗΜΑ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− ∗L
1

@ D @ @ DD
∗ Β −−− Χρήσιµες συναρτήσεις γι χεία της τροχιάς−−−−−−−−−−−−∗H L L
ergy@x_, y_, vx_, vy_D :=

1

2
 Hvx ^2 + vy^2L −

1è x^2 + y^ 2
; H∗ Ενέργεια∗L

AngMom@x_, y_, vx_, vy_D := x ∗ vy − vx ∗ y; H∗Στροϕορµή∗L
eccentricity@angmom_, energy_D :=

è
1 + 2 energy angmom2 ; ∗εκκεντρότητα∗

SemimajorAx angmom_, eccen_ :=
angm@ D H L

riod@semimajorax_D := 2 π
è

semimajorax3 ; H∗ Περίοδος περιστροϕής∗L
∗ Γ −−−− Αρχικές συνθήκες −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

ax H H L L
H∗ H∆L −−−− Αρχικά στοιχεία της τροχιάς −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗L
Print@"Αρχικά τροχι ά οιχεία για t=0 "D
ener = Energy@x0, y0, vx0, vy0D; angmom = AngMom@x0, y0, vx0, vy0D;
ecc = eccentricity@angmom, enerD;
semimajorax = SemimajorAx@angmom, eccD;
per = Period semimajorax ;

Print "E

um=", InputForm@angmomDD@ @ DD
Print@"SemimajorAxis=", InputForm@semimajorax
Print "Period=", InputForm per ;H L

= eqx, eqy, x@0D == x0, y@0D == y0, x '@0D == vx0, y'@0D m vy0<;
DSolve@PAT, 8x, y<, 8t, 0, tmax ;

. sol 1 ; ∗ανάθεση αποτελê @@ DD H L
y = y ê. sol@@1DD;H∗ HΣΤL −−−−−−−−−−−−−−−−−−−− ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ −−−−−−−−−−−−−−−−−∗L
Print "Τροχιά για την πρώτη περιστροϕή 0<t< period"@ D
ParametricPlot@8x@tD, y t , t, 0, per , AxesLabel → "x", "y" ,

10
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ΠΙΝΑΚΑΣ Ι  (13 έτη) 

Αρχικά τροχιακά στοιχεία για t=0

Energy=−0.6799999999999999

Angular Momentum=0.8

Eccentricity=0.35999999999999993

SemimajorAxis=0.735294117647059

Period=3.9616080528290407  

Τροχιά για την πρώτη περιστροϕή 0<t<period

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

y

 

Τελικά Τροχιακά στοιχεία για t=tmax=50 −−−

Energy=−0.6799196830898645

Angular Momentum=0.8000240577269115

Eccentricity=0.36007007849493583

SemimajorAxis=0.7353809757760982

Period=3.9623100332001884  

Τροχιά για την τελευταία περιστροϕή

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

y

 

 

Παρατηρώντας τα αρχικά τροχιακά στοιχεία στον πίνακα Ι, διαπιστώνουµε ότι η ενέργεια  και η 
εκκεντρότητα, που θα έπρεπε να έχουν τις ακριβείς τιµές –0.68 και 0.36 αντίστοιχα, παρουσιάζονται 
µε σφάλµα «στρογγυλοποίησης» το οποίο προέρχεται από τους υπολογισµούς που έγιναν µε βάση τις 
τιµές των αρχικών συνθηκών. Τα σφάλµατα αυτά αυξάνονται στην επαναληπτική διαδικασία της 
αριθµητικής ολοκλήρωσης αλλά, γενικά, µπορεί να γίνουν σηµαντικά µόνο για µεγάλους χρόνους 
ολοκλήρωσης. Τα κυρίαρχα  σφάλµατα  είναι τα συστηµατικά σφάλµατα που προέρχονται από τη 
µέθοδο ολοκλήρωσης. 

Στο διάστηµα (0,tmax) έχουµε tmax/Period≈13 περιστροφές (έτη). Η αρχική και τελική 
περιστροφή φαίνονται, πράγµατι, να είναι οι ίδιες. Αν όµως παρατηρήσουµε τα τροχιακά στοιχεία, 
βλέπουµε µια σηµαντική απόκλιση της τάξης των 4 µε 5 σηµαντικών ψηφίων σε σχέση µε τα αρχικά.  
Αν µελετήσουµε την εξέλιξη της τροχιάς µετά από περίπου 100 έτη (δηλαδή θέσουµε 
tmax=100*Period≈400) θα πάρουµε από την NDSolve το παρακάτω µήνυµα18 

 
NDSolve::mxst :  

Maximum number of 1000 steps reached at the point t == 61.54722333025309`.  
που σηµαίνει ότι η προεπιλεγµένη τιµή MaxSteps=1000 για τον αριθµό των βηµάτων, δεν ήταν 
αρκετή για να καλύψει όλο το διάστηµα ολοκλήρωσης (0,400) αλλά καλύφθηκε µόνο το διάστηµα 
(0,61.5...). Απαιτείται λοιπόν µια αύξηση στην τιµή της επιλογής MaxSteps, η οποία πρέπει να είναι 
περίπου 650019. Έτσι, συµπληρώνουµε την NDSolve µε την επιλογή 

 NDSolve[ βασικά ορίσµατα ,  MaxSteps→ 6500]   

Μπορούµε, επίσης, να θέσουµε MaxSteps→Infinity, για να µελετήσουµε τις τροχιές για πολύ 
µεγάλους χρόνους. Τα αποτελέσµατα όµως µπορεί να καταλαµβάνουν µεγάλο αριθµό δεδοµένων µε 
συνέπεια τη πιθανή δηµιουργία προβληµάτων  στο υπολογιστικό σύστηµα (πχ να επιβραδύνουν τη 
                                                 
18 Τα υπόλοιπα µηνύµατα προκύπτουν εξαιτίας του πρώτου που προκύπτει από την NDSolve 
19 Πρόχειρος υπολογισµός µε απλή µέθοδο των τριών 
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λειτουργία του ή να σταµατήσει η EMATICA).  Αν εκτελέσουµε τώρα το 
πρόγραµµα για tmax=400 θα πάρουµε και πάλι τις ίδιες ελλείψεις αλλά το σφάλµα στα τροχιακά 
στοιχεία θα αυξηθεί. 

Στο πίνακα ΙΙ παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της εκτέλεσης για tmax=100000 (ή 25000 έτη 
περίπου)20. Τα σφάλµατα στα τροχιακά στοιχεία είναι πιο σηµαντικά και παρατηρούνται και στην 
ελλειπτική τροχιά, η απόκλιση της οποίας, από την αρχική µορφή, είναι εµφανής (σχήµα 5) 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΙI  (25000 έτη) 

ανταπόκριση του MATH

Αρχικά τροχιακά στοιχεία για t=0

Energy=−0.6799999999999999

Angular Momentum=0.8

Eccentricity=0.35999999999999993

SemimajorAxis=0.735294117647059

Period=3.9616080528290407  

Τελικά Τροχιακά στοιχεία για t=tmax=100000 −−−

Energy=−0.6638437291439974

Angular Momentum=0.8054608630650693

Eccentricity=0.3723438231655967

SemimajorAxis=0.7531893095453837

Period=4.1071076783824125  
 

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

-0.8

-0.6

 
Σχήµα  4  Οι περιφορές του πλανήτη κατά το 1ο και το 25000ο έτος, όπως προκύπτουν από την NDSolve. 

Στις παραπάνω εκτελέσεις του προγράµµατος, αναφερθήκαµε σε αρχικές συνθήκες που 
αντιστοιχούν σε οµαλές ελλειπτικές τροχιές µακριά από το κρίσιµο σηµείο (0,0) των διαφορικών 
εξισώσεων. Γενικότερα, τα σφάλµατα αυξάνουν σηµαντικά όταν οι τροχιές είναι αρκετά περίπλοκες ή 
πλησιάζουν σε κρίσιµα σηµεία. Για το σύστηµα (9), µπορούµε να πλησιάσουµε στο σηµείο (0,0) 
(τρ

 γ
ό την πρώτη κιόλας 

περιφορά (προσέξτε την πολύ στενή κλίµακα του άξονα y). Αντί της τελευταίας περιφοράς, 
παρουσιάζεται η εξέλιξη σε όλο το χρονικό διάστηµα. 

                                                

οχιά κοντά στον ήλιο) αν µειώσουµε, π.χ., την αρχική συνιστώσα της ταχύτητας vy0 στις αρχικές 
συνθήκες. Τότε, ουσιαστικά, αυξάνουµε την εκκεντρότητα της τροχιάς η οποία γίνεται µια στενή 
έλλειψη και πλησιάζει πολύ κοντά στο κέντρο του πεδίου δυνάµεων. Θεωρούµε λοιπόν, την εκτέλεση 
του προγράµµατος (όπως στην αρχή) ια tmax=50 αλλά θέτουµε vy0=0.02. Tα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται στον πίνακα ΙΙΙ και δείχνουν πολύ σηµαντικά σφάλµατα απ

 
ογισµός 

Hz, 512MbRam. 

Τελική περιφορά 

Αρχική περιφορά 

20 Για την παραπάνω ολοκλήρωση τα δεδοµένα καλύπτουν 300Mb µνήµης περίπου και ο υπολ
επιτυγχάνεται σε χρόνο 1min σε υπολογιστή Athlon2G
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, ) ΠΙΝΑΚΑΣ ΙII  (13 έτη vy0=0.02

Αρ

Eccentricity=0.9996

SemimajorAxis=0.5001000200040727

Period=2.22210806816738  

ιστροϕ 0<t<

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-0.01

-0.005

0.005

 

Τελικά Τροχιακά στοιχεία για t=tmax −−−

ergy=−1.3114539113158963

Angular Momentum=0.019941468158731584

Eccentricity=0.9994783483547306

SemimajorAxis=0.3812562497893873

Period=1.4791265267975986  

Τροχιά για όλο το διάστηµα ολοκλήρωσης

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.01

-0.005

0.005

0.01

y

χικά τροχιακά στοιχεία για t=0

Energy=−0.9998

Angular Momentum=0.02

Τροχιά για την πρώτη περ ή period

y

0.01

=50

 

En

x

 
 
Στην  παραπάνω εκτέλεση, η NDSolve χρησιµοποιεί τις επιλογές ακρίβειας PG=AG=16-10=6. Για 
να βελτιώσουµε, λοιπόν την ακρίβεια της ολοκλήρωσης θα πρέπει να αυξήσουµε την παραπάνω τιµή, 
πχ :  

NDSolve[ βασικά ορίσµατα , MaxSteps→∞,  AccuracyGoal→10,  PrecisionGoal→10] 

Με τις παραπάνω τιµές επιτυγχάνουµε παρόµοια ακρίβεια µε αυτή του πίνακα Ι.   

    Αν θέσουµε tmax=2000, παίρνουµε το µήνυµα 
NDSolve::ndsz :  At t == 1840.0860571989006`,

step size is effectively zero; singularity suspected.  
∆ηλαδή, εξαιτίας της ολίσθησης της τροχιάς από τα αριθµητικά σφάλµατα, η λύση πλησιάζει  πολύ 
κοντά στο ιδιόµορφο σηµείο (0,0) τη στιγµή t=1840, το βήµα ολοκλήρωσης γίνεται σχεδόν µηδέν, 
και η ολοκλήρωση τερµατίζεται. Γενικά για να ξεπεραστούν τυχών ιδιοµορφίες, απαιτείται πολύ 
µεγάλη ακρίβεια υπολογισµών, η οποία επιτυγχάνεται µε το MATHEMATICA αν αυξήσουµε την τιµή της 
επιλογής WorkingPrecision. Έτσι, µε τις επιλογές 

NDSolve[βασικά ορίσµατα ,  MaxSteps→∞,  , WorkingPrecision→32, 
AccuracyGoal→10,  PrecisionGoal→10] 

ο σκόπελος της παραπάνω ιδιοµορφίας µπορεί να ξεπεραστεί αλλά, ίσως, µόνο προσωρινά.   

Συµπερασµατικά, λοιπόν, οι δυνατότητες του  MATHEMATICA (αλλά και των άλλων πακέτων 
συµβολικού προγραµµατισµού) είναι κάπως περιορισµένες αλλά αυξάνονται µε κάθε νέα έκδοση του 
προγράµµατος.. Για πολύπλοκα συστήµατα που απαιτούν µεγάλους χρόνους ολοκλήρωσης, 
χρησιµοποιούνται συνήθως οι κλασσικές γλώσσες προγραµµατισµού µε τις οποίες  δίνεται πλήρης 
ελευθερία στην ανάπτυξη ειδικών αλγορίθµων, στην διαχείριση ειδικών περιπτώσεων και στην κατ’ 
επιλογήν έξοδο των δεδοµένων. Εξάλλου και κάθε πακέτο συµβολικού προγραµµατισµού είναι 
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γραµµένο σε µια τέτοια γλώσσα21.  Γενικά, δεν υπάρχει δυνατότητα επαλήθευσης µιας αριθµητικής  
λύσης και, για το λόγο αυτόν σοχή.    

 

 

§4. Αριθµητικές λύσεις εξισώσεων µε Μερικές Παραγώγους22.  
Το MATHEMATICA, προς το παρόν, έχει ενσωµατωµένους αλγορίθµους που µπορούν να επιλύσουν λίγες 
κατηγορίες ∆ΕΜΠ εφοδιασµένες µε κατάλληλες αρχικές και συνοριακές συνθήκες. Η επίλυσή τους 
γίνεται και πάλι µε την εντολή NDSolve, η σύνταξη της οποίας ακολουθεί παρόµοιους κανόνες µε 
αυτούς που έχουν προαναφερθεί στι παραγράφους §6(1ο µέρος) και §2, §3 (2ο µέρος). Θα 
παρουσιάσουµε τη λειτουργία της NDSolve  µε το παρακάτω παράδειγµα     

Παράδειγµα 1. 

Θεωρούµε την ροή ενός ρευστού σε έναν ευθύγραµµο σωλήνα  κατά µήκος του άξονα x.  

 

 

 

H συνάρτηση κατανοµής της πυκνότητας ρ=ρ(x,y,z,t) του ρευστού οφείλει να ικανοποιεί την εξίσωση 
συνέχειας  

 

, απαιτείται ιδιαίτερη προ

ς 

δ

x=0 
x

( ) 0 η'σεµια ιασταση 0vv v
t t
ρ ρρ ρ∂ ∂

+ ∇ ⋅ = + + =
∂ ∂

 
x x
ρ∂ ∂

∂ ∂
(10) 

που το πεδίο ταχυτήτων του ρευστού, και για το µονοδιάστατο πρόβληµα είναι ρ=ρ(t,x) και 
=v(x,t). Με δεδοµένο το πεδίο ταχυτήτων, η εξίσωση (10)  αποτελεί µια ∆ΕΜΠ 1ης τάξης µε 

ποιεί ένα κατάλληλο σύνολο αρχικών και συνοριακών συνθηκών. Θα θεωρήσουµε τα ακόλουθα 
συµπλη

vό
v
άγνωστη συνάρτηση την κατανοµή πυκνότητας ρ=ρ(t,x) 

Η αριθµητική επίλυση της  (10) θα πρέπει να αναφερθεί σε µια µερική λύση της η οποία οφείλει να 
ικανο

ρωµατικά στοιχεία στο πρόβληµα 

Πεδίο ταχυτήτων 1 cos( )v x i=   (ταχύτητες ανεξάρτητες του χρόνου) 
4

Αρχικές και συνοριακές συνθήκες (0  ,  )  1 ,  ( ,  0) 1x tρ ρ= =  

∆ιάστηµα ολοκλήρωσης  0 ≤ t ≤ 2π ,  0 ≤ x ≤ 2π  

Η λύση που θα προκύψει, για το παραπάνω πρόβληµα, είναι ένα σύνολο τιµών για την πυκνότητα 
p σε σ  συνιστούν στο 

                                                

Τα σωµατίδια του ρευστού, ανάλογα µε τη θέση x στην οποία βρίσκονται και για οποιαδήποτε 
χρονική στιγµή, οφείλουν να έχουν ταχύτητα ίση µε cos(x)/4. Επίσης τη χρονική στιγµή t=0  το 
ρευστό είναι οµογενές, δηλαδή σε κάθε σηµείο του σωλήνα η πυκνότητα είναι σταθερή και ίση µε 1. 
Τέλος, κατά τη χρονική εξέλιξη του συστήµατος, η πυκνότητα δεν µεταβάλλεται στο σηµείο x=0.  

υγκεκριµένα σηµεία ενός πλέγµατος του επιπέδου Οxy. Οι τιµές αυτές

 
σφέρει ο 

αντ

κάποιες περιπτώσεις που µπορεί να διαχειριστεί είναι πολύ σηµαντικές για την Φυσική (βλ. Help της 
MATHEMATICA).  

21 Γενικά, ο συµβολικός προγραµµατισµός στηρίζεται στις δυνατότητες και οργάνωση που προ
ικειµενοστραφής προγραµµατισµός. Παράδειγµα τέτοιων αντικειµένων είναι οι πραγµατικοί αριθµοί µε 

µεγαλύτερο αριθµό δεκαδικών ψηφίων από αυτόν που παρέχει ο επεξεργαστής. Στην περίπτωση αυτή, ακόµα 
και οι απλές αριθµητικές  πράξεις, εκτελούνται µέσω ειδικών διαδικασιών που αναφέρονται στο συγκεκριµένο 
αντικείµενο (βλ. [14]), 
22 Λόγω της πολυπλοκότητας του προβλήµατος δεν θα αναφερθούµε σε λεπτοµερή ζητήµατα. Κάθε κατηγορία 
∆ΕΜΠ παρουσιάζει τα εξειδικευµένα χαρακτηριστικά και, γενικά στην βιβλιογραφία, αντιµετωπίζονται 
ξεχωριστά. Οι δυσκολίες αυτές δεν επιτρέπουν στο MATHEMATICA να αντιµετωπίσει πολλά προβλήµατα, αλλά οι 
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MATHEMATICA µια συνάρτηση παρεµβολής δύο διαστάσεων (στο παρακάτω πρόγραµµα θέσαµε στη 
θέση του ρ το σύµβολο p).  

[1]:= v= Cos@xDê4;
eq= D@p@t,xD,tD + p@t,xD D@v,xD + D@p@t,xD,xDvm 0

sol= NDSolve eq, p 0,x m 1, p t,0 m 1 , p, t,0, 2 < x,0, 2 π<,
In

@8 @ D @ D < 8 π , 8
MaxSteps→ 2000,StartingStepSize→ 0.01D

Out[2]= −
1

4
p@t, xD Sin@xD+

1

4
Cos@xD pH0,1L@t, xD + pH1,0L@t, xD == 0

Out[3]= 88p→ InterpolatingFunction@880., 6.28319<, 80., 6.28319<<, <>D<<  
Μπορούµε να χειριστούµε τη λύση sol, που παρουσιάζεται στο Out[3], αναθέτοντάς την σε µία 

νάρτηση (π.χ. την pp) συνηθισµένη συ@ D @ D ê @@ DD
Print@"Πυκνότητα για t=1.5 στο x=2, p=", pp@1.5,2DD
Plot@8pp@0,xD, pp 5,xD<, 8x,0, Pi<,AxesLabel→ 8"x","p"<,
PlotStyle→ Dash 0.02 ,  

In[4]:= pp t_,x_ = p t,x .sol 1

@
ing

28 @8 <D 8<<D
Mε τον παραπάνω κώδικα φαίνεται πως µπορούµε να πάρουµε την τιµή της λύσης σε ένα 

τη σειρά δεδοµένων  και να σχεδιάσουµε τη λύση µε την Plot. Έτσι µε τον παραπάνω 
ώδικα σχεδιάζεται η χωρική κατανοµή της πυκνότητας σε συγκεκριµένες ρονικές στιγµ ς (πχ η 
ρχική κατανοµή για t=0 (διακεκοµµένη γραµµή)  και για µετά από χρόνο t=5 ) 

συγκεκριµένο σηµείο του διαστήµατος ολοκλήρωσης. Επίσης, µπορούµε να πάρουµε µια συνήθη 
µονοδιάστα
κ χ έ
α  (συνεχής ) 

τη

x

1

Πυκνό τα για t=1.5 στο x=2, p=1.38484

3.5

p

2

2.5

3

1.5

0.5

1 2 3 4 5 6  
 
   Η λύση ρ=ρ(t,x) µπορεί να σχεδιαστεί στο χώρο και στο χρόνο σαν µια συνάρτηση δύο διαστάσεων, 
δηλαδή µε ένα τρισδιάστατο γράφηµα (Plot3D) ή µε διάγραµµα ισοϋψών καµπύλων  
(ContourPlot) όπου οι σκοτεινές και φωτεινές περιοχές αντιστοιχούν σε µικρές και µεγάλες τιµές 
της συνάρτησης ρ(t,x), αντίστοιχα. 

In[7]:= Plot3D pp t,x , t,0, 2 π , x, 0,2 π ,PlotPoints→ 30,@ @ D 8 < 8 <
AxesLabel→ "t","x","z"8 <D
ContourPlot@pp@t,xD, 8t,0,2 π<, 8x, 0,2 π<, PlotPoints→ 30,

AxesLabel→ 8"t","x"<D  
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0

4

6

t
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οδο αρχικό 
βήµα ∆t≈0.2 το οποίο προκαλεί µεγάλα σφάλµατα.  Επίσης πρέπει να επισηµάνουµε ότι, αν θέσουµε 
µέγιστο αριθµό βηµάτων ίσο µε Ν (µε την επιλογή MaxSteps),  τότε  οι τριάδες των σηµείων που 
αποθηκεύονται µπορεί να φτάσουν τον αριθµό Ν2.  

 

• Στην εντολή NDSolve χρησιµοποιήθηκε η επιλογή  

StartingStepSize → 0.01 

Aν δεν γίνει η παραπάνω επιλογή, τότε, η προεπιλεγµένη τιµή Automatic δίνει στη µέθ
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Ασκήσεις 
 
1.    Για την Σ∆Ε y και για y(0)=0, y’(0)=1, να βρεθεί η λύση αναλυτικά και 
αριθµητικά, και να γίνει η γραφική παράσταση των y(x) και y’(x) για x∈(-5,5) και για τις δύο 
περιπτώσεις.. 
 
2.   Να λυθεί αριθµητικά το πρόβληµα αρχικών τιµών 

 
) 0

0) 1
Nα σχεδιαστούν α) οι y1(x) και y2(x) µε την Plot, β) Οι φασική τροχιά (y1(x), y2(x)) µε την 
ParametricPlot  γ) η ολοκληρωτική καµπύλη (x,y1(x), y2(x)) µε την ParametricPlot3D. 
  
 
3.   Ο αρµονικός ταλαντωτής   
 

 '' 'y y x= − −  

1 1 2 1

2 1 2 2

' ' , (0
' , (

y y xy y
y y y y

= − − =
= − =

 

x x= −  
έχει ως λύση την x=Acos(t)+Bsin(t), όπου Α,Β σταθερές που εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες.  

) Να λυθεί η παραπάνω εξίσωση αριθµητικά,  για x(0)=1, x’(0)=0, για χρόνο 100 χ.µ. και 10000 χ.µ. 
ε τιµές, για τις επιλογές PrecisionGoal και ΑccuracyGoal, από 1 έως 8. Να σχεδιαστεί η αριθµητική 
και αναλυτική λύση. Προκύπτουν διαφορές;  β) Η ενέργεια του συστήµατος / 2 θα 
έπει πάνω αρχικές συνθήκες. Μελετήστε το 

σφάλµα της αριθµητικής ολοκ βολής της ενέργειας, για τις 
παραπάνω τιµές των επιλογών, σχεδιάζοντας την τιµή ∆Ε=Ε-0.5 σαν συνάρτηση του χρόνου. 

α
µ

2 2( )E x x= +
πρ να διατηρείται σταθερή και ίση µε 0.5 για τις παρα

λήρωσης µέσω της χρονικής µετα

 
4.   Προσθέτουµε έναν µη γραµµικό όρο 2 1sin( )a y y− στο σύστηµα του παραδείγµατος (1§5,1ο 
µέρος) και παίρνουµε το σύστηµα 

siny y y a= − − +
 1

Θεωρώντας ένα τυχαίο σύνολο αρχικών συνθηκών στο τετράγωνο γύρω από το (0,0) του φασικού 
χώρου, να επιλυθεί το σύστηµα αριθµητικά, για το διάστηµα ολοκλήρωσης –4<t<4  και για τις 
παραπάνω αρχικές συνθήκες, και να σχεδιαστεί το φασικό του πορτρέτο για τιµές τις παραµέτρου a 
στο διάστηµα (-5,5). 
   
5.   Για την εξίσωση (6) του Duffing (βλ. παράδειγµα 2§2), και αρχικές συνθήκες y(0)=y’(0)=0, να 
µελετηθεί η συµπεριφορά των ταλαντώσεων και των φασικών τροχιών του συστήµατος για ω=α=β=1 
και για διάφορες τιµές των παραµέτρων γ και F. 
 
6.   Όπως στο παράδειγµα 6, µελετήστε τις τροχιές ενός σώµατος µέσα σε κεντρικό πεδίο δυνάµεων 
F=-1/rα  µε α=2+ε, |ε|<1. Συνεχίζουν οι κλειστές τροχιές να είναι ελλείψεις;  
 
 
 

1 1 2 2

2 1 2

( )y y
y y y

−
= −
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