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]¾Jò%¬R¦(®K¤ ®]¯JÍ ¦ô Å)£aJÀ`Éaöi æø Ë�¿3«j¹�ëa«j©�J©aJù7¨j£a¦JÚ`©�¾J£a¦J¨�¯]«jÚ`¿3°�«RÍ ©aK¤�]¾Jò(¬[¤ ¹
¿7°`§E«R¤ ±C¿3«R¤ ¹�¬R¦JÚ(§EPó7¸`§E]¬R¦J¹
ô õ�ó7JíPÁ[öi 

ú ����ûïü)ý�þ ÿ ��� ý�þ����	�

��
 �����������������������	 "!$#&%('�)(!�*��
ÜcÍ ©aK¤@Û(¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¨j¹�Ü5Ç[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

x′(t) = A(t)B
(
x(t)

)
.

õsù7¦Jð®J£a¦Jð`§E«(¬[¤ ¹�¿;¬jPó7«j£a¨j¹�¯]ð`¿3«R¤ ¹P÷Ó¾J£a¦-,K¢C£aÆJ§E«.,K¢C£[Í ¥a¦`©V¬RJ¹�«jÇaJ£V¬a°`§E¨j©a«j¹%ÄKK¤CJ©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹�§E«�¬R`Þ
®]¯]°P¬a¨j¹P÷

x′(t)

B
(
x(t)

) = A(t),
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ÄKK¤7¬R�ëað`¦�§E¨�¯]°"«RÍ ©aK¤�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹�¬R¦JÚ
t
¦]¾JòP¬a«�¦P¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C©a¦JÚ`§E«)¢C¹
¾J£a¦J¹

t
+

∫
x′(t)

B
(
x(t)

)dt =

∫
A(t)dt+ c, c ∈ R,

¿;¬R¦�J£[¤ ¿;¬a«j£aò�¦P¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E(ÄKÆJ©a¦JÚ`§E«s]¯`¯]]Ì3¸"§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©
x(t) = x

ÄKK¤�¨�¬a¿7¤�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+
∫

1

B(x)
dx =

∫
A(t)dt+ c, c ∈ R,

Jù7¦Jð(ÚP¾J¦P¯]¦PÌ7¤ ¿;¬R¦Jð`©
¬R�¦P¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C§E]¬j%«�¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦JÚ`§E«�¿;¬a°`©�J£1,3¤ ÄK¸(§E«�¬j`®]¯]°P¬a¸&Þ5¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
x(t)

 
�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�DC5EGFIHKJ-L�MON�PQJ$R

δ S CDTVUXW�Y-Z\[3]^[_]a`Ab_cXd x′ = x− x2 e
f Y-Z�`
Ë
¤�¿;¬RPó7«j£a¨j¹�¯]ð`¿3«R¤ ¹
«RÍ ©aK¤E¦K¤

x(t) = 0,∀t ∈ R ÄKK¤ x(t) = 1,∀t ∈ R  ÂÓ¤ 
x 6= 0, 1

¨g,;¦JÚ`§E«[÷
x′

x− x2
= 1

Ës¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C©a¦`©V¬RJ¹5ÄK]¬aÆ�§E¨j£a°�ÄKK¤JÄKÆJ©a¦`©V¬RJ¹�]¯`¯]]Ì3¸
§E«�¬j`®J¸P¬V±C©
x = x(t)

¿;¬R¦�J£[¤ ¿;¬a«j£aò�¦P¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E
¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤h+

∫
1

x− x2
dx =

∫
1dt⇒ ln |x| − ln |1− x| = t+ c, c ∈ R

∣∣ x

1− x
∣∣ = Aet, A > 0.

Û(¤ ]ÄK£[Í ©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹
¾JJ£a]ÄKÆ]¬j¢�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹�¦K¤�¦]¾J¦KÍ «j¹�¯]«R¤ ¬R¦JÚ`£VÌ3¦Jð`©
ÄKK¤�¢C¹�«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©
¾J«j£[¤ ¦J£[¤ ¿3§E¦KÍ� 
• ÂÓ¤  x < 0

÷
−x

1− x = Aet ⇒ x(Aet − 1) = Aet, A > 0⇒

x =
Aet

Aet − 1
, A > 0, t < − lnA i Ì7¤ ]¬[Í ; j

• ÂÓ¤  0 < x < 1
÷

x

1− x = Aet ⇒ x(Aet + 1) = Aet, A > 0⇒

x =
Aet

Aet + 1
, A > 0, t ∈ R i Ì7¤ ]¬[Í ; j

• ÂÓ¤  x > 1
÷

x

−(1− x)
= Aet ⇒ x(Aet − 1) = Aet, A > 0⇒

x =
Aet

Aet − 1
, A > 0, t > − lnA i Ì7¤ ]¬[Í ; j

k ¾J£V±8¬a°1ÄKK¤5°¬a£[Í ¬a°1¯]ð`¿3°1«RÍ ©aK¤C¬R¦]¾K¤ ÄK¨j¹ i ëa«j©1¤ ¿l,;ð`¦JÚ`©�Ì7¤ �òP¯]�¬R t ∈ R j ÷C«j©V± °�ëa«jðP¬a«j£a°1«RÍ ©aK¤ÄKPó7¦P¯J¤ ÄK¸ i ¤ ¿l,;ð`«R¤�Ì7¤ ²ÄKÆ`ó7« t ∈ R j  ïø Ës¾]¢C¹�ó7áëa¦Jð`§E«�¿3«�ÄK]¬j]¯`¯]°P¯]òP¬a«�£a¦�¾JJ£aÆJëa«R¤ Ì3§E²¾J£a¨�¾J«R¤c¦K¤¬R¦]¾K¤ ÄK¨j¹sÄK;¤7ÄKPó7¦P¯J¤ ÄK¨j¹·¯]ð`¿7«R¤ ¹
©a�¿3Ú`©aëaÚ`J¿;¬j¦Jð`©�±C¿;¬a«
©a�¨g,;¦JÚ`§E«·¯]ð`¿3«R¤ ¹�Ì7¤ %ÄKÆPó7«
t ∈ R   2

�1�A@�B�è3�EÕ)Ö�Ð�C5EGFIHKJ-L�MON�P�L�R
α S C&TVUXW�Y-Z\[3]^[m]^n�oIp"qrsW$`\t�U x′ = x log x

sin t

t�[�u e v (π
2 , 1
) e
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f Y-Z�`
Ù5¬RPó7«j£a¸�¯]ð`¿7°�«RÍ ©aK¤Ó°

x(t) = 1,∀t ∈ R, t 6= kπ
ÄKK¤æ¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍg¬[¤ ¹(J£1,3¤ ÄK¨j¹"¿3Ú`©jó7¸PÄK«j¹P �Ü5ù7òJ¿3¦`©�°

¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
f(t, x) = x log x

sin t

«RÍ ©aK¤
C1 ÄKK¤Ó°�¿;¬RPó7«j£a¸�¯]ð`¿3°�¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍ@¬a°`©%õ
Ùs÷E¨g,;¦JÚ`§E«&òP¬[¤Ó«RÍ ©aK¤Ó°§E¦`©aJë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬j¦J¹sÄKK¤7¬a«�¯]«R¤ ±C¿3J§E«[ 

ª�¤ �Æ]¯`¯]°�¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦]¹�«RÍ ©aK¤E°(«jÇa¸`¹�+
µs£V±8¬R�¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«sòP¬[¤

x > 0
÷
t 6= kπ

÷
k ∈ Z  ÂÓ¤ 

x log x 6= 0⇒ x 6= 1
¬j¦�¾J£aò`®]¯]°`§E"Ì7Í ©a«�¬RK¤�÷

x′

x log x
=

1

sin t

ª1«
¦[¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C¿3°�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«[÷
∫

1

x log x
dx =

∫
1

sin t
dt

Å)¦�¾J£V±8¬j¦�¦P¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E%«RÍ ©aK¤E]¾]¯]ò7÷ ∫ 1
x log xdx = log | log x|  Å)¦�ëa«jðP¬a«j£a¦�¦[¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E%«RÍ ©aK¤7¾K¤ ¦�ëað`¿;ÄK¦P¯]¦7÷ ∫ 1

sin tdt = 1
2

∫
1

sin(t/2) cos(t/2)dt

= 1
2

∫ sin2(t/2)+cos2(t/2)
sin(t/2) cos(t/2) dt = 1

2

∫ sin(t/2)
cos(t/2)dt+ 1

2

∫ cos(t/2)
sin(t/2) dt = · · · = 1

2 log
∣∣ tan(t/2)

∣∣ø ÜC¬a¿7¤E¬j¦�¾J£aò`®]¯]°`§E"Ì7Í ©a«�¬RK¤�÷

log | log x| = 1

2
log
∣∣ tan(t/2)

∣∣+ c⇒

| log x| = A
√∣∣ tan(t/2)

∣∣, §E« A > 0.

Û(¤ ]ÄK£[Í ©a¦JÚ`§E«s¬V±C£a�¬[¤ ¹�«jÇa¸`¹�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹�+
• ÂÓ¤  x > 1

÷

log x = A
√∣∣ tan(t/2)

∣∣⇒ x = e
A

√∣∣ tan(t/2)
∣∣

• ÂÓ¤  x < 1
÷

− log x = A
√∣∣ tan(t/2)

∣∣⇒ x = e
−A

√∣∣ tan(t/2)
∣∣

x J§7®JÆJ©a¦`©V¬RJ¹5ÚP¾Jò\y7°s§EJ¹c¬[¤ ¹�õ
Ù i t = π
2 , x = 1 j ®J£[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«CÄKK¤]¿;¬[¤ ¹�ëað`¦
¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹còP¬[¤ A = 0

 
ø ÜC¬a¿7¤E¬a«�¯J¤ ÄKÆ

x(t) = 1
Ì7¤ %ÄKÆPó7«

t ∈ R  z ¯]¨�¾J¦JÚ`§E« ¯]¦K¤ ¾Jò`©�ò`¬[¤s°á¯]ð`¿3°�«RÍ ©aK¤�¿;¬jPó7«j£a¸;÷�ÆJ£aï¨�¾J£a«�¾J«1©a ¬R¦ÎJ©V¬[¤ ¯]°`ùKó7¦Jð`§E««jÇaÆJ£1,;¸`¹P÷s¦]¾JòP¬a«
«�¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦JÚ`§E«�¿;¬a°`©&J£1,;¸(ÄKK¤�ÇaJ©aJ§E«�¯]«�¬aÆJ§E«·¬[¤ ¹�¿;¬jPó7«j£a¨j¹
¯]ð`¿3«R¤ ¹�¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬j¦J¹P 

2

�1�A@�B�è3�EÕ)Öáà{C5EGFIH|J-L�MON�P~}\C�TVUXW�Y-Z\[3]^[_]a`�cXd
x′(t) =

√
|x(t)|

f Y-Z�`
µs£V±8¬R�¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«cò`¬[¤

x′(t) ≥ 0
÷`Ì7¤ �ÄKÆPó7«

t ∈ R  CÛ"°P¯]Jëa¸
°�¯]ð`¿3°�¾J¦JÚsó7&®J£a¦Jð`§E«5¾J£a¨�¾J«R¤K©a"«RÍ ©aK¤Jð`Ça¦JÚ`¿3�¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°; 
Ù5¬RPó7«j£a¸"¯]ð`¿3°"«RÍ ©aK¤

x(t) = 0
Ì7¤ %ÄKÆPó7«

t ∈ R  ÂÓ¤  √|x| 6= 0
¨g,;¦JÚ`§E«sò`¬[¤

x′ > 0
÷;ÄKK¤�¨�¬a¿7¤�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹
¾JJ£a]ÄKÆ]¬j¢�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹P÷

• õs© x > 0
÷

x′ = x1/2 ⇒ x′

x1/2
= 1⇒

∫
1

x1/2
dx =

∫
dt⇒ 2

√
x = t+ c1 ⇒
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x(t) =
( t+ c1

2

)2

.

õs©
t ≤ −c1

¬aò`¬a«
x′(t) = t+ c1 ≤ 0

¬j¦�¦]¾J¦KÍ ¦�J©V¬[¤ ¬[Í ó7«�¬RK¤E¿;¬R¦`©�¾J«j£[¤ ¦J£[¤ ¿3§Eò
x′ ≥ 0

 5ø ÜC¬a¿7¤@¿3«
JÚP¬a¸�¬a°`©&¾J«j£[Í ¾]¬�¢C¿3°

t > −c1
 

• õs© x < 0
÷

x′ = (−x)1/2 ⇒ x′

(−x)1/2
= 1⇒

∫
1

(−x)1/2
dx =

∫
dt

ª1«�]¯`¯]]Ì3¸"§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©
(y = −x)

÷;¿;¬R¦�J£[¤ ¿;¬a«j£aò�¦P¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E7÷

−
∫
y−1/2dy = t+ c2 ⇒ y1/2 = − t+ c2

2
⇒ y =

(−t− c2
2

)2

.

ÜC¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦]©V¬jJ¹�¿;¬[¤ ¹�J£1,3¤ ÄK¨j¹
§E«�¬R`®]¯]°P¬a¨j¹·¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«[÷

x(t) = −
( t+ c2

2

)2

.

ø Ës¾]¢C¹·¾J£[¤ ©�J©
t ≥ −c2

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«
x′(t) = −t− c2 ≤ 0

¬R¦(¦]¾J¦KÍ ¦"J©V¬[¤ ¬[Í ó7«�¬jK¤3¿;¬R¦`©
¾J«j£[¤ ¦J£[¤ ¿3§Eò
x′ ≥ 0

 æø ÜC¬[¿7¤E¿3«�JÚP¬[¸�¬a°`©�¾J«j£[Í ¾]¬j¢C¿3°
t < −c2

 
ÙcÚ`©a¦\y�Í ¥a¦`©V¬RJ¹P÷3¦K¤�]ÄKòP¯]¦JÚaó7«j¹s¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹
«RÍ ©aK¤�¯]ð`¿3«R¤ ¹P÷

φ(t) =





(
t+c2

2

)2

, t > −c2
0, t ∈ [−c1,−c2]

−
(
t+c1

2

)2

, t < −c1
, φ(t) =





(
t+c
2

)2

, t ≥ −c

−
(
t+c
2

)2

, t ≤ −c

φ(t) =

{
0, t ≥ −c
−
(
t+c
2

)2

, t < −c , φ(t) =

{
0, t ≤ −c(
t+c
2

)2

, t < −c

2

�1�A@�B�è3�EÕ)Ö²×�TVUXW�Y-ZA[3]^[m]a`�cXd
x′(t) = 1√

|x(t)|

f Y-Z�`
õs£1,3¤ ÄKÆ�¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«"òP¬[¤8°1Û�Ü «RÍ ©aK¤�,K¢C£[¤ ¥a¦J§E¨j©V¢C© §E«�¬j`®]¯]°P¬V±C©%ÄKK¤Cëa«j©�¨g,;«R¤8¿;¬RPó7«j£a¸ ¯]ð`¿3°; �Ü8Þ
¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©"®]¯]¨�¾J¦JÚ`§E«�ò`¬[¤Ó¾J£a¨�¾J«R¤

x′(t) > 0
Ì7¤ ÄKÆPó7«

t ∈ R ÷gëa°P¯]Jëa¸�°�¯]ð`¿3°�¾J£a¨�¾J«R¤Ó©a1«RÍ ©aK¤ÓÌ3©a°`¿7Í ¢C¹Jð`Ça¦JÚ`¿37 �ø Ës¾]¢C¹&ÄKK¤Ó¿;¬a°`©(¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a°�ÆJ¿;ÄK°`¿3°(ó7 ¾JÆJ£a¦JÚ`§E«�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹�¿;¬R¦ ¾J£aòJ¿3°`§E¦ ¬a°`¹
x(t)Ì7¤ �©a�¿;ÄK¦`¬V±C¿3¦JÚ`§E«s¬R¦�]¾JòP¯]ÚP¬j¦7 

• õs© x(t) > 0
÷

x′ =
1√
x
⇒ x1/2x′ = 1⇒ 2

3
x3/2 = t+ c1 ⇒ x3/2 =

3

2
t+ c1 ⇒ x(t) =

(3

2
t+ c1

)2/3
.

k ¿3Ú`©jó7¸PÄK°�¾J¦JÚ(¨g,;¦JÚ`§E«s«RÍ ©aK¤
x′(t) > 0

¦]¾JòP¬a«s¾JJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹�¬[°`©�¾JJ£a]¾JÆJ©V¢�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+

x′(t) > 0⇒ 2

3

(3

2
t+ c1

)−1/3 · 3

2
> 0⇒

(3

2
t+ c1

)1/3
> 0⇒ t > −2

3
c1
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• õs© x(t) < 0
÷

x′ =
1√−x ⇒ (−x)1/2x′ = 1⇒ −2

3
(−x)3/2 = t+ c2 ⇒ (−x)3/2 = −3

2
t+ c2 ⇒

x(t) = −
(
− 3

2
t+ c2

)2/3
.

k ¿3Ú`©jó7¸PÄK°�¾J¦JÚ(¨g,;¦JÚ`§E«s«RÍ ©aK¤
x′(t) > 0

¦]¾JòP¬a«s¾JJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹
¬a°`©�¾JJ£a]¾JÆJ©V¢�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+

x′(t) > 0⇒ −2

3

(
− 3

2
t+ c2

)−1/3 · −3

2
> 0⇒

(
− 3

2
t+ c2

)1/3
> 0⇒ t <

2

3
c2

ÙcÚ`©a¦\y�Í ¥a¦`©V¬RJ¹P÷3¦K¤�]ÄKòP¯]¦JÚaó7«j¹s¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹
«RÍ ©aK¤7¯]ð`¿3«R¤ ¹P 
ÙcÚPÌ;ÄK«�ÄK£[¤ §E¨j©a7÷;J©

c = c1 + c2 < 0
°"¯]ð`¿3°"ë[¤ J§E¦J£aù3±C©a«�¬RK¤�¢C¹�«jÇa¸`¹�+

φ(t) =

{(
3
2 t+ c1

)2/3
, t > − 2

3c1

−
(
− 3

2 t+ c2
)2/3

, t < 2
3c2

,

J©
c = c1 + c2 = 0

ÄKK¤
c′ = −c1 = c2

¬aòP¬a«�°"¯]ð`¿3°(ë[¤ J§E¦J£aù3±C©a«�¬RK¤�¢C¹�«jÇa¸`¹�+

φ(t) =

{(
3
2 t+ c′

)2/3
, t > 2

3c
′

−
(
− 3

2 t+ c′
)2/3

, t < 2
3c
′
.

õs©�¬a¨�¯]¦J¹
c ≤ 0

ëa«j©�ÚP¾JÆJ£1,;«R¤g¯]ð`¿7°; �Ù5¬a°�Ì3£aJù�¤ ÄK¸ ¾JJ£aÆJ¿;¬RJ¿3°�¾J¦JÚ ]ÄK¦P¯]¦JÚaó7«RÍgù7KÍ ©a«�¬RK¤æ° ëa«jðP¬a«j£a°
¯]ð`¿3° i c2 = −c1 j Ì3¤ �ë[¤ ÆJù7¦J£a«j¹�J£1,3¤ ÄK¨j¹
¿3Ú`©jó7¸PÄK«j¹P 

IC:x(–3)=1
IC:x(0)=1
IC:x(3)=1

Legend
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�1�A@�B�è3�EÕ)Ö���C5EGFIH�J-L�MON�P��\C v�� t$U�t��A�UA� m U\�=�"bg[3]�UA��b^U�o?��ZA[g��Z�]�nV���gU\�$n1� e u�b�`�U\b?]3� Z�]�UAZ�`]^n3��UA�9pAUV[g��b^UA�-U\ba�1W�n?�l`�]�na�m]�[3]�pAU-� � b3n3�_]�na��t��3]�p�na��]a`A��]IU5��Ys]a`"]�UA�&t�[&Z�]IUA�-[9pA� k > 0 � b^U�r-p"[g� ]^[&]a`"b]�U5��Ys]a`"]�U
v
]�na��Z � t$U-]^n1��]a`���p$n1b1�; A�¡Z�]3� �?t�� t e uGo?n1�1[g� ¢?]�[_[ao?� Z�`A�V]a`"bGY\o1Uap\¢-`�np�� UA A�A��]�U5��Ys]a`"]�UA�

limt→+∞ v(t)
 sUA���\o?n�W�n?�"� Z�]�[_]a`"b e



£ /æ{1032j{[f54 6�/�7j�����98;:=<�r$>

f Y-Z�`
k «jÇ[Í ¿;¢C¿3°�¬a°`¹æÄ;Í ©a°`¿3°`¹æ«RÍ ©aK¤

mdv
dt = mg−mkv2 ò]¾J¦JÚ k > 0

«RÍ ©aK¤[¿;¬RPó7«j£aÆ7  k «jÇ[Í ¿;¢C¿3°·¨g,;«R¤[¿;¬RPó7«j£a¸
¯]ð`¿3°(¬a°`©�¬R\,;ðP¬a°P¬R

v(t) =
√

g
k

°�¦]¾J¦KÍ �J¾]¦K£a£[Í ¾]¬a«�¬jK¤@ë[¤ òP¬[¤@ëa«j©%¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍ�¬[¤ ¹&õ
Ù
(t = 0, v = 0)

 
ÂÓ¤ �¬[¤ ¹�Æ]¯`¯]«j¹s¯]ð`¿3«R¤ ¹�¨g,;¦JÚ`§E«[÷

∫
1

g − kv2
dv =

∫
dt+ c

Å�±C£a�¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«sòP¬[¤�÷
∫

1

g − kv2
dv =

1

k

∫
1

g
k − v2

dv =
1

k

∫
1(√

g
k − v

)(√
g
k + v

)dv =

1

2k

∫ (
√

k
g√

g
k − v

+

√
k
g√

g
k + v

)
dv =

1

2
√
kg

[ ∫ 1

v +
√

g
k

dv −
∫

1

v −
√

g
k

dv
]

=

1

2
√
kg

log
∣∣∣
v +

√
g
k

v −
√

g
k

∣∣∣
ø ÜC¬a¿7¤E¨g,;¦JÚ`§E«[÷

log
∣∣∣
v +

√
g
k

v −
√

g
k

∣∣∣ = 2t
√
kg + c1 ⇒

∣∣∣
v +

√
g
k

v −
√

g
k

∣∣∣ = Ae2t
√
kg

x J§7®JÆJ©a¦`©V¬RJ¹(ÚP¾Jò\y7°�¬[¤ ¹%J£1,3¤ ÄK¨j¹%¿3Ú`©jó7¸PÄK«j¹
(t = 0, v = 0)

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«"òP¬[¤
A = 1

÷Ó«�¾KÍ ¿3°`¹%]¾Jò¬a°
ù7ð`¿3°"¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹s¨g,;¦JÚ`§E«�òP¬[¤

v(t) ≥ 0
ÄKK¤

t ≥ 0
¨�¬a¿7¤Eë[¤ ]ÄK£[Í ©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹�«jÇa¸`¹�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹P÷

• õs© v >√ g
k

÷;¬aòP¬a«
v =

√
g
k · e

2t
√
kg+1

e2t
√
kg−1

¾J¦JÚ(ëa«j©�¦J£[Í ¥a«�¬jK¤�Ì7¤ 
t = 0

 

• õs© v <√ g
k

¨g,;¦JÚ`§E«�òP¬[¤
v(t) =

√
g
k · e

2t
√
kg−1

e2t
√
kg+1

 
ø ÜC¬a¿7¤E°(¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬j¦J¹�«RÍ ©aK¤E°;÷

v(t) =

√
g

k
· e

2t
√
kg − 1

e2t
√
kg + 1

, t ≥ 0.

k ¯]ð`¿3°�JÚP¬a¸�«RÍ ©aK¤�Ì3©a°`¿7Í ¢C¹ Jð`Ça¦KÚ`¿3²¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°�¬j¦KÚ
t i Ì7¤ ]¬[Í ; j ¦]¾JòP¬a«�ÄKK¤�°�¥a°P¬R¦Jð`§E«j©a°�¦J£[¤ ]ÄK¸¬R\,;ðP¬a°P¬R%«RÍ ©a;¤�÷

lim
t→+∞

v(t) =

√
g

k

2


��¥¤ ¦�'�§��� $�a¨
ÜcÍ ©aK¤Eë[¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¸(«jÇ[¤ ¿;±C¿3°(¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

P (t, x)x′ +Q(t, x) = 0.

© ÄKJ©a¸�ÄKK¤)J©a]Ì;ÄKKÍ á¿3Ú`©jó7¸PÄK°�Ì7¤ á©a�«RÍ ©aK¤�°�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a°�Û�Ü ¾]¯]¸`£a°`¹�ò]¾J¦P¬a«�¦K¤
P,Q

«RÍ ©aK¤
C1ë[¤ Jù7¦J£[Í ¿7¤ §E«j¹�¿3«
J©a¦K¤ ÄJ¬aò�¦J£jó7¦PÌ;±C©[¤ ¦�«RÍ ©aK¤�°(«jÇa¸`¹�+

∂P

∂t
=
∂Q

∂x
.
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ø Ës¾J¦P¬a«�¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍ ¬RK¤7°(¿l,;¨j¿3°%JÚP¬a¸;÷KÚP¾JÆJ£1,;«R¤
C1 ë[¤ Jù7¦J£[Í ¿7¤ §E° G(t, x)

±8¿3¬a«?+
∂G

∂x
= P

ÄKK¤ ∂G
∂t

= Q,

ÄKK¤�¬aòP¬a«�°%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤E¿;¬a°(§@¦J£aù7¸"+
∂G(t, x)

∂x
x′ +

∂G(t, x)

∂t
= 0.

Ü5ù7òJ¿3¦`©�®J£a¦Jð`§E« t�� U ¬a¨�¬R¦K¤ �¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°;÷K°�Ì3«j©[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°�¬a°`¹�J£1,3¤ ÄK¸`¹
Û�ÜÎë[Í ©a«�¬RK¤ i ¿3Ú`©a¸aó3¢C¹s¾J«�¾]¯]«�ÌKÞ§E¨j©a j ]¾Jò%¬a°(¿l,;¨j¿3°"+
G(t, x) = c, c ∈ R.�1�A@�B�è3�EÕ)Ö�«{C5EGFIH|J�¬�MON�PQJ$R

α S CDTVUXW�Y-ZA[3]^[m]a`"b_cXd (tex + 2x)x′ + ex = 0f Y-Z�`
õsÚP¬a¸(°%Û�Ü «RÍ ©aK¤�¾]¯]¸`£a°`¹�ë[¤ òP¬[¤ ∂(tex+2x)

∂t = ex
ÄKK¤ ∂(ex)

∂x = ex
 

ø ÜC¬a¿7¤�y7Æ\,;©a¦JÚ`§E«sÌ7¤ �§@Í �¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
G(t, x)

¬a¨�¬j¦K¤ %±C¿;¬a«[÷
∂G

∂x
(t, x) = tex + 2x,

∂G

∂t
(t, x) = ex

õ·¾Jò�¬a°(ëa«jðP¬a«j£a°"¿l,;¨j¿3°(¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«[÷;¦[¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C©a¦`©V¬RJ¹s¢C¹
¾J£a¦J¹
t
÷3òP¬[¤h+

G(t, x) = tex + c(x),
Ì7¤ �ÄKÆ]¾J¦K¤ 

C1 ¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3° c.µs£a¦J¿3¨jÇV¬a«1ò`¬[¤·°�¿;¬RPó7«j£aÆ ¾J¦JÚ�¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤·«RÍ ©aK¤s¿;¬RPó7«j£aÆ ¢C¹1¾J£a¦J¹
t
]¯`¯]Æ�Ì3«j©[¤ ÄKÆï«jÇaJ£V¬aÆ]¬RK¤·]¾Jò

¬R¦
x
 �µsJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹%¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤æòP¬[¤ ∂G

∂x = tex + c′(x)
«j©V±ì]¾Jò1¬a°`©�¾J£V±8¬a°¿l,;¨j¿3°1¨g,;¦JÚ`§E«"òP¬[¤

∂G
∂x = tex+2x

¦]¾JòP¬a«5¾J£a¨�¾J«R¤
c′(x) = 2x

 æª�Í &¬a¨�¬R¦K¤ &«�¾K¤ ¯]¦PÌ3¸�«RÍ ©aK¤K°
c(x) = x2  CËs¾Jò`¬a«5§@Í  C1(R2)¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

G(t, x)
¾J¦JÚ(¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍ7¬a°`©&J£1,3¤ ÄK¸�Û�ÜÎ«RÍ ©aK¤E°(«jÇa¸`¹�+

G(t, x) = tex + x2.ø õs£a�°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°
x(t)

¬a°`¹
J£1,3¤ ÄK¸`¹�Û�ÜÎë[Í ©a«�¬RK¤7¾J«�¾]¯]«�Ì3§E¨j©a%]¾Jò%¬a°(¿l,;¨j¿3°"+
tex + x2 = c, c ∈ R.

2�1�A@�B�è3�EÕ)Ö��C5EGFIH|J�¬�MON�PQJ$R
δ S CDTVUXW�Y-Z\[3]^[_]a`�cXd (3t2x2 + sin t)x′ + (2tx3 + x cos t) = 0f Y-Z�`

õsÚP¬a¸(°%Û�Ü «RÍ ©aK¤�¾]¯]¸`£a°`¹�ë[¤ òP¬[¤ ∂(3t2x2+sin t)
∂t = 6tx2 + cos t

ÄKK¤ ∂(2tx3+x cos t)
∂x = 6tx2 + cos t

 
ø ÜC¬a¿7¤�y7Æ\,;©a¦JÚ`§E«sÌ7¤ �§@Í �¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

G(t, x)
¬a¨�¬j¦K¤ %±C¿;¬a«?+

∂G(t, x)

∂x
= 3t2x2 + sin t,

∂G(t, x)

∂t
= 2tx3 + x cos t

Ës¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C©a¦`©V¬RJ¹s¬a°(ëa«jðP¬a«j£a°(¿l,;¨j¿3°"¢C¹
¾J£a¦J¹
t
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�òP¬[¤h+

G(t, x) = t2x3 + x sin t+ c(x),
Ì7¤ �ÄKÆ]¾J¦K¤ 

C1 ¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3° c.µsJ£a]¬a°`£a¸`¿;¬a«còP¬[¤K°
¿;¬jPó7«j£aÆ&¾J¦JÚs¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤]«RÍ ©aK¤K¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°s¬R¦JÚ
x
 8µsJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦JÚ`§E«5¢C¹�¾J£a¦J¹

x
ÄKK¤

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E« ∂G
∂x = 3t2x2 + sin t+ c′(x)

÷JòJ§�¢C¹·°�¾J£V±8¬a°&¿l,;¨j¿3°&ë[Í ©a«R¤ ∂G
∂x = 3t2x2 + sin t

ÆJ£a
c′(x) = 0¦]¾JòP¬a«�°

c(x)
«RÍ ©aK¤E¿;¬jPó7«j£aÆ�¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°; Óø ÜC¬a¿7¤E§@Í 

C1(R2)
¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

G(t, x)
«RÍ ©aK¤�°%«jÇa¸`¹�+

G(t, x) = t2x3 + x sin t.Å)«�¯J¤ ÄKÆ�°"¯]ð`¿3°�¬a°`¹
J£1,3¤ ÄK¸`¹�Û�Ü ë[Í ©a«�¬RK¤�¾J«�¾]¯]«�Ì3§E¨j©a(J¾]ò%¬a°%¿l,;¨j¿3°"+
t2x3 + x sin t = c, c ∈ R.

2
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��¥¯ ¦���'&'�#(°�'�#�±V��#�±�!���¨
Euler

ø Ës¾]¢C¹sÄKK¤E¦K¤�µ·¯]¸`£a«R¤ ¹
¨�¬a¿7¤�ÄKK¤�JÚP¬a¨j¹
«RÍ ©aK¤�ë[¤ Jù7¦K£[¤ ÄK¨j¹
«jÇ[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+
P (t, x)x′ +Q(t, x) = 0.

Ü5ÆJ©°�Û�ÜÏëa«j© «RÍ ©aK¤5µ·¯]¸`£a°`¹P÷8ëa°P¯]Jëa¸ ∂P
∂t 6=

∂Q
∂x

÷ oIp�n1Z$o1UA�-n1Yat�[ ©a�¬a°`© §E«�¬R]¬a£a¨gy7¦JÚ`§E«%¿3«�µ·¯]¸`£a°
¾J¦P¯`¯]]¾]¯`J¿7¤ ÆJ¥a¦`©V¬RJ¹s¬a°`©&§E«sÄK]¬[Æ]¯`¯]°[¯]°�¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3° i µsJ£aÆ]Ì3¦`©V¬RJ¹ j  ² Ú`¿7¤ ÄKÆ�°%ëaÚ`¿;Ä;¦[¯JÍ �¨�Ì;ÄK«R¤ ¬RK¤E¿;¬a°`©"«jð`£a«j¿3°(¬j¦JÚ(ÄKJ¬aÆ]¯`¯]°[¯]¦(¾JJ£aÆ]Ì3¦]©V¬j7 �ÂÓ¤ �¬R¦�¿;ÄK¦]¾Jò�JÚP¬aò�ë[¤ ]ÄK£[Í Þ
©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹
«jÇa¸`¹�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹�+
• õs©

∂

∂x

[ 1

P

(∂Q
∂x
− ∂P

∂t

)]
= 0

¾J¦[¯`¯]]¾]¯]J¿7¤ ÆJ¥a¦JÚP§E«·¬a°%Û�ÜÎ§E«

E(t, x) = e
∫

1
P

(
∂Q
∂x − ∂P∂t

)
dt

• õs©
∂

∂t

[ 1

Q

(∂P
∂t
− ∂Q

∂x

)]
= 0

¾J¦[¯`¯]]¾]¯]J¿7¤ ÆJ¥a¦JÚP§E«·¬a°%Û�ÜÎ§E«

E(t, x) = e
∫

1
Q

(
∂P
∂t −

∂Q
∂x

)
dx

Ës¾JòP¬a«�°%Û�ÜÎ§E«�¬R]¬a£a¨�¾J«�¬RK¤7¿3«
µ·¯]¸`£a°�ÄK;¤�¿3Ú`©a«g,3Í ¥a¦JÚ`§E«�ò]¾]¢C¹
¿;¬a°`©&¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a°&¾JJ£aÆ]Ì3£aJù7¦7 
�1�A@�B�è3�EÕ)Öáê�C5EGFIHKJ�¬�MON�P�L�R

β S CDTVUXW�Y-ZA[3]�[_]a`�cXd x′ = e2t + x− 1 e
f Y-Z�`
k Û�Ü1Ì3£aÆJù7«�¬RK¤[¢C¹5«jÇa¸`¹�+

x′+(−e2t−x+1) = 0
 @ø Ü(,;¦JÚ`§E«8òP¬[¤

P (t, x) = 1
ÄKK¤

Q(t, x) = −e2t−x+1
 

µsJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«�òP¬[¤ ∂P
∂t = 0 6= ∂Q

∂x = −1
¦]¾JòP¬a«�°áÛ�Ü�ëa«j©�«RÍ ©aK¤�¾]¯]¸`£a°`¹P  ø Ë�§�¢C¹ ¦J£[Í ¥a¦]©V¬jJ¹ ¬a°`©

¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°"+
µ(t, x) :=

1

P

(∂Q
∂x
− ∂P

∂t

)
= −1

®]¯]¨�¾J¦JÚP§E«sòP¬[¤ ∂µ
∂x

= 0

ø ÜC¬a¿7¤E§�¾J¦J£a¦Jð`§@«s©a�§E«�¬j]¬a£a¨gy7¦JÚ`§E«s¬a°%Û�Ü ¿3«s¾]¯]¸`£a°�¾J¦P¯`¯]]¾]¯`J¿7¤ ÆJ¥a¦`©V¬RJ¹�§E«?+

E(t, x) = e
∫
µ(t,x)dt = e−t.

µsKÍ £a©a¦JÚ`§E«s¯]¦K¤ ¾Jò`©s+
e−tx′ + (−et − xe−t + e−t) = 0Å�±C£aá¦J£[Í ¥a¦JÚ`§E«

P1(t, x) = e−t
ÄKK¤

Q1(t, x) = −et − xe−t + e−t
ÄKK¤c¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«�òP¬[¤ ∂P1

∂t =

−e−t = ∂Q1

∂x

¦]¾JòP¬a«�¿3Ú`§�¾J«j£aKÍ ©a¦JÚ`§E«sòP¬[¤E°(©a¨j�Û�Ü «RÍ ©aK¤�¾]¯]¸`£a°`¹P (³�Æ\,;©a¦JÚ`§E«s¯]¦K¤ ¾Jò`©&§@Í �¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
G(t, x)

§E«s¬[¤ ¹�¤ ë[¤ òP¬a°P¬a«j¹P÷
∂G

∂x
= e−t

ÄKK¤ ∂G
∂t

= −et − xe−t + e−t.

Ës¯]¦]ÄJ¯]°`£V±C©a¦`©V¬RJ¹s¬a°`©�¾J£V±8¬a°%¿l,;¨j¿3°"¢C¹
¾J£a¦J¹
x
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�òP¬[¤�÷

G(t, x) = xe−t + c(t), c(t) ∈ C1
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µsJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹s¢C¹·¾J£a¦J¹
t
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«)òP¬[¤ ∂G

∂t = −xe−t + c′(t)
«j©V±á]¾Jò"¬a°&ëa«jðP¬a«j£a°&¿l,;¨j¿3°�¨g,;¦JÚ`§E«

òP¬[¤ ∂G
∂t = −et − xe−t + e−t

ÆJ£a
c′(t) = −et + e−t ⇒ c(t) = −et − e−t ¦]¾JòP¬a«(§@Í �¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

G(t, x)
«RÍ ©aK¤E°(«jÇa¸`¹P÷

G(t, x) = xe−t − et − e−t = (x− 1)e−t − et.Å)«�¯J¤ ÄKÆ�°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬a°`¹�J£1,3¤ ÄK¸`¹�Û�ÜÎë[Í ©a«�¬RK¤E]¾Jò%¬a°(¿l,;¨j¿3°;÷
(x− 1)e−t − et = c⇒ x = e2t + cet + 1, c ∈ R.

2


��h´ µG��#����.�1¶���¨�¦���*O!=)�¨D·Q¸�¹=)�¨
ÜcÍ ©aK¤@Û(¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¨j¹�Ü5Ç[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

x′ + f(t)x+ g(t) = 0.

ª1«�¾J¦[¯`¯]]¾]¯]J¿7¤ J¿3§Eò(§@«sÄK]¬aÆ]¯`¯]°P¯`¦(¾J¦P¯`¯]]¾`¯]J¿7¤ J¿;¬a¸
Euler

+
E(t) = e

∫
f(t)dt

°�Û�Ü�Ì7Í ©a«�¬RK¤·µ·¯]¸`£a°`¹ ÄKK¤s«�¾JJ©a]¯]J§7®JÆ]©a¦]©V¬jJ¹ ¬[¤ ¹1ë[¤ Jë[¤ ÄKJ¿7Í «j¹¬j¢C©�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©V¢C©�¾JJ£a]Ì3£aÆJù3¢C©
®J£[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«·¢C¹
Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬a°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°"+

x(t) = ce−
∫
f(t)dt − e−

∫
f(t)dt

∫
g(t)e

∫
f(t)dtdt

= e−
∫
f(t)dt

(
c−

∫
g(t)e

∫
f(t)dtdt

)
, c ∈ R.

�1�A@�B�è3�EÕ)Ö�º{C5EGFIH»JA¼�MON�P�J$R
γ S C½TVU�W�Y-Z\[3]^[.]a`"b�cXd

x′ + 2
tx = cos t

t2
t�[.Uapg���; A��Z=�-b1�s�A A`

(π, 0) e
f Y-Z�`
k «jÇ[Í ¿3¢8¿7°�Ì3£aÆJù7«�¬RK¤g¿;¬a°�§E¦J£aù7¸

x′ + f(t)x + g(t) = 0
§E«

f(t) = 2
t

ÄKK¤
g(t) = − cos t

t2
 _¾�ÆJ©a¦JÚ`§E«

¬[¤ ¹�«jÇa¸`¹�¾]K£a]¬a°`£a¸`¿3«R¤ ¹P÷
•
∫
f(t)dt =

∫
2
t dt = ln t2,

• e
∫
f(t)dt = t2,

• e−
∫
f(t)dt = 1

t2 ,

•
∫
g(t)e

∫
f(t)dtdt =

∫
− cos t

t2 t2dt = − sin t
 

ø ÜC¬a¿7¤@°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬a°`¹
ë[¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¸`¹�«jÇ[Í ¿;¢C¿3°`¹�«RÍ ©aK¤�°(«jÇa¸`¹�+

x(t) = e−
∫
f(t)dt

(
c−

∫
g(t)e

∫
f(t)dtdt

)
=

1

t2
(c+ sin t), c ∈ R.

x J§7®JÆJ©a¦JÚ`§E«(ÚP¾Jò\y7° ¬[¤ ¹�J£1,3¤ ÄK¨j¹�¿3Ú`©jó7¸PÄK«j¹
(t0, x0) = (π, 0)

ÄKK¤8¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤8òP¬[¤
c = 0

ÄKK¤C¨�¬a¿7¤5°
¬a«�¯J¤ ÄK¸�¯]ð`¿7°�¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬j¦J¹�«RÍ ©aK¤h+

x(t) =
sin t

t2
, t 6= 0.

2
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�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�AÀ�C5EGFIHÁJ"Â_MON�P.}\C v ]a`"b x′+f(t)x = g(t)
n1�AZ=�-b�U1pl]a�AZ\[g� �

f, g : R→ R [g�;b�UA�AZ=�-bg[�Ã�([g� �� sUA�
M := inf{f(t) : t ∈ R} > 0 � [1b � limt→+∞ g(t) = 0 e TVUXUso?n1�1[g� ¢3[3]�[�q3]3� limt→+∞ φ(t) = 0�"� UO s�A�-[&W�Y-Z�`

φ
]a`A��cXd e

f Y-Z�`k Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹�«jÇa¸`¹P÷
x′(t) + f(t)x− g(t) = 0

§E«�Ì;«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°
x(t) = e

−
∫ t
t0
f(s)ds

(
c+

∫ t

t0

g(y)e
∫ y
t0
f(s)ds

dy
)

õs©�°
φ
¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ «RÍ3¬[¤ ¹�õ
Ù

(t0, x0) ∈ R× R ¬aòP¬a« c = x0
ÄKK¤

φ(t) = e
−
∫ t
t0
f(s)ds

(
x0 +

∫ t

t0

g(y)e
∫ y
t0
f(s)ds

dy
)

= x0e
−
∫ t
t0
f(s)ds

︸ ︷︷ ︸
A

+ e
−
∫ t
t0
f(s)ds

∫ t

t0

g(y)e
∫ y
t0
f(s)ds

dy

︸ ︷︷ ︸
BÂÓ¤ �©a�ù7£aÆJÇa¦JÚ`§E«�¬a°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

φ
§E«�¯]«�¬aÆJ§E«·¬R

A,B
 

• ÂÓ¤ �¬j¦ A ¾J£a¨�¾J«R¤@©a�¾JJ£a]¬a°`£a¸`¿3¦JÚ`§E«
òP¬[¤@ÄK`ó3±8¹ t → +∞ ¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤EòP¬[¤
t > t0

 sÜC¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©(°
¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

f
«RÍ ©aK¤3ó7«�¬[¤ ÄK¸; Óø ÜC¬a¿7¤Eù7£aÆJ¿3¿3¦JÚ`§E«�¬R¦�«�Ä`ó7«�¬[¤ ÄKò�§E«s¬R¦`©&¾JJ£a]ÄKÆ]¬�¢�¬a£aò]¾J¦�+

|A| = |x0|e−
∫ t
t0
f(s)ds ≤ |x0|e−

∫ t
t0
Mds

= |x0|e−M(t−t0) → 0
Ä;Pó3±C¹

t→ +∞,

• ÂÓ¤ %¬R¦ B ÄKÆJ©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹&Í ë[¤ «j¹�¾JJ£aJ¬a°`£a¸`¿3«R¤ ¹�¦J¾]ò`¬a«·ÄKK¤�¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+

|B| =
∣∣∣e−

∫ t
t0
f(s)ds

∫ t

t0

g(y)e
∫ y
t0
f(s)ds

dy
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ t

t0

g(y)e−
∫ t
y
f(s)dsdy

∣∣∣

≤
∫ t

t0

|g(y)|e−
∫ t
y
f(s)dsdy ≤

∫ t

t0

|g(y)|e−
∫ t
y
Mdsdy ≤

∫ t

t0

|g(y)|e−M(t−y)dy

≤
∫ t
t0
|g(y)|eMydy

eMtª1J¹&«j©aë[¤ Jù7¨j£a«R¤E¬R¦�òK£[¤ ¦�¬R¦JÚ(ÄJ¯]ÆJ¿3§E]¬R¦J¹
ÄKPó3±C¹
t → +∞  )ÂÓ¤ �¬j¦�¿;Ä;¦]¾Jò�JÚP¬aò(ó7«�¢C£a¦Jð`§E«
¬a°¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

h : R→ R §E« h(t) =
∫ t
t0
|g(y)|eMydy

  k ¿3Ú`©aÆJ£V¬[°`¿3°
h
«RÍ ©aK¤]ó7«�¬[¤ ÄK¸;÷]Jð`Ça¦JÚ`¿3&ÄKK¤

C1 i Ì7¤ ]¬[Í ; j  æõs©c«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©C° h «RÍ ©aK¤[ù7£a]Ì3§E¨j©a°·¿;¬j¦ [t0,+∞)
¬j¦�òJ£[¤ ¦s¬R¦JÚcÄJ¯]ÆK¿3§E]¬j¦J¹8«RÍ ©aK¤[§@°`ëa¨j©] 

õs©s°
h
ëa«j©�«RÍ ©aK¤Kù7£a]Ì3§E¨j©a°
¬aòP¬a«�]¾Jò�¬a°`©s§E¦`©a¦P¬R¦`©[Í &¬a°`¹Có7�¨g,;¦JÚ`§E«còP¬[¤

limt→+∞ h(t) = +∞  Ü5ù7J£a§EòJ¥a¦`©V¬RJ¹
¬R¦`©�ÄKJ©aò]©a%¬R¦JÚ
de L’Hospital

¨g,;¦JÚ`§E«?+

lim
t→+∞

h(t)

eMt
= lim
t→+∞

h′(t)
MeMt

= lim
t→+∞

|g(t)|eMt

MeMt
= lim
t→+∞

1

M
|g(t)| = 0.

ÙcÚ`§�¾J«j£aKÍ ©a¦JÚ`§E«)¯]¦K¤ ¾Jò]©�òP¬[¤E¿3«�ÄKÆPó7«s¾J«j£[Í ¾]¬�¢C¿3°
limt→+∞ φ(t) = 0

 
2

�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�7�DC5EGFIH�J"Â�MON�P��\CÅÄ&p"[g� ]^[Xq�W\[g�G]3� �
C1 Z=��b^Uapl]a�AZ\[g� � f : R → R t�[G]a`"b.� �1� q3]a`"]�U

∫ 1

0
f(ts)ds = 2f(t)

�"� UO s�A�-[
t 6= 0 e
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f Y-Z�`
ª1«
]¯`¯]]Ì3¸"§E«�¬j`®]¯]°P¬V±C© i y = ts j ¿;¬R¦�¦P¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C§E%¨g,;¦JÚ`§E«�òP¬[¤�÷

2f(t) =

∫ 1

0

f(ts)ds =
1

t

∫ t

0

f(y)dy ⇒ 2tf(t) =

∫ t

0

f(y)dy.

µsJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹P÷

2f(t) + 2tf ′(t) = f(t)⇒ 2tf ′(t) + f(t) = 0⇒ f ′(t) = −f(t)

2t
,

ø ÜC¬a¿7¤EÌ7¤ 
t 6= 0

°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
f
«RÍ ©aK¤

C1 ¯]ð`¿3°�¬a°`¹�Û�ÜÆ,K¢C£[¤ ¥a¦J§E¨j©V¢C©"§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©s+

x′ = − x
2t
.

k ¬a«�¯]«jÚP¬RKÍ %¨g,;«R¤7±C¹�¿;¬RPó7«j£a¸"¯]ð`¿3°�¬a°`©
x(t) = 0

 CÂg¤ %¬[¤ ¹
§E°(¿;¬RPó7«j£a¨j¹�¯]ð`¿7«R¤ ¹
¨g,;¦JÚ`§E«·¬R�«jÇa¸`¹�+
x′

x
= − 1

2t
⇒ log |x| = −1

2
log |t|+ c⇒ |x(t)| = A√

|t|
, ∀t 6= 0.

µsJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«�òP¬[¤�Ì3¤ %¬[¤ ¹
§E°[Þl¿;¬RPó7«j£a¨j¹�¯]ð`¿3«R¤ ¹
x(t)

¬a°`¹&Û�Ü ¤ ¿l,;ð`«R¤h+
lim
t→0

x(t) = ±∞,

«j©V±�°
f
«RÍ ©aK¤

C1 ¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°&ÄKK¤;¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ�¤ ë[Í ¦JÚ&¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹[ CËs¾JòP¬a«)° f ¾J£a¨�¾J«R¤;©a%«RÍ ©aK¤3¿;¬RPó7«j£a¸¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹P÷K¨�¬a¿7¤
f(t) = 0

Ì7¤ �ÄKÆPó7«
t ∈ R   2


��¥Ç È|����É_ ��� $Ê¨
ÜcÍ ©aK¤@Û(¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¨j¹�Ü5Ç[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

P (t, x)x′ +Q(t, x) = 0,

§E«
P (λt, λx) = λkP (t, x)

ÄKK¤
Q(λt, λx) = λkQ(t, x).

õs©a¸PÄK¦JÚ`©%¿;¬a°`©(ÄK]¬a°PÌ3¦J£[Í �¬j¢C©�ë[¤ Jù7¦J£[¤ ÄJ±C©�«jÇ[¤ ¿;±C¿3«�¢C©�ò]¾J¦JÚ%Ä;ÆJ©a¦JÚ`§E«&]¯`¯]Æ]Ì3¸�§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©] �ø ÜC¬a¿7¤
ó7¨�¬R¦JÚ`§E«

y = x
t

ÄKK¤�°�Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬RK¤h+

y′ =
−Q(1, y)− yP (1, y)

tP (1, y)
, t 6= 0.

µsJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«�òP¬[¤g«RÍ ©aK¤@¡s¢C£[¤ ¥a¦J§E¨j©V¢C©%ª1«�¬R`®]¯]°P¬V±C©�¦]¾JòP¬a«
ÄKK¤@¯]ð`©a¦JÚ`§E«
J©V¬[Í ¿;¬j¦K¤ ,;�¢C¹&¾J£a¦J¹
y
ÄKK¤

¬a¨�¯]¦J¹
«�¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦JÚ`§E«s¿;¬a°`©�J£1,3¤ ÄK¸(§E«�¬R`®]¯]°P¬a¸
x(t) = ty

 
�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�;Ð�C5EGFIHËL$Ì�MON�PQJ$R

β S CDTVUXW�Y-ZA[3]�[_]a`�cXd (t− x cos xt ) + x′t cos xt = 0

f Y-Z�`
Âg£aÆJù7¦`©V¬RJ¹
¬a°%Û�ÜÎ¿;¬a°%§E¦J£aù7¸"+

(
t cos

x

t

)
x′ +

(
t− x cos

x

t

)
= 0,
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®]¯]¨�¾J¦JÚ`§E«·òP¬[¤E«RÍ ©aK¤gË�§E¦PÌ3«j©a¸`¹·®JPó7§E¦Jð��` CÂÓ¤ 
t 6= 0

°%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤E¿;¬a°(§E¦J£aù7¸"+
(

cos
x

t

)
x′ +

(
1− x

t
cos

x

t

)
= 0.

ÙcÚ`©a«g,3Í ¥a¦JÚ`§E«�§E«s¬a°`©&]¯`¯]]Ì3¸"§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©
y = x

t

÷3¦]¾JòP¬a«
x′ = y + ty′

ÄKK¤�°�Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬RK¤h+
cos y(y + ty′) + (1− y cos y) = 0⇒ y cos y + y′t cos y + 1− y cos y ⇒

y′ cos y = −1

t
, t 6= 0.

k Û�ÜÎJÚP¬a¸(«RÍ ©aK¤=,K¢C£[¤ ¥a¦J§E¨j©V¢C©"§E«�¬j`®]¯]°P¬V±C©�ÄKK¤�¿3Ú`©a«g,3Í ¥a¦`©V¬RJ¹
J©aÆ]¯]¦PÌ3%¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«sò`¬[¤h+
∫

cos ydy = −
∫

1

t
dt+ c⇒ sin y = − log t+ c⇒

y(t) = arcsin(c− log t)
ÜC¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦`©V¬RJ¹�¿;¬[¤ ¹�J£1,3¤ ÄK¨j¹
§E«�¬R`®]¯]°P¬a¨�¹�§E¨j¿;¢�¬a°`¹

y = x
t

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«·¬a°"Ì3«j©[¤ ÄK¸�¯]ð`¿7°�¬j¦JÚ(J£1,3¤ ÄK¦Jð
¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹?+

x(t) = t arcsin(c− log t).

2

�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�Kà�C5EGFIH�L$Ì¡MON�P~L"C»TVUGr-p"[g�-n1Y-bXq5Ws[g�Xn1���1� U\�$np"� Zl� t�[g�GZ=�-b�Uapl]a�AZA[g� �
f : R → R t�[]a`"b�UA \q5W�n3�-�s`~� �1� qa]a`"]IU"ÍÏÎ&n�[^tlr�UA�1q1bO]^na�G��Ð=p"� na�Áo?na�Ïo?[9p$�; aW\[g� [3]IUA��Uso?qO]^na�-���s¢gn1bg[g� � ]^n��1pA�\��`\t$U]a`A�

f
 sUA��]a`"bX[3�-�-[g� U

x = t
� ZAn1Ys]�UA�$t�[V]^nab�W�q?�"n t3

f(t)
e

f Y-Z�`
³�Æ\,;©a¦JÚ`§E«sÌ3¤ �ë[¤ Jù7¦J£[Í ¿7¤ §E«j¹�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹

f
§E«s¬a°`©"¤ ë[¤ òP¬a°P¬R7÷

∫ t

0

f(s)ds =
t3

f(t)

§E«
f(t) 6= 0,∀t ∈ R.

µsJ£a]Ì;¢8Ì7Í ¥a¦`©V¬RJ¹ i Ì7¤ ]¬[Í@§�¾J¦J£a¦Jð`§E« ; j ¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+

f(t) =
3t2f(t)− t3f ′(t)

(
f(t)

)2 ⇒ t3f ′(t) = 3t2f(t)−
(
f(t)

)3

ø õs£a °
f
«RÍ ©a;¤E¯]ð`¿3°%¬a°`¹�Û�Ü

t3x′ = 3t2x − x3 ¾J¦JÚ�«RÍ ©a;¤@¦J§E¦PÌ3«j©a¸`¹&¼`¦JÚ(®JPó7§E¦Jð; ·ÂÓ¤  t 6= 0
°�Û�Ü

Ì3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹�«jÇa¸`¹�+
x′ = 3

(x
t

)
−
(x
t

)3

Ñ ¨�¬R¦JÚ`§E«·¬V±C£a
y = x

t

¦]¾JòP¬a«
x′ = ty′ + y

ÄKK¤�°%Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬jK¤Ò+

ty′ + y = 3y − y3 ⇔ y′ =
y(2− y2)

t
,

¾J¦JÚ²«RÍ ©aK¤�,K¢C£[¤ ¥a¦J§E¨j©V¢C©�§@«�¬j`®]¯]°P¬V±C©�§E« ¿;¬RPó7«j£a¨j¹ ¯]ð`¿3«R¤ ¹�¬[¤ ¹1«jÚaó7«RÍ «j¹
y(t) = −

√
2
÷

0
÷ √

2
  Ë
¤

ÚP¾JòP¯]¦K¤ ¾J«�¹s¯]ð`¿3«R¤ ¹·®J£[Í ¿;ÄK¦`©V¬RK¤�§E«
¦[¯]¦]ÄJ¯]¸`£V¢C¿3°;÷
∫

1

y(2− y2)
dy =

∫
1

t
dt+ c1 ⇒

∫
1

y(y2 − 2)
dy = − log |t|+ c1 = log

c

|t| ⇒
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∫ (
− 1

2y
+

1

4(y −
√

2)
+

1

4(y +
√

2)

)
dy = log

c

|t| ⇒

−1

2
log |y|+ 1

4
log |y −

√
2|+ 1

4
log |y +

√
2| = log

c

|t| ⇒

log
|y2 − 2|1/4
|y|1/2 = log

c

|t| ⇒
|y2 − 2|1/4
|y|1/2 =

c

|t| ⇒ |y
2 − 2| − y2 c

4

t4
= 0.

ÜC¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦`©V¬RJ¹
¬V±C£a�¿;¬[¤ ¹�J£1,3¤ ÄK¨j¹
§E«�¬R`®]¯]°P¬a¨�¹�§E¨j¿;¢ ¬a°`¹
y = x

t

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«sò`¬[¤h+
∣∣∣x

2

t2
− 2
∣∣∣− x2c4

t6
= 0⇒ |x2 − 2t2| = x2 c

4

t4
.

2


��¥Ó
Bernoulli

ÜcÍ ©aK¤@Û(¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¨j¹�Ü5Ç[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+
x′ + f(t)x+ g(t)xk = 0,

§E«
k ∈ R − {0, 1}  �õs©a¸PÄK¦JÚ`©"¿;¬a°`©(ÄK]¬a°PÌ3¦J£[Í �¬j¢C©%ë[¤ Jù7¦J£[¤ ÄJ±C©%«jÇ[¤ ¿;±C¿3«�¢C©%ò]¾J¦JÚ%Ä;ÆJ©a¦JÚ`§E«�]¯`¯]]Ì3¸§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©] áÙ5¬jPó7«j£a¸1¯]ð`¿3°�«RÍ ©aK¤c°

x(t) = 0
 ²ÂÓ¤ �¬[¤ ¹�Æ]¯`¯]«j¹%¯]ð`¿3«R¤ ¹"ó7¨�¬R¦JÚ`§E«

y = x1−k ¦]¾JòP¬a«¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤
x = yxk, y′ = (1− k)x−kx′ ⇒ x′ =

y′xk

1− k ,ÄKK¤E°%Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬RK¤h+
y′ + (1− k)f(t)y + (1− k)g(t) = 0.µsJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«�òP¬[¤�¾`¯]¨j¦]©�«RÍ ©aK¤�Âg£aJ§E§@¤ ÄK¸��V°`¹�¬aÆJÇa°`¹
¦]¾JòP¬a«�¿3Ú`©a«g,3Í ¥a¦JÚ`§E«sJ©aÆ]¯]¦PÌ37 

�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�J×{C5EGFIHËL$Ì�MON�P~}�R
α S CDTVUXW�Y-ZA[3]�[_]a`�cXd tx′ − x = x2 log t ef Y-Z�`z ¯]¨�¾J¦JÚ`§E«�òP¬[¤8° ¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

x(t) = 0
«RÍ ©aK¤8¿;¬RPó7«j£a¸�¯]ð`¿3°�¬a°`¹%Û�Ü· ÓÂg¤ ¬[¤ ¹%Æ]¯`¯]«j¹�¯]ð`¿3«R¤ ¹"ÄKK¤ÓÌ7¤ 

t 6= 0
°%Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬RK¤h+

x′ − 1

t
x− log t

t
x2 = 0,

°
¦]¾J¦KÍ &«RÍ ©aK¤
Bernoulli

§E«
f(t) = − 1

t

÷
g(t) = − log t

t

ÄKK¤
k = 2

 �¾�ÆJ©a¦]©V¬jJ¹c¬a°`©·]¯`¯]]Ì3¸�§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©
y = x1−2 = 1

x

÷K¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�òP¬[¤
x = x2y

÷
x′ = −x2y

ÄKK¤�°%Û�ÜÎÌ7Í ©a«�¬RK¤h+

−x2y′ − x2 1

t
y +

log t

t
x2 = 0⇒ y′ +

1

t
y +

log t

t
= 0.

k ©a¨j�Û�ÜÎ«RÍ ©aK¤EÂg£aJ§E§@¤ ÄK¸��V°`¹s¬aÆJÇa°`¹�ÄKK¤E°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¬a°`¹�¯]ð`¿3°(ë[Í ©a«�¬RK¤�]¾Jò%¬a°%¿l,;¨j¿3°"+

y(t) = e−
∫

1
t dt
(
c−

∫
log t

t
e
∫

1
t dtdt

)
⇒ y(t) =

1

t

(
c−

∫
t log tdt

)
⇒

y(t) =
c− t log t+ t

t
, c ∈ R.

ÜC¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦`©V¬RJ¹�¿;¬[¤ ¹
¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a«j¹s§EJ¬j`®]¯]°P¬a¨j¹�§E¨j¿;¢ ¬a°`¹
y = 1

x

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§@«?+

x(t) =
t

c− t log t+ t
, c ∈ R.

2
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�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�"��C5EGFIHËL$Ì�MON�PÏ}�R
β S CDTVUXW�Y-Z\[3]^[_]a`�cXd x′ + x = tx3 e

f Y-Z�`k Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤E¿;¬a°(§E¦J£aù7¸"+
x′ + x− tx3 = 0,

°·¦]¾J¦KÍ �¨g,;«R¤`¿;¬jPó7«j£a¸·¯]ð`¿3°�¬a°
x(t) = 0

 æÂÓ¤ s¬[¤ ¹5Æ]¯`¯]«j¹æ¯]ð`¿3«R¤ ¹æ¾JJ£a]¬a°`£a¦Jð`§E«æòP¬P¤P°sÛ�Ü�«RÍ ©aK¤
Bernoulli§E«

f(t) = 1
Ä;K¤

g(t) = −t ÄKK¤ k = 3
 cÙcÚ`©a«g,3Í ¥a¦JÚ`§E«)ÄKÆJ©a¦`©V¬RJ¹�]¯`¯]]Ì3¸&§E«�¬R`®]¯]°P¬V±C©

y = x1−3 = 1
x2]¾�Ô ¦]¾J¦JÚ"¨g,;¦JÚ`§E«�òP¬[¤

x = x3y
ÄKK¤

x′ = − 1
2x

3y′
ÄKK¤E¨�¬a¿7¤�°�Û�ÜïÌ7Í ©a«�¬RK¤h+

−1

2
x3y′ + x3y − tx3 = 0⇒ y′ − 2y + 2t = 0.

k ¬a«�¯]«jÚP¬RKÍ %«RÍ ©aK¤EÂ@£aK§E§@¤ ÄK¸��V°`¹�¬aÆJÇa°`¹
§E«�Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬a°`©s+

y(t) = e−
∫
−2dt

(
c−

∫
2te

∫
−2dtdt

)
⇒ y(t) = e2t

(
c−

∫
2te−2tdt

)
⇒

y(t) = e2t
(
c+ te−2t +

1

2
e−2t

)
⇒ y(t) = ce2t + t+

1

2
, c ∈ R.

ÜC¾K¤ ¿;¬a£a¨jù7¦`©V¬RJ¹"¿;¬[¤ ¹�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a«j¹&§E«�¬R`®]¯]°P¬a¨�¹&§E¨j¿;¢ ¬a°`¹
y = 1

x2

¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�¬a°�Ì3«j©[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°%¬R¦JÚ
J£1,3¤ ÄK¦Jð"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹?+

x(t) =

√
1

ce2t + t+ 1
2

, c ∈ R.

2

Õ �×Ö�Ø�ü�Ù�����ü��Ú���	�
Ñ «�¢C£a¦Jð`§E«s¬j�Ì3£aJ§E§@¤ ÄKÆ�¿3Ú`¿;¬a¸`§EJ¬j�Û�Üï¬a°`¹
§E¦K£aù7¸`¹?+

x′(t) = A(t)x+B(t),

ò]¾J¦JÚ
x(t) =



x1(t)   
xn(t)


 ¬R¦(ë[¤ ÆJ©aÚ`¿3§E�¬j¢C©
]Ì3©V±C¿;¬j¢C©�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«�¢C©�ÄKK¤ A : I → Rn×n ÷ B : I → Rn

¿3Ú`©a«g,;«RÍ ¹P 

¤��
 È|����É_ ��=§ÜÛQÝ(±�!=§���#(!=#ÜÛËÞ×ß
ÜcÍ ©aK¤E¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R�Ù�Û�ÜÎ¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

x′(t) = A(t)x(t).

Ù�,;òP¯J¤ �+
• ËÅ,K±C£a¦J¹"¯]ð`¿3«�¢C©�¨g,;«R¤æë[¤ ÆJ¿;¬jJ¿3° n ÷Ó¿3Ú`©a«�¾]±C¹�y7Æ\,;©a¦JÚ`§E«�Ì7¤  n Ì3£] %J©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹"¯]ð`¿3«R¤ ¹�¬R¦JÚ¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬j¦J¹P 
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• Ë
¤�¿3Ú`©aÆJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹P÷

φ1(t) =




φ11(t)
φ12(t)   
φ1n(t)


 , φ2(t) =




φ21(t)
φ22(t)   
φ2n(t)


 , . . . , φn(t) =




φn1(t)
φn2(t)   
φnn(t)




]¾J¦P¬a«�¯]¦Jð`©
®JÆJ¿3°%¬j¦JÚ.,K±C£a¦JÚ%¯]ð`¿3«�¢C©"J©"«RÍ ©aK¤ �1pAU1t�t��;  � ��UAb^[�¢?�apl]a`"]^[g��W�Y-ZA[g� ��]^n3�.Z=�-Z�]a�\t$UsÃ]�n1�  ·ª�Í  §E¨zó7¦Jëa¦J¹�Ì3¤ �¬j¦]©"¨�¯]«�Ìl,;¦�¬a°`¹�Ì3£aJ§E§@¤ ÄK¸`¹&J©a«jÇaJ£V¬a°`¿7Í J¹�¬�¢C©"¯]ð`¿3«�¢C©"JÚP¬V±C©"«RÍ ©aK¤@°
¿3Ú`©jó7¸PÄK°�¬a°`¹
¦J£[Í ¥a¦JÚ`¿3J¹�¬R¦JÚ

Wronski
÷

W (t0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

φ11(t0) φ21(t0) · · · φn1(t0)
φ12(t0) φ22(t0) · · · φn2(t0)               
φ1n(t0) φ2n(t0) · · · φnn(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

Ì7¤ %ÄKÆ]¾J¦K¤ ¦
t0 i ¦]¾JòP¬a«sÄKK¤7Ì7¤ �ÄKÆPó7« t0 j  

• Ü5ÆJ©
¦K¤;¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹ {φ1(t), . . . , φn(t)
} ]¾J¦P¬a«�¯]¦Jð`©�®JÆJ¿3°�¬j¦JÚ�,K±C£a¦JÚ&¯]ð`¿3«�¢C©s¬j¦JÚ"Ë�§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹

ÙcÚ`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹
x′(t) = A(t)x(t)

¬aòP¬a«�°(Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ&ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) + · · ·+ cnφn(t).

µs¦P¯]ð�,;£a¸`¿7¤ §E¦
«j£VÌ3]¯]«RÍ ¦�«RÍ ©aK¤[Ä;K¤P¦s¬aðP¾J¦J¹æ¬R¦JÚ
Liouville

÷[«R¤ ë[¤ ÄKÆ�¿;¬a°`©5¾J«j£[Í ¾]¬j¢C¿3°)¾J¦JÚ)ëa«j©cÌ3©V¢C£[Í ¥a¦JÚ`§E«
§@Í �]¾Jò%¬[¤ ¹�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹

φi(t)
¬a°`¹s®JÆJ¿3°`¹�¬R¦JÚ�,K±C£a¦JÚ"¯]ð`¿3«�¢C©�¬R¦JÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹P 

W (t) = W (t0)e
∫ t
t0
TrA(s)ds

,

ò]¾J¦JÚ
TrA(t)

«RÍ ©aK¤[¬R¦
Í ,;©a¦J¹8¬R¦JÚ�¾KÍ ©a]ÄK
A i ëa°P¯]Jëa¸�¬R¦�ÆPó7£a¦K¤ ¿3§Es¬j¢C©�¿;¬R¦K¤ ,;«RÍ ¢C©c¬a°`¹8ÄKð`£[¤ J¹8ë[¤ ]Ì;¢C©[Í ¦JÚ¬R¦JÚ j  8ª�Í �«jù7J£a§E¦PÌ3¸"¬R¦JÚ"¬aðP¾J¦JÚ�¬R¦JÚ Liouville

ó7�ëa¦Jð`§E«�¿;¬a°`©�J§E¨j¿;¢C¹
«�¾JòJ§E«j©a°(ÆJ¿;ÄK°`¿3°; 
�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�A«�C5EGFIH�}"�OMON�PQJ-C�TVUXW�Y-Z\[3]^[m]^nXZlY-Z�]a`\t�U¡]IÐ(bVcXd�Í

(
x′

y′

)
=

( −2
t

2
t−1

t
−5
t

)(
x
y

)
, t > 0,

�Ab�Ð=p"� �In1b?]�UA��q3]3��`
φ1(t) =

(
2
t3−1
t3

)
� t > 0

[g�;b�UA�AW�Y-Z�`O]^n3� e
f Y-Z�`
ª1«�ëa«jëa¦J§E¨j©a°�§@Í «R¤ ë[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°

φ1(t) =

(
2
t3−1
t3

) ÷
t > 0

J£VÄK«RÍÓ©a�®J£a¦Jð`§E«&§@Í «�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©"«R¤ ë[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°

φ2(t)
¾J¦JÚ(©a�«RÍ ©aK¤7Ì3£] CK©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a°�¾J£a¦J¹�¬a°`©

φ1
 æø Ü5¿;¬�¢

φ2(t) =

(
x(t)
y(t)

)  �à�°P¬aÆJ§E«s°(¦J£[Í ¥a¦JÚ`¿3�+

W (t) =

∣∣∣∣
2
t3 x(t)
−1
t3 y(t)

∣∣∣∣ ,

©a(«RÍ ©aK¤3§E°[Þl§E°`ëa«j©[¤ ÄK¸
W (t0) 6= 0

Ì7¤ �ÄKÆJ¾]¦;¤ ¦
t0 > 0

 8õsÚP¬aò(§�¾J¦J£a«RÍ;©a(«�¾K¤ ¬[«jÚ-,`ó7«RÍ;«�¾K¤ ¯]¨�Ì3¦`©V¬RJ¹
t = 1

ÄKK¤
x(1) = 1

ÄK;¤
y(1) = 0 i ë[¤ ÄK¸&§@J¹·°&«�¾K¤ ¯]¦PÌ3¸ j ¦]¾JòP¬a«�ÄKK¤]ó7"¨g,;¦JÚ`§E«)òP¬[¤ W (1) =

(
2 1
−1 0

)
= 1
 

á ¾J¦[¯]¦PÌ7Í ¥a¦JÚ`§E«�¬V±C£aï¬a°`©�¦J£[Í ¥a¦JÚ`¿3
W (t)

¿;¬a°áÌ3«j©[¤ ÄK¸²¬[°`¹¾J«j£[Í ¾]¬j¢C¿3°á§E«1ëað`¦ïë[¤ Jù7¦J£a«�¬[¤ ÄK¦Jð`¹
¬a£aò]¾J¦JÚ`¹�+
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• µs£V±8¬j�]¾Jò%¬j¦`©&¬aðP¾J¦%¬R¦JÚ Liouville
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�òP¬[¤h+

W (t) = W (1) exp

∫ t

1

Tr(A)(s)ds = 1 · exp

∫ t

1

−7

s
ds =

1

t7
.

• ª1«�]¾J«jÚaó7«RÍ J¹�ÚP¾J¦P¯]¦[Ì7¤ ¿3§Eò(¬a°`¹
¦J£[Í ¥a¦JÚ`¿3J¹�¾JKÍ £a©a¦KÚ`§E«sòP¬[¤h+

W (t) =
2

t3
y(t) +

1

t3
x(t).

ø ÜC¬a¿7¤�Ì7¤ �¬[¤ ¹
¿3Ú`©aJ£V¬[¸`¿3«R¤ ¹
x(t), y(t)

¾J£a¨�¾J«R¤7©a�¤ ¿l,;ð`«R¤�òP¬[¤h+
2

t3
y(t) +

1

t3
x(t) =

1

t7
⇒ y(t) =

1

2t4
− 1

2
x(t).

k ¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
φ2(t) =

(
x(t)
y(t)

) «RÍ ©aK¤P¯]ð`¿3°)¬j¦JÚsJ£1,3¤ ÄK¦Jð·¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹C¦]¾JòP¬a«8¦K¤
x(t)

÷
y(t)

¤ ÄKJ©a¦]¾J¦K¤ ¦Jð`©
«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©
¬a°(¿l,;¨j¿3°"+

x′(t) = −2

t
x(t) +

2

t
y(t) i ¾]£V±8¬a°(Ì3£aJ§E§E¸"¬R¦JÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹ j .

ÙcÚ`©aëaÚ`ÆJ¥a¦`©V¬RJ¹�¬[¤ ¹�ëað`¦%¬a«�¯]«jÚP¬RKÍ «j¹�¿l,;¨j¿3«R¤ ¹
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+

x′(t) +
3

t
x(t)− 1

t5
= 0.

k ¬a«�¯]«jÚP¬RKÍ «RÍ ©aK¤8Â@£aK§E§@¤ ÄK¸��V°`¹"¬aÆJÇa°`¹(§E«
f(t) = 3

t

ÄKK¤
g(t) = − 1

t5
ÄKK¤æ¯]ð`©a¦`©V¬RJ¹�¬a°`©�J©aÆ]¯]¦[Ì3

i Ì7¤  t > 0 j ¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«�òP¬[¤�§@Í �¯]ð`¿3°�¬a°`¹
ë[Í ©a«�¬RK¤�]¾Jò%¬a°(¿l,;¨j¿3°"+

x(t) = −e−
∫
f(t)dt

∫
g(t)e

∫
f(s)dsdt i Ì7¤ ]¬[Í ; j = − 1

t4
.

ÂÓ¤ �©a�¿3Ú`§�¾]¯]°`£V±C¿3¦JÚ`§E«·¬a°`©�«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°
φ2(t)

ÚP¾J¦P¯]¦[Ì7Í ¥a¦JÚ`§E«·ÄKK¤7¬R¦
y(t)

]¾Jò%¬a°(¿l,;¨j¿3°"+

y(t) =
1

2t4
− 1

2
x(t) =

1

t4
.

ø ÜC¬a¿7¤c¨g,;¦JÚ`§E«(ÄK]¬RJù7¨j£a«R¤C©a�®J£a¦Jð`§E«%§@Í �ëa«jðP¬a«j£a°1«R¤ ë[¤ ÄK¸¯]ð`¿3°
φ2(t)

¬R¦JÚ1¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹�°�¦]¾J¦KÍ �«RÍ Þ
©aK¤cÌ3£aJ§E§@¤ ÄJ±C¹J©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a°�¬a°`¹�¾J£V±8¬a°`¹ «R¤ ë[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°

φ1(t) i Ì7¤ ]¬[Í ; j ÷�¦]¾JòP¬a«�ÄKÆPó7«�Æ]¯`¯]°1¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹
«RÍ ©aK¤�Ì;£aK§E§@¤ ÄKòJ¹
¿3Ú`©aëaÚ`J¿3§EòJ¹�¬j¢C©�«R¤ ë[¤ ÄJ±C©�JÚP¬V±C©&¯]ð`¿3«�¢C©s+

φ(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) = c1

(
2
t3−1
t3

)
+ c2

( −1
t4
1
t4

)

2

¤��¥¤ ��)�â-È|����É_ ��=§ãÛQÝ(±�!=§���#(!=#ÜÛËÞ×ß
ÜcÍ ©aK¤E¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R�Ù�Û�ÜÎ¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

x′(t) = A(t)x+B(t).

k ¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ`¹�K©aÆ]Ì3«�¬jK¤�¿;¬a°`©�«jð`£a«j¿3°�¬a°`¹_ä [1b1�; A�A� f Y-Z�`A�V]�na�GU\b?]3� Z�]^n1� ��n3�¡å�t�n?�"[1b3n1Y-� v �-Z�]a�\t�Us]�n1�
φ
¦J§E¦

(t)
ÄKK¤�¿;¬R¦`©�ÚP¾J¦[¯]¦PÌ7¤ ¿3§Eò t�� UA��d�� �1�; A�A� f Y-Z�`A��]^n3�Qt�`sÃIå�t�n?�A[1b3n1Y-�

φ «R¤ ë (t)   Å)¦�ÆPó7£a¦K¤ ¿3§EJÚP¬V±C©&¬�¢C©"ëað`¦%¯]ð`¿3«�¢C©&«RÍ ©aK¤E°�ä [1b1�; A� f Y-Z�`O]^n3��t�`sÃIå�t�n?�"[1b3n1Y-� v �-Z�]a�\t$U-]^n1� ÷
φ(t) = φ

¦J§E¦
(t) + φ «R¤ ë (t).
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• ÂÓ¤ á¬a°`© φ ¦J§E¦ (t) «jù7J£a§EòJ¥a¦JÚ`§E«�¬[¤ ¹ ¬a«g,;©[¤ ÄK¨j¹ ¬a°`¹�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a°`¹�¾]K£a]Ì3£aÆJù7¦JÚ;  z £[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«ëa°P¯]Jëa¸
φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)

Ì3£] æJ©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹c«R¤ ë[¤ ÄK¨j¹C¯]ð`¿3«R¤ ¹C¬R¦JÚ�¦J§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹CÄKK¤`¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«?+
φ
¦J§E¦

(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) + . . .+ cnφn(t).

• ÂÓ¤ �¬R¦`© ÚP¾J¦[¯]¦PÌ7¤ ¿3§Eò1¬a°`¹ φ «R¤ ë (t) ó7Á,;£a°`¿7¤ §E¦]¾J¦J¸`¿3¦JÚ`§E«�¬[°Áæ[ë[¤ KÍ ¿Jó7°`¿7°\ç�§EJ¹�¸¬a°`© §E¨zó7¦Jëa¦
Lagrange i ¸(]¯`¯J¤ ±C¹
§E¨zó7¦Jëa¦J¹
§E«�¬R`®J¦[¯]¸`¹s¬�¢C©"¿;¬jPó7«j£V±C© j °(¦]¾J¦KÍ �¨g,;«R¤7¢C¹�«jÇa¸`¹�+

–
ø Ü(,;¦]©V¬jJ¹(¯]ð`¿3«R¤g¬R¦�J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦1¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹(¿3ð`¿;¬a°`§E1¨g,;¦JÚ`§E«�¿;¬a°ë[¤ ÆPó7«j¿3° §EJ¹(§@Í  ®JÆJ¿3°
{
φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)

} ¬R¦JÚ�,K±C£a¦JÚ"¯]ð`¿3«�¢C©�¬R¦JÚ(¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹P 
–
á ¾J¦P¯]¦PÌ7Í ¥a¦JÚ`§E«)¬V±C£a�¬[¤ ¹�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹�+

ui(t) =

∫
W (φ1, φ2, . . . ,

i− è^é3ê�ë︷︸︸︷
B , . . . , φn)(t)

W (φ1, φ2, . . . , φi, . . . , φn)(t)
dt

Ì7¤ �ÄKÆPó7«
i = 1, . . . , n

 
–
¾�K¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§@«s§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹P÷

φ «R¤ ë (t) = u1(t)φ1(t) + u2(t)φ2(t) + . . .+ un(t)φn(t).

¾
¯]«RÍ ©a¦JÚ`§E«)¾JJ£a]¬a°`£V±C©V¬RJ¹
òP¬[¤E°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹)ó7�«RÍ ©aK¤E°(«jÇa¸`¹�+
φ(t) = φ

¦J§E¦
(t) + φ «R¤ ë (t).

�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�"�C5EGFIH�}�¬�MON�PQJ
(α)
C�TVU�W�Y-ZA[3]^[m]^nXZlY-Z�]a`\t�U¡]IÐ(bVcXd�Í

(
x′

y′

)
=

(
− 2
t

2
t

− 1
t − 5

t

)(
x
y

)
+

(
1
t

)
, t > 0.

f Y-Z�`
Å)¦�J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦�¦J§E¦[Ì3«j©a¨j¹
¿3ð`¿;¬a°`§E�«RÍ ©aK¤h+

(
x′

y′

)
=

(
− 2
t

2
t

− 1
t − 5

t

)(
x
y

)
,

¬R¦�¦]¾J¦KÍ ¦�¨g,;¦JÚ`§E«�¸`ëa°�¯]ð`¿3«R¤ i v [�WOì-íXu�Zl Oî j ÄKK¤7®J£a¸PÄKJ§E«·¢C¹
Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"©a�¨g,;«R¤7¬a°`©�«jÇa¸`¹�+

φ
¦J§E¦

(t) = c1

(
2
t3

− 1
t3

)
+ c2

(
− 1
t4

1
t4

)
,

§E«
φ1(t) =

(
2
t3

− 1
t3

)
, φ2(t) =

(
− 1
t4

1
t4

)

©a�]¾J¦P¬a«�¯]¦Jð`©�®JÆJ¿3°�¬R¦JÚ�,K±C£a¦JÚ(¯]ð`¿3«�¢C©�¬R¦JÚ(¦J§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹P 
ª1J¹�¯]«RÍ ¾J«R¤]¬V±C£a�§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°�¬j¦JÚ�§E°[Þl¦J§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹P  k §E¨zó7¦Jëa¦J¹

Lagrange
§EJ¹c¯]¨j«R¤JòP¬[¤K§@Í &¬a¨�¬R¦K¤ 

«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°(«RÍ ©aK¤E°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°;÷
φ «R¤ ë (t) = u1(t)φ1(t) + u2(t)φ2(t),

ò]¾J¦JÚ;÷
u1(t) =

∫
W (B,φ2)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt, u2(t) =

∫
W (φ1, B)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt,
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§E«
ë[¤ ÆJ©aÚ`¿3§E�§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦]¾J¦KÍ °P¿3°`¹P÷
B(t) =

(
1
t

)
.

á ¾J¦P¯]¦PÌ3Í ¥a¦JÚP§E«·¬V±C£a7÷
W (φ1, φ2)(t) = det

(
2/t3 −1/t4

−1/t3 1/t4

)
=

1

t7
,

W (B,φ2)(t) = det

(
1 −1/t4

t 1/t4

)
=
t+ 1

t4
,

W (φ1, B)(t) = det

(
2/t3 1
−1/t3 t

)
=

2t+ 1

t3
.

ª1«)®JÆJ¿3°&¬[¤ ¹�¦J£[Í ¥a¦JÚ`¿3«j¹sJÚP¬a¨j¹·¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤;òP¬P¤3¦K¤7¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹·¾J¦JÚ�J©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿;¬R¦Jð`©�¬[¤ ¹�¿;¬RPó7«j£a¨j¹s«RÍ ©aK¤
¦K¤E«jÇa¸`¹�+

u1(t) =

∫
W (B,φ2)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt =

∫
t3 + t4dt =

1

4
t4 +

1

5
t5,

u2(t) =

∫
W (φ1, B)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt =

∫
2t5 + t4dt =

1

3
t6 +

1

5
t5.

¾�K¤7¬V±C£a�°(§E¨zó7¦Jëa¦J¹
Lagrange

§EJ¹�ë[Í ©a«R¤E§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ;«j©a¦Jð`¹�¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹�Û�Ü·÷
φ «R¤ ë (t) = u1(t)φ1(t) + u2(t)φ2(t)

= (
1

4
t4 +

1

5
t5)

(
2
t3−1
t3

)
+ (

1

3
t6 +

1

5
t5)

( −1
t4
1
t4

)

=

(
3t
10 + t2

15
−t
20 + 2t2

15

)
.

ÙcÚ`©aëaÚ`ÆJ¥a¦JÚ`§E«(¬V±C£a�¬a°1Ì3«j©[¤ ÄK¸¯]ð`¿3°¬R¦JÚ1¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹%ÄKK¤C¬a°`©�«R¤ ë[¤ ÄK¸1¯]ð`¿3°¬j¦JÚ�§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹(ÄKK¤
¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«s¬a°`©�Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�+

φ(t) = φ
¦J§E¦

(t) + φ «R¤ ë (t)

= c1

(
2
t3−1
t3

)
+ c2

( −1
t4
1
t4

)
+

(
3t
10 + t2

15
−t
20 + 2t2

15

)

2

ï �×Ö�Ø�ü�Ù�����ü�� ���ðØ�üc�mñ��C��òGó&þ½ØOÖ&�)üs��ô��&Ø�ü�õCþ
Å)�¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R�§E«�¿;¬jPó7«j£a¦Jð`¹
¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹�]¾J¦P¬[«�¯]¦JðP©�«R¤ ë[¤ ÄK¸"¾J«j£[Í ¾]¬�¢C¿3°"¬R¦JÚ"¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a¦JÚ&ÄK«jù7`Þ
¯]KÍ ¦JÚ ¾J¦JÚ§�¾J¦J£a¦Kð`©�òJ§�¢C¹�©a�¯]Úaó7¦Jð`©�§E«�]¾]¯]¦Jð`¿;¬a«j£a«j¹(§E«zó7òJëa¦JÚ`¹P 1µs¨j£a�]¾Jò�¬[¤ ¹�¿3°`§E«R¤ ±C¿3«R¤ ¹%¬R¦JÚ
§EPó7¸`§E]¬R¦J¹sô õ�ó7JíPÁ[öi÷`©a&§E«�¯]«�¬a¸`¿3«�¬a«æ¬R¦V¾�«jù7Æ]¯]K¤ ¦�ö·¿;¬R¦
®K¤ ®]¯JÍ ¦(ô Å)£aJÀ`Éaö;ÄKK¤`¬a°`©)µsJ£aÆ]Ì3£aJù7¦�ÊK  Á�¿;¬R¦
®K¤ ®]¯JÍ ¦�ô Ù5¬a£aÉ]ÊVöæÌ7¤ �ëað`¦�«j©aJ¯`¯]]ÄJ¬[¤ ÄK¨�¹�§E«zó7òJëa¦JÚ`¹�¯]ð`¿3°`¹
¬j¢8©%¿3Ú`¿;¬a°`§EÆ]¬�¢C©(JÚP¬V±C©]  © ë[¤ KÍ ¬a«j£a §�¾J¦J£a«RÍ
©a�ëa«R¤EÄKJ©a«RÍ ¹
¬a°`©�§E¨zó7¦Jëa¦�¾J¦JÚ"¾JJ£a¦JÚ`¿7¤ ÆJ¥a«�¬RK¤�¿;¬R¦`©�ô Å)£aKÀ`ÉaöÓ°%¦]¾J¦KÍ (®JJ¿7Í ¥a«�¬RK¤�¿;¬[°(¯]ð`¿3°(ëa«jÚP¬a¨j£a¦JÚ
®JPó7§E¦Jð(Û�Ü §E«�¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹
¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹P 
Ù5¬j¦G¾�«jù7Æ]¯]K¤ ¦&JÚP¬aò
ó7�K¿l,;¦[¯]°aó7¦Jð`§E«c§E«�¬a°`©·¯]ð`¿3°
¬j¦JÚ

3×3
¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹)§E«�¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹)¿3Ú`©V¬a«nÞ

¯]«j¿;¬a¨j¹�ÄKK¤ �1� UA \[g 3p�� t��1bg[g��oIpAU���t�U-]3�h \�g�m� �1� n3]3� t��g� ÄKPó3±C¹
«�¾KÍ ¿3°`¹
§E«s¬a°"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ
2× 2

¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹
§E«·¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹s¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹·¿3« q5Ws[g�m]^n3�G]3� ��[g \�1n ���g� ÷A,;£a°`¿7¤ §E¦]¾J¦K¤ ±C©V¬RJ¹·¬[¤ ¹
¤ ë[¤ ¦`¬[¤ §E¨j¹·ÄKK¤;¬R%¤ ë[¤ ¦Jë[¤ `Þ
©að`¿3§E]¬R%¬R¦JÚ"¾KÍ ©a]ÄK

A
 

Å) §E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¸�¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R�ó7 J©V¬[¤ §E«�¬j¢8¾KÍ ¥a¦`©V¬RK¤Ó§E«�¬R¦`©�Í ë[¤ ¦ ¬a£aò]¾J¦ ò]¾]¢C¹&ÄKK¤g¬R §E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¸
¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R�§E°(¿;¬RPó7«j£V±C©�¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬V±C©] 
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¯��

3× 3

�� D÷���#(¶� "¶����������� �¨Æ°���#(É_��#(!��1¶���¨���÷��a��!�������¨
Ñ «�¢C£a¦Jð`§E«s¨j©a

3× 3
¿3ð`¿;¬a°`§E�Û�Üï§E«s¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹s¿7Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹P  á ¾J¦Pó7¨�¬R¦JÚ`§E«)òP¬[¤�¦(¾KÍ ©a]ÄKJ¹

A
¨g,;«R¤

¼�¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹�ÄKK¤æÆJ©[¤ ¿3«j¹(§@«�¬jJÇað�¬j¦JÚ`¹%¤ ë[¤ ¦`¬[¤ §E¨j¹
λ1, λ2, λ3

 (Å)ò`¬a«&¬R1J©V¬[Í ¿;¬j¦K¤ ,;�¤ ë[¤ ¦Jë[¤ J©að`¿3§E]¬R
v1, v2, v3

ó7�«RÍ ©aK¤7Ì3£aJ§@§@¤ ÄJ±C¹
J©a«jÇaÆJ£V¬[°P¬j i Ì7¤ ]¬[Í ; j ÄKK¤E¨�¬a¿7¤E¦K¤�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹�+
φ1(t) = eλ1tv1, φ2(t) = eλ2tv2, φ3(t) = eλ3tv3,

ó7�«RÍ ©aK¤æÌ3£aJ§E§@¤ ÄJ±C¹%J©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹(¯]ð`¿3«R¤ ¹"¬R¦JÚ1Ë�§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹%ÙcÚ`¿;¬[¸`§E]¬j¦J¹ i Ì7¤ ]¬[¤ ; j   Ës¾Jò`¬a«�° �"[1b1�; A�W�Y-Z�`O]^n3��n^t�n?�"[1b3n1Y-�VZ=�-Z�]a�\t�Us]�n1� ó7�«RÍ ©aK¤E¦%¬aÚ-,;ò`©�Ì3£aJ§@§@¤ ÄJ±C¹
¿3Ú`©aëaÚ`J¿7§EòJ¹�¬j¦JÚ`¹ i Ì7¤ ]¬[Í ; j
φ
¦J§E¦

(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) + c3φ3(t).

ÂÓ¤ ¬R¦1J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦1§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹�ó7¾J£a¨�¾J«R¤Ó©a®J£a¦Jð`§E«�«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©%§@Í  [g� �1�; A��W�Y-Z�`
φ «R¤ ë (t) ¬R¦JÚ t�`sÃn^t�n1�"[1b3n1Y-� ÄKK¤7¢C¹ �"[1b1�h A�XW�Y-Z�`O]�na�Gt�`sÃ�n^t�n1�"[1b3n1Y-� ó7�¨g,K¦KÚ`§E«·¬a°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°"+

φ(t) = φ
¦J§E¦

(t) + φ «R¤ ë (t).
�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�Kê�C5EGFIH��"�OMON�P~}\C�TVUXW�Y-Z\[3]^[m]^nXZlY-Z�]a`\t�U¡]IÐ(bVcXd�Í



x′

y′

z′


 =




1 1 1
0 −2 0
0 0 2





x
y
z


+




0
t

sin t


 , t ∈ R.

f Y-Z�`
Å)¦�¿3ð`¿;¬a°`§E1«RÍ ©aK¤8§E°[Þl¦J§E¦[Ì3«j©a¨j¹P÷g¦]¾JòP¬a«"°�¯]ð`¿3°�§EJ¹&ó7�¿;¾JÆJ¿3«R¤æ¿3«(ëað`¦1§E¨j£a°; %õs£1,3¤ ÄKÆ ó7®J£a¦Jð`§E«
¬a°&Ì3«j©[¤ ÄK¸&¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ�¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹)ÄKK¤3¨�¾J«R¤ ¬R�ó7(¿7Ú`©a«g,;Í ¿3¦JÚ`§E«·§E«)¬R¦`©�ÚP¾J¦[¯]¦PÌ7¤ ¿3§Eò"§@Í J¹s«R¤ ë[¤ ÄK¸`¹·¯]ð`¿3°`¹
¬R¦JÚ�§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹P  k ¬a«�¯J¤ ÄK¸%§EJ¹&Ì3«j©[¤ ÄK¸%¯]ð`¿3°(¬R¦JÚ�§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹só7�«RÍ ©aK¤E¬R¦ ÆPó7£a¦K¤ ¿3§E�¬j¢C©(ëað`¦
JÚP¬V±C©&¯]ð`¿3«�¢C©] 
• ø «�Ä;¤ ©aÆJ§E«�]¾Jò%¬R¦�J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦�¦J§E¦[Ì3«j©a¨j¹�+



x′

y′

z′


 =




1 1 1
0 −2 0
0 0 2





x
y
z


 ,

Ì7¤ �¬j¦ ¦]¾J¦KÍ ¦�®J£[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«V,K¢C£[Í ¹&¾J£aÆJÇa«R¤ ¹ i Ì7¤ ]¬[Í ; j ò`¬[¤@¦K¤Ó¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹&¬j¦JÚ�«RÍ ©aK¤ λ1 = 1
÷
λ2 = −2

÷
λ3 = 2

§E«
J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;�¤ ë[¤ ¦Jë[¤ J©að`¿3§E]¬R�+

v1 =




1
0
0


 , v2 =




1
−3
0


 , v3 =




1
0
1


 .

ø ÜC¬a¿7¤E°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(¦K§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹
¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹)ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ
¦J§E¦

(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2 + c3e
λ3tv3

= c1e
t




1
0
0


+ c2e

−2t




1
−3
0


+ c3e

2t




1
0
1




=



c1e

t + c2e
−2t + c3e

2t

−3c2e
−2t

c3e
2t


 .
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• µs«j£a©aÆJ§E«s¬V±C£a�¿;¬R¦`©�«j©V¬R¦]¾K¤ ¿3§Eò�§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸`¹�¯]ð`¿3°`¹�¬j¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹P µsÆJ©V¬j²§�¾J¦J£a¦Jð`§E«(©a�«jù7J£a§EòJ¿3¦JÚ`§E«%¬a°1§E¨zó7¦Jëa¦�§E«�¬R`®J¦[¯]¸`¹(¬j¢C© ¿;¬RPó7«j£V±C© ¾J¦JÚ1«RÍ ëaJ§E«%¿;¬a°`©
¾JJ£aÆ]Ì3£aJù7¦�´K  ´K÷K]ÄK£[¤ ®]±C¹
ò]¾]¢C¹�ÄKK¤�¿;¬a°`©�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a°&¾JJ£aÆ]Ì3£aJù7¦7 CÅ�±C£a�òJ§�¢C¹·ó7%ÄKÆJ©a¦JÚ`§E«
ÄKÆ]¬[¤cë[¤ Jù7¦J£a«�¬[¤ ÄKò7÷5¬R¦²¦]¾J¦KÍ ¦�®JJ¿7Í ¥a«�¬RK¤5¾J«j£[¤ ¿3¿3òP¬a«j£a¦²¿;¬a°�ë[¤ KÍ ¿Jó7°`¿3°�§EJ¹P áø Ü5¿;¬j¢

φ «R¤ ë (t) =

x(t)
y(t)
z(t)


 °(¥a°P¬R¦Jð`§E«j©a°"«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°;  k «R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°(¤ ÄKJ©a¦J¾]¦;¤ «RÍ3¬R¦�¿3ð`¿;¬a°`§E7÷;ëa°P¯]Jëa¸"+

x′ = x+ y + z
y′ = −2y + t
z′ = 2z + sin t

ª¾J¦J£a¦Jð`§E«æ©as®J£a¦Jð`§@« t�� UV[g� �1�; A� ¯]ð`¿3°·§E«C]¾]¯]ò·¬a£aò]¾J¦�¾JJ£a]¬a°`£V±C©V¬RJ¹8¬a°s§E¦J£aù7¸·¬�¢C©�¾JJ£a]¾JÆJ©V¢
Û�Ü·÷@¿3ÚPÌ;ÄK«�ÄK£[¤ §E¨j©a§�¾J¦J£a¦Jð`§E«�©aÚP¾J¦Pó7¨j¿3¦KÚ`§E«�òP¬[¤

y(t) = at + b
Ä;K¤

z(t) = a cos t + b sin tÄKK¤KJ©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿3¬V±C©V¬jJ¹·J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;�¿;¬a°&´P°
ÄKK¤K¼`°
«jÇ[Í ¿;¢C¿3°�©a�¾J£a¦J¿3ë[¤ ¦J£[Í ¥a¦KÚ`§E«5¬[¤ ¹)¿;¬RPó7«j£a¨j¹
a, bÄKK¤�©a%®J£a¦Jð`§E«s§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬a°`¹
§E¦J£aù7¸`¹�+

z(t) = − 1
5 cos t− 2

5 sin t
y(t) = 1

2 t− 1
4

x′(t) = x+ 1
2 t− 1

4 − 1
5 cos t− 2

5 sin t

ª1¨j©a«R¤C©a�«j©V¬R¦]¾KÍ ¿3¦KÚ`§E«"¬a°¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°
x(t)

ÄKK¤8ÄK£[Í ©a¦`©V¬jJ¹�]¾Jò1¬a°1§E¦J£aù7¸¬a°`¹�¼`°`¹%¨jÇ[Í ¿;¢C¿3°`¹
«R¤ ÄKÆJ¥a¦JÚ`§E«sòP¬[¤

x(t) = a cos t+ b sin t+ ct+ d
÷3J©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿;¬R¦Jð`§E«sÄKK¤3®J£[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«sò`¬[¤h+

x(t) =
3

10
cos t+

1

10
sin t− 1

2
t− 1

4
.

ø ÜC¬a¿7¤E§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬j¦J¹�«RÍ ©aK¤E°(«jÇa¸`¹�+

φ «R¤ ë (t) =




3
10 cos t+ 1

10 sin t− 1
2 t− 1

4
1
2 t− 1

4
− 1

5 cos t− 2
5 sin t


 .

µs«j£a©aÆJ§E«�¬a¨�¯]¦J¹�¿;¬a°(Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�+
φ(t) = φ

¦J§E¦
(t) + φ «R¤ ë (t)

=



c1e

t + c2e
−2t + c3e

2t

−3c2e
−2t

c3e
2t


+




3
10 cos t+ 1

10 sin t− 1
2 t− 1

4
1
2 t− 1

4
− 1

5 cos t− 2
5 sin t




2

¯��¥¤
2× 2

°�'�§��=)�¨��� "'��"!=)
Ñ «�¢C£a¦Jð`§E«s¬j¦

2× 2
¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹
¿3ð`¿;¬a°`§E�Û�ÜÎ§E«�¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹
¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹�+

(
x′1
x′2

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
x1

x2

)
.

k ¯]ð`¿3°�JÚP¬R¦Jðc¬R¦JÚ)¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹Ó¬j¢C©�Û�Ü1«jÇaJ£V¬aÆ]¬RK¤[]¾Jò·¬R¦s«RÍ ëa¦J¹æ¬j¢C©�¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §�±C©c¬j¦JÚ�¾KÍ ©a]ÄK
A
ÞiÌ7¤ ·¬[°`©

]ÄK£[Í ®J«R¤ %°"¯]ð`¿3°(«jÇaJ£V¬aÆ]¬jK¤�]¾Jò%¬a°(ë[¤ ]Ì;¢C©[¤ ¦]¾J¦KÍ °`¿3°"¬R¦JÚ�¾KÍ ©a]ÄK
A
 cÙcð`§Eù3¢C©a�§E«s¬R¦ Ñ «�¢C§E«�¯]«R¤ ±Cëa«j¹
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Ñ «�±C£a°`§E"¬a°`¹)ø õ·¯`Ì3«n®J£aJ¹s¦"¾KÍ ©a]ÄKJ¹·¬j¢C©�¿;¬jPó7«j£V±C©�¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬V±C©
A =

(
a11 a12

a21 a22

) ¨g,;«R¤;¾JÆJ©V¬R(ëað`¦
¤ ëa¦P¬[¤ §E¨j¹ i «RÍ ¬a«)ëað`¦&ë[¤ JÄK£[¤ ¬a¨j¹�¾J£a]Ì3§E]¬[¤ Ä;¨j¹�«RÍ ¬a«�§@Í �ë[¤ ¾]¯]¸�¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¸�«RÍ ¬a«�ëað`¦�¿3Ú`¥aÚPÌ3«RÍ ¹)§@¤ Ì3Jë[¤ ÄK¨j¹ j  Âg©V¢C£[Í ¥a¦JÚ`§E«%«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©�òP¬[¤C°1ë[¤ ÆJ¿;¬jJ¿3°¬R¦JÚ�,K±C£a¦JÚ¯]ð`¿3«�¢C©�¬R¦JÚ¿3Ú`¿3¬a¸`§E]¬j¦J¹�ó7�«RÍ ©aK¤5´K÷æ¦]¾JòP¬a«
J£VÄK«RÍ�©a%®J£a¦Jð`§E«
´�Ì3£aJ§E§@¤ ÄJ±C¹�J©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹s¯]ð`¿7«R¤ ¹

φ1(t) =

(
φ11(t)
φ12(t)

)
, φ2(t) =

(
φ21(t)
φ22(t)

)

¬R¦JÚ�¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹1ÄKK¤s¬aòP¬a«�¦ ¬aÚ-,;ò`©�Ì3£aJ§E§@¤ ÄJ±C¹�¿3Ú`©aëaÚ`J¿3§EòK¹1¬R¦JÚ`¹ ó7ï«RÍ ©aK¤�°áÌ3«j©[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°²¬R¦JÚ
¾J£a¦`®]¯]¸`§E]¬R¦J¹P÷Jëa°P¯]Jëa¸

φ(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t), c1, c2 ∈ R.ÙcÚPÌ;ÄK«�ÄK£[¤ §E¨j©a�ë[¤ ]ÄK£[Í ©a¦JÚ`§E«s¬[¤ ¹�«jÇa¸`¹�¾J«j£[¤ ¾]¬V±C¿3«R¤ ¹�+
• õs©�¦ A ¨g,;«R¤Cëað`¦�ë[¤ ]ÄK£[¤ ¬a¨j¹(¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹�¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹ λ1 6= λ2

§E«(J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;�¤ ë[¤ ¦Jë[¤ J©að`¿3§E]¬R
v1, v2

¬aòP¬a«
¦K¤�«R¤ ë[¤ ÄK¨j¹�¯]ð`¿3«R¤ ¹�¬j¦JÚ(¿3Ú`¿3¬a¸`§E]¬j¦J¹�+
φ1(t) = eλ1tv1, φ2(t) = eλ2tv2

«RÍ ©aK¤�Ì3£aJ§E§@¤ ÄJ±C¹�J©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹ i Ì7¤ ]¬[Í ; j ¦]¾JòP¬a«�°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹·ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ(t) = c1e

λ1tv1 + c2e
λ2tv2.

• õs©�¦ A ¨g,;«R¤3§@Í (ë[¤ ¾]¯]¸&¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¸�¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¸ λ §E«sJ©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦�¤ ë[¤ ¦Jë[¤ ÆJ©aÚ`¿3§E v ÷K¨g,;¦JÚ`§E«)¨�¬R¦K¤ §E°§@Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦KÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬j¦J¹P÷;¿3ÚPÌ;ÄK«�ÄK£[¤ §E¨j©a�+
φ1(t) = eλtv.

ÂÓ¤ �©a%®J£a¦Jð`§E«s§@Í �ëa«jðP¬a«j£a°"«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°(«j£VÌ3J¥aòJ§EJ¿;¬a«s¢C¹�«jÇa¸`¹�+x ð`©a¦JÚ`§E«·¬R¦�¿3ð`¿;¬a°`§E%¢C¹
¾J£a¦J¹
u
÷

(A− λI)u = v.Ë ¤ ¿l,;Ú`£[¤ ¿3§EòJ¹�«RÍ ©aK¤�òP¬[¤E°(¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°"+
φ2(t) = teλtv + eλtu

«RÍ ©aK¤a¯]ð`¿3°�¬j¦JÚ)¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹ i Ì7¤ ]¬[Í ; j ÄKK¤[«RÍ ©aK¤aÌ3£] æJ©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a°c¾J£a¦J¹æ¬a°)Æ]¯`¯]°c¯]ð`¿3° φ1(t) i Ì7¤ ]¬[Í ; j  Å)¨�¯]¦J¹�°"Ì3«j©[¤ ÄK¸(¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ(¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬R¦J¹)ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t)

• õs©�¦ A ¨g,;«R¤Óëað`¦§@¤ Ì3Jë[¤ ÄK¨j¹(¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹ i ¾J¦JÚ%ó71«RÍ ©aK¤æ¿3Ú`¥aÚPÌ3«RÍ ¹ j λ, λ̄ ¬aòP¬a«�¬R1¤ ë[¤ ¦Jë[¤ J©að`¿3§E]¬R¬j¦JÚ`¹Có7&«RÍ ©aK¤]ÄKK¤JJÚP¬aÆ&¿3Ú`¥aÚPÌ3¸
v, v̄
 æõ·ÄK£[¤ ®]±C¹�ò]¾]¢C¹cÄKK¤K¿;¬a°`©)¾J£V±8¬a°�¾J«j£[Í ¾]¬j¢C¿3°
°�Ì3«j©[¤ ÄK¸�¯]ð`¿3°

¬j¦JÚ"¾J£a¦`®]¯]¸`§@`¬R¦J¹)ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ(t) = c1e

λtv + c2e
λ̄tv̄,«�¾K¤ ¯]¨�Ì3¦`©V¬RJ¹5¬a¨�¯]¦J¹5¬[¤ ¹�¿;¬RPó7«j£a¨j¹

c1, c2
¢C¹)¿3Ú`¥aÚPÌ3«RÍ ¹c§@¤ Ì3Jë[¤ ÄK¨j¹�]¾]¯]¦]¾J¦K¤ «RÍ ¬jK¤]°

φ(t)
¿;¬R¦&¿3°`§E«RÍ ¦

©a�§E°`©�«j§�¾J«j£[¤ ¨g,;«R¤7¬a°`©&ù7J©V¬RJ¿;¬[¤ ÄK¸(§E¦`©aÆJëa� 
õs©�¬a¨�¯]¦J¹C¬R¦
¿3ð`¿;¬a°`§E
§EJ¹5ëa«j©)«RÍ ©a;¤`¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹C¬aòP¬a«8¾J£a¨�¾J«R¤�÷[«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©]÷[©as®J£a¦Jð`§E«C§@Í 
«R¤ ë[¤ ÄK¸·¯]ð`¿3°)¬R¦JÚ
§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�¦]¾JòP¬a«·¬R¦�ÆPó7£a¦K¤ ¿7§E�JÚP¬V±C©&¬�¢C©�¯]ð`¿3«�¢C©�ó7�«RÍ ©aK¤�°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�+

φ(t) = φ
¦J§E¦

(t) + φ «R¤ ë (t).
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�1�A@�B�è3�EÕ)Öï�Aº�C5EGFIH��l¼�MON�PÏ}
(α)
C�TVU�W�Y-ZA[3]^[m]^nXZlY-Z�]a`\t�U¡]IÐ(bVcXd�Í

(
x′

y′

)
=

(
0 1
1 0

)(
x
y

)
+

(
2et

t2

)
.

f Y-Z�`

• ø «�Ä;¤ ©aÆJ§E«�§E«�¬R¦�J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦�¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹P 
(
x′

y′

)
=

(
0 1
1 0

)(
x
y

)
.

z £[Í ¿;ÄK¦JÚ`§E«�òP¬[¤@¦�¾KÍ ©a]ÄKJ¹
A
¨g,;«R¤@ëað`¦�ë[¤ Jù7¦J£a«�¬[¤ ÄK¨j¹�¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹&¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹

λ1 = 1
÷
λ2 = −1

§E«·J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;�¤ ë[¤ ¦Jë[¤ J©að`¿3§E]¬R
v1 =

(
1
1

) ÷
v2 =

(
1
−1

)  Óø Ü(,;¦JÚ`§E«·¨�¬[¿7¤3ëað`¦(Ì;£] CJ©a«jÇaÆJ£V¬a°P¬a«j¹
¯]ð`¿3«R¤ ¹�¬R¦JÚ(¦J§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹�+

φ1(t) = et
(

1
1

)
, φ2(t) = e−t

(
1
−1

)
,

ÄKK¤7¬a°"Ì3«j©[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹�+

φ
¦J§E¦

(t) = c1e
t

(
1
1

)
+ c2e

−t
(

1
−1

)
.

• ÙcÚ`©a«g,3Í ¥a¦JÚ`§E«C§E«5¬a°`©)«jð`£a«j¿3°�§@Í J¹�«R¤ ë[¤ ÄK¸`¹5¯]ð`¿3°`¹C¬R¦JÚ�§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹5§E«C¬a°`©·§E¨zó7¦Jëa¦�§E«�¬R`®J¦P¯]¸P¹¬�¢C©"¿;¬jPó7«j£V±C©] á ¾J¦[¯]¦PÌ7Í ¥a¦JÚ`§E«)¬[¤ ¹�¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«R¤ ¹�+

u1(t) =

∫
W (B,φ2)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt =

∫ −2− t2e−t
−2

dt = t− (
1

2
t2 + t+ 1)e−t,

u2(t) =

∫
W (φ1, B)(t)

W (φ1, φ2)(t)
dt =

∫
t2et − 2e2t

−2
dt =

1

2
e2t − (

1

2
t2 − t+ 1)et.

ª�Í �«R¤ ë[¤ ÄK¸"¯]ð`¿3°"¬j¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¦Jð`¹)ó7�«RÍ ©aK¤h+
φ «R¤ ë (t) = u1(t)φ1(t) + u2(t)φ2(t)

= et
(

1
1

)(
t− (

1

2
t2 + t+ 1)e−t

)
+ e−t

(
1
−1

)(1

2
e2t − (

1

2
t2 − t+ 1)et

)

=

(
1
1

)(
tet − 1

2
t2 − t− 1

)
+

(
1
−1

)(1

2
et − 1

2
t2 + t− 1

)
.

¾
¯]«RÍ ©a¦JÚ`§E«)Ì3£aÆJù7¦`©V¬RJ¹
¬a°`©�Ì3«j©[¤ ÄK¸(¯]ð`¿3°�¬R¦JÚ(§E°[Þl¦J§E¦[Ì3«j©a¦Jð`¹�+
φ(t) = φ

¦J§E¦
(t) + φ «R¤ ë (t)

=

(
1
1

)(
(c1 + t)et − 1

2
t2 − t− 1

)
+

(
1
−1

)(
c2e
−t +

1

2
et − 1

2
t2 + t− 1

)
.

2
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¯��¥¯ ÛËÞ×ßù°���Ýú�� "!=#(!����"°��&��!=#��Q±_ D±mû(±�!=)���#
Ùc«cJÚP¬a¸s¬a°`©�¾JJ£aÆ]Ì3£aJù7¦�ó7�J¿l,;¦P¯]°aó7¦Jð`§E«C§E«c§@Í 
¬a«g,;©[¤ ÄK¸
°�¦]¾J¦KÍ �§E«�¬R]¬a£a¨�¾J«R¤]ë[¤ Jù7¦J£[¤ ÄK¨j¹c«jÇ[¤ ¿;±C¿3«R¤ ¹
§E«�Ì3]¯]ðP¬a«j£a°`¹ ]¾Jò �V°`¹ ¬aÆJÇa°`¹1§E«¿;¬jPó7«j£a¦Jð`¹1¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹¿3«J©V¬[Í ¿;¬j¦K¤ ,;°`¹¬aÆJÇa°`¹1¿3Ú`¿;¬a¸`§E]¬j7  k
®JJ¿7¤ ÄK¸
¤ ëa¨j�«RÍ ©aK¤]©a�¾J£a¦J¿Jó7¨j¿3¦JÚ`§E«C©a¨j«j¹�§E«�¬j`®]¯]°P¬a¨j¹ i ÚP¾Jò
¬a°`©)¨j©a©a¦K¤ 
¬j¢C©·]Ì3©V±C¿;¬j¢C©s¿3Ú`©aJ£V¬a¸`¿3«�¢C© j  Ñ �J¿�,K¦P¯]°aó7¦Jð`§E«(§E«�Û�Ü §E«�Ì3]¯]ðP¬a«j£a°`¹"¬aÆJÇa°`¹�§E«%¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹�¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹%ò]¾J¦JÚ°1§E«�¬R]¬a£a¦]¾J¸
¬R¦JÚ`¹
¿3«�¿3ð`¿;¬a°`§@"ó7�§EJ¹
ë[Í ©a«R¤E¨j©a

2× 2
§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹�¿3ð`¿;¬a°`§E�§E«�¿;¬RPó7«j£a¦Jð`¹
¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹�¸%¨j©a

3× 3
§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹)¿3ð`¿;¬a°`§E(§E«·¿;¬jPó7«j£a¦Jð`¹s¿3Ú`©V¬a«�¯]«j¿;¬a¨j¹)ÄKK¤3ë[¤ ]ÄK«�ÄK£[¤ §E¨j©a«j¹)¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹s¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹P 
• õs©²° Û�Ü «RÍ ©aK¤�ëa«jðP¬a«j£a°`¹¬aÆJÇa°`¹ i ëa°P¯]Jëa¸�«j§Eù7J©[Í ¥a¦`©V¬RK¤ y ÷ y′ ÷ y′′ j ¬aòP¬a« ó7¨�¬j¦JÚ`§E« y′ = z

 
õs©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿;¬j¦Jð`§E«�¿;¬a°`©1J£1,3¤ ÄK¸�Û�Ü ò]¾J¦JÚ1ÄKK¤5¾]¯]¨j¦`© «j§Eù7J©[Í ¥a¦]©V¬jK¤

y
÷
z
÷
z′
ÄKK¤5¯]ð`©a¦JÚ`§@«(¢C¹

¾J£a¦J¹
z′
 �Å)¦¿3ð`¿;¬a°`§E ¾J¦JÚ"ó7 ¾J£a¦]ÄKð-y7«R¤�ó7¨g,;«R¤@Ì7¤  ¾J£V±8¬a°�Ì3£aJ§E§E¸�¬a°`©%Û�Ü

y′ = z
Ä;K¤@¢C¹

ëa«jðP¬a«j£a°�¬a°�Û�Üï¾J¦JÚ"¾]¸`£aK§E«sòP¬RJ©�¯]ð`¿7J§E«·¢C¹
¾J£a¦J¹
z′
¬a°`©�J£1,3¤ ÄK¸%Û�Ü· 

• õs©1°�Û�Ü «RÍ ©aK¤5¬a£[Í ¬a°`¹�¬aÆJÇa°`¹ i ëa°P¯]Jëa¸�«j§Eù7J©[Í ¥a¦`©V¬RK¤ y ÷ y′ ÷ y′′ ÷ y′′′ j ¬aòP¬a«(ó7¨�¬R¦JÚ`§E« y′ = z
 

õs©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿;¬j¦Jð`§E«(¿;¬a°1Û�ÜìÄKK¤8«j§Eù7J©[Í ¥a¦`©V¬RK¤æ¾]¯]¨j¦`©
y
÷
z
÷
z′
÷
z′′
 �µs£a¦-,J¢C£aÆJ§@«(¿3«(§@Í �]ÄKòK§E°

J©V¬[¤ ÄK]¬aÆJ¿;¬RJ¿3°
z′ = w

 8õ�©V¬[¤ ÄKPó�¤ ¿;¬R¦Jð`§E«s¿;¬a°(Û�Ü ÄKK¤7«j§Eù7J©[Í ¥a¦`©V¬RK¤3¾]¯]¨j¦`©
y
÷
z
÷
w
÷
w′
¦]¾JòP¬a«

ÄKK¤3¯]ð`©a¦JÚ`§E«�¢C¹s¾J£a¦J¹
w′
 8Å)¦%¿3ð`¿;¬a°`§E(¾J¦JÚ
ó7(¾J£a¦]ÄKð-y7«R¤Jó7%¨g,;«R¤3Ì7¤ (¾J£V±8¬a°�Ì3£aJ§E§E¸�¬a°`©&Û�Ü

y′ = z
¢C¹%ëa«jðP¬a«j£a°�Ì3£aJ§E§E¸ ¬a°Û�Ü

z′ = w
ÄKK¤æ¢C¹"¬a£[Í ¬a° Ì3£aJ§E§E¸�¬a°Û�Ü ¾J¦JÚ�¾J¸`£aJ§E«"òP¬jJ©

¯]ð`¿3J§E«·¢C¹
¾J£a¦J¹
w′
¬a°`©&J£1,3¤ ÄK¸�Û�Ü· 

ø Ü(,;¦`©V¬RJ¹«�ÄJ¬a«�¯]¨j¿3«R¤c¬[¤ ¹ ¾JJ£a]¾JÆJ©V¢Ïë[¤ Jë[¤ ÄKJ¿7Í «j¹°²Û�Ü�¨g,;«R¤)§E«�¬j]¬a£a]¾J«RÍ)¿3«�¿7ð`¿;¬a°`§E�Û�Ü�§E¦J£aù7¸`¹
¾J¦JÚ�¨g,;¦JÚ`§E«§E«�¯]«�¬a¸`¿3«R¤s¿;¬[¤ ¹�¾J£a¦J°PÌ3¦Jð`§E«j©a«j¹¾JJ£a]Ì3£aÆJù7¦JÚ`¹1ÄKK¤s°á¯]ð`¿3°á¬j¦JÚ�¦]¾J¦KÍ ¦JÚ²¾J«j£[¤ ¯]J§7®JÆJ©a«R¤
¬a°`©%J£1,3¤ ÄKÆ¥a°P¬R¦Jð`§E«j©a°�¿3Ú`©aÆJ£V¬a°`¿3°

y(x)
 (Ù5¬[¤ ¹(J¿;ÄK¸`¿3«R¤ ¹�¾J¦JÚ�]ÄK¦P¯]¦JÚaó7¦]ð`©�ó7¦Jëa°PÌ3¸`¿3¦JÚ`§E«�¬a° Û�Ü

«jÇ[Í ¿;¢C¿3°%§E¨g,;£[¤�¬j¦�¿3°`§E«RÍ ¦�ò]¾J¦JÚ�ÄKK¤�«j§Eù7K©[Í ¥a«�¬jK¤�¬R¦�J©V¬[Í ¿;¬R¦K¤ ,;¦�¿3ð`¿;¬a°`§E7 
�1�A@�B�è3�EÕ)Ö�ÐlÀ�TVUXW�Y-ZA[3]�[_]�nXZlY-Z�]a`\t$UO]3� ��o1UapAU" s�-]IÐËcXd�t�[1�AU1W�Ys]�[9pl`A�V]g�s¢-`A�mU\�$n1Y.]3� �mt�[3]�U-]�p"��Ãü [3]^[_Z\[_Z=�-Z�]a�\t�Us]IU�cXd�Í
î e y′′ − y = x sinx
ý e y′′ − 6y′ + 9y = 10 cosx
ì e y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx
í e y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = 25x sinx

f Y-Z�`

�` sÙ5¬a°%Û�Ü
y′′ − y = x sinx

ó7¨�¬R¦JÚ`§E«
y′ = z,ÄKK¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«

z′ − y = x sinx
÷;¯]ð`©a¦JÚ`§E«·¢C¹
¾J£a¦J¹

z′
ÄKK¤7¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤7òP¬[¤

z′ = y + x sinx.
k J£1,3¤ ÄK¸%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹�¿3ð`¿;¬a°`§E�+

(
y′

z′

)
=

(
0 1
1 0

)(
y
z

)
+

(
0

x sinx

)
.

Å)¦�¿3ð`¿;¬a°`§E�KÚP¬aò�«RÍ ©aK¤E¨j©a
2× 2

§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹�¿7ð`¿;¬a°`§E�§E«
ëað`¦�ë[¤ Jù7¦J£a«�¬[¤ ÄK¨j¹
¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹
¤ ë[¤ ¦`¬[¤ §E¨j¹ −1, 1

 
k ¯]ð`¿3°�¬a°`¹�Û�Ü «RÍ ©aK¤h+

y(x) = c1e
−x + c2e

x − 1

2
(cosx+ x sinx).
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´K sÙ5¬a°%Û�Ü
y′′ − 6y′ + 9y = 10 cosx

ó7¨�¬R¦JÚ`§E«
y′ = z,

ÄKK¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«
z′ − 6z + 9y = 10 cosx

÷;¯]ð`©a¦JÚ`§E«·¢C¹
¾J£a¦J¹
z′
ÄKK¤7¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤�òP¬[¤

z′ = −9y + 6z + 10 cosx.

k J£1,3¤ ÄK¸%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹
¿7ð`¿;¬a°`§E�+
(
y′

z′

)
=

(
0 1
−9 6

)(
y
z

)
+

(
0

10 cosx

)
.

Å)¦�¿3ð`¿;¬a°`§E�JÚP¬aò�«RÍ ©aK¤E¨j©a
2× 2

§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹�¿3ð`¿;¬a°`§E�§E«
§@Í �ë[¤ ¾]¯]¸%¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¸
3
 

k ¯]ð`¿3°�¬a°`¹�Û�ÜÎ«RÍ ©aK¤h+

y(x) = c1e
3x + c2xe

3x +
4

5
cosx− 3

5
sinx.

¼; sÙ5¬a°
y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx

ó7¨�¬R¦JÚ`§E«
y′ = z,

ÄKK¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«
z′ − 2z + 2y = ex sinx

÷;¯]ð`©a¦JÚ`§E«·¢C¹
¾J£a¦J¹
z′
ÄKK¤�¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤7òP¬[¤

z′ = −2y + 2z + ex sinx.

k J£1,3¤ ÄK¸%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹
¿7ð`¿;¬a°`§E�+
(
y′

z′

)
=

(
0 1
−2 2

)(
y
z

)
+

(
0

ex sinx

)
.

Å)¦&¿3ð`¿;¬a°`§E&JÚP¬aò�«RÍ ©aK¤J¨j©a
2×2

§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹c¿3ð`¿;¬a°`§E&§E«cëað`¦&¿3Ú`¥a°PÌ3«RÍ ¹�§@¤ Ì3Jë[¤ ÄK¨j¹)¤ ë[¤ ¦P¬[¤ §E¨j¹
1 + i, 1− i  k ¯]ð`¿3°�¬a°`¹�Û�ÜÎ«RÍ ©aK¤h+

y(x) = c1e
x sinx+ c2e

x cosx+
1

2
ex(sinx+ x cosx).

Á3 sÙ5¬a°%Û�Ü
y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = 25x sinx

ó7¨�¬R¦JÚ`§E«
y′ = z,

ÄKK¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«
z′′ − 6z′ + 11z − 6y = 25x sinx

÷]ó7¨�¬R¦JÚ`§E«�«�¾K¤ ¾]¯]¨j¦`©
z′ = w,

ÄKK¤7¾JKÍ £a©a¦JÚ`§E«
w′ − 6w + 11z − 6y = 25x sinx

÷;¯]ð`©a¦JÚ`§E«·¢C¹
¾]£a¦K¹
w′
ÄKK¤�¾J£a¦]ÄKðP¾]¬a«R¤7òP¬[¤

w′ = 6y − 11z + 6w + 25x sinx.

k J£1,3¤ ÄK¸%Û�ÜïÌ3£aÆJù7«�¬RK¤�¢C¹
¿7ð`¿;¬a°`§E�+


y′

z′

w′


 =




0 1 0
0 0 1
6 −11 6





y
z
w


+




0
0

25x sinx


 .
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Å)¦(¿3ð`¿;¬a°`§E"JÚP¬aò"«RÍ ©aK¤3¨j©a
3× 3

§E°[Þl¦J§E¦PÌ3«j©a¨j¹)¿3ð`¿;¬a°`§E(§E«)¬a£a«R¤ ¹së[¤ Jù7¦J£a«�¬[¤ ÄK¨j¹·¾J£a]Ì3§E]¬[¤ ÄK¨j¹
¤ ë[¤ ¦`¬[¤ §E¨j¹

1, 2, 3
 

k ¯]ð`¿3°�¬a°`¹�Û�Ü «RÍ ©aK¤h+

y(x) = c1e
x + c2e

2x + c3e
3x − 5

2
x cosx− 3 cosx+ 2 sinx).

2
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