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Πρόλογος 
 

 

 Οι σηµειώσεις αυτές γράφτηκαν για τους φοιτητές του Εθνικού Μετσόβιου 

Πολυτεχνείου και καλύπτουν πλήρως το µάθηµα των διαφορικών εξισώσεων. Η σειρά 

για τα Μαθηµατικά περιλαµβάνει επίσης τις Μιγαδικές Συναρτήσεις, τη Μαθηµατική 

Ανάλυση Ι & ΙΙ καθώς επίσης και τη Στατιστική-Πιθανότητες. 

 

 Σκοπός των σηµειώσεων αυτών είναι να δοθούν µε σαφήνεια και απλότητα όλες 

οι έννοιες και οι εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων, διατηρώντας όµως παράλληλα 

την επιστηµονική αυστηρότητα και ευκρίνεια που πρέπει να διέπει τέτοιες προσπάθειες. 

 

 Το φυλλάδιο έχει χωριστεί σε επτά κεφάλαια. Στο πρώτο γίνεται λόγος γενικά 

περί διαφορικών και δεν τοποθετήθηκαν ασκήσεις. Υπάρχει απλώς για λόγους 

πληρότητας. Στο δεύτερο αναπτύσσονται οι συνήθεις διαφορικές εξισώσεις πρώτης 

τάξεως και στο τρίτο οι γραµµικές διαφορικές εξισώσεις ανωτέρας τάξεως. Στο τέταρτο 

κεφάλαιο επεξεργαζόµαστε τις γραµµικές δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές και στο πέµπτο 

παρουσιάζουµε το µετασχηµατισµό Laplace που αποτελεί βασικό κοµµάτι των 

διαφορικών. Τέλος στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε ενδιαφέρουσες εφαρµογές των 

διαφορικών εξισώσεων όπως η  επίλυση διαφορικών µε δυναµοσειρές και συστήµατα 

διαφορικών εξισώσεων. 

  

Στο τελευταίο κεφάλαιο, το έβδοµο, βάλαµε πολλές γενικές ασκήσεις, οι οποίες 

πιστεύουµε θα βοηθήσουν στην πλήρη κατανόηση του αντικειµένου . Πολλές από αυτές 

υπήρξαν θέµατα παλαιοτέρων εξετάσεων. Τέλος η συγγραφική οµάδα θα ήθελε να 

ευχαριστήσει τον κ. Π. Νικολακόπουλο που της εµπιστεύθηκε την εργασία αυτή καθώς 

και εσάς που προτιµήσατε τις σηµειώσεις αυτές για τη µελέτη σας και ταυτόχρονα να 

εγγυηθεί την ορθότητα και αρτιότητά τους.  

  

       Φ. Φωτόπουλος 

       Α. Χαραλαµπάκης 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

1. Εισαγωγικές Έννοιες - Ορισµοί 

 

Μια εξίσωση που περιέχει µια ή περισσότερες άγνωστες συναρτήσεις και τις 

παραγώγους της µέχρι µιας ορισµένης τάξεως ονοµάζεται διαφορική εξίσωση. Όταν οι 

άγνωστες συναρτήσεις είναι µιας µεταβλητής τότε η εξίσωση ονοµάζεται συνήθης 

διαφορική εξίσωση, ενώ όταν οι άγνωστες συναρτήσεις είναι πολλών µεταβλητών 

τότε η εξίσωση ονοµάζεται µερική διαφορική εξίσωση. Εµείς θα ασχοληθούµε µε 

συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, οπότε και για λόγους απλότητας στο εξής λέγοντας 

διαφορικές εξισώσεις θα εννοούµε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, τις οποίες και 

εξετάζουµε. 

 

Η  γενική ή πεπλεγµένη µορφή µιας συνήθους διαφορικής εξισώσεως είναι η 

εξής: 

 

F x y y y y yn n( , , , ,..., , )( ) ( )′ ′′ =−1 0       (1)  

 

Η διαφορική εξίσωση (1) καλείται γενικά διαφορική εξίσωση n - τάξεως (διότι 

περιέχει παραγώγους µέχρι n τάξης).Σε µερικές περιπτώσεις µια διαφορική εξίσωση 

µπορεί να γραφεί και στην µορφή: 

 

y f x y y y yn n( ) ( )( , , , ,..., )= ′ ′′ −1        (2)  

 

Η µορφή (2) ονοµάζεται κανονική ή λυµένη µορφή της διαφορικής 

εξισώσεως. 
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Ονοµάζουµε λύση της διαφορικής εξισώσεως κάθε πραγµατική συνάρτηση y(x) , 

ορισµένη και n φορές παραγωγίσιµη σε κατάλληλο ανοιχτό διάστηµα  I ⊂  R,έτσι ώστε η 

συνάρτηση F να ορίζεται και να ισχύει η (1) ή η (2) για κάθε x∈ I. 

 

Το x ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή και το y άγνωστη συνάρτηση. Το 

γράφηµα κάθε λύσεως y(x) ονοµάζεται ολοκληρωτική καµπύλη της διαφορικής 

εξισώσεως. 

 

Παραδείγµατα: 

 

Η διαφορική εξίσωση: 

′′ = ′ −y xy y 2  

είναι δευτέρας τάξεως διαφορική εξίσωση σε κανονική (λυµένη) µορφή. 

 

Η διαφορική εξίσωση της ταλάντωσης: 

m
d x
dt

k x⋅ = − ⋅
2

2     m,k > 0 

είναι δευτέρας τάξεως, µε ανεξάρτητη µεταβλητή το t και άγνωστη συνάρτηση το x. 

 

Η διαφορική εξίσωση: 

x y y e yln( )′ − − =′′ 0  

είναι δευτέρας τάξεως σε πεπλεγµένη µορφή. 

 

Μια διαφορική εξίσωση µπορεί να µην έχει λύση, να έχει µοναδική λύση ή να έχει 

περισσότερες από µια λύσεις. Στην τελευταία περίπτωση, συνήθως αναζητάµε µία εκ 

των λύσεων, έτσι ώστε να ικανοποιούνται κάποιες συνθήκες, οι οποίες συνήθως 

αφορούν το φυσικό πρόβληµα από το οποίο προέρχεται η διαφορική εξίσωση. 

 

Η εύρεση µιας λύσης της διαφορικής εξίσωσης, η οποία ικανοποιεί κάποιες 

συνθήκες, ονοµάζεται πρόβληµα αρχικών τιµών ή πρόβληµα Cauchy και οι 

συνθήκες οι οποίες πρέπει να ικανοποιούνται ονοµάζονται αρχικές συνθήκες ή 

συνθήκες Cauchy. Εάν η f  συνάρτηση της (2) είναι συνεχής τότε το πρόβληµα 
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αρχικών τιµών έχει τουλάχιστον µία λύση ,ενώ αν η f είναι διαφορίσιµη, εν γένει η (2) 

έχει άπειρες λύσεις, οι οποίες εξαρτώνται από n αυθαίρετες σταθερές (όσες και η 

τάξη της διαφορικής εξίσωσης).  

 

Η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών λοιπόν συνίσταται στην εύρεση της 

γενικής λύσης της διαφορικής εξίσωσης και στην συνέχεια στον υπολογισµό της 

τιµής των n πραγµατικών σταθερών, ώστε να βρούµε την µοναδική λύση που µας 

ενδιαφέρει.  

 

Γενικά θα λέµε ότι η συνάρτηση: 

 

y = φ ( x, C1, C2, � , Cn)         (3) 

 

που εξαρτάται από τις πραγµατικές σταθερές C1, C2, � , Cn είναι γενική λύση της 

διαφορικής εξίσωσης (2) όταν για κάθε C1, C2, � ,Cn η (3) είναι λύση της (2) και για 

κάθε αρχικές συνθήκες του πεδίου ορισµού της f  υπάρχει ακριβώς ένας �συνδυασµός� 

των C1, C2, � ,Cn έτσι ώστε η y να ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες. 

 

Κάθε λύση που παίρνουµε για συγκεκριµένη επιλογή των C1, C2, � ,Cn 

ονοµάζεται  µερική λύση της διαφορικής εξισώσεως (2). 

 

Παράδειγµα: 

 

Η διαφορική εξίσωση: 

 

y�� =  y� + 2y         (*) 

 

όπως θα δούµε έχει ως γενική λύση την: 

 

y = C1 e2x + C2 e-x
         (**) 
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Πράγµατι, είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι για κάθε επιλογή των πραγµατικών 

σταθερών C1,C2 η (**) επαληθεύει την (*).Εξάλλου αν θεωρήσουµε ότι έχουµε τις 

αρχικές συνθήκες: 

 

y(xo) = yo , y�(xο) = y1 

 

(Έχουµε δύο αρχικές συνθήκες διότι έχουµε δύο σταθερές C1,C2 που θέλουµε να 

υπολογίσουµε) και µε την βοήθεια της (**) έχουµε το σύστηµα: 

 

C1 e2Xo + C2 e-Xo = Yo 

2C1 e2Xo - C2 e-Xo = Y1 

 

το οποίο έχει µοναδική λύση την: 

 

C
y y

e C
y y

ex x
1

0 1 2
2

0 1

3
2

3
0 0=

+
⋅ =

−
⋅− ⋅ ,  

 

Έτσι, η γενική λύση της (*) είναι πράγµατι η (**). 

 

Τέλος, είναι δυνατόν µια διαφορική εξίσωση να έχει εκτός από την γενική λύση 

και άλλες λύσεις, οι οποίες δεν είναι δυνατόν να προκύψουν από την γενική λύση όποια 

και να είναι η επιλογή των πραγµατικών σταθερών. Αυτές οι λύσεις ονοµάζονται 

ιδιάζουσες λύσεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΣΥΝΗΘΕΙΣ ∆.Ε. ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΕΩΣ 
 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

 

1. Γενικά 

 

Ως συνήθεις διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης χαρακτηρίζονται οι διαφορικές 

εξισώσεις οι οποίες περιέχουν µόνο την άγνωστη συνάρτηση y(x) και την πρώτη 

παράγωγο της y�(x): 

 

F( x, y, y�) = 0        (1) 

 

Αν µπορούµε να λύσουµε την (1) ως προς y� τότε θα έχουµε: 

 

y� = H( x, y)        (2) 

 

Θέτοντας y�= dx / dy και H( x, y) = - P( x,y) / Q( x,y) η (2) γράφεται: 

 

P( x,y)dx + Q( x,y)dy = 0        (3) 

 

Όπως ήδη έχουµε πει, η λύση (ή αλλιώς το γενικό ολοκλήρωµα της 

διαφορικής εξίσωσης) της (1) θα είναι µια σχέση της µορφής: 

 

Ψ( x, y, C) = 0         (4) 

 

Για κάθε C η (4) παριστάνει µια καµπύλη στον R2 (ολοκληρωτική καµπύλη) , γι� 

αυτό και λέµε ότι η (4) παριστάνει µια µονοπαραµετρική ( λόγω της µιας 

αυθαίρετης σταθεράς) οικογένεια καµπύλων στον R2. 
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2. ∆ιαφορικές Εξισώσεις Χωριζοµένων Μεταβλητών. 

 

Ως διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών ονοµάζουµε εκείνη την 

συνήθη διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, που έχει την µορφή: 

 

y� = f (x)g(y)        (1) 

 

δηλαδή το δεύτερο µέρος αποτελείται από δύο παράγοντες, εκ των οποίων ο 

ένας εξαρτάται από το x και ο άλλος από το y. 

 

Η λύση των διαφορικών εξισώσεων χωριζοµένων µεταβλητών γίνεται ως εξής: 

 

Χωρίζουµε τις µεταβλητές: 

dy
g y

f x dx
( )

( )= ⋅  

Ολοκληρώνουµε την παραπάνω σχέση αόριστα: 

dy
g y

f x dx C
( )

( )∫ ∫= ⋅ +  

 

Χρησιµοποιούµε την αρχική συνθήκη y(xo) = yo και προσδιορίζουµε το C. Τέλος, 

από την σχέση g(y) = 0 προσδιορίζουµε τις ιδιάζουσες λύσεις (αν υπάρχουν). 

 

Παρατήρηση: Από εδώ και στο εξής το ολοκλήρωµα ∫f(x)dx θα αντιπροσωπεύει 

µια αρχική της f και όχι το σύνολο των σταθερών. Συνεπώς κατά τον υπολογισµό των 

αόριστων ολοκληρωµάτων δεν θα βάζουµε εκ νέου σταθερές. Ο τελικός αριθµός των 

σταθερών που περιέχονται στην γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης, θα 

πρέπει να είναι ίδιος µε την τάξη της διαφορικής εξίσωσης. Επίσης αξίζει να 

σηµειωθεί ότι λέγοντας ότι το C είναι �αυθαίρετη σταθερά� εννοούµε ότι παίρνει όλες τις 

επιτρεπτές τιµές (για τις οποίες η έκφραση της γενικής λύσης έχει νόηµα). 
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Παράδειγµα: 

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών: y� sinx = y(y - 1) 

 

Λύση: 

 

Αρχικά θέτουµε y� = dx / dy και χωρίζουµε τις µεταβλητές (π.χ. αριστερά τα 

y, δεξιά τα x) µε απλές πράξεις. 

 

 

dy
dx

x y y

dy
y y

dx
x

⋅ = ⋅ −

⋅ −
=

sin ( )

( ) sin

1

1

 

 

 

Στην συνέχεια ολοκληρώνουµε και παίρνουµε την γενική λύση. ∆εν µας πειράζει 

να µην παρουσιάσουµε το αποτέλεσµα ως �y=��,αφού µερικές φορές αυτό είναι εφικτό, 

ενώ άλλες όχι. 

1
1

1
y y

dy
x

dx c
( ) sin−

= +∫ ∫  

 

ln ln(tan ) ln ,

tan( ),

y
y

x
c c

y
y

c
x

c

−
= + >

−
= ⋅ >

1
2

0

1
2

0
 

 

Μετά αξιοποιούµε τις αρχικές συνθήκες που µας  δίνονται, ώστε να βρούµε την 

ζητούµενη µερική λύση: Έχουµε y(π/2) = 2,οπότε µε απλή αντικατάσταση στην γενική 

λύση προκύπτει c=1/2 και γι� αυτή την τιµή της c προκύπτει η λύση του προβλήµατος 

αρχικών τιµών. 

2 1
2 4
−

= ⋅c tan( )
π
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y
y

x−
=

1 1
2 2

tan( )  

 

 

Τέλος οι συναρτήσεις y = 1, y = 0 είναι ιδιάζουσες λύσεις της διαφορικής 

εξίσωσης, διότι την επαληθεύουν χωρίς να συµπεριλαµβάνονται στην γενική λύση. 

Ειδικά σ� αυτή την περίπτωση, η y = 0 µπορεί να συµπεριληφθεί στη γενική λύση εάν 

θέσουµε c ≥ 0. 

 

Σε διαφορικές εξισώσεις χωριζόµενων µεταβλητών µετασχηµατίζονται και οι 

παρακάτω περιπτώσεις: 

 

 

2.1 Οµογενείς ∆ιαφορικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξης. 

 

Πρώτα πρέπει να ορίσουµε την οµογενή συνάρτηση: Μια συνάρτηση 

ονοµάζεται οµογενής βαθµού α, όταν ισχύει για t>0: 

 

f( tx, ty) = tα f( x, y) 

 

Έστω τώρα ότι έχουµε µια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης. Αυτή όπως είδαµε 

είναι δυνατόν να γραφτεί στην µορφή: 

 

P( x, y)dx + Q( x, y)dy = 0           (1) 

 

Έστω επίσης ότι οι συναρτήσεις P,Q είναι οµογενείς συναρτήσεις του ίδιου 

βαθµού. Τότε η (1) µετατρέπεται σε διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών, εάν 

κάνουµε τον µετασχηµατισµό y = xu(x).Τότε έχω dy = udx + xdu (διαφόριση).Εάν 

αντικαταστήσουµε στην (1) τα παραπάνω, προκύπτει διαφορική εξίσωση χωριζόµενων 

µεταβλητών η οποία λύνεται εύκολα. 
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Η παραπάνω διαδικασία ισχύει και στην περίπτωση που έχουµε την αρχική 

διαφορική εξίσωση µε την µορφή y� = f( x, y),και η f  είναι οµογενής συνάρτηση 

µηδενικού βαθµού. Ουσιαστικά πρόκειται για την ίδια περίπτωση µε την παραπάνω , 

αφού όταν οι P,Q είναι οµογενείς του ίδιου βαθµού, το πηλίκο τους (- P / Q) ,δηλαδή η f 

είναι οµογενής µηδενικού βαθµού: 

 

f tx ty
P tx ty
Q tx ty

t P x y
t Q x y

P x y
Q x y

t f x y
a

a( , )
( , )
( , )

( , )
( , )

( , )
( , )

( , )= − = − = − = ⋅0
 

 

Παράδειγµα: 

 

Να λυθεί η παρακάτω οµογενής διαφορική εξίσωση, µε την διαδικασία που 

περιγράφτηκε παραπάνω: 

 

(x + y)dx + (x - y)dy = 0 

 

Είναι πολύ εύκολο να δειχτεί ότι οι συναρτήσεις P( x, y) = x + y, Q( x, y) = x - y 

είναι οµογενείς πρώτου βαθµού. Θέτουµε y = x u(x) & dy = udx + xdu οπότε έχω: 

 

(x + xu)dx + (x - xu)(xdu + udx) = 0 

(x + xu + xu - xu2)dx + (x2 - x2u)du = 0 

(1 + 2u - u2)dx + x(1 - u)du = 0 

 

Τελικά: 

 

dx
x

u du
u u

= −
−

+ −
( )

( )
1

1 2 2  

 

οπότε και προχωρούµε κανονικά την επίλυση αυτής της διαφορικής εξίσωσης 

χωριζοµένων µεταβλητών. Αφού βρούµε την συνάρτηση u(x) βρίσκουµε πολύ εύκολα 

την y ,αφού y(x) = x u(x). 
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2.2 ∆ιαφορικές Εξισώσεις Της Μορφής: 

 

y f
ax by c

a x b y c
'

' ' '
=

+ +
+ +







              (1) 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις αυτής της µορφής, για διάφορες περιπτώσεις 

συνδυασµού των συντελεστών a,b,c,a�,b�,c� µετατρέπονται σε οµογενείς διαφορικές 

εξισώσεις και λύνονται όπως περιγράφτηκε παραπάνω. 

 

Εάν c = c� = 0 τότε η f είναι οµογενής µηδενικού βαθµού, οπότε θέτοντας y = 

xu(x) κατά τα γνωστά οδηγούµαστε σε διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών. 

 

Εάν το γραµµικό σύστηµα: 

 

ax by c
a x b y c

+ + =
+ + =

0
0' ' '  

 

έχει µοναδική λύση την (xo,yo) τότε κάνουµε τον µετασχηµατισµό: 

 

x = xo + u 

y = yo + v(u) 

 

Τότε έχουµε: 

 

dx = du , dy = dv οπότε y�(x) = dy / dx = dv / du = v�(u) 

 

οπότε η διαφορική µας εξίσωση µετατρέπεται στην: 

 

v u f
au bv

a u b v
' ( )

' '
=

+
+





  

 



 18 

η οποία είναι οµογενής µηδενικού βαθµού, δηλαδή οδηγούµαστε στην 

προηγούµενη περίπτωση. 

 

Εάν το σύστηµα: 

ax by c
a x b y c

+ + =
+ + =

0
0' ' '  

 

έχει άπειρες λύσεις, τότε είναι γνωστό ότι υπάρχει  λ∈ R,τέτοιο ώστε α = λα� και     

b = λb�.Τότε η διαφορική εξίσωση παίρνει την µορφή: 

 

y f
a x b y c

a x b y c
'

( ' ' )
' ' '

=
⋅ + +

+ +








λ
 

 

Σ� αυτή την περίπτωση κάνουµε το µετασχηµατισµό: 

 

u(x) = αx + by(x) 

 

και η διαφορική µας εξίσωση παίρνει την µορφή: 

 

u a b f
u c

u c
' ' '

'
= +

⋅ +
+







λ
 

 

η οποία είναι χωριζόµενων µεταβλητών, και λύνεται κατά τα γνωστά. 

 

Περαιτέρω παραδείγµατα για την εµπέδωση των παραπάνω µεθοδολογιών 

παρατίθενται στην ενότητα των ασκήσεων. 
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3. Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξεως 

 

3.1 Γενικά 

 

Μια διαφορική εξίσωση της µορφής: 

 

y� + P( x ) y = Q( x )         (1) 

 

         ονοµάζεται γραµµική διαφορική εξίσωση.(Έχουµε γραµµική σχέση ως προς 

τους αγνώστους y,y�) 

 

Για Q( x, y) = 0 παίρνουµε την αντίστοιχη οµογενή γραµµική διαφορική 

εξίσωση. 

 

y� + P( x ) y = 0          (2) 

 

Η (2) λύνεται εύκολα, διότι είναι διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών. Η 

γενική λύση λοιπόν της (2) είναι η: 

 

y x c e P x dx( ) ( )= ⋅ ∫−
          (3) 

 

Την παραπάνω σχέση γενικά µπορούµε να την χρησιµοποιούµε χωρίς απόδειξη 

κατά τις εξετάσεις (αν και εξαρτάται και από τον καθηγητή). 

 

Με βάση τη λύση της οµογενούς προκύπτει η γενική λύση της (1).Συγκεκριµένα, 

ισχύει ότι αν yo(x) είναι η γενική λύση της οµογενούς (2) και yµ(x) είναι µια 

µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1) , τότε η γενική λύση της (1) είναι το 

άθροισµα: y(x) = yo(x) + yµ(x). 

 

Σ� αυτή τη περίπτωση, η πραγµατική σταθερά της γενικής λύσης της (1), 

προέρχεται από την σταθερά της γενικής λύσης της οµογενούς. 
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Αφού βρήκαµε εύκολα την γενική λύση της οµογενούς, αναζητούµε µια 

οποιαδήποτε µερική λύση της (1),ώστε σύµφωνα µε τα παραπάνω να βρούµε την γενική 

λύση της (1). Η µέθοδος που θα περιγράψουµε ονοµάζεται µέθοδος των αυθαίρετων 

συντελεστών του Lagrange και χρησιµοποιείται και στις γραµµικές διαφορικές 

εξισώσεις δεύτερης ή και ανώτερης τάξης. Η διαδικασία είναι η εξής: 

 

Αυθαίρετα θεωρούµε ότι η µερική λύση της (1) που αναζητούµε έχει την 

µορφή: 

 

y x c x e P x dx( ) ( ) ( )= ⋅ ∫−
            (4) 

 

δηλαδή έχει ίδια µορφή µε την γενική λύση της οµογενούς, µόνο που η σταθερά 

c έχει αντικατασταθεί από µια άγνωστη συνάρτηση c(x).(Είναι προφανές ότι η (1) δεν 

µπορεί να έχει λύση ακριβώς  ίδιας  µορφής µε την αντίστοιχη οµογενή!).Σκοπός µας 

είναι η εύρεση κατάλληλης συνάρτησης c(x) έτσι ώστε η (4) πράγµατι να είναι 

µερική λύση της (1).Προφανώς η (4) θα επαληθεύει την (1),οπότε  αντικαθιστούµε, 

αφού πρώτα παραγωγίσουµε την (4): 

 

y x c x e c x f x eP x dx P x dx
µ ' ( ) ' ( ) ( )( ( ))( ) ( )= ∫ + − ∫− −

 

 

Αντικαθιστούµε τις yµ(x) , y�µ(x) στην (1) οπότε έχουµε: 

 

c x e c x f x e c x f x e Q xP x dx P x dx P x dx' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )− − −∫ − ∫ + ∫ =  

 

c x e Q xP x dx' ( ) ( )( )−∫ =  

 

c x Q x e P x dx' ( ) ( ) ( )= ∫  

 

και µε ολοκλήρωση παίρνω: 
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dxexQxc
dxxP

∫ ∫=
)(

)()(  

 

Παρατηρήστε ότι επειδή ψάχνω για µία µερική λύση δεν προσθέτω στην 

παραπάνω έκφραση σταθερές ολοκλήρωσης. Στη συνέχεια αντικαθιστώ την c(x) στην 

(4) και µε βάση την σχέση y(x) = yo(x) + yµ(x) που αναφέρθηκε παραπάνω, βρίσκουµε 

την γενική λύση της (1).Η σχέση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και χωρίς απόδειξη 

(πάντα όµως αυτό εξαρτάται από το καθηγητή) και είναι: 

 

y x e c Q x e dxP x dx P x dx( ) ( )( ) ( )= ∫ + ∫





− ∫  

 

 

Με βάση τον παραπάνω τύπο, η λύση γραµµικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης 

τάξης ανάγεται σε απλό υπολογισµό ολοκληρωµάτων. Τέλος υπάρχουν και οι παρακάτω 

περιπτώσεις, οι οποίες ανάγονται σε γραµµικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης: 

 

3.2 Η Eξίσωση Bernoulli 

 

Μια διαφορική εξίσωση καλείται διαφορική εξίσωση του Bernoulli όταν έχει την 

παρακάτω µορφή: 

y� + P(x)y = Q(x)yα 

 

                                   (1)                           

 

όπου α ≠ 1,0 διότι τότε θα έχουµε γραµµική διαφορική εξίσωση και οµογενή 

διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, αντίστοιχα. Η επίλυση της Bernoulli γίνεται ως εξής: 

 

θέτουµε    u(x) = y1-α(x) το οποίο µε παραγώγιση δίνει (1-α) y-α y� = u�. 
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Αντικαθιστούµε τα παραπάνω στην (1),οπότε µε απλές πράξεις προκύπτει 

γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης ως προς u(x),η οποία λύνεται κατά τα 

γνωστά. 

 

u
a y

P x y Q x y

u
a

P x y Q x

a
a

a

'
( )

( ) ( )

'
( ) ( )

1
0

1
01

−
+ + =

−
+ + =

−

−

 

και τελικά: 

 

u x a P x u x a Q x' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ − + − =1 1 0  

 

Οι παραπάνω σχέσεις δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν χωρίς 

απόδειξη. Είναι προφανές λοιπόν ότι το µόνο το οποίο πρέπει να θυµόµαστε 

είναι οι µορφές των εξισώσεων (Bernoulli, Riccati κλπ),οι αντίστοιχοι 

µετασχηµατισµοί µε τους οποίους αυτοί λύνονται καθώς και οι βασικές λύσεις 

προβληµάτων (γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτου βαθµού κλπ) 

 

Παράδειγµα 

 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

y
y

x
x y' ( )+

+
+ + =

2
2 04               (*) 

 

 

Η (*) είναι διαφορική εξίσωση Bernoulli, µε P(x) = 1 / (2 + x) και Q(x) = 2 +x 

ενώ α = 4.Σύµφωνα µε τα προηγούµενα  θέτουµε    u = y1-4 = y-3 οπότε έχουµε   u� = 

(-3) y-4 y� και προκύπτει η διαφορική εξίσωση ως προς u(x): 

 

u x
u x

x
x' ( )

( )
( )−

+
− + =

2
3 2 0  
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Αφού βρούµε την γενική λύση της παραπάνω (u(x)) θέτουµε  y(x) = u-1/3(x) οπότε 

βρήκαµε την γενική λύση της (*). Τέλος, αξιοποιούµε τις αρχικές συνθήκες, αν αυτές 

δίνονται. 

 

 

3.3 Η Eξίσωση Riccati  

 

Μια διαφορική εξίσωση που έχει την µορφή: 

 

y� + P(x)y2 + Q(x)y + R(x) = 0         (1) 

 

ονοµάζεται διαφορική εξίσωση του Riccati. Γενικά οι διαφορικές εξισώσεις 

αυτής της µορφής είναι δύσκολο να λυθούν. Η (1) είναι όµως εύκολο να λυθεί ,εάν 

γνωρίζουµε εκ των προτέρων µια µερική της λύση (ιδιάζουσα ή και όχι). 

 

Γι� αυτό και κατά τις εξετάσεις εάν δίνεται άσκηση της µορφής �Να λύσετε την 

διαφορική εξίσωση�...εάν γνωρίζετε ότι έχει την�. για µερική λύση�, τότε η διαφορική 

εξίσωση θα πρέπει να είναι εξίσωση Riccati. 

 

Έστω y1(x) η γνωστή εκ των προτέρων µερική λύση. Θεωρούµε τον 

µετασχηµατισµό: 

y x y x
u x

( ) ( )
( )

= +1

1
 

 

Με βάση αυτόν τον µετασχηµατισµό αυτό ,η (1) µετατρέπεται σε γραµµική 

διαφορική εξίσωση πρώτου βαθµού ως προς u(x) και λύνεται εύκολα. Στη συνέχεια µε 

την βοήθεια του µετασχηµατισµού που χρησιµοποιήσαµε, προσδιορίζουµε την 

ζητούµενη y(x) και τέλος αξιοποιούµε τις τυχόν αρχικές συνθήκες που µας δίνονται. 

 

Παράδειγµα 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

y� - e-x y2 + 3y - 3ex = 0         (*) 
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εάν είναι γνωστό ότι έχει ως µερική λύση την y1(x) = ex. 

 

Η (*) είναι Riccati.Σύµφωνα µε τα παραπάνω θεωρούµε το µετασχηµατισµό: 

y x e
u x

x( )
( )

= +
1

 

οπότε έχουµε: 

y x e
u x
u x

x' ( )
' ( )
( )

= − 2  

 

Αντικαθιστώντας στην (*) προκύπτει η γραµµική διαφορική εξίσωση ως προς u(x): 

u�(x) - u(x) + e-x = 0 

 

Η γενική λύση της παραπάνω είναι η: 

u x ce ex x( ) = + −1
2

 

 

οπότε η γενική λύση της (*) είναι: 

y x e
e

c e
x

x

x( ) = +
+

−

−

2
2 2  

 

 

4. ∆ιαφορικές Εξισώσεις Ολικού ∆ιαφορικού 

 

Έστω συνάρτηση δυο µεταβλητών F( x, y).Το ολικό διαφορικό αυτής θα είναι 

το: 

dF x y
F
x

dx
F
y

dy( , )
.
.

.
.

= +
∂
∂

∂
∂

 

 

Αν θέσουµε 
∂
∂

∂
∂

.
.

( , ),
.
.

( , )
F
x

P x y
F
y

Q x y= =  τότε έχουµε ότι µια σχέση της 

µορφής dF( x, y) = 0 δεν είναι παρά µια διαφορική εξίσωση της µορφής   P( x, y)dx + 

Q( x, y)dy = 0.Σ�αυτή τη περίπτωση η διαφορική εξίσωση λέγεται πλήρης ή ακριβής. 
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Το ερώτηµα λοιπόν που γεννάται είναι ποια σχέση πρέπει να πληρούν οι P,Q 

έτσι ώστε η παραπάνω διαφορική εξίσωση να είναι το ολικό διαφορικό µιας 

συνάρτησης F( x, y) εξισωµένο µε το µηδέν. 

 

Εάν η έκφραση P( x, y)dx + Q( x, y)dy  είναι ολικό διαφορικό µιας F(x,y) τότε η 

λύση της P( x, y)dx + Q( x, y)dy = 0 δεν είναι παρά η F( x, y) = c, µε c σταθερά. Είναι 

λοιπόν προφανές ότι εάν µας δοθεί µια διαφορική εξίσωση, και δεν είναι κάποιας 

γνωστής µορφής θα πρέπει να ελέγξουµε εάν αποτελεί ολικό διαφορικό µιας 

συναρτήσεως. 

 

Αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει τέτοια συνάρτηση F(x,y) είναι η: 

∂
∂

∂
∂

.
.

( , )
.
.

( , )
P
y

x y P
Q
x

x y Qy x= = =  

 

Εάν ισχύει η παραπάνω σχέση, τότε προχωρούµε στην εύρεση της F(x,y) κάτι 

που σηµαίνει και την λύση της διαφορικής εξισώσεως, αφού αυτή δεν είναι παρά η 

F(x,y) = c. Η εύρεση της F(x,y) µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους: 

 

1ος τρόπος 

 

Με λύση του παρακάτω διαφορικού συστήµατος (οι ισότητες προκύπτουν 

εύκολα από τα παραπάνω).Αυτό γίνεται µε ολοκλήρωση µιας εκ των δύο σχέσεων και 

αντικατάσταση στην δεύτερη σχέση. 

 

Πρέπει να προσέξουµε έτσι ώστε αν ολοκληρώσουµε πρώτη την πρώτη 

σχέση,(δηλαδή ολοκληρώσουµε ως προς x ) τότε η σταθερή ολοκλήρωσης θα είναι 

συνάρτηση του y και αυτούσια θα αντικατασταθεί στην δεύτερη σχέση και αντίστροφα. 

 

∂
∂

∂
∂

.
.

,
.
.

F
x

P
F
y

Q= =  
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Παράδειγµα 

 

Να λυθεί η παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

 

x2ydx + 1/3x3dy = 0       (1) 

 

Παρατηρούµε ότι αν P(x,y)=x2y και Q(x,y)=1/3x3 έχουµε ότι Py = x2 = Qx. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η (1) είναι πλήρης. Αναζητούµε λοιπόν συνάρτηση F(x,y) 

τέτοια ώστε η έκφραση dF(x,y) = 0 να ισοδυναµεί µε την (1).Από την πρώτη σχέση του 

διαφορικού συστήµατος έχουµε: 

 

F x y x ydx
yx

c y( , ) ( )= = +∫ 2
3

3
 

 

Την παραπάνω έκφραση αντικαθιστούµε στην δεύτερη σχέση του διαφορικού 

συστήµατος: 

 

∂
∂
.
.

' ( ) ' ( ) ( )
F
y

x x
c y

x
c y c y c= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =

3 3 3

13 3 3
0  

 

Σ� αυτή τη περίπτωση η c(y) βγήκε σταθερή, σε άλλες περιπτώσεις όµως µπορεί 

να είναι µια κοινή συνάρτηση του y.Όπως είναι γνωστό, η λύση της διαφορικής 

εξίσωσης (1), ή το γενικό ολοκλήρωµα της, δίνεται από την σχέση F(x,y) = c: 

 

F x y c
yx

c c
yx

c( , ) = ⇒ + = ⇒ =2

3

1 2

3

3 3
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2ος τρόπος 

 

Θα µπορούσαµε απευθείας να βρούµε την F(x,y) µε την βοήθεια της σχέσης: 

F x y P t y dt Q x t dt
x

x

y

y

( , ) ( , ) ( , )= +∫ ∫
0 0

0  

 

Όταν το (xo,yo) = (0,0) ανήκει στο χωρίο που ορίζονται οι P,Q ο τύπος 

απλοποιείται και γίνεται: 

F x y P t y dt Q t dt
x y

( , ) ( , ) ( , )= +∫ ∫
0 0

0  

 

Αφού βρούµε την F(x,y) η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι σε 

πεπλεγµένη µορφή: 

F(x,y) = c 

 

 

Παρατήρηση: Από τη στιγµή που ισχύει η σχέση Py = Qx η διαφορική µας 

εξίσωση θα πρέπει να είναι έκφραση ολικού διαφορικού µιας συνάρτησης F. 

 

∆ιευκρίνιση: Η έκφραση της µορφής   P( x, y)dx + Q( x, y)dy = 0 όπως είδαµε 

σε µερικές περιπτώσεις µας οδηγεί στην dF(x,y) = 0.Λέγοντας όµως ότι η σχέση F(x,y) 

= c δίνει την γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης, δεν εννοούµε ότι η F(x,y) είναι 

σταθερή συνάρτηση, και αυτό γιατί η  P( x, y)dx + Q( x, y)dy = 0 είναι διαφορική 

εξίσωση και όχι ταυτότητα που ισχύει για κάθε (x,y)∈ D, D σύνολο στο οποίο dF = Pdx 

+ Qdy.Η F(x,y) = c απλώς για διάφορες τιµές του c δίνει την ισοσταθµική που περνά 

από το σηµείο (xo,yo) του D µε F(xo,yo)=c,δηλαδή δίνει την F(x,y) = F(xo,yo).Οι 

ισοσταθµικές όµως που ορίζονται έτσι είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης. 

 



 28 

 

5. Ολοκληρώνων Παράγοντας ή Πολλαπλασιαστής Euler 

 

Όπως είδαµε, η επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης της µορφής P(x,y)dx + 

Q(x,y)dy = 0 (*) µε την βοήθεια του ολικού διαφορικού µιας συνάρτησης είναι εύκολη, 

αλλά µπορεί να εφαρµοστεί µόνο όταν ισχύει η σχέση: 

 

∂
∂

∂
∂

.
.

( , )
.
.

( , )
P
y

x y P
Q
x

x y Qy x= = =  (1) 

                                      

Εάν δεν ισχύει η (1),µπορούµε να εφαρµόσουµε το εξής τέχνασµα: Αναζητούµε 

συνάρτηση µ(x,y) τέτοια ώστε η έκφραση  µ(x,y)P(x,y)dx + µ(x,y)Q(x,y)dy  

να είναι ολικό διαφορικό µιας F(x,y).Προφανώς εξακολουθεί να ισχύει ότι 

µ(x,y)P(x,y)dx + µ(x,y)Q(x,y) = 0 ενώ αφού η νέα διαφορική εξίσωση είναι 

ολικό διαφορικό µιας συνάρτησης F θα έχω: 

 

( ) ( )),(),.(
.
.),(),.(

.
. yxQyx

x
yxPyx

y
µ

∂
∂µ

∂
∂ =  

 

Με απλές πράξεις καταλήγουµε στην σχέση που θα πρέπει να ικανοποιεί η µ(x,y): 

 

Pµy - Qµx = µ(Qx - Py)          (2) 

 

                               

                                        όπου
x
QQ

y xy .
.,

.

.
∂
∂

∂
µ∂µ ==  κλπ. 

 

Η συνάρτηση µ(x,y) ονοµάζεται ολοκληρώνων παράγοντας ή 

πολλαπλασιαστής Euler. Αφού βρούµε κατάλληλο πολλαπλασιαστή, η νέα µας 

διαφορική εξίσωση θα είναι πλήρης και συνεπώς εύκολη στη λύση της. Η γενική λύση 

της νέας διαφορικής εξίσωσης θα είναι ίδια µε την γενική λύση της αρχικής 
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διαφορικής εξίσωσης. Αν και ενδέχεται να υπάρξει πρόβληµα το οποίο αφορά 

απώλεια λύσεων , αυτό δεν θα µας απασχολήσει ιδιαίτερα. 

 

Επειδή η εύρεση µιας συνάρτησης µ(x,y) που να εξαρτάται και από το x και από 

το y είναι περίπλοκή διαδικασία, συνήθως αναζητούµε απλούστερες συναρτήσεις, όπως 

για παράδειγµα συναρτήσεις µόνο του x ή µόνο του y ή συναρτήσεις του πηλίκου y/x 

κλπ. Η εύρεση της συνάρτησης µ γίνεται µε την βοήθεια της σχέσης (2). Με εξάσκηση 

στις ασκήσεις θα µπορούµε να καταλαβαίνουµε ποιας µορφής είναι ο πολλαπλασιαστής 

που αναζητούµε. Αναλυτικά έχουµε: 

 

• Πολλαπλασιαστής που να εξαρτάται µόνο από το x: 

 

Σ� αυτή τη περίπτωση έχουµε µ = µ(x) οπότε µy = 0 , µx = µ�(x) οπότε η (2) 

γίνεται: 

µ µ.' ( ) ( )x
Q P

Q
xx y+

−
= 0  

 

η οποία είναι οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, και λύνεται 

εύκολα. Η παραπάνω σχέση έχει νόηµα όταν η έκφραση 
Q

PQ yx −
 είναι συνάρτηση 

µόνο του x και µόνο σ� αυτή τη περίπτωση θα επιλέγουµε λοιπόν να αναζητήσουµε 

πολλαπλασιαστή αυτής της µορφής. Συνεπώς η έκφραση: (
Q

PQ yx −
) αποτελεί ένα 

είδος κριτηρίου. 

 

• Πολλαπλασιαστής που να εξαρτάται µόνο από το y: 

 

Όµοια σ� αυτή τη περίπτωση έχουµε µ = µ(y) οπότε µx = 0 , µy = µ�(y) οπότε η (2) 

γίνεται: 

µ µ.' ( ) ( )y
Q P

P
yx y−

−
= 0  
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η οποία είναι οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης. Η παραπάνω 

σχέση έχει νόηµα όταν η έκφραση 
P

PQ yx −
 είναι συνάρτηση µόνο του y και µόνο σ� 

αυτή τη περίπτωση θα επιλέγουµε λοιπόν να αναζητήσουµε πολλαπλασιαστή αυτής της 

µορφής. Συνεπώς εάν δεν ισχύει το κριτήριο της προηγούµενης περίπτωσης 

ελέγχουµε την παραπάνω έκφραση, για το αν είναι συνάρτηση µόνο του y ή 

όχι. 

 

• Πολλαπλασιαστής της µορφής µ(x,y) = µ(z),όπου z είναι δοσµένη 

συνάρτηση των x,y: 

 

Σ� αυτή τη περίπτωση έχουµε µx = µ�(z)zx και µy = µ�(x)zy. Αντικαθιστώντας αυτά 

στην σχέση (2) παίρνουµε την εξής έκφραση για το µ: 

 

µ µ.' ( ) .( )z
Q P

Pz Qz
zx y

y x
−

−
−

= 0  

 

Η παραπάνω είναι οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης και έχει 

νόηµα όταν η έκφραση
Q P

Pz Qz
x y

y x

−
−

 είναι συνάρτηση µόνο του z. 

 

Σε κάθε περίπτωση για να λυθεί η αρχική διαφορική εξίσωση χρειάζεται να 

βρούµε ένα µόνο οποιοδήποτε πολλαπλασιαστή και στη συνέχεια να λύσουµε την 

νέα διαφορική εξίσωση µ(x,y)P(x,y)dx + µ(x,y)Q(x,y)dy = 0 ως ολικό διαφορικό. Η 

γενική λύση της προηγούµενης, θα είναι και γενική λύση της  αρχικής διαφορικής 

εξίσωσης P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0. 

 

Η εύρεση του πολλαπλασιαστή γίνεται µε επίλυση των διαφορικών εξισώσεων 

που αυτός ικανοποιεί. Για επιπλέον µελέτη ασκήσεις παρατίθενται στο τµήµα των 

ασκήσεων, αργότερα στο κεφάλαιο. 
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6. ∆ιαφορικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξης Υπό Πεπλεγµένη Μορφή 

 

Σ� αυτή την παράγραφο, θα µας απασχολήσουν οι διαφορικές εξισώσεις 

Lagrange και Clairaut. 

 

6.1 ∆ιαφορικές Εξισώσεις Lagrange 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις Lagrange έχουν την µορφή: 

 

y = xf(y�) + g(y�)       (1) 

 

Οι διαφορικές αυτές εξισώσεις λύνονται ως εξής: 

o θέτουµε y�(x) = p(x) οπότε y��(x) = p�(x). 

o παραγωγίζουµε την (1): y� = f(y�) + xf�(y�)y�� + g�(y�)y�� 

 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε: 

( ( )) ' ( ) ' ( )p f p
dx
dp

xf p g p− − =  

 

η οποία είναι γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, ως προς x(p), δηλαδή 

x είναι η άγνωστη συνάρτηση και p η µεταβλητή. 

 

Αφού βρούµε την γενική λύση της x(p) = Q(c,p) και επειδή p=y� έχουµε: 

x(p) = Q(c,p) 

y(p) = xf(p) + g(p) 

 

Από τις παραπάνω σχέσεις απαλείφουµε το p και έχουµε την γενική λύση της 

(1).Αν η απαλοιφή δεν είναι εφικτή, τότε έχουµε την λύση σε πεπλεγµένη µορφή, µε το 

p παράµετρο. 
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6.2 ∆ιαφορικές Εξισώσεις Clairaut 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις Clairaut έχουν την µορφή: 

 

y = xy� + f(y�)       (1) 

 

Οι διαφορικές αυτές εξισώσεις λύνονται ως εξής: 

 

o θέτουµε y�(x) = p(x) οπότε y��(x) = p�(x). 

o παραγωγίζουµε την (1) ως προς x: y� = y� +xy�� +f(y�)y��             

 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε: 

( ' ( ))x f p
dx
dp

+ = 0  

Από την οποία παίρνουµε: 

0=
dx
dp

     ή     x + f�(p) = 0 

 

Από την πρώτη σχέση παίρνουµε την γενική λύση, η οποία είναι: 

y = xc + f(c) 

 

δηλαδή µια µονοπαραµετρική οικογένεια ευθειών. 

 

Από την δεύτερη σχέση προκύπτει σε κανονική ή σε πεπλεγµένη µορφή µια 

ιδιάζουσα λύση: 

 

x = -f�(p) 

y = xp +f(p) 
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6.2.1 Ισογώνιες Τροχιές 

 

Θεωρούµε την γενική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης: 

 

f (x,y,c) = 0      (1) 

 

Είναι γνωστό πως η (1) αποτελεί µια µονοπαραµετρική οικογένεια 

καµπύλων και για κάθε τιµή της σταθεράς c προκύπτει µια καµπύλη στο επίπεδο. 

Τίθεται το ερώτηµα: Υπάρχει µια άλλη οικογένεια καµπύλων g (x,y,c) = 0 (2) 

έτσι ώστε κάθε καµπύλη της (2) να τέµνει υπό κάποια συγκεκριµένη σταθερή 

γωνία οποιαδήποτε καµπύλη της (1); 

 

 

 

     y          y1�(f(x,y,c)=0) 

     y2�(g(x,y,c)=0) 

      

 

 

 

 

 

    O                        x 

 

Θεωρώντας ένα τυχαίο σηµείο τοµής των δύο οικογενειών και θέτοντας τις 

εφαπτόµενες των καµπύλων στο σηµείο τοµής να σχηµατίζουν συγκεκριµένη σταθερή 

γωνία  µεταξύ τους, παίρνουµε (µε y1 τη κλίση της (1) δηλαδή της δοθείσας οικογένειας 

καµπύλων και y2 την κλίση της (2) δηλαδή την κλίση της ζητούµενης οικογένειας 

καµπύλων) ότι οι κλίσεις των καµπύλων ακολουθούν τη παρακάτω σχέση:    

2

2
1 '.tan1

tan'
'

y
y

y
φ

φ
+

−
=    (3) 
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Για την λύση λοιπόν του προβλήµατος που τέθηκε παραπάνω ακολουθούµε τα 

εξής βήµατα: 

 

 

Από την (1) µε παραγώγιση προκύπτει η διαφορική εξίσωση F(x,y,y�) = 0,η οποία 

έχει ως γενική λύση την (1). 

 

Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση F x y
y

y
G x y y( , ,

' tan
tan . '

) ( , , ' )
−

+
= =

φ
φ1

0  .Η λύση 

της G(x,y,y�) = 0 δεν είναι παρά η ζητούµενη µονοπαραµετρική οικογένεια καµπύλων 

g(x,y,c) = 0 . 

 

Τέλος πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην περίπτωση που φ= π / 2 οι καµπύλες 

ονοµάζονται ορθογώνιες ενώ η (3) γίνεται : 

y
y

'
'1
2

1
= −  

και προφανώς η νέα διαφορική εξίσωση έχει την µορφή: 

F x y
y

G x y y( , ,
'
) ( , , ' )− = =

1
0  
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Άσκηση 2.1 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση:  

 ( ) ( ) , .y d x x y x
x

y
d y y− + − +

−
= ≠1 2

1
0 02  

 

 Λύση: 

 

( )

( )

1 1

1 2
1 1

1

1

1 1
2

1

1
2

2
1

0

P

d P

d y y y
y

y

y y

y
y

y y
d y

y

y
y

yd x
y

y
xy x

x

y
d y

d Q

d x
−







 =

−
−







 =

+
−

→ =
+

−
=

−
≠

+
−

− +
−

=

∫
( ) ( )

( ) ex p (
( )

) ,

( )

ì

 

Eποµένως έχουµε ολικό διαφορικό που έχει ως γενικό ολοκλήρωµα τη σχέση: 

 

xy
y

y
c+

−
=

1
1  ( )  

  

To y = 0 είναι λύση της (1) άρα έχει προστεθεί µια λύση που όµως λόγω των 

αρχικών συνθηκών αποκλείεται. Η y = 1 αποκλείεται λόγω της (1) είναι όµως λύση της 

∆Ε. Βλέπουµε επίσης ότι πήραµε το µ(y) µετά από δοκιµές και όχι κατόπιν κάποιας 

συγκεκριµένης µεθοδολογίας. ∆ηλαδή για να λύσουµε µια ∆Ε κατά Euler δοκιµάζουµε τα 

µ(x),µ(y),µ(xy), κλπ. έως ότου να πληρωθεί η συνθήκη µ(u)=f(u). 
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Άσκηση 2.2 

Να λυθεί η ∆Ε: 

xy x y y′ = − +2 2
 

 

Λύση: 

 

Γενικά όταν έχουµε ρίζες, σκεφτόµαστε καταρχήν το ενδεχόµενο να είναι η ∆Ε 

οµογενής. 

 

Πράγµατι η ∆Ε είναι οµογενής και εκτελούµε έτσι το µετασχηµατισµό y = ux 

οπότε: 

′ = + ′y u u x  

 

και εποµένως µε την αντικατάσταση αυτή παίρνουµε: 

 

′ = −u
x

u
1

1 2     (1)  

 

παρατηρούµε δε ότι η έκφραση (1) είναι µια ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών γιατί 

όπως ξέρουµε u�=du/dx ή u�=du/dy ανάλογα µε το ποια είναι η δεύτερη µεταβλητή. Εδώ 

η δεύτερη µεταβλητή είναι η x και άρα u�=du/dx οπότε τελικά λαµβάνουµε: 

 

du

u

dx

x
1 2−

=      (2)
 

  

Η δεύτερη δυσκολία της άσκησης είναι η επίλυση αυτού του ολοκληρώµατος. 

Παρατηρούµε ότι το u πρέπει να ανήκει υποχρεωτικά στο (-1,1) καθότι η υπόρριζη 

ποσότητα τότε µόνο είναι θετική. Το δε x, δύναται να ανήκει στο x>0 ή στο x<0 καθώς 

βρίσκεται εντός απολύτου και έτσι δε µας ενδιαφέρει. Επιλύουµε το ολοκλήρωµα: 
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Arc u x C Arc u Cx u Cx y x Cx C

Arc u x C Arc u x C Arc u
C

x
y x

C

x
C

sin ln ln sin ln sin(ln ) sin(ln ), .

sin ln ln sin ln( ) ln sin ln( ) sin(ln ), .

= + ⇒ = ⇒ = ⇒ = >

= − + ⇒ = − − + ⇒ =
−

⇒ =
−

>

  

    

0

0

 

Στην πρώτη περίπτωση είχαµε x>0 ενώ στη δεύτερη x<0. Άρα έπρεπε να 

διαχωρίσουµε τις λύσεις τις ∆Ε. Κάτι τέτοιο πρέπει πάντοτε να γίνεται όταν 

έχουµε ρίζες ή / και απόλυτα στα ολοκληρώµατα καθώς η ποσότητα εντός του 

ln πρέπει να είναι θετική. Μια άλλη παρατήρηση που πρέπει οπωσδήποτε να κάνουµε 

είναι οι λύσεις y = x και y = -x που είναι οι ιδιάζουσες αφού το u γίνεται +1,-1 και άρα 

µηδενίζεται η υπόρριζη ποσότητα. 

 

Συµπέρασµα: Όταν σε µια ∆Ε διαιρούµε µε κάποιον παράγοντα (εδώ µε 

την ρίζα) υποθέτουµε αυτόµατα ότι ο παράγοντας είναι διάφορος του µηδενός 

για να έχει νόηµα η διαίρεση. Έτσι όµως χάνουµε (πολλές φορές) λύσεις. Οι 

ιδιάζουσες λύσεις ανήκουν συνήθως σ� αυτή την κατηγορία. Στο τέλος της επιλύσεως 

πρέπει πάντοτε να ελέγχουµε αν έχουµε και άλλες λύσεις της ∆Ε που δεν περιγράφονται 

από τη γενική της λύση. 

 

Άσκηση 2.3 

Να επιλυθεί η παρακάτω ∆Ε: 

′ =
+ −

− + −
y

x y

x y

2

4  

 

Λύση: 

Η δοσµένη ∆Ε είναι γνωστής µορφής και η διαδικασία επίλυσής της περιγράφεται 

αναλυτικά στη θεωρία. Έτσι έχουµε να λύσουµε το σύστηµα αριθµητή - παρονοµαστή 

και να κάνουµε τον αντίστοιχο για κάθε περίπτωση µετασχηµατισµό. 

 

x y

x y
x y

+ − =
− + − =





⇒ = − ⇒
2 0

4 0
13( , ) ( , )

u x v y

x u y v

= + = −
= − = +

1 3

1 3

,

,
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οπότε µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

 

dv

du

u v

u v
= +

− +  

 

που θέτουµε v = zu για να οδηγηθούµε στην ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών 

 

dz

du u

z z

z

z

z z
dz

du

u
C C R

C u C z z u C C

u
C

z z
u z z C C

=
− + +

−













⇒
−

− + +
= + ∈

⇒ − = + ⇒ − + − = − >

⇒ =
+ −

⇒ + −



 = >

∫∫1 2 2 1

1

1
2 2 1

1 1

1

2 1 1 2 2 2 0

2

1 2 2
2 1 2 2 0

,

ln ln ln ln ln ,

ln
,

   

  

  
 

 

Αν τώρα θέσουµε z = u / v, u = x+1 και v = y-3 τότε το γενικό ολοκλήρωµα της 

δοσµένης ∆Ε παίρνει την παρακάτω µορφή: 

 

( )x y x y C C+ + − + − − = >1 2 2 3 1 3 2 0( )( ) ( ) ,     

 

∆εν ξεχνάµε δηλαδή να µετατρέψουµε τη Γενική Λύση της ∆Ε ως προς x,y.Οι 

ιδιάζουσες λύσεις της ∆Ε προκύπτουν από την παρακάτω ισότητα: 

 

1 2 2 0 1 2 1 2+ + = ⇒ = + = −z z z z  &    

 

 και εποµένως οι ιδιάζουσες λύσεις της αρχικής εξισώσεως είναι οι ευθείες: 

 

y

x

y

x

−
+

= +
−
+

= −
3

1
1 2

3

1
1 2   &      

 

Αυτό ήταν ένα άλλο παράδειγµα στο οποίο έπρεπε να διακρίνουµε και να 

µελετήσουµε χωριστές περιπτώσεις για τις τιµές που µηδενίζουν τον παράγοντα µε τον 

οποίο διαιρέσαµε. Έχουµε πει πως µε τον τρόπο αυτό χάνονται λύσεις. Αν βρούµε τις 
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ρίζες του παράγοντα αυτού και τις θέσουµε στην αρχική εξίσωση (όπως κάναµε 

παραπάνω) τότε παίρνουµε και τις λύσεις που αρχικά χάνονται και έτσι δεν υπάρχει 

βλάβη στη γενικότητα της λύσης. Εξάλλου αυτή είναι και η µόνη �δυσκολία� των 

διαφορικών εξισώσεων. 

 

 

Άσκηση 2.4 

Να λυθεί η παρακάτω ∆Ε (ονοµάζεται διαφορική εξίσωση Bernoulli). 

                                             

′ +
+

+ + =y
y

x
x y

2
2 4 0( )  

 Λύση: 

 

Σύµφωνα και µε αυτά που έχουµε πει στη θεωρία εκτελούµε το µετασχηµατισµό: 

 

u y y
y

= − = − =1 4 3 1
3  

 

o οποίος οδηγεί στην εξής µετατροπή: 

 

′ −
+

− + =u
x
u x

3

2
3 2 0( )  

 

που είναι προφανώς µια γραµµική ∆Ε η γενική λύση της οποίας κατά τα γνωστά είναι  

 

[ ]u x C x x( ) ( ) ( )= + − +2 3 2 2
 

 

οπότε και η γενική λύση της δοσµένης εξίσωσης είναι: 

 

[ ] [ ]y x u x C x x( ) ( ) / ( ) ( )
/

= − = + − +




−1 3 2 3 2 2 1 3
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H λύση που ικανοποιεί την αρχική τιµή y(0) = -1 αντιστοιχεί στη σταθερά 

C=11/8. Εποµένως η ζητούµενη µερική λύση είναι η : 

  

y x

x x

x( )

( ) ( )

, .=
+ −

− < <
2

2 2 11 23
2

2

11
      

 

 

Άσκηση 2.5 

Να λυθεί η παρακάτω ∆Ε (διαφορική εξίσωση Riccati) που έχει τη µερική λύση y ex1 =  

    ′ − − + − =y e xy y ex2 3 3 0  

 

 Λύση: 

 

Προφανώς έχουµε διαφορική εξίσωση Riccati αφού µας δίδεται µια µερική λύση 

της διαφορικής. Εξάλλου και µε έναν έλεγχο της µορφής της ∆Ε προκύπτει ότι αυτή 

είναι όµοια µε τη γενική µορφή της ∆Ε Riccati. Έτσι σύµφωνα µε τη θεωρία αρκεί να 

κάνουµε την αντικατάσταση:  

 

y y
u x

ex
u x

= + = +1
1 1

( ) ( )  

 

οπότε εκτελώντας τις πράξεις η δοσµένη εξίσωση ανάγεται εύκολα σε γραµµική 

διαφορική εξίσωση ′ − + − =u u e x 0 η οποία έχει γ.λ.: 

 

u x C ex e x y x ex

C ex e x
ex

e x

C e x
( ) ( )= + − ⇒ = +

+ − = +
−

+ −
1

2

2

2

2

2 2  

 

που προφανώς ισχύει για κάθε διάστηµα 2 2 0C e x+ − ≠ .. 

 

Η µερική λύση που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(0) = -1 είναι εκείνη για την 

οποία C = -1, δηλ. η: 
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y x ex
e x

e x
( )= +

−

− + −
2

2 2  

 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η λύση y ex= είναι ιδιάζουσα. Γενικά για να 

λύσουµε µια ∆Ε Bernoulli ή Riccati αρκεί να εκτελέσουµε την κατάλληλη αντικατάσταση, 

οπότε παίρνουµε γραµµικές διαφορικές εξισώσεις των οποίων η λύση είναι εύκολο να 

βρεθεί. 

 

 

Άσκηση 2.6 

Να λυθεί η παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

 

( )xy xy xy dx x xydysin cos sin− + =2 0  

 

Λύση: 

 

Γενικά όταν έχουµε παραστάσεις τριγωνοµετρικές που προφανώς δεν επιλύονται 

εύκολα (αλλά και σε άλλες περιπτώσεις) κοιτάζουµε µήπως η εξίσωση αυτή είναι άµεσα 

ολοκληρώσιµη αν µε άλλα λόγια είναι ολικό διαφορικό. Ονοµάζουµε P τον συντελεστή 

του dx και Q το συντελεστή του dy. Παραγωγίζουµε τα P,Q ως προς y,x αντίστοιχα: 

 

P x y xy xy xy
dP

dy
x xy xyx xy x xy

Q x y x xy
dQ

dx
x xy x y xy

( , ) sin cos sin cos sin

( , ) sin sin cos

= − ⇒ = + +

= ⇒ = +2 2 2  

 

Προφανώς έχοµε ισότητα των µερικών παραγώγων και άρα λέµε ότι η ∆Ε είναι 

άµεσα ολοκληρώσιµη ή ότι έχουµε ολικό διαφορικό. Η διαδικασία επίλυσης είναι απλή 

και περιγράφεται στη θεωρία. Αρχίζουµε είτε από το P είτε από το Q (ας πούµε από το 

Q). Αν ονοµάσουµε f(x,y) τη γενική µορφή της ∆Ε δηλαδή f(x,y)=c, τότε έχουµε: 
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f x y Q dy c x f x y x xydx c x( , ) ( ) ( , ) sin ( )= + ⇒ = + ⇒∫ ∫1 1
2        

f x y x xy d xy c x f x y x xy c( , ) sin( ) ( ) ( ) ( , ) cos( ) ( )= + ⇒ = − +∫ 1 1 1    (x)     

  

Παραγωγίζοντας ως προς x τη σχέση (1)  παίρνουµε: 

 

fx P xy xy xy c x xy xy xy= = − + + ′′ = −cos( ) sin( ) ( ) sin( ) cos( )1  

 

Κάνοντας τις αναγωγές έχουµε: 

c x c x c1 1 10′ = ⇒ =( ) ( )  

 

συνεπώς 

f x y x xy c( , ) cos( )= − + 1  

 

Τότε όµως f(x,y) = c = -xcos(xy)+c1 ⇒    xcos(xy)=c� που είναι και η γενική λύση 

της εξίσωσης σε πεπλεγµένη µορφή. 

 

 

Άσκηση 2.7 

Να επιλυθεί η ∆Ε της µορφής: 

                    

( )y dx xy x
x

y
dy x y R y− + − +

−
= ∈ ≠1

2
2

1
0 2 0( ) , ( , )         &     

 

Λύση: 

 

Προφανώς αν εκτελέσουµε τις πράξεις, η ∆Ε δεν είναι ολικού διαφορικού. Επίσης 

δεν ανήκει σε καµιά από τις γνωστές µορφές που έχοµε µελετήσει (Bernulli,Riccati, 
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γραµµική, οµογενής, κλπ.). H τελευταία µας ελπίδα είναι να βρεθεί κάποιος παράγοντας 

(ολοκληρώνων όπως ονοµάζεται) ώστε η ∆Ε να γίνει εξίσωση ολικού διαφορικού. 

 

Επειδή δεν γνωρίζουµε αν ο παράγοντας αυτός θα είναι ως προς x, y ή ως προς 

και τα δυο, κάνουµε δοκιµές. Αν σε κάποια δοκιµή πάρουµε ότι ο ολοκληρώνων 

παράγοντας είναι συνάρτηση µόνο αυτού που αρχικά θέσαµε, τότε θα είναι µοναδικός 

και κατάλληλος. Έτσι έχουµε εδώ ότι : 

 

( )
1 1

1
1

2P
Q
x

P
y y y

y(
.
.

.
.

)
∂
∂

∂
∂

− =
−

−






  

 

που είναι προφανώς συνάρτηση µόνο αυτού που υποθέσαµε (δηλαδή του y) άρα 

είναι µοναδικός και κατάλληλος και ισούται µε : 

 

( )
ì(y) =  

y

y
y

−
≠

1 2
1,  

 

Αν πολλαπλασιάσουµε και τα δυο µέλη της δοσµένης ∆Ε µε το µ(y) τότε 

παίρνουµε την εξής ∆Ε ολικού διαφορικού που είναι άµεσα ολοκληρώσιµη όπως έχουµε 

δει: 

 

ydx xy x
x

y

y

y
dy y+ − +

−

−
= ≠( )

( )
, ,.2

1

12
0 01   

 

 

της οποίας το γενικό ολοκλήρωµα είναι: 

 

xy
y

y
C y+

−
= >

1
1,      ç   y<1. 

  

Παρατηρούµε ότι ο πολλαπλασιαστής µηδενίζεται για y = 1. Πρέπει να ελέγξουµε 

κατά πόσο οι συναρτήσεις αυτές είναι λύσεις της δοσµένης ∆Ε. Η y = 0 περιέχεται στο 

γενικό ολοκλήρωµα που βρήκαµε ενώ δεν ορίζεται στην δοσµένη εξίσωση. Η y = 1 είναι 
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λύση της αρχικής αλλά δεν περιέχεται στη γενική εξίσωση που βρήκαµε και που 

περιγράφει τις λύσεις της ∆Ε. Άρα µε τη µέθοδο του ολοκληρώνοντα παράγοντα 

είναι δυνατόν να χαθούν λύσεις. Αυτό όπως είδαµε συµβαίνει επειδή ο 

ολοκληρώνων παράγοντας δεν ορίζεται στο πεδίο ορισµού της ∆Ε. 

 

 

Άσκηση 2.8 

Να λυθεί η ∆Ε µε εξίσωση ( ) ( )′ − − =y x ey3 1 0 . 

 

Λύση: 

 

Έχουµε µια ∆Ε πεπλεγµένης µορφής και άρα θέτουµε y�=p οπότε παίρνουµε στη 

συνέχεια  µια ∆Ε Bernoulli την οποία και λύνουµε. 

 

y
y

x

p

x
=

′
−

=
−

ln
( )

ln .
3

1

3

1  

 

Στην συνέχεια παραγωγίζουµε ως προς x, γνωρίζοντας ότι y�=p. Έτσι: 

 

p
p x p

p x
p

x
p p p x C x

x
=

′ − −
−

⇒ ′ =
−

+ ⇒ = − −
−








−
3 1

1

1

3 1

1

3
2 1 1 3 1

4

1( )

( ) ( )
( ) ( ) /

 

 

Αφού λύσαµε τη ∆Ε Bernoulli που εµφανίστηκε  θέτουµε p(x) = y� και 

ολοκληρώνουµε για να βρούµε τη λύση της δοσµένης ∆Ε ως προς y. Τελικά παίρνουµε: 

 

                                                   
y C

x
= − −

−











ln
( ) /1 4 3

4  
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Άσκηση 2.9 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση ( ) ( )′ − − =y x ey3 1 0 . 

 

Λύση: 

 

Θα λύσουµε την εξίσωση ως προς x και έπειτα θα την παραγωγίσουµε ως προς y 

αφού πρώτα θέσουµε y�=p. Με σχέσεις αυτά που σκεφτήκαµε γράφονται: 

 

( ) ( )′ − − = ⇒ = ′ − + ⇒ = − + ⇒ = − +y x ey x y e y x p e y x p e y3
1 0

3
1 3 1 3 1( )   (1) 

 

Παραγωγίζουµε τώρα ως προς y. Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή καθώς τα x,p και 

το y είναι εξαρτηµένα µεταξύ τους. Έτσι θα πάρουµε: 

 

1
3 2 3 1

3 3
3 0 4 4 3 4

p
p e y dp

dy
p e y dp

dy
p

e y
p p C e y e y= − − − ⇒ − − − = ⇒ = −( / )

 

Τέλος πρέπει να απαλείψουµε το p µεταξύ των σχέσεων (1) και της τελευταίας. Έτσι θα 

πάρουµε: 

y C
x

= − −
−











ln
( ) /1 4 3

4  

 

 που είναι και η γενική λύση της ∆Ε. 

 

 

Άσκηση 2.10 

Να βρεθεί η ∆Ε Clairaut που έχει ιδιάζουσα λύση y = lnx.Στην συνέχεια να 

επιλυθεί η εξίσωση που βρέθηκε. 

 

Λύση: 

 



 46 

Ως γνωστόν η ∆Ε Clairaut έχει τη µορφή y=xy�+f(y�) και η ιδιάζουσα λύση της 

την επαληθεύει άρα:  

 

ln ( ) ln ( ) ln ( ) ( ) lnx x
x

f
x

x f
x x

f
x

f y y= + ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ ′ = − ′ −
1 1

1
1 1

1
1

1 

 

όπου θέσαµε 1/x=y�. Αντικαθιστώ το f(y�) στη γενική έκφραση της ∆Ε Clairaut 

οπότε: 

 

y xy y= ′ − ′ −ln 1  

 

που είναι η ζητούµενη ∆Ε. 

 

Τώρα θα περάσουµε στο δεύτερο µέρος της εκφώνησης. Θα την επιλύσουµε 

θέτοντας y�=p Έχουµε y=xp-lnp-1 την οποία και παραγωγίζουµε ως προς x προσέχοντας 

ότι τα x,p,y είναι εξαρτηµένα. 

 

′ = + − ⇒ = + − ⇒ − =y p x
dp

dx p

dp

dx
p p x

dp

dx p

dp

dx

dp

dx
x

p
1

1 1 1
0( ) (1) 

 

Από τη σχέση (1) έχουµε ότι x=1/p ή ότι dp/dx=0⇒ p�=0⇒ p=c άρα η γενική ∆Ε 

είναι 

y=xc-lnc-1 (x=1/p, y=-lnp) και απαλείφοντας το p προκύπτει η ιδιάζουσα λύση y=lnx. 

 

Παρατήρηση: όταν στη ∆Ε έχουµε τον παράγοντα y� ως φ(y�) συµφέρει να θέτουµε 

y�=p και να επιλύουµε τη ∆Ε ως Clairaut ή Lagrange. 

 

 

Άσκηση 2.11 

Να λυθεί η y y y= ′ + ′2 . 
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Λύση: 

 

Αυτό είναι ένα άλλο παράδειγµα που δίνεται για να τονίσουµε τη σηµασία της 

παραπάνω παρατήρησης. Πράγµατι αν θέσουµε y�=p τότε παίρνουµε (∆Ε Lagrange): 

 

y p p y
dp

dx
p
dp

dx
p p

dp

dx

dx

dp

p

p
= + ⇒ ′ = + ⇒ = + ⇒ =

+2 2 1 2
1 2

( )  

 

την οποία ολοκληρώνουµε: 

 

x p
p

p
dp C x p

dp

p
dp C x p p p C( )

( )
( ) ( ) ln=

+
+ ⇒ = + + ⇒ = + +∫ ∫ ∫1 2

2 2  

 

που είναι η ζητούµενη εξίσωση. 

 

 

Άσκηση 2.12 

Βρείτε τις ισογώνιες τροχιές των καµπύλων x c y x2 2 3= −( ), όταν η γωνία των 

καµπύλων και των τροχιών είναι φ=60ο. 

 

Λύση: 

 

Θα παραγωγίσουµε τη δοσµένη εξίσωση για να απαλείψουµε το c: 

 

2 2 3 3 2 3 2 3x c y x y y x xy y x= ′ − ⇒ ′ − = − ⇒ ′ − = −( ) ( ) ( )  

 

Στη συνέχεια θέτουµε όπου ′ →
′ −

+ ′
=

′ −

+ ′
= °y

y y

y

tan

tan
, tan

ö

öy
    ö

1

3

1 3
60 και 

παίρνουµε τη ∆Ε των ζητούµενων τροχιών: 
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x
y

y
y x x y y y

′ −

′
− = − ⇒ − ′ =

3

1+ 3
3 32 2( )  

. 

H τελευταία εξίσωση είναι οµογενής ∆Ε οπότε θέτουµε y/x=u(x)⇒ y=ux, y�=u�x+u άρα: 

 

( )( ) ( )
( )

2 3 2 3 3 2 2 3

1 3
x ux u x u ux x u u u u

u

u u
du

dx

x
− ′ + = ⇒ − ′ = − ⇒

−

−
= ⇒

 

⇒ +
−











 = + ⇒ − − = + ⇒

−
=∫ ∫2 3

1 3
1 2 1 3

2

1 3u u
du

dx

x
C u u x c

u

u
xcln ln ln ln

 

και για u=y/x έχουµε τη ζητούµενη οικογένεια τροχιών: 

 

y x c x y2 2 3= −( ) . 

 

Άσκηση 2.13 

Να βρείτε τις ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας των ελλείψεων  

2 2 2 2x y a a R+ = ∈, *      

 

Λύση: 

 

∆ιώχνουµε το α παραγωγίζοντας τη δοσµένη εξίσωση ως προς x (το y εξαρτάται 

από το x). 

 

2x+yy�=0 (1). 

 

Αν στην προηγούµενη θέσουµε όπου y� το -1 / y� (µην ξεχνάµε ότι θέλουµε ορθογώνιες 

τροχιές) παίρνουµε  2x+y(-1/y�)=0 οπότε έχουµε διαδοχικά: 

 

2 0
2

2 2xy y
dy

y

dx

x
y x c y xc′ − = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =ln ln ln . 
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Άρα οι παραβολές ως προς τον άξονα Ox τέµνουν ορθογώνια την οικογένεια των 

ελλείψεων (βλέπε σχήµα δίπλα). 

 

 

Άσκηση 2.14 

Να λυθεί η ∆Ε:    

arcsin ′ = +y x y     (1)  . 

 

 Λύση: 

 

Θα εκµεταλλευτούµε τον ορισµό της arcsinx=y ⇒  x=siny οπότε η δοσµένη 

εξίσωση γράφεται: 

 

′ = +y x ysin( )  

 

και επειδή το x+y εντός του ηµίτονου µας περιορίζει, θα το θέσουµε ίσο µε µια 

βοηθητική συνάρτηση z(x)=x+y άρα παραγωγίζοντας θα πάρουµε: 

 

1 1 1+ ′ = ′ ⇒ ′ − = ′ = ⇒ ′ = +y z x z x y z x z z( ) ( ) sin ( ) sin  

 

δηλαδή ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών, την οποία ολοκληρώνουµε άµεσα: 
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( )
dz

z
dx

dz

z
dx C

dz

z

dt

t
t

t

dt

t t1 1 1

2

1 2

1
2

1 2

2

1
2

2

1+
= ⇒

+
= + ⇒

+
= +

+
+

=
+

= −
+∫ ∫ ∫ ∫ ∫sin sin sin

 

αφού θέσαµε : 

tan sin
z

t z
t

t
dz

dt

t2

2

1 2
2

1 2






= ⇒ =
+

⇒ =
+  

 

και εποµένως παίρνουµε: 

−
+

= + ⇒ + +
+

+ =
2

1 2
1

2
2 0

tan( / )
( )( tan )

z
x C x c

x y
 

 

που είναι η ζητούµενη λύση. 

 

 

Άσκηση 2.15 

Να βρεθεί το µ έτσι ώστε η διαφορική εξίσωση που έχει µορφή: 

 

′ − − − − =y exy y e x2 3 3 0  

 

να έχει µια λύση της µορφής    y e x= −ì και στη συνέχεια να λυθεί η ∆Ε για µια τιµή του 

µ. 

 

Λύση: 

 

Θέτουµε την µερική λύση της ∆Ε στη δοσµένη εξίσωση και υπολογίζουµε το µ. 

Σηµειώνεται ότι το µ είναι πραγµατικός αριθµός. 

y e x y e x e x exe x e x e x e x= − ⇒ ′ = − − ⇒− − − − − − − − = ⇒ − ⇒ì ì ì ì ì 2+4ì+3)=0 ì=(-1,-3)2 2 3 3 0 (ì
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Η ∆Ε που είναι τύπου Ricatti θα έχει λύσεις τις y1= -e-x  και y2= -3e-x. Θα 

λύσουµε τη ∆Ε αυτή µε τη µερική λύση y1 σύµφωνα µε τον τρόπο λύσης που ήδη 

έχουµε γνωρίσει. 

 

Έχουµε: 

y x e x
z x

y x e x

z
z x( )

( )
( ) ( )= − − + ⇒ ′ = − − ′

1 1
2  , 

 

 αντικαθιστούµε στη ∆Ε, άρα: 

 

e x z

z
ex e x

z

e x

z
e x

z
e x z z ex− −

′
− − + −

−









 − − − +





− − = ⇒ ′ + = −
2

2 1
2

2 3
1

3 0
 

 

που όµως είναι γραµµική ∆Ε ως προς z(x) που λύνεται ως εξής: 

 

zx e dx C ex e dxdx e x C e xdx Ce x ex
y x e x ex

C e x
( ) ( ) ( ) ( )= −∫ + − ∫







 = − − = − − ⇒ = − − +

−∫ ∫ 2
2

2

2 2  

 

που είναι και η ζητούµενη λύση της ∆Ε. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ∆.Ε. ΑΝΩΤΕΡΑΣ ΤΑΞΕΩΣ 
 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

1. Γενικά Για Τις ∆ιαφορικές Εξισώσεις Ανωτέρας Τάξεως 

 

Η γενική µορφή µιας διαφορικής εξισώσεως n - τάξεως είναι η: 

 

F (x,y,y�,y��,�,y(n)) = 0 

 

ενώ η κανονική της µορφή είναι η: 

 

y(n) = f (x,y,y�,y��,�,y(n-1)) 

 

Όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, η γενική λύση µιας διαφορικής 

εξίσωσης περιέχει µια αυθαίρετη σταθερά. Όµοια, µια διαφορική εξίσωση n - τάξεως θα 

έχει γενική λύση µε n αυθαίρετες σταθερές. Επίσης, ενώ στα προβλήµατα αρχικών τιµών 

διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης χρειαζόµασταν µία αρχική συνθήκη, εδώ 

χρειαζόµαστε n αρχικές συνθήκες. ∆ιαφορικές εξισώσεις ανωτέρας τάξης, ιδιαίτερα 

δεύτερης τάξης απαντώνται ευρύτατα σε εφαρµογές π.χ. της Φυσικής. 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιοριστούµε στην µελέτη γραµµικών διαφορικών 

εξισώσεων ανώτερης τάξης. 

 

2. Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις Ανώτερης Τάξης 

 

Οι γραµµικές διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης έχουν την µορφή: 
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αn(x) y(n) + αn-1(x) y(n-1) + � + α0(x) y = g(x)       (1) 

 

 

Οι συναρτήσεις  αi(x) ονοµάζονται συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης ,ενώ 

η συνάρτηση g(x) ονοµάζεται όρος εξαναγκασµού. Για g(x) = 0 παίρνουµε την 

αντίστοιχη οµογενή διαφορική εξίσωση: 

 

αn(x) y(n) + αn-1(x) y(n-1) + � + α0(x) y = 0       (2) 

 

Τέλος, όταν οι συντελεστές αi είναι σταθεροί αριθµοί,(δηλαδή όταν οι 

συναρτήσεις αi(x) είναι σταθερές) τότε έχουµε γραµµική διαφορική εξίσωση µε 

σταθερούς συντελεστές.(η οποίες θα εξεταστούν στο επόµενο κεφάλαιο).Ειδικότερα 

έχουµε: 

 

 

2.1 Οµογενείς Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις 

 

Έστω η διαφορική εξίσωση: 

 

y(n) + p(x)y(n-1) + � + q(x)y = 0         (1) 

 

Αυτή αποτελεί όπως είδαµε οµογενή γραµµική διαφορική εξίσωση.(Προκύπτει 

εύκολα από την (2) της προηγούµενης παραγράφου). 

 

Η γενική λύση της (1) αποδεικνύεται ότι είναι η: 

 

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + � + cnyn(x)      (2) 

 

όπου c1,c2, � ,cn είναι οι n το πλήθος αυθαίρετοι συντελεστές, και  y1,y2, 

� ,yn είναι n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (1). Αυτό είναι εύλογο, διότι ο 

χώρος των λύσεων της (1) είναι n διαστάσεως, και οι y1,y2, � ,yn ως n το πλήθος 

γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις αποτελούν µια βάση του χώρου των λύσεων της 
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(1).Κάθε λύση της (1) θα δίνεται ως γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων της βάσης 

του χώρου των λύσεων της (1),δηλαδή η (2) είναι η γενική λύση της (1).Κάθε τέτοιο 

σύνολο λύσεων y1,y2, � ,yn θα ονοµάζεται θεµελιώδες σύνολο λύσεων της 

διαφορικής εξίσωσης. 

 

Η εύρεση της γενικής λύσης της οµογενούς  (1) είναι ,όπως θα δούµε στην 

επόµενη παράγραφο, απολύτως απαραίτητη για την εύρεση της γενικής λύσης της 

κανονικής διαφορικής εξίσωσης: 

 

y(n) + p(x)y(n-1) + � + q(x)y = g(x)         (3) 

 

Συνεπώς για την εύρεση της γενικής λύσης της οµογενούς (1),αντιµετωπίζουµε 

δύο προβλήµατα: 

 

• Την εύρεση n το πλήθος µερικών λύσεων της οµογενούς και 

• Τον έλεγχο αν είναι αυτές γραµµικώς ανεξάρτητες ή όχι. 

 

Το (a) θα µας απασχολήσει µόνο για τις γραµµικές διαφορικές εξισώσεις δεύτερης 

τάξης και αναλύεται ως ειδική µεθοδολογία στο επόµενο κεφάλαιο. 

 

Το (b) µπορεί εύκολα όµως να απαντηθεί γενικά, µε χρήση της ορίζουσας του 

Wronski. Έστω ότι έχουµε n το πλήθος συναρτήσεις y1,y2, � ,yn ∈ Cn(I) ,(Αυτό σηµαίνει 

ότι πρόκειται για συνεχείς συναρτήσεις και n φορές παραγωγίσιµες στο διάστηµα I ) και 

θέλουµε να ελέγξουµε αν είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Ορίζουµε την ορίζουσα Wronski: 

 

W x

y y
y y

y y

n

n

n
n

n

( )

...
' ... '

... ... ...
...( ) ( )

=

− −

1

1

1
1 1
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Αποδεικνύεται ότι εάν υπάρχει ένα xo∈∈∈∈ I τέτοιο ώστε W(xo)≠≠≠≠0, οι συναρτήσεις y1,y2, 

� ,yn είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Το xo είναι της επιλογής µας, αρκεί βέβαια να ανήκει 

στο Ι.(συνήθως χρησιµοποιούµε το µηδέν). 

 

2.2 Μη Οµογενείς Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις 

 

Όπως είδαµε αυτές έχουν την µορφή: 

 

y(n) + p(x)y(n-1) + � + q(x)y = g(x)         (1) 

 

Αποδεικνύεται ότι το σύνολο των λύσεων της µη οµογενούς διαφορικής 

εξίσωσης (1) είναι η γραµµική πολλαπλότητα: 

yµ + Λ( Ι ) 

 

όπου yµ είναι µια οποιαδήποτε µερική λύση της (1) και Λ( Ι ) είναι ο n-διάστατος 

χώρος των λύσεων της αντίστοιχης οµογενούς: 

 

y(n) + p(x)y(n-1) + � + q(x)y = 0         (2) 

 

Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι αν yΓ(x) είναι η γενική λύση της οµογενούς (2) και 

yµ(x) είναι µια οποιαδήποτε µερική λύση της κανονικής διαφορικής εξίσωσης (1),τότε η 

γενική λύση y(x) της (1) δίνεται από την σχέση: 

 

y(x) = yΓ(x) + yµ(x)          (3) 

 

 

3. Υποβιβασµός Της Τάξης Γραµµικής ∆ιαφορικής Εξίσωσης 

 

Ο υποβιβασµός της τάξης γραµµικής διαφορικής εξίσωσης ή αλλιώς η µέθοδος 

d�Alembert είναι ένα χρήσιµο εργαλείο επίλυσης διαφορικών εξισώσεων. Εφαρµόζεται σε 

οµογενείς γραµµικές διαφορικές εξισώσεις n - τάξεως και τις µετατρέπει σε (n - 1) 
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τάξεως επίσης γραµµικές διαφορικές εξισώσεις, µε απαραίτητη προϋπόθεση να 

γνωρίζουµε µια µερική λύση y1(x) µη µηδενική. 

 

Έστω η n - τάξης γραµµική διαφορική εξίσωση: 

 

y(n) + p(x)y(n-1) + � + q(x)y = 0         (1) 

 

Εκτελούµε το µετασχηµατισµό y(x) = y1(x)u(x) οπότε η (1) γίνεται µετά από 

απλές πράξεις: 

u p x n
y
y

u q x un n( ) ( )( ( )
'

) . . . ( ) '+ + + + =−1

1

1
1 0  

 

Με την αντικατάσταση g�(x) = u(x) προκύπτει µια (n-1) τάξης οµογενής 

διαφορική εξίσωση: 

g p x n
y
y

g q x gn n( ) ( )( ( )
'

) ... ( )− −+ + + + =1 1

1

2
1 0  

 

Η µέθοδος αυτή συνήθως δεν ζητείται στις εξετάσεις. Μπορεί όµως να δοθεί µια 

γραµµική διαφορική εξίσωση π.χ. τρίτης τάξης µε µια δοσµένη µερική λύση, οπότε θα 

πρέπει να κάνουµε υποβιβασµό της σε δεύτερης τάξης και στην συνέχεια να 

προσπαθήσουµε να λύσουµε την δεύτερης τάξης, σύµφωνα µε µεθοδολογία που 

αναπτύσσεται σε επόµενο κεφάλαιο. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

Άσκηση 3.1 

∆υο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις y1(x),y2(x) της ∆Ε:  

′′ + ′ + =y
x
y e x y

2
0  

ικανοποιούν τη σχέση W(1)=2. Zητείται η W(10). 

 

Λύση: 

 

W
y y

y y
y y y y W y y y y=

′ ′
= ′ − ′ ⇒ ′ = ′ ′ − ′ ′1 2

1 2
1 2 2 1 1 2 2 1

      

      
  

(1) 

 

και αν εκµεταλλευτούµε τη δοσµένη εξίσωση θα πάρουµε: 

 

y
x
y e x y

y
x
y e x y

1 1

2 2

2
0

2
0

″ + ′ + =

″ + ′ + =










⇒
 

 

πολλαπλασιάζουµε την πρώτη µε y2  και τη δεύτερη µε y1 και λόγω της σχέσης 

(1) θα πάρουµε W�+(2/x)W=0 που είναι µια βασική σχέση και ισχύει πάντοτε. Είναι 

επίσης µια ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών την οποία και επιλύουµε στη συνέχεια: 

 

dW

W

dx

x

dW

W

dx

x
W x Wx C Wx C W Cx+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = −∫∫2 0 2 0 2 0 2 2 2ln ln ln ln

 

 

όµως W(1)=2  άρα C=2 και έτσι W(10)=2/100. 
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Άσκηση 3.2 

Με τη βοήθεια της ορίζουσας Wronski να δειχθεί ότι οι y1 = x και y2 = x4 

αποτελούν θεµελιώδες σύστηµα λύσεων της ∆Ε: 

 

x y xy y2 4 4 0′′ − ′ + =  

 

Να δοθεί η γενική της λύση. 

 

Λύση: 

 

Αντικαθιστούµε τις y1,y2 στη ∆Ε και βλέπουµε ότι την ικανοποιούν άρα καταρχήν 

είναι λύσεις της. Θεωρούµε την ορίζουσα του Wronski 

 

x x

x
x x x

        

        

4

1 4 3
4 4 4 3 4 0= − = ≠  

 

Η ορίζουσα είναι διάφορη του 0 άρα οι y1,y2 είναι γραµµικά ανεξάρτητες και 

αποτελούν ως εκ τούτου θεµελιώδες σύστηµα λύσεων. 

 

Εξάλλου η γενική λύση της ∆Ε θα έχει τη µορφή: 

 

y x C y x C y x y x C x C x( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = +1 2 1 2
4

1 2  µε C1,C2 σταθερές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ∆.Ε. ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ 
 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

 

1. Η Γραµµική ∆.Ε. ∆ευτέρας Τάξεως Με Σταθερούς Συντελεστές 

 

Η γραµµική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως µε σταθερούς συντελεστές έχει 

κατά τα γνωστά την µορφή: 

 

y x ay x by x g x' ' ( ) ' ( ) ( ) ( )+ + =     (1) 

 

ενώ η αντίστοιχη οµογενής: 

 

y x ay x by x' ' ( ) ' ( ) ( )+ + = 0     (2) 

 

 

Η επίλυση της (1) συνίσταται όπως ήδη έχουµε πει στην εύρεση της γενικής 

λύσης της οµογενούς (2) και στην εύρεση µιας οποιασδήποτε µερικής λύσης της 

(1).Τότε η γενική λύση της (1) δεν είναι παρά το άθροισµα της γενικής λύσης 

της οµογενούς και της µερικής λύσης της µη οµογενούς διαφορικής εξίσωσης. 

 

1.1 Εύρεση Γενικής Λύσης Οµογενούς 

 

Θεωρούµε την οµογενή διαφορική εξίσωση: 

 

y x ay x by x' ' ( ) ' ( ) ( )+ + = 0     (1) 
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Υποθέτουµε αυθαίρετα ότι η (1) έχει λύσεις της µορφής y(x) = eλx.Αφού 

είναι λύσεις, παραγωγίζουµε κατάλληλα την y(x)και αντικαθιστούµε στην(1): 

 

y x e x' ( ) . .= λ λ   ,  y x e x' ' ( ) . .= λ λ2  

 

οπότε προκύπτει: 

λ λ. .2 0e ae bex x x+ + =  

e a bx ( . . )λ λ2 0+ + =  

 

όµως ex ≠ 0 για κάθε x∈ R. οπότε για την παράµετρο λ παίρνω: 

 

λ2 + λα + λb = 0      (2) 

 

Η (2) ονοµάζεται  χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής 

εξίσωσης. Από το αποτέλεσµα αυτής, δηλαδή από το είδος των ριζών λ1,λ2 αυτής θα 

προκύψει το είδος των συναρτήσεων που θα επιλέξουµε εµείς, ώστε να 

�χτίσουµε� την γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης. 

 

Μην ξεχνάµε ότι πρέπει να επιλέξουµε n το πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητες 

λύσεις της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης. Ο πίνακας που ακολουθεί, δίνει για κάθε 

περίπτωση ριζών της (2) την γενική λύση της οµογενούς. Μπορούµε να τις 

χρησιµοποιούµε απευθείας, χωρίς απόδειξη της γραµµικής ανεξαρτησίας των µερικών 

λύσεων που επιλέγουµε. Έχουµε: 

 

 

Ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης Γενική λύση της οµογενούς 

λ1,λ2∈ R , µε λ1 ≠ λ2 y x c e c ex x
0 1 2

1 2( ) . .= +λ λ  

λ1,λ2∈ R , µε λ1 = λ2 = λ y x c e c xex x
0 1 2( ) . .= +λ λ  

λ1,λ2∈ C , µε λ1,2 = κ ± νi  y x e c vx c vxx
0 1 2( ) ( cos( ) sin( )).= +κ  

 



 61 

 

Πράγµατι: 

 

• Εάν έχω δύο ρίζες λ1,λ2  πραγµατικές και άνισες τότε προφανώς οι 

e ex xλ λ. .,1 2  αποτελούν λύσεις της οµογενούς και µάλιστα γραµµικώς 

ανεξάρτητες, όπως είναι πολύ εύκολο να αποδείξουµε µε την βοήθεια της 

ορίζουσας Wronski. 

• Εάν έχω µια διπλή πραγµατική ρίζα (λ1,λ2∈ R , µε λ1 = λ2 = λ) τότε 

προφανώς έχουµε  µία ρίζα, την  eλx.Η άλλη προκύπτει µε υποβιβασµό 

της τάξης (µέθοδος d�Alembert) και έτσι είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι 

η xeλx αποτελεί λύση της οµογενούς, και µάλιστα πάλι µε την ορίζουσα 

Wronski αποδεικνύουµε ότι οι eλx , xeλx είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και 

συνεπώς το σύνολο λύσεων eλx , xeλx είναι θεµελιώδες για την οµογενή 

διαφορική εξίσωση. 

• Εάν έχω µιγαδικές λύσεις τότε αυτές προφανώς θα είναι συζυγείς. 

Θεωρώντας π.χ. την λ1 = κ + vi και µε την βοήθεια του τύπου του Euler : 

eiθ = cos(θ) + isin(θ) έχω την λύση: 

 

y(x) = eκx(cos(νx) + isin(νx)). 

 

Παρατηρούµε ότι και το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της παραπάνω 

έκφρασης αποτελούν ξεχωριστά λύσεις της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης, και 

µάλιστα είναι και γραµµικώς ανεξάρτητες µεταξύ τους. Τελικά σε κάθε περίπτωση 

έχουµε την γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης. 

 

 

1.2 Εύρεση Μερικής Λύσης Μη Οµογενούς Γραµµικής ∆.Ε. ∆ευτέρας Τάξης 

 

Αυτή γίνεται µε δύο τρόπους: µε την µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων 

του Lagrange και µε την µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. 
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1.2.1 Μέθοδος Της Μεταβολής Των Παραµέτρων Του Lagrange 

 

Η µέθοδος αυτή έχει ήδη αναλυθεί σε προηγούµενο κεφάλαιο, και αφορούσε 

διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης. Στην περίπτωση γραµµικών διαφορικών εξισώσεων 

δευτέρας τάξης κάνουµε τα εξής: 

 

y x ay x by x g x' ' ( ) ' ( ) ( ) ( )+ + =     (1) 

y x ay x by x' ' ( ) ' ( ) ( )+ + = 0     (2) 

 

Θεωρούµε ότι η αντίστοιχη οµογενής διαφορική εξίσωση (2) έχει λυθεί και έστω 

ότι βρέθηκε ότι η γενική της λύση είναι η: 

 

yo(x) = c1y1(x) + c2y2(x) 

 

όπου y1(x),y2(x) είναι θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς. Υποθέτουµε 

ότι η µη οµογενής διαφορική εξίσωση (1) έχει µια µερική λύση της µορφής: 

 

yo(x) = c1(x) y1(x) + c2(x) y2(x)   (3) 

 

και µάλιστα επιλέγουµε τις c1(x),c2(x) αυθαίρετα έτσι ώστε: 

 

c1�(x) y1(x) + c2�(x) y2(x) = 0     (4) 

 

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις που προκύπτουν από το ότι η (3) επαληθεύει την 

(1),την εξίσωση (4) καθώς και το ότι οι y1(x),y2(x) είναι λύσεις της αντίστοιχης 

οµογενούς, προκύπτει: 

 

c1�(x) y1�(x) + c2�(x) y2�(x) = g(x)     (5) 

 

Πρακτικά η µερική λύση θα δίνεται από την σχέση: 
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yo(x) = c1(x) y1(x) + c2(x) y2(x) 

 

ενώ οι συναρτήσεις c1(x),c2(x) θα προκύπτουν από το διαφορικό σύστηµα: 

 

c1�(x) y1�(x) + c2�(x) y2�(x) = g(x) 

c1�(x) y1(x) + c2�(x) y2(x) = 0 

 

 

1.2.2 Μέθοδος Των Προσδιοριστέων Συντελεστών  

 

Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές: 

 

y(n) + αn-1y(n-1) + � + α1y� + α0 = g(x)    (1) 

 

µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο: 

 

p(λ) = λn + αn-1λn-1 + � + α1λ + α0    (2) 

 

Στις µη οµογενείς γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές, 

εάν ο όρος εξαναγκασµού g(x) έχει ειδική µορφή, µπορούµε να �µαντέψουµε� την 

µορφή που θα έχει µια µερική τους λύση. 

 

Θα πρέπει να µάθουµε να χρησιµοποιούµε λοιπόν τον παρακάτω πίνακα πάρα 

πολύ καλά, διότι ουσιαστικά µε αυτόν η εύρεση µιας µερικής λύσης ανάγεται σε λύση 

γραµµικού συστήµατος. 

 

Για τον προσδιορισµό µιας µερικής λύσης, θα βρίσκουµε από το πίνακα την 

κατάλληλη µορφή, και θα την αντικαθιστούµε στην (1).Θα προκύπτει µια εκ ταυτότητας 

ισότητα πολυωνύµων, οπότε οδηγούµαστε σε γραµµικό σύστηµα που, όπως 

αποδεικνύεται ,έχει πάντα λύση. Τα πάντα λοιπόν εξαρτώνται από την επιλογή 

κατάλληλης µορφής µερικής λύσης από το πίνακα: 
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Όρος εξαναγκασµού Προσδιοριστέα µερική λύση 

 

β β β. ... . .k
kx x+ + +1 0  

A x A x Ak
k + + +... 1 0 , µε p(0)≠0   και 

x A x A x Av
k

k( ... )+ + +1 0 όταν το µηδέν είναι ν-

πλή ρίζα του p(λ) 

 

( . ... . . )β β βk
k axx x e+ + +1 0  

( ... )A x A x A ek
k ax+ + +1 0 , µε p(α)≠0   και 

x A x A x A ev
k

k ax( ... )+ + +1 0 όταν το α είναι ν-

πλή ρίζα του p 

 

 

( . ... . . )β β βk
k axx x e+ + +1 0

cos( . )
sin( . )

β
β

x
x





 

[( ... ) cos .A x A x A xk
k + + + +1 0 β  

+ + + +( ... ) sin . ]B x B x B x ek
k ax

1 0 β  

όταν p(α + βi) ≠ 0 

x A x A x A xv
k

k[( ... ) cos .+ + + +1 0 β  

+ + + +( ... ) sin . ]B x B x B x ek
k ax

1 0 β  

όταν (α + βi) ν-πλή ρίζα του p 

 

 

Για την κατανόηση της λειτουργίας του πίνακα, ναλύεται πλήρως µεγάλος 

αριθµός ασκήσεων στο τµήµα Β του κεφαλαίου. 

 

 

2.Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις Τάξης Ανώτερης Του 2. 

 

2.1 Γραµµικές ∆.Ε. Τάξης Ανώτερης Του 2 Με Σταθερούς Συντελεστές. 

 

Η επίλυση αυτού του είδους των διαφορικών εξισώσεων αποτελεί ουσιαστικά 

γενίκευση πραγµάτων που αναφέρθηκαν παραπάνω. Θεωρούµε την εξίσωση: 

 

y a y a y a y g xn
n

n( ) ( ) ... ' ( )+ + + + =−
−

1
1

1 0          (1) 

 

όπου αi πραγµατικοί σταθεροί συντελεστές. Η (1) είναι λοιπόν  γραµµική 

διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές και έχει αντίστοιχη οµογενή: 
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y a y a y a yn
n

n( ) ( ) ... '+ + + + =−
−

1
1

1 0 0          (2) 

 

Για την εύρεση της γενικής λύσης της (1),ακριβώς όµοια µε τα 

προηγούµενα, θα βρίσκουµε την γενική λύση της οµογενούς (2) καθώς και µια 

οποιαδήποτε µερική λύση της (1),και τότε η γενική λύση της (1) θα είναι το 

άθροισµα της γενικής λύσης της οµογενούς και της µερικής λύσης της µη 

οµογενούς. 

 

Η γενική λύση της οµογενούς (2) θα είναι της µορφής: 

 

y x c y x c y x c y xn n0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +      (3) 

 

όπου c1,c2, � ,cn είναι n το πλήθος πραγµατικοί αυθαίρετοι συντελεστές και y1,y2, 

�,yn είναι ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς (2),δηλαδή πρόκειται για n το 

πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητες µερικές λύσεις της οµογενούς (2). 

 

2.1.1 Εύρεση Της Γενικής Λύσης Της Οµογενούς 

 

Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής εξίσωσης: 

 

λn + αn-1λn-1 + � + α1λ + α0 = 0 

 

Είναι προφανές ότι πρόκειται για ένα πολυώνυµο (το χαρακτηριστικό 

πολυώνυµο) µε σταθερούς πραγµατικούς συντελεστές. Οι λύσεις του µπορεί να είναι 

πραγµατικές ( απλές ή διπλές ή κ - πολλαπλότητας ) καθώς και µιγαδικές προφανώς 

συζυγείς. 

 

Σε κάθε ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου θα αντιστοιχούµε µια µερική 

λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης ως εξής: 
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Ρίζες  χαρακτηριστικής εξίσωσης Μερική λύση της οµογενούς 

λ∈ R , πολ/τας ένα y x e x
1 ( ) .= λ  

λ∈ R , πολ/τας κ ≤ n y x e y x xe y x x ex x x
1 2

1( ) , ( ) ,..., ( ). . .= = = −λ λ
κ

κ λ  

 

λ∈ C , µε λ = κ + νi πολ/τας ξ.  

(καλύπτουµε και την συζυγή λύση λ  

που επίσης είναι πολλαπλότητας ξ. 

Πράγµατι δίπλα παρατίθενται 2ξ 

µερικές λύσεις,σε ζευγάρια) 

 

 

y x e vx y e vxx x
1 2( ) cos( ), sin( ). .= =κ κ  

y x xe vx y xe vxx x
3 4( ) cos( ), sin( ). .= =κ κ  

� 

y x x e vx y x e vxx x
2 1

1
2

1
ξ

ξ κ
ξ

ξ κ
−

− −= =( ) cos( ), sin( ). .  

 

Παράδειγµα: 

Να βρείτε την γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης: 

y(4) - 4y(3) +5y(2) - y� + 4y = 0    (*) 

 

Λύση: 

 

Η (*) έχει ως χαρακτηριστικό πολυώνυµο το: 

 

p(λ) = λ4 - 4λ3 + 5λ2 - 4λ + 4 

 

Το οποίο παραγωγίζεται ως εξής: 

 

p(λ) = (λ - 2)2(λ2 + 1) 

 

Το πολυώνυµο έχει ρίζες το 2 πολ/τας 2 και το ± i. Συνεπώς η γενική λύση της 

οµογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι η: 

 

y x c e c xe c x c xx x
0 1

2
2

2
3 4( ) cos sin= + + +  

 



 67 

 

2.1.2 Εύρεση Της Μερικής Λύσης Της Μη Οµογενούς 

 

Όπως είδαµε, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης θα δίνεται από 

τη σχέση: 

y x c y x c y x c y xn n0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +  

 

Θεωρούµε ότι η µη οµογενής έχει µια µερική λύση της µορφής: 

 

y x c x y x c x y x c x y xn n0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )= + + +  

 

Όπως αποδεικνύεται ,οι συναρτήσεις ci(x) προκύπτουν από το διαφορικό 

σύστηµα: 

 

 

c x y x c x y x c x y xn n1 1 2 2 0' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ... ' ( ) ( )+ + + =  

c x y x c x y x c x y xn n1 1 2 2 0' ( ) ' ( ) ' ( ) ' ( ) ... ' ( ) ' ( )+ + + =  

c x y x c x y x c x y xn n1 1 2 2 0' ( ) ' ' ( ) ' ( ) ' ' ( ) ... ' ( ) ' ' ( )+ + + =  

��. 

c x y x c x y x c x y xn n
n n

n
1 1

1
2 2

1 1 0' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ... ' ( ) ( )( ) ( ) ( )− − −+ + + =  

 

Η µέθοδος που περιγράψαµε όπως έχει ήδη ειπωθεί ονοµάζεται µέθοδος της 

µεταβολής των παραµέτρων Lagrange.Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε την 

µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών µε τον τρόπο που περιγράφηκε σε 

προηγούµενη παράγραφο, εάν ο όρος εξαναγκασµού έχει κάποια ειδική µορφή. 

 

 

2.2 Η ∆ιαφορική Εξίσωση Του Euler 

 

Μια διαφορική εξίσωση της µορφής: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )( ) ( )ax b y x ax b y x a y x g xn n n n+ + + + + =− −1 1
0     (1) 

 

ονοµάζεται διαφορική εξίσωση του Euler. 

 

Η λύση της προκύπτει από την αντικατάσταση: 

 

( )ax b et+ =      (2) 

 

οπότε προκύπτει µια γραµµική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές, 

την οποία και επιλύουµε κατά τα γνωστά. Τελικά, αντικαθιστούµε ξανά το t µε βάση την 

σχέση (2) και προκύπτει η ζητούµενη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Euler. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Άσκηση 4.1 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση:   ′′ + ′ − =y y y2 0  . 

 

Λύση: 

 

Η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι λ2+λ-2=0⇒ (λ-1)(λ+2)=0⇒ λ=1 ή λ=-2 

άρα θα έχει τη γενική λύση y(x)=C1ex + C2e -2x. 

 

 

Άσκηση 4.2 

Οµοίως για τη διαφορική εξίσωση  y��- 4y=0 που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες 

y(0)=0 και y�(0)=1. 

 

 Λύση: 

 

Η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι λ2-4=0⇒ (λ-2)(λ+2)=0⇒ λ=2 ή λ=-2 

άρα θα έχει γενική λύση: 

 

y(x)= C1e2x + C2e -2x. 

 

Από τις αρχικές συνθήκες έχουµε  

 

y(0)=0⇒ C1+C2=0 (1) 

 

καθώς επίσης y�(0)=0⇒ 2C1-2C2=1 (2).  
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Από τις σχέσεις (1) & (2) προκύπτει C1=1/4 και C2=-1/4 οπότε η µερική λύση 

που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες είναι: 

 

y(x)=(1/4)(e 2x-e -2x)=sinh(2x)/2. 

 

 

Άσκηση 4.3 

Οµοίως για την y��+2αy�+α2y=0 που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y(α)=1, 

y�(α)=0. 

 

 Λύση: 

 

Η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆Ε είναι λ2+2αλ+α2=0⇒ (λ+α)2=0⇒ λ=-α (διπλή) 

άρα η γενική λύση θα δίδεται από τη σχέση y(x)=C1e -ax +xC2e-ax. Εφαρµόζουµε τώρα 

τις αρχικές συνθήκες οπότε και παίρνουµε: 

 

( )C aC e a

aC C C a e a

1 2

2

1 2 2

2

1

2 0

+

+ −

− =

−





− =










⇒
C a ea

C aea

1

2

2

2

1 2= −

=







( )

 

 

Εποµένως η ζητούµενη λύση θα είναι η y(x)=(1-α2+αx)e 
α(α-x)

. 

 

 

Άσκηση 4.4 

Οµοίως για την y��(t)-4y�(t)+7y(t)=0 µε y(1)=0 και y�(1)=1. 

 

 Λύση: 

 

Παίρνουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο λ2-4λ+7=0 που έχει τις συζυγείς 

µιγαδικές ρίζες: 
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2 3 2 3 2 3 2 31 2+ − ⇒ = +i i y t C e t t C e t t, ( ) cos( ) sin( ).          

 

Εξάλλου εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες θα πάρουµε: 

 

C
e

C
e

1 2

2 3

3

2 3

3
= −

−
=

−sin
,

cos
       

 

οπότε και προκύπτει µε αντικατάσταση η ζητούµενη λύση. 

 

 

Άσκηση 4.5 

Οµοίως για y(4)-y=0. 

 

 Λύση: 

 

Γράφουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο: 

 

 λ4-1=0⇒ (λ2-1)(λ2+1)=0⇒ λ=1,λ=-1 και λ= +i.λ= -i. οι δυο µιγαδικές. 

 

Οι µερικές λύσεις θα είναι οι cosx, sinx, ex, e-x εποµένως θα έχουµε: 

 

y(x)=C1cosx + C2sinx + C3ex + C4e-x
. 

 

 

Άσκηση 4.6 

Να επιλυθεί η διαφορική εξίσωση που έχει την παρακάτω µορφή: 

    

′′ + ′ + = − − >y y y x e x x4 4 2 2 0,     

 

 Λύση: 
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Θα λύσουµε καταρχήν την αντίστοιχη οµογενή και κατόπιν θα εφαρµόσουµε τη 

µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων που περιγράφεται στη θεωρία. Έτσι έχουµε: 

 

λ2+4λ+4=0⇒ (λ+2)2=0⇒ λ= -2 (διπλή)⇒ yo(x)=C1e -2x + xC2e-2x 

 

Αρκεί να υπολογιστούν οι σταθερές C1 και C2. Αυτό θα γίνει ως εξής: 

 

[ ]y C y C y y C y C y C y C y= + ⇒ ′ = ′ + ′ + ′ + ′1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2  

 

όµως όπως έχουµε δει η εντός της αγκύλης έκφραση είναι µηδέν. Ξαναπαραγωγίζουµε:  

 

[ ]′′ = ′′ + ′′ + ′ ′ + ′ ′y C y C y C y C y1 1 2 2 1 1 2 2  

 

Θέτοντας οµοίως το εντός της αγκύλης µέρος ίσο µε µηδέν καταλήγουµε σε 

σύστηµα των C1,C2. Τελικά: 

 

C x
y x g x

W x
dx C x

y x g x

W x
dx1

1
2

1( )
( ) ( )

( )
, ( )

( ) ( )

( )
= − =∫ ∫         

 

όπου W(x) η ορίζουσα Wronski των y1,y2 και g(x) το σταθερό µέρος της 

δοσµένης ∆Ε. Αντικαθιστούµε στις παραπάνω εκφράσεις των σταθερών και παίρνουµε: 

 

C x
xe x e

e
dx

dx

x
x C x

e x e

e
dx

dx

x x

x x

x

x x

x1

2 2 2

4 2

2 2 2

4 2

1
( ) ln , ( )= − = − = − = = = −

− − −

−

− − −

−∫ ∫ ∫ ∫     

 

αφού είναι σαφές ότι εδώ W(x)=e-4x. Εποµένως µια µερική λύση της ∆Ε είναι η: 

 

y e x e e xm
x x x= − − = − +− − −2 2 2 1ln (ln ) 

 

συνεπώς η γενική λύση της διαφορικής θα είναι η:  
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y x C e C xe e xx x x( ) (ln )= + − +− − −
1

2
2

2 2 1  

 

δηλαδή το άθροισµα της λύσης της οµογενούς καθώς και της µερικής (µιας) 

λύσης της διαφορικής. 

 

 

Άσκηση 4.7 

Να λυθεί η διαφορική:   ′′′ + ′ =y y
x

x

sin

cos2 . 

 

 Λύση: 

 

Θα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή και ύστερα θα ακολουθήσουµε τη µέθοδο 

µεταβολής των παραµέτρων (προφανώς θα έχουµε τρεις). Έτσι θα βρούµε µια µερική 

λύση της διαφορικής. Η γενική τότε λύση θα είναι το άθροισµα της λύσεως της 

αντίστοιχης οµογενούς και της µερικής που βρήκαµε. 

 

Αυτά µε µαθηµατικές σχέσεις εκφράζονται ως εξής: 

 

′′′ + ′ = ⇒ ⇒ + = ⇒ ⇒ = = =
= + +

y y y x y x

y C C x C xo

0 1 0 1 2 3

1 2 3

ë +ë=0 ë(ë ë=0    ë=i     ë=-i y3 2
1) , cos , sin

cos sin

′ + ′ + ′ = ⇒ ′ = ⇒ =

− ′ + ′ = ⇒ ′ = − ⇒ =

− ′ − ′ = ⇒ ′ = − ⇒ = − +

C C x C x C
x

x
C

x

C x C x C
x

x
C x

C x C x
x

x
C

x

x
C x x

1 2 3 1 2 1

2 3 2 2

2 3 2 3

2

2 3

0
1

0

cos sin
sin

cos cos

sin cos
sin

cos
ln cos

cos sin
sin

cos

sin

cos
tan

             

                  

         

 

 

εποµένως θα έχουµε µε βάση τα παραπάνω: 
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y
x

x x x x x

y C C x C x
x

x x x x x

m = + + − ⇒

= + + + + + −

1

1
1 2 3

cos
cos ln cos ( tan )sin

cos sin
cos

cos ln cos ( tan )sin  

 

Πρέπει στο σηµείο αυτό να διευκρινίσουµε κάτι σηµαντικό. Τα C1,C2 και C3 που 

βρήκαµε  είναι τρεις τιµές αποδεκτές. ∆ε σηµαίνει ότι είναι οι µοναδικές. Έτσι τα 

αντικαθιστούµε στη µερική λύση της διαφορικής. Στη δε λύση της οµογενούς, παρόλο 

που εµφανίζονται πάλι (εξάλλου στην τελική εξίσωση y(x) που γράψαµε εµφανίζονται 

πάλι οι σταθερές αυτές) δεν πρέπει να τις αντικαταστήσουµε. 

 

∆ηλαδή παρόλο που γνωρίζουµε τρεις τιµές για τις σταθερές C που 

ικανοποιούν τη διαφορική, δεν τις αντικαθιστούµε στη λύση της οµογενούς 

και εποµένως εµφανίζονται στη γενική λύση. Αυτό δε σηµαίνει ότι δε λύσαµε την 

εξίσωση, αλλά ότι στη λύση υπάρχουν τρεις ανεξάρτητες (πραγµατικές) σταθερές. 

 

 

Άσκηση 4.8 

Να λυθεί η διαφορική y��+y=x2+x-1. 

 

 Λύση: 

 

Καταρχήν έχουµε µια διαφορική ανωτέρας τάξεως µε σταθερούς συντελεστές και 

β� µέλος γνωστής µορφής. Θα λύσουµε τη διαφορική αυτή µε τη µέθοδο των 

προσδιοριστέων συντελεστών. Έτσι αρχικά θα βρούµε τη γενική λύση της αντίστοιχης 

οµογενούς: 

 

λ2 + 1=0 ⇒ λ=-i ή λ=i ⇒ y1=cosx  και y2=sinx ⇒ yo=C1cosx+C2sinx. 

 

Τώρα θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών: 

 

y A x A x A pm = + + = ≠2
2

1 0 0 1 0         ( )  
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2 1 2 12 2
2

1 0
2

2
2

1 2 0
2A A x A x A x x A x A x A A x x+ + + = + − ⇒ + + + = + −  

 

από την ισότητα των συντελεστών προκύπτουν εύκολα A1=1,A2=1,A0= -3. 

 

→ = + − ⇒ = + + + −y x x y C x C x x xm
2

1 2
23 3cos sin  

 

που είναι και η ζητούµενη γενική λύση. 

 

 

Άσκηση 4.9 

Να λυθεί η διαφορική y(5)+y��=6x-2. 

 

 Λύση: 

 

Η συλλογιστική είναι όµοια µε αυτή της προηγούµενης άσκησης. 

 

p(λ)=λ5+λ2=λ2(λ3+1)=λ2(λ+1)(λ2-λ+1)⇒   λ1,2=0,λ3=-1,  ë4 5
1

2

3

2
, = ± i . 

 

Εποµένως η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι: 

 

y C C x C e C x C x eo
x x= + + + +−

1 2 3 4 5
23

2

3

2
( cos sin ) /

 

 

Επειδή τώρα το 0 είναι διπλή ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, µια µερική 

λύση της δοσµένης εξισώσεως είναι της µορφής: 

 

y x Ax B Ax Bx y y Ax B xm m m= + = + ⇒ + ′′ = + = −2 3 2 5 6 2 6 2( ) ( )
 

 

(αντικαταστήσαµε την ym στη δοσµένη διαφορική εξίσωση). Από την τελευταία 

σχέση προκύπτουν Α = 1 και Β = -1 άρα η ζητούµενη µερική λύση είναι η ym=x2(x-1). 
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Τώρα πλέον προσθέτουµε τη γλ της οµογενούς και τη µερική λύση που βρήκαµε: 

 

y C C x C e C x C x e x xx x= + + + + + −−
1 2 3 4 5

2 23

2

3

2
1( cos sin ) ( )/

. 

 

 

Άσκηση 4.10 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση y��- y = xe x / 2. 

 

 Λύση: 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε πάλι τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. Έτσι 

λύνουµε αρχικά την οµογενή διαφορική: 

 

p(λ)=λ2-1⇒ λ=1 ή λ=-1⇒ y1=ex , y2=e- x 

 

συνεπώς η γενική λύση της οµογενούς είναι: 

 

y C e C eo
x x= + −

1 2  

 

To ½ δεν είναι ρίζα του p(λ) άρα αναζητούµε µια µερική λύση της δοθείσης 

εξισώσεως της µορφής   ym=(Ax+B)e x / 2. Θέτουµε το ym στην αρχική εξίσωση κάνουµε 

έπειτα στοιχειώδεις πράξεις και τελικά καταλήγουµε στη σχέση: 

 

− + −





= ⇒ − + − = ⇒ = − = −

→ = − + ⇒ = + − +−

3

4

3

4

3

4

3

4

4

3

16

9

4

3

4

3

4

3

4

3

2 2

2
1 2

2

A
x A

B
e xe

A
x A

B
x A B

y x e y C e C e x e

x x

m
x x x x

/ /

/ /( ) ( )

      ,  
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Άσκηση 4.11 

Οµοίως για την y���-3y�-2y=(18x-6)e -x. 

 

 Λύση: 

 

Εδώ έχουµε p(λ)=λ3-3λ-2=(λ+1)2(λ-2)⇒   λ1,2= -1  και λ3 = 2 εποµένως η γενική 

λύση της αντίστοιχης οµογενούς θα έχει ως εξής: 

 

y C C x e C eo
x x= + +−( )1 2 3

2
 

 

επειδή το -1 είναι διπλή ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η ζητούµενη 

µερική λύση είναι της µορφής: 

 

y x Ax B e Ax Bx em
x x= + = +− −2 3 2( ) ( )  

 

την οποία και αντικαθιστούµε στην δοσµένη εξίσωση και µετά από στοιχειώδεις 

πράξεις παίρνουµε: 

   

(-18Ax+6A-6B)e -x = (18x-6)e -x ⇒  -3Ax+A-B=3x-1 ⇒  A=-1 και Β=0. 

 

Άρα η ζητούµενη µερική λύση της ∆Ε θα είναι η ym=-x3e-x
  και εποµένως η γλ.: 

 

y C C x e C e x ex x x= + + −− −( )1 2 3
2 3

. 

 

 

Άσκηση 4.12 

Οµοίως για την y���-y��-2y�=(100x-25)cos2x. 

 

 Λύση: 
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Είναι p(λ)=λ3-λ2-2λ=λ(λ2-λ-2)=λ(λ-2)(λ+1)⇒  λ1=0,  λ2=2,  λ3=-1. Εποµένως η 

γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς θα έχει ως εξής: 

 

y C C e C eo
x x= + + −

1 2
2

3 . 

 

Επειδή το 2i. δεν είναι ρίζα του p(λ), η ζητούµενη µερική λύση θα είναι της 

µορφής:    

 

ym=(Ax+B)cos2x+(Γx+∆)sin2x. 

 

Θέτουµε αυτή στη δοσµένη εξίσωση και παίρνουµε κατόπιν µερικών πράξεων: 

 

[ ] [ ]22 3 7 2 2 2 22 3 2 100 25 2( ) cos ( sin ( )cosA x A B x A x x x− − + − + + = −Ã Ã-6Ä Ã)x+2Á+6Â-7Ã+2Ä  

 

απ� όπου συνεπάγονται οι δυο επόµενες εξισώσεις: 

 

4(Α-3Γ)x-14Α+4Β-4Γ-12∆=100x-25 

4(3Α+Γ)x+4Α+12Β-14Γ+4∆=0 

 

που δίνουν µε τη σειρά τους τις παρακάτω εξισώσεις: 

 

4Α-12Γ=100 (1),  3Α+Γ=0  (2), -14Α+4Β-4Γ-12∆= -25 (3),   4Α+12Β-14Γ+4∆= -11/8 

 

από τις οποίες προκύπτουν εξαιρετικά εύκολα οι τιµές των σταθερών Α,Β,Γ,∆: 

 

A =
5

2
, , .      B=-

73

8
       Ã=-

15

2
,      Ä=-

11

8  

 

Άρα η ζητούµενη µερική λύση θα είναι η: 
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y x x x x

y x C C e C e x x x x

m

x x

= − + − − ⇒

= + + + − + − −−

1

8
20 73 2

1

8
60 11 2

1

8
20 73 2

1

8
60 11 21 2

2
3

( )cos ( )sin

( ) ( )cos ( )sin  

 

 

Άσκηση 4.13 

Οµοίως για την   y y y y y x e xx( ) ( ) ( ) cos5 4 28 26 40 25 120 60+ + ′′′ + ′′ + ′ = − − −
. 

 

 Λύση: 

 

Είναι p(λ)=λ5+8λ4+26λ3+40λ2+25λ=λ(λ2+4λ+5)2⇒ λ1=0, λ2,3 = -2+i. , λ4,5= -2-i. 

Επειδή δε το -2+i. είναι διπλή ρίζα του p(λ), η ζητούµενη µερική λύση της µη οµογενούς 

θα είναι της µορφής: 

 

( )[ ]y x Ax B x em
x= + + −2 2cos (Ãx+Ä)sinx  

 

οπότε αντικαθιστώντας και εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις παίρνουµε τελικά: 

 

[24x(2Α-Γ)-8(6Α-2Β+6Γ+∆)]cosx+[24x(Α+2Γ)+8(6Α+Β-6Γ+2∆)]sinx = 

(-120x-60)cosx ⇒   A=-2,   B=-9/5,   Γ=1,   ∆=99/10. 

 

Εποµένως η ζητούµενη µερική λύση θα είναι η: 

 

y x x x x x em
x= − −





+ +

















−2 22
9

5

99

10
cos sin  

 

από την οποία προκύπτει εύκολα η ζητούµενη γενική λύση της διαφορική 

εξισώσεως αθροίζοντάς την µε τη γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς που βρήκαµε 

παραπάνω. 
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Άσκηση 4.14 

Να λυθεί η διαφορική x2y��-4xy�+6y=0. 

 

 Λύση: 

 

Θέτουµε: 

x e t x y
dy

dx

dy

dt

dt

dx
e yt t= ⇒ = ⇒ ′ = = = −

•
ln . 

 

Επίσης σύµφωνα µε το γνωστό µας κανόνα της αλυσίδας θα πάρουµε: 

 

d y

dx

d

dt
e

dy

dt

dt

dx
e

d y

dt
e

dy

dt
e

d y

dt

dy

dt
e y y et t t t t t

2

2

2

2

2

2
2 2= 





= −








 = −









 = −− − − − −

• • •
−( )  

 

Με αντικατάσταση των x, dy / dx και d2y / dx2 στη δοθείσα εξίσωση, παίρνουµε 

την : 

 

y��-5y�+6y = 0 

 

η οποία είναι οµογενής µε σταθερούς συντελεστές. Η γενική της λύση θα είναι η: 

 

u t C e C et t()= +1
2

2
3

 

 

και άρα η γενική λύση της δοσµένης διαφορικής εξισώσεως είναι: 

 

y x C x C x C x C x x( ) ,= + = + ′ ≠1
2

2
3

1
2

2
3 0      
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Άσκηση 4.15 

Οµοίως για την x y xy y x x2 52 2′′ − ′ + = ln . 

 

 Λύση: 

 

Θέτουµε: 

x e t x y
dy

dx

dy

dt

dt

dx
e yt t= ⇒ = ⇒ ′ = = = −

•
ln . 

 

επίσης σύµφωνα µε το γνωστό µας κανόνα της αλυσίδας θα πάρουµε: 

 

d y

dx

d

dt
e

dy

dt

dt

dx
e

d y

dt
e

dy

dt
e

d y

dt

dy

dt
e y y et t t t t t

2

2

2

2

2

2
2 2= 





= −








 = −









 = −− − − − −

• • •
−( )

 

 

Με αντικατάσταση των x, dy / dx και d2y / dx2 στη δοθείσα εξίσωση, παίρνουµε 

την : 

 

y��-3y�+2y=te 5t. 

 

οπότε αρκεί να λύσουµε την τελευταία. Θα την λύσουµε πχ µε τη µέθοδο των 

προσδιοριστέων συντελεστών και µετά τις πράξεις παίρνουµε: 

 

y t C e C e t et t t( ) ( )= + + −1 2
2 51

12

7

12  

 

Eποµένως η λύση της δοσµένης εξισώσεως θα είναι η: 

 

y x C x C x x x( ) (ln )= + + −1 2
2 51

12

7

12  
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Παρατήρηση: η µορφή αυτή των ∆Ε είναι γνωστή ως µορφή Eyler και λύνεται 

πάντα ακολουθώντας τα βήµατα αυτά. ∆ηλαδή θέτουµε x=et (εδώ) και παραγωγίζουµε 

αυτή τόσες φορές όσες η τάξη της ∆Ε. Μετά προκύπτει (οµογενής ή µη) διαφορική 

εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές ως προς y�  και αυτή επιλύεται κατά τα γνωστά. 

 

 

Άσκηση 4.16 

Να λυθεί η ∆Ε x y xy y e xx2 1′′ + ′ − = −( ),    x>0 . 

 

 Λύση: 

 

Παίρνω καταρχήν την αντίστοιχη οµογενή διαφορική εξίσωση: 

 

x y xy y2 0′′ + ′ − =  

 

και ενεργώ κατά τα γνωστά. Θέτουµε : 

x e t x y
dy

dx

dy

dt

dt

dx
e yt t= ⇒ = ⇒ ′ = = = −

•
ln . 

 

επίσης σύµφωνα µε το γνωστό µας κανόνα της αλυσίδας θα πάρουµε: 

 

d y

dx

d

dt
e

dy

dt

dt

dx
e

d y

dt
e

dy

dt
e

d y

dt

dy

dt
e y y et t t t t t

2

2

2

2

2

2
2 2= 





= −








 = −









 = −− − − − −

• • •
−( )

 

 

Με αντικατάσταση των x, dy / dx και d2y / dx2 στη δοθείσα εξίσωση, παίρνουµε 

την: 

 

y��-y=0 ⇒  λ2-1=0⇒  λ=1 ή λ=-1 ⇒  γενική λύση της οµογενούς yo = C1x+C2(1/x). 

 

Επίσης θα έχω το σύστηµα: 
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′ + ′ = ′ − ′ =
−

C x C
x

C C
x

e
x

x

x
1 2 1 2 2 2

1
0

1 1
       &         

 

τότε όµως θα πάρω: 

C
e

x

e

x

x x

1
2 2 2

= = −
−

  ,C2
( ) . 

 

∆ηλαδή µετά την αντικατάσταση σε µια ∆Ε Euler µπορώ να δουλέψω είτε µε τη 

µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών είτε µε τη µέθοδο µεταβολής των 

παραµέτρων. 

 

Μια µερική λοιπόν λύση θα είναι η y
e

x
m

x

=2  και άρα η γενική λύση της ∆Ε είναι: 

 

y C x C
x

e

x

x

= + +1 2
1

2 . 

 

 

Άσκηση 4.17 

Αν y1,y2 είναι οι λύσεις της ∆Ε x��(t)+2x�(t)+5x(t)=f(t) όπου f συνεχής 

συνάρτηση, να δειχθεί ότι lim ( ) ( )
x

y t y t
→ ∞

− =1 2 0 . 

 

 Λύση: 

 

Γνωρίζουµε ότι αν οι y1,y2 είναι λύσεις της ∆Ε τότε η y1-y2 θα είναι λύση της 

οµογενούς εξίσωσης x��+2x�+5x=0. (αν δεν το γνωρίζουµε είναι εξαιρετικά απλό να το 

δείξουµε). Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς ∆Ε είναι η: 

 

λ2+2λ+5=0 ⇒  λ= -1+2i. ή λ= -1-2i. 

 

και συνεπώς η γενική λύση της οµογενούς ∆Ε θα έχει ως εξής: 
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( )

x t C e t C e t y y

C e t C e t y y y y e C t C t

y y e C C

o
t t

t t t

t t

() cos sin

cos sin ( cos sin )

= + = −

+ = − ⇒ − = + ⇒

− ≤ +  → 

− −

− − −

− →∞

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

2 2 2 2

0
 

 

άρα δείχθηκε το ζητούµενο όριο. 

 

 

Άσκηση 4.18 

∆ίνεται η διαφορική εξίσωση x��+a1(t)x�+a2(t)x=0  (1). ∆είξτε ότι ο 

µετασχηµατισµός x=ew ανάγει την (1) σε µια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης τύπου 

Riccati. 

 

 Λύση: 

 

Έχουµε διαδοχικά: 

x e x e w x e w e ww w w w= ⇒ ′ = ′ ⇒ ′′ = ′ + ′′2
 

 

Αντικαθιστούµε στη δοσµένη σχέση τα παραπάνω οπότε λαµβάνουµε: 

 

e w e w e w a t e a t w w w a t a tw w w w′ + ′′ + ′ + = ⇒ ′ + ′′ + ′ + =2
1 2

2
1 20 0( ) ( ) ( ) ( )  

 

Θέτοντας τώρα όπου w� το z καταλήγουµε σε ∆Ε πρώτης τάξης τύπου Riccati. 

 

′ = − − −z a t a t z z2 1
2() () . 

 

Άσκηση 4.19 

∆ίνεται η ∆Ε y��-3y�+f(x)y=0. Αν y1,y2 είναι δυο (µερικές) λύσεις της, να βρεθεί η 

συνάρτηση f(x) ώστε y2=exy1. 
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 Λύση: 

 

Προφανώς οι y1 και exy1 ικανοποιούν τη δοσµένη εξίσωση. Συνεπώς: 

 

′′ − ′ + =

′′ − ′+ = ⇒ ′′ − ′ + + ′ − =

y y f x y

e y e y f x e y y y f x y y yx x x

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 0 1

3 0 3 2 2 0

( ) ()

( ) ( ) ( ) ( ( ) )

    

    (2)  

 

Λόγω της (1) η (2) δίνει:  

 

2y1�-2y1=0⇒ y1=y1� ⇒ λ-1=0⇒  λ=1 

 

άρα η γενική λύση της θα είναι η y1 = Ce x, η οποία όµως θα πρέπει να ικανοποιεί 

τη δοσµένη ∆Ε. Έχουµε: 

 

( ) ( )Ce Ce f x Ce Ce f x f xx x x x
″

−
′

+ = ⇒ − + = ⇒ =3 0 2 0 2( ) ( ( )) ( )  

 

Άρα η ζητούµενη συνάρτηση είναι η σταθερή συνάρτηση 2. 

 

 

Άσκηση 4.20 

Να λυθεί η ∆Ε µε µορφή: x y x x y x x y2 2 1 2 1 2 0′′ + − ′ + − + =( ) ( )  

y(π)=0,y�(π)=1 

 

 Λύση: 

 

Για x διάφορο του µηδενός έχουµε: 

 

′′ +
−

′ +
− +

= ⇒ =
−

=
− +

y
x

x
y

x x

x
y p x

x

x
q x

x x

x
2

1
2
1 2

2
0 2

1
2
1 2

2
( ) , ( )     
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µε p(x),q(x) συνεχείς σε κάθε διάστηµα Ι που δεν περιέχει το 0.�Ενα θεµελιώδες 

σύνολο λύσεων είναι το : 

 

y xe x x y xe x x1 2= − = −cos , sin    

 

αφού η ορίζουσα Wronski για κάθε x∈ I είναι διάφορη του µηδενός. 

 

xe x x x

e x x x x x x x
x e x

−

− − +
= − ≠

cos sin

(cos sin ) (sin cos )

                   xe-x

      e-x
2 2 0

 

 

Η γενική λύση της ∆Ε θα είναι τότε η: 

 

y x xe x C x C x x( ) ( cos sin ),= − + ≠1 2 0  

 

οπότε  θα  πάρουµε από αρχικές συνθήκες: 

 

y x C C y C C
e

( ) (ð ðe          ð)=-ðe-ð
ð

ð
= − − = ⇒ = ′ = ⇒ =1 0 1 0 2 1 2  

 

άρα η γενική λύση της δοσµένης ∆Ε θα είναι η: 

 

y x xe x( ) sin=
1

ð
ð-x

 

 

 

Άσκηση 4.21 

Να βρεθεί η γενική λύση της ∆Ε του Bessel: 

 

x y xy x y x2 2 1

4
0 0′′ + ′ + − = >( ) ,  
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αν είναι γνωστό ότι η συνάρτηση y x x x1
1 2( ) / cos= −  είναι µια λύση της. 

 

 Λύση: 

 

Υπολογίζουµε αρχικά το παρακάτω ολοκλήρωµα: 

 

− = − = − = − =∫∫∫ p x dx
x

x
dx

x
dx x

x
( ) ln ln

2

1 1
 

 

εποµένως θα είναι :  

 

e p x dx
x

x− ∫ = >( ) ,
1

0  

 

ώστε τελικά να πάρουµε: 

 

1
2

1
1 2

1
2y

e p x dxdx
x x x

dx
dx

x
x

x

x
− ∫ = − = = =∫ ∫∫( )

cos cos
tan

sin

cos  

 

Τελικά παίρνουµε µετά από αυτά: 

 

y x x x
x

x
y x x x2 2

1 2 1 2( ) / cos
sin

cos
( ) / sin .= − ⇒ = −

 

 

που είναι η ζητούµενη λύση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE 
 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

 

1. Γενικά - Ιδιότητες Μετασχηµατισµού Laplace 

 

Όπως έχουµε δει ως τώρα, η επίλυση διάφορων διαφορικών εξισώσεων 

ουσιαστικά συνίσταται στην αναγνώριση της µορφής της εξίσωσης και στην 

χρησιµοποίηση του κατάλληλου για την περίπτωση µετασχηµατισµού, ή την κατάλληλη 

επιλογή µερικών λύσεων µε βάση την θεωρία κλπ. 

 

Είναι προφανές, ότι το πλήθος των εξισώσεων που µπορούν να λυθούν κατ� 

αυτό τον τρόπο είναι περιορισµένο. 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα νέο �εργαλείο� επίλυσης διαφορικών 

εξισώσεων, ο µετασχηµατισµός Laplace, µε την βοήθεια του οποίου µετατρέπουµε 

µια συνάρτηση f(t) ορισµένη για t > 0,στην αντίστοιχη µετασχηµατισµένη κατά Laplace 

συνάρτηση F(s).O µετασχηµατισµός ορίζεται ως εξής: 

 

F s f t e dtst( ) ( )= −∞

∫0
 

Συµβολίζουµε: 

{ }F s L f t( ) ( )=  

 

ενώ θεωρούµε ότι ο µετασχηµατισµός ορίζεται όπου ορίζεται το παραπάνω 

ολοκλήρωµα, χωρίς να το αναφέρουµε αυτό στη συνέχεια. Ο ορισµός αυτός δεν θα µας 

απασχολήσει σχεδόν καθόλου. Αυτό που θα µας απασχολήσει είναι οι ιδιότητες του 
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µετασχηµατισµού που θα µας βοηθήσουν στην επίλυση των ασκήσεων. Η πολύ καλή 

γνώση των ιδιοτήτων είναι απαραίτητη για την επίλυση των ασκήσεων. 

 

Με την βοήθεια του µετασχηµατισµού Laplace µια διαφορική εξίσωση µη 

γνωστής µορφής µετατρέπεται σε µια άλλη διαφορική εξίσωση ή ακόµη και σε απλή 

αλγεβρική εξίσωση! Με την επίλυση των νέων εξισώσεων, προσδιορίζουµε τις 

µετασχηµατισµένες των άγνωστων συναρτήσεων και µε τη βοήθεια του αντίστροφου 

µετασχηµατισµού Laplace βρίσκουµε τις ζητούµενες λύσεις. 

 

Είναι προφανές ότι ο µετασχηµατισµός Laplace αποτελεί ένα ισχυρότατο 

εργαλείο επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, το οποίο όµως έχει το σηµαντικό 

µειονέκτηµα ότι εφαρµόζεται µόνο για t ≥0.Συνεπώς για την λύση των ασκήσεων: 

 

Θεωρούµε την άγνωστη συνάρτηση (y(x)) και µετασχηµατίζουµε κατά Laplace 

ολόκληρη την διαφορική εξίσωση που η y(x) ικανοποιεί. Βασικός µας σκοπός είναι η 

εµφάνιση στην εξίσωση µόνο της F(s) που είναι η µετασχηµατισµένη κατά Laplace της 

άγνωστης συνάρτησης. 

 

Λύνουµε ως προς F(s). Χρησιµοποιούµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace 

για να προσδιορίσουµε από την F(s) τελικά την y(x). Οι ιδιότητες του µετασχηµατισµού 

Laplace φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Ιδιότητες Μετασχηµατισµού Laplace Εφαρµογές  

Ορισµός: F s f t e dtst( ) ( )= −∞

∫0
 

Θεωρούµε γενικά στον πίνακα ότι: 

 L{f(t)} = F(s)  

 

Με βάση τον ορισµό αποδεικνύεται ότι 

ισχύει: L{1} = F(s) = 1/s 

Ιδιότητα 1 

Γραµµικότητα: 

L{ cf(t) } = cL{ f(t) } 

L{f1(t) + f2(t)} = L{f1(t)} + L{f2(t)} 

 

 Έχω L{1} = 1/s 
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Ιδιότητα 2 

L{eαtf(t)} = F(s-α) 

Άρα L{eαt} = F(s - α) = 1 / (s - α) 

Επίσης αποδεικνύεται ότι ισχύει: 

 L at
s

s a
{cos } =

+2 2  

L at
a

s a
{sin } =

+2 2  

Ιδιότητα 3 

L f t F
s

{ ( . )} .λ
λ λ

= 





1
 

 

Ιδιότητα 4 

L f t a e F sas{ ( )} ( )− = −  

 

 

Ιδιότητα 5 

L t f t F sv v v{ ( )} ( ) ( )( )= −1  

για f(t) = 1 και ν = 1 έχω:  

L tf t L t
s

L t
s

{ ( )} { } ( )

{ }

= = − 




′

⇒

=

1
1

1

1

2

 

Ιδιότητα 6 

L f u du
F s

s

t

( )
( )

0
∫









=  

 

Ιδιότητα 7 

L
f t
t

F u du
s

{
( )

} ( )=
+∞

∫  

 

 

 

 

Ιδιότητα 8 

L f t sF s f
L f t s F s sf f
L f t s F s s f sf f

{ ( )} ( ) ( )
{ ( )} ( ) ( ) ( )
{ ( )} ( ) ( ) ( ) ( )

′ = −

′′ = − − ′

′′′ = − − ′ − ′′

0
0 0

0 0 0

2

3 2

 

π.χ. για την f(t) = t2 αφού L{t}= 1 / s2 : 

L t F s

L t L
t

L t

sF s
s

F s L t
s

{ } ( )

{ } {
( )

) {( ) }

( ( ) )

( ) { }

2

2
2

2

2
3

2
1
2

1
2

0
1

2

=

=
′

= ′ =

= − = ⇒

= =

 

Το ζητούµενο βρίσκεται βέβαια πιο 

εύκολα από την ιδιότητα 5,όµοια µε το 
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άλλο παράδειγµα. Η επαλήθευση του 

αποτελέσµατος αφήνεται ως άσκηση. 

Ιδιότητα 9 

Ισχύει : f t g t u du g t f t u du
t t

( ) ( ) ( ) ( )− = −∫ ∫
0 0

 

όπου f(t),g(t) συναρτήσεις του t.Τα 

παραπάνω ολοκληρώµατα αποδεικνύεται 

εύκολα ότι είναι µεταξύ τους ίσα και 

αποτελούν την συνέλιξη των 

συναρτήσεων f(t),g(t).Συµβολίζουµε την 

συνέλιξη των δύο συναρτήσεων µε 

αστερίσκο π.χ. (f∗ g)(t) 

 

Βασική Ιδιότητα 

Έστω L{f(t)} = F(s).Η λαπλασιανή F(s) 

πάντοτε ικανοποιεί την σχέση: 

lim ( )
s

F s
→∞

= 0  

Συνεπώς η παραπάνω συνθήκη είναι 

αναγκαία για µια συνάρτηση F(s) ώστε αυτή 

να αποτελεί λαπλασιανή µιας f(t).Η συνθήκη 

δεν είναι ικανή. 

 

 

Με βάση αυτή την ιδιότητα, εάν η F(s) 

δίνεται ως πηλίκο πολυωνύµων, ο 

βαθµός του αριθµητή πρέπει να είναι 

µικρότερος από το βαθµό του 

παρανοµαστή. 

 

Πριν προχωρήσουµε σε µερικά παραδείγµατα πρέπει να εισάγουµε την έννοια 

του αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace: 

 

2. Αντίστροφος Μετασχηµατισµός Laplace  

 

Ορίζουµε τον αντίστροφο του µετασχηµατισµού Laplace µε βάση τη σχέση: 

 

L f t F s L F s f t{ ( )} ( ) { ( )} ( )= ⇔ =−1  
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Οι κυριότερες ιδιότητες του αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace (προκύπτουν 

από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace) είναι: 

 

Ιδιότητες Αντίστροφου  

Μετασχηµατισµού Laplace 

Εφαρµογές  

Θεωρούµε γενικά στον πίνακα ότι: 

L F s f t− =1{ ( )} ( )  

 

Ιδιότητα 1 

Γραµµικότητα: 

L c F s c F s
c L F s c L F s
c f t c f t

n n

n n

n n

−

− −

+ + =

= + + =
= + +

1
1 1

1
1

1
1

1 1

{ ( ) ... ( )}
{ ( )} ... { ( )}

( ) ... ( )
  

 

Ιδιότητα 2 

Παράγωγος: 

L F s t f tv v n− − =1 1{( ) ( )} ( )( )  

 

Π.χ. για ν = 1 έχω: 

L F s tf t− − ′ =1{ ( )} ( )  

Ιδιότητα 3 

Ισχύει: 

L F s G s f g t− ⋅ = ∗1{ ( ) ( )} ( )( )  

Θεωρούµε ότι L G s g t− =1{ ( )} ( )  ενώ ως 

( )( )f g t∗  ορίζουµε την συνέλιξη των 

συναρτήσεων f,g. 

Ιδιότητα 4 

Μετατόπιση: 

L F s a e f tat− − =1{ ( )} ( )  

 

 

Για τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace χρησιµοποιούµε ειδική 

µεθοδολογία: 

 

Πρώτα εξετάζουµε εάν ο αντίστροφος Laplace είναι δυνατόν να βρεθεί απευθείας 

από τις παραπάνω βασικές ιδιότητες. 

 

Αν η F(s) είναι πηλίκο πολυωνύµων, τότε όπως έχει ήδη έχουµε πει ο βαθµός του 

πολυωνύµου του αριθµητή είναι οπωσδήποτε µικρότερος από το βαθµό του 



 93 

πολυωνύµου του παρανοµαστή. Θα κάνουµε ανάλυση του κλάσµατος σε απλούστερα, 

σύµφωνα µε την γνωστή θεωρία πολυωνύµων και λόγω της γραµµικότητας θα 

παίρνουµε τον αντίστροφο Laplace κάθε κλάσµατος ξεχωριστά. Για παράδειγµα εάν το 

πολυώνυµο του παρανοµαστή έχει απλή ρίζα το ρ1,διπλή πραγµατική το ρ2 και δύο 

µιγαδικές ρίζες (συζυγείς) τότε η ανάλυση θα γίνει ως εξής:  

 

A s
B s

A
s p

A
s p

A s A
as bs c

( )
( ) ( )

=
−

+
−

+
+

+ +
1

1

2

2
2

3 4
2  

 

όπου οι Α1,2,3,4 πραγµατικοί που βρίσκονται µε την ισότητα πολυωνύµων που 

προκύπτει µε απλές πράξεις, ενώ το τριώνυµο του παρανοµαστή έχει αρνητική 

διακρίνουσα. Παρατηρήστε ότι όταν έχουµε ένα τριώνυµο ως παράγοντα του 

πολυωνύµου του παρανοµαστή µε αρνητική διακρίνουσα, δεν το λύνουµε αλλά κάνουµε 

το µετασχηµατισµό αs2 + bs + c = (s + d)2 + e και δουλεύουµε µε την βοήθεια της 

ιδιότητας της µετατόπισης (ιδιότητα 4). 

 

Όταν έχουµε την F(s) σε λογαριθµική µορφή ή αντίστροφη τριγωνοµετρική, 

βρίσκουµε πρώτα την αντίστροφη κατά Laplace της F�(s) και στην συνέχεια λόγω της 

ιδιότητας 2 και της γραµµικότητας έχουµε: 

 

L F s tf t f t
L F s

t
−

−

− ′ = ⇒ = −
′1

1

{ ( )} ( ) ( )
{ ( )}

 

 

Για την εµπέδωση των παραπάνω ,υπάρχουν πολλές ασκήσεις στις οποίες 

αναλύονται όλες οι µεθοδολογίες, στο τµήµα Β του κεφαλαίου. 

 

3. Βηµατική Συνάρτηση ή Συνάρτηση Heaviside 

 

Για τον καλύτερο χειρισµό και την εύρεση αντίστροφων κατά Laplace στις 

δίκλαδες ή πολύκλαδες συναρτήσεις, χρησιµοποιούµε τη βηµατική συνάρτηση η 

οποία ορίζεται ως εξής: 
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H t H t a
t a
t a aa ( ) ( )

,
, ,= − =

<
≥





≥
0
1 0  

 

Η αντίστροφη κατά Laplace της βηµατικής συνάρτησης είναι: 

 

L H t a L H t
e

sa

as

{ ( )} { ( )}− = =
−

 

 

 

Σηµαντική ιδιότητα της βηµατικής συνάρτησης είναι η: 

 

L H t f t a e F sa
as{ ( ) ( )} ( )− = −  

 

από την οποία προκύπτει: 

 

L e F s H t f t aas
a

− − = −1{ ( )} ( ) ( )  

 

Η βηµατική συνάρτηση χρησιµοποιείται στις πολύκλαδες συναρτήσεις π.χ. σε µια 

τρίκλαδη ως εξής: 

 

f t t t t( ) ( )=
≤ ≤
≤ ≤

≤









g (t) ,  0 t t
g  ,  t
g (t) ,         t t

1 1

2 1

3 2

2  

 

Η f(t) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

f t t H t g t H t g t H t g t H t g t H tt t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= g1 0 1 2 2 31 1 2 2
− + − +  
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

Άσκηση 5.1 

Να προσδιορισθεί η µερική λύση της διαφορικής εξισώσεως y��- y=sint, που 

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y(0)=0, y�(0)=1. 

 

 Λύση: 

 

H εφαρµογή του µετασχηµατισµού Laplace στην εξίσωση µάς δίνει: 

 

( )( )

L y L y L t s Y s s Y s
s

s s s s s

y t L Y s e e tt t

{ } { } (sin ) ( ) ( )

( ) { ( )} sin .

′′ − = ⇒ − − − =
+

⇒

⇒ +

− +
=

−
−

+
−

+
⇒

⇒ = = − −− −

     

Y (s)=
s

   

   

2

2
2

2 2 2

1

0 1
1

1

2

1 1

3

4

1

1

3

4

1

1

1

2

1

1

3

4

3

4

1

2

 

 

που επαληθεύει τη δοσµένη εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες. 

 

 

Άσκηση 5.2 

Οµοίως για την y��-3y�+2y=e 5t µε y(0) = 1 και y�(0) = 2. 

 

 Λύση: 

 

Με εφαρµογή του µετασχηµατισµού Laplace παίρνουµε εύκολα: 
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L y L y L y L e

L y s y s sy y s y s

L y sy s y sy s

L y L y L y s y s sy s y s y s s s

t{ } { } { } { }

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )

{ } { } { } ( ) ( ) ( ) ( )( )

′′ − ′ + =

′′ = − − ′ =
′ = − =

→ ′′ − ′ + = − + = − +

3 2

0 0

0

3 2 3 2 3 2

5

2 2

2 2
 

 

εποµένως η δοσµένη εξίσωση θα γραφτεί ως εξής: 

 

y s s s
s

y s
s s s

( )( ) ( )
( )( )( )

2 3 2
1

5

1

1 5 2
− + =

−
⇒ =

− − −  

 

σπάµε σε απλά κλάσµατα την παραπάνω έκφραση οπότε παίρνουµε: 

 

y s
s s s

y t L y s e e et t t() () { ()}=
−

+
−

+
−

⇒ = = + +−2

3

1

2

1

4

1

1

1

12

1

5

2

3

1

4

1

12
1 2 5

 

 

δηλαδή η δοσµένη εξίσωση λύθηκε. 

 

 

Άσκηση 5.3 

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών (ΠΑΤ)  y���+y��-y�-4y=2-4t µε y(1)=1/2, 

y�(1)=y��(1)=0. 

 

 Λύση: 

 

Σηµαντικό είναι το γεγονός ότι στην περίπτωση που οι αρχικές τιµές δίνονται σε 

σηµείο διάφορο του µηδενός (πχ y(1), y(-1) κλπ.) τότε δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε 

άµεσα τα όσα γνωρίζουµε από το µετασχηµατισµό Laplace. Συνεπώς για να λύσουµε το 

πρόβληµα αυτό θα κάνουµε το µετασχηµατισµό t= x+1 άρα u(x)=y(x+1) και το 

παραπάνω πρόβληµα µετασχηµατίζεται πλέον ως εξής: 
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′′′ + ′′ − ′ − = − − = ′ ′′

⇒ ′′′ − − ′ − ′′ = −

′′ = − − ′ = −

′ = − = −

− − = −

u u u u x u

u s s u su u s u s s

L u s u s su u s u s s

L u su s u su s

L x

4 4 2 4 0
1

2

0 0 0
1

2

0 0
1

2

0
1

2

2 4

2 3 2

2 2

, ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )

{ }

        u (0)=u (0)=0.

L{u }=s3

2 4
2

2
2 2s s

s

s
− = −

+

 

 

και άρα η δοσµένη εξίσωση µετατρέπεται στην παρακάτω αλγεβρική: 

 

p s u s s s
s

s
( ) ( ) ( )− + − = −

+1

2
4 2

22
2  

 

όπου p(s) είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο s3+s2-4s-4 της εξισώσεως, οπότε: 

 

u s
s s

P s

s

s P s
u s

s s s s s
( )

( ) ( )
( )=

+ −
−

+
⇒ = − + +

+
−

−
−

+
1

2

4
2

2 1

2

1 1 4

3

1

1

1

12

1

2

1

4

1

2

2

2 2  

 

και στη συνέχεια µε χρήση του αντιστρόφου µετασχηµατισµού L-1 παίρνουµε: 

 

u x L u s x e e ex x x( ) { ( )}= = − + + − −− − −1 2 21

2

4

3

1

12

1

4  

 

και εκτελώντας την αντικατάσταση x=t-1 θα πάρουµε τελικά τη λύση : 

 

y t u t t e
e
e

e
et t t() ( )= − = − + + − −− + −1

3

2

4

3

1

12 4
1

2
2

2
2
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Άσκηση 5.4 

Να λυθεί η παρακάτω ολοκληρωτική εξίσωση: 

y u y t u du y t t

t

( ) ( ) ( )− = + −∫
0

2 2
 

 

 Λύση: 

 

Έχουµε τη συνέλιξη (y*y)(t)=2y(t)+t-2 oπότε εφαρµόζω το µετασχηµατισµό 

Laplace χωρίς να λαµβάνω υπόψη το t χάρη απλότητας και παίρνω: 

 

L y y L y L t L y s y s
s s

y s y s
s

s

s

s

s s

s

y s

s

s s

s
y s

s

s
y s

s

{ * } { } {} {} ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , ( )

= + − ⇒ − − + = ⇒

⇒ − −
−

= → = −
−

=
− +







 > ⇒

⇒ =
± −

= ±
−

⇒ =
−

=

2 2 1 2
1

2
1

0

2
2 1

0 4 4
2 1

4
2 1

0

2 2
1

2
1

1 2 1 1

2
2

2
2 2

2

2

1 2

Ä

    

 

 

και κατόπιν αυτών θα εφαρµόσουµε τον αντίστροφο του µετασχηµατισµού 

Laplace 

 

y t L
s

()= 







=−1 1
1  

 

η άλλη λύση απορρίπτεται. Πράγµατι για s να τείνει στο άπειρο το όριο το y(s) 

είναι το 2 διάφορο του µηδενός. Αυτό είναι µια βασικότατη ιδιότητα του 

µετασχηµατισµού Laplace και βοηθά στο να λύνονται ορθά πολλές ασκήσεις. 

∆ηλαδή πρέπει να ελέγχουµε κατά πόσο κάθε φορά όταν το s τείνει στο 

άπειρο, το όριο τείνει στο µηδέν. Τα λοιπά κατά τα γνωστά. 
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Άσκηση 5.5 

Να λυθεί η διαφορική x��-2x�+x=t-sint µε x�(0)=x(0)=0. 

 

 Λύση: 

 

Καταρχήν θα µπορούσαµε να λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή της ∆Ε και 

ύστερα να λύσουµε 2 διαφορικές x��-2x�+x=t και x��-2x�+x=sint κτλ. 

 

Εδώ θα προσπαθήσουµε να τη λύσουµε απλά χρησιµοποιώντας το 

µετασχηµατισµό του Laplace. Έτσι θα έχουµε: 

 

L x L x L x L t L t

s X sx x sX x X
s s

s X sX X
s s

X s s
s s

X
s s s

{ } { } { } {} {sin }

( ) ( ) ( ( ))

( )
( )

( ) ( )

′′ − ′ + = − ⇒

⇒ − − ′ − − + = −
+

⇒

⇒ − + = −
+

⇒ − + =
+

⇒

⇒ =
+ −

2

0 0 2 0
1 1

1

2
1 1

1
2 1

1

1

1

1 1

2
2 2

2
2 2

2
2 2

2 2 2

 

 

και µάλιστα όταν το s τείνει στο άπειρο το Χ τείνει στο µηδέν άρα δεκτό. 

 

Eφαρµόζουµε τον αντίστροφο του µετασχηµατισµού Laplace οπότε παίρνουµε: 

 

( )
x t L

s
L

s
L

s
L

s
L

s

s
()= 








+ 







+
−












−

−








−
+









⇒− − − − −1
2

1 1
2

1 1
2

1
2

1 1

2

1

1

3

2

1

1

1

2 1  

⇒ = + + − −x t t te e tt t() cos2
1

2

3

2

1

2  

 

που είναι η ζητούµενη λύση. 
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Άσκηση 5.6 

∆ίνεται το πρόβληµα αρχικών τιµών y�� = f(t) µε y(0) = 1, y�(0) = 0 όπου 

 

f t
t t

t t
( )

sin

cos , ð
=

≤ <
≤ < ∞





,   ð

    

0
. 

 

 Λύση: 

 

Αφού έχουµε δίκλαδη συνάρτηση, θα χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση 

Heaviside οπότε η f(t) γράφεται: 

 

f(t)=sint+H(t-π)(cost-sint)=sint+H(t-π)(sin(t-π)-cos(t-π)). 

 

Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό Laplace στην εξίσωση L{y��}=L{f(t)} άρα 

 

s y s s
s

e
s

s

s

y s
s s s

e
s s ss

y t L y s L
s

L
s s
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s s
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s
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+
+





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
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
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



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
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Άσκηση 5.7 

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών: 
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ty��+(2t+3)y�+(t+3)y= e -t ,  y(0)=a, y�(0)=1/3 - a. 

 

 Λύση: 

 

Εφαρµόζουµε µετασχηµατισµό Laplace: 

 

L ty
d

ds
L y s y s as a sy s y

L t y L ty L y s y sy

L t y L ty L y y y

{ } { } ( )

{( ) } { } { } ( )

{( ) } { } { }

′′ = − ′′ = − − − +





′
= − − ′

+ ′ = ′ + ′ = − − ′
+ = + = − ′ +

2 21

3
2

2 3 2 3 3 2 2

3 3 3
 

  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η δοσµένη εξίσωση γράφεται: 

 

( ) ( )
′ −

+
= −

+
−

+
⇒

⇒ = + +
+

−
+













y
s

y
s

a

s

y s s C
a

s s

1

1

1

1

2

1

1
1

1

3 1

3 2

2 3
( ) ( )

( ) ( )

 

 

Βλέπουµε ότι εµφανίζεται η σταθερά C. ∆εν είναι όµως όλες οι λύσεις δεκτές. 

Είπαµε σε µια προηγούµενη παρατήρηση ότι όταν το s τείνει στο άπειρο, τότε το y(s) 

πρέπει υποχρεωτικά να τείνει στο µηδέν. Αν στη συγκεκριµένη περίπτωση υπολογίσουµε 

το όριο, αυτό θα είναι µηδέν όταν και µόνο όταν C=0. Εποµένως η δεκτή λύση θα είναι 

η παρακάτω: 

 

y s
a

s s
y t ae tet t( )

( )
( )=

+
+

+
⇒ = +− −

1

1

3 1

1

32  

 

 

Άσκηση 5.8 

α) Αν f(0)=g(0) δείξτε ότι f�(t)*g(t) = f(t)*g�(t). 

β) Βρείτε τη λύση της y��(t)+ty�(t)-y(t) = 0 (1) για y(0) = 0 και y�(0) = 1. 
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 Λύση: 

 

α) Πρόκειται για συνέλιξη οπότε βάση του ορισµού έχουµε: 

 

( )

( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ( ) * ( )

′ = ′ − = − − ′ − − =

= − + ′ − = ′ = ′

∫ ∫
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f g t f u g t u du f u g t u f u g t u
d

du
t u du

f t g f g t f u g t u du f t g t f g t

t

t

t

t

0

0

0

0

0 0
 

 

β) Κατά τα γνωστά µε χρήση µετασχηµατισµού Laplace: 

 

L y t s y s sy y s y s

L y t sy s y sy s

L ty t
d

ds
sy s y s sy s

{ ( )} ( ) ( ) ( ) ( )

{ ( )} ( ) ( ) ( )

{ ( )} ( ( )) ( ) ( )

′′ = − − ′ = −
′ = − =

′ = − = − − ′

2 20 0 1

0

 

 

οπότε η δοσµένη εξίσωση γράφεται: 

 

s y s y s sy s y s y s
s

y s
s

2
2

1 0
2

2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − ′ − = ⇒ ′ +

−
= −  

 

καταλήξαµε δηλαδή σε γραµµική ∆Ε 1ης τάξης την οποία λύνουµε εύκολα πχ 

λύνοντας αρχικά την οµογενή και µετά βρίσκοντας µια µερική λύση. Με οποιοδήποτε 

πάντως τρόπο και αν εργαστούµε βρίσκουµε ότι: 

 

y s
e

s
C

s

s

( )
/

= +
2 2

2 2

1
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Όπως κάναµε όταν εµφανίστηκε η σταθερά C έτσι και τώρα πρέπει του s 

τείνοντος στο άπειρο το y(s) να τείνει στο µηδέν. 

 

Άρα η µόνη δεκτή σταθερά που ικανοποιεί τη βασική αυτή προϋπόθεση του 

µετασχηµατισµού Laplace θα είναι η C = 0 οπότε έχουµε: 

 

y s
s

y t L F s L
s

t y t t() () { ()} () .= ⇒ = = 







= ⇒ =− −1 1
2

1 1
2  

 

που είναι και η ζητούµενη τελική λύση. 

 

 

Άσκηση 5.9 

 

α) Να σχεδιασθεί η συνάρτηση H(t-2)-H(t-3) 

 

β) Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της  

 

f t

t

e tt( )

,

,

,

=

<

< <









0 2

2 3

0

     

    

     t>3
. 

 

 Λύση: 

 

α) Για τη γραφική παράσταση σκεφτόµαστε ως εξής. Η(t-2) σηµαίνει ότι είναι 1 όταν t-

2>0⇒ t>2 και 0 όταν t-2<0⇒ t<2. 

 

Άρα κάνουµε τη γραφική παράσταση του σχήµατος 1. Τώρα για την H(t-3) 

έχουµε ότι αυτή είναι 1 όταν t>3 και 0 όταν t<3.Κάνουµε τη γραφική παράσταση του 

σχήµατος 2. 
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Τέλος και από τα δυο µαζί προκύπτει η γραφική παράσταση του σχήµατος 3 που 

είναι και η ζητούµενη. 

 

 

 

 

1 

 2  

σχήµα 1 

 

 

 

   

1 

  3 

σχήµα 2 

 

 

 

 

 

  1 

      2    3  

 σχήµα 3          

 

 

β) Η f(t) προφανώς γράφεται (εκµεταλλευόµενοι τις ιδιότητες της συνάρτησης 

Heaviside) ως εξής: 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }f t e H t H t L f t L e H t H t

L f t L e H t L e H t

L f t L e H t L e H t

L f t e
e

s
e

e

s

t t

t t

t t

s s

( ) { ( )}

{ ( )} { ( )} { ( )}

{ ( )} { ( )} { ( )}

{ ( )}

= − − − ⇒ = − − − ⇒

⇒ = − − − ⇒

⇒ = − − − ⇒

⇒ =
−

+
−

− + − +

− −

2 3 2 3

2 3

2 3

1 1

2 2 3 3

2
2

3
3  

 

που είναι ο ζητούµενος µετασχηµατισµός. Παρατηρείστε ότι �αναγκαστήκαµε� να 

γράψουµε το et ως et+2-2
  για να εφαρµόσουµε τη γνωστή ιδιότητα L{etH(t)}=1/(s-1) 

όπου βέβαια t εµείς θέσαµε t-2 και t-3.  

 

 

Άσκηση 5.10 

Να υπολογιστεί το : 
t te dttcos −

∞

∫ 2

0

. 

 

 Λύση: 

 

Ισχύουν διαδοχικά τα εξής: 

 

{ } { }( )
( )

L t tH t L tH t
s

s

s

s
cos () cos ()=

′
= −

+





′

=
−

+
2

2

2
21

1

1  

 

οπότε για s=2 παίρνουµε ότι 

t te H ttcos ()− =2 3

25  

 

Επειδή δε το Η(t) στο διάστηµα (0,∞) έχει τιµή 1 παίρνουµε από τον ορισµό:  
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t te dttcos −

∞

∫ =2

0

3

25  

 

 

Άσκηση 5.11 

Να λυθεί η ∆Ε: 
′ = + −∫y t t y t u udu

t

() sin ( )cos

0
, όταν y(0) = 0. 

 

  

Λύση: 

 

Έχουµε σύµφωνα µε τη θεωρία της συνέλιξης: 

 

y t u udu y t t L y t t L y t L t

y s
s

s
L y t sy s y sy s

L t
s

sy s
s

y s
s

s
y s

s

t
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( ) { ( )} ( ) ( ) ( )
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− = ⇒ = =

=
+

→ ′ = − =

=
+

→ =
+

+
+

⇒ =

∫
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2

2 2 2 3

1
0

1

1

1

1 1

1  

 

 

και τελικά µε χρήση του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace παίρνουµε τη 

λύση: 

 

y t L y s L
s

y t t( ) { ( )} ( )= = 







⇒ =− −1 1
3

21 1

2  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: ΕΠΙΛΥΣΗ ∆.Ε. ΜΕ ∆ΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ -    

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆.Ε. 
 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ 

 

I. ∆ΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ  

 

1. Γενικά Περί ∆υναµοσειρών 

 

Ως δυναµοσειρά µε κέντρο το x0, ορίζουµε την σειρά συναρτήσεων: 

a x x a Rv
v

v
v

( ) ,− ∈
=

∞

∑ 0
0

 

Επίσης ορίζουµε ως ακτίνα σύγκλισης R της δυναµοσειράς τον αριθµό: 

R =

→ ∞

< < ∞

+ ∞ =










0

0

0

, .
1

ρ

ρ
ρ

ρ

, .

, .

 

 

όπου ρ. lim.= av
v .Το ρ µπορεί να υπολογισθεί και από το όριο lim.

a
a
v

v

+1 όταν 

αυτό υπάρχει.Η σειρά συγκλίνει για |x - xo|<R και αποκλίνει για |x - xo|>R. 

 

 

1.1 Συναρτήσεις Υπό Την Μορφή ∆υναµοσειρών & Παράγωγοι Αυτών. 

 

Μια συνάρτηση f η οποία µπορεί σε περιοχή του x0 να γραφεί σε µορφή 

δυναµοσειράς µε κέντρο το xo,ονοµάζεται αναλυτική στο σηµείο x0. 
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Θεωρούµε την συνάρτηση: 

f x a x x R x Rv
v

v
( ) ( ) , )= − ∈ − +

=

∞

∑ 0 0
0

     ,  x (x0       (1) 

 

Η συνάρτηση αυτή στο συγκεκριµένο πεδίο ορισµού έχει παραγώγους 

οποιασδήποτε τάξεως. Αυτές γράφονται ως εξής: 

 

′ = − = + −−
+

=

∞

=

∞

∑∑f x va x x v a x xv
v

v
v

vv
( ) ( ) ( ) ( )0

1
1 0

01
1  

′′ = − − = + + −−
+

=

∞

=

∞

∑∑f x v v a x x v v a x xv
v

v
v

vv
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 10

2
2 0

02
 

�� 

f x v k v k v a x xk
v k

v

v

( ) ( ) ( )( )...( ) ( )= + + − + −+
=

∞

∑ 1 1 0
0

 

 

Εάν πληρούνται κάποιες προϋποθέσεις, που περιγράφουµε στην επόµενη 

παράγραφο, είναι δυνατόν να λυθεί µια διαφορική εξίσωση, εάν θεωρήσουµε ότι η λύση 

έχει την µορφή της (1) και αντικαταστήσουµε τις παραγώγους της (όπως αναγράφονται 

παραπάνω) στην διαφορική εξίσωση. Εκτελώντας τις απαραίτητες πράξεις καταλήγουµε 

σε εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα, και εξισώνοντας τους αντίστοιχους συντελεστές 

παίρνουµε όπως θα δούµε την λύση της διαφορικής εξισώσεως. 

 

Κατά τον υπολογισµό των παραγώγων της f σε µορφή δυναµοσειράς, πρέπει το 

όρισµα του αθροίσµατος (εδώ το ν) να ξεκινά από τον ίδιο αριθµό (εδώ µετατρέψαµε  

όλες τις δυναµοσειρές ώστε το ν να ξεκινά από το 0) αλλιώς θα αντιµετωπίσουµε 

πρόβληµα στις περαιτέρω πράξεις. Για να µετατρέψουµε µια δυναµοσειρά της οποίας το 

ν ξεκινά από το α ώστε να ξεκινά από το b ≠ α, εκτελούµε τα παρακάτω: 

 

Θέτουµε : 

v a k b
v k a b
k v a b− = − ⇒

= + −
= − +




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και αντικαθιστούµε στην παράσταση όπου ν το ίσο του από την άνω ισότητα 

ενώ στο σύµβολο του αθροίσµατος θέτουµε �άθροισµα από k = b εώς ∞�. 

 

Πράγµατι, από την κάτω ισότητα για ν = α παίρνω k = b.Προφανώς το ∞ 

παραµένει το ίδιο. Αφού συντάξουµε πλήρως την δυναµοσειρά µας και 

αντικαταστήσουµε όλα τα ν µε τα k,µπορούµε (αφού είναι θέµα συµβολισµού) να 

γράψουµε όπου k το ν. 

 

Για παράδειγµα, θα µετατρέψουµε την f�(x) έτσι ώστε το άθροισµα να ξεκινά από 

το µηδέν. Έχουµε: 

 

v k
v k k
k v v− = − ⇒

= + − = +
= − + = −





1 0
1 0 1
1 0 1

 

 

Έτσι έχω:         ′ = − = + −−
+

=

∞

=

∞

∑∑f x va x x k a x xv
v

k
k

kv
( ) ( ) ( ) ( )0

1
1 0

01
1  

 

Το τελικό αποτέλεσµα µπορεί να γραφεί: 

 

′ = + −+
=

∞

∑f x v a x xv
v

v
( ) ( ) ( )1 1 0

0
 

 

Σε αντίθετη περίπτωση, εάν θελήσουµε να µετατρέψουµε ένα άθροισµα έτσι 

ώστε το ν να ξεκινά από το b όπου b > α και δεν θέλουµε να αλλάξουµε την 

µορφή της παράστασης µπορούµε απλά να αναπτύξουµε τους όρους από το α έως το 

b. Έτσι για παράδειγµα : 

 

′ = + − = + − + + − ⇒+
=

∞

+ +
=

∞

∑ ∑f x v a x x a x x v a x xv
v

v
v

v

v
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 11 0

0
0 1 0

0
1 0

1
 

′ = + + −+
=

∞

∑f x a v a x xv
v

v
( ) ( ) ( )1 1 0

1
1  



 110 

 

 

2. Οµαλά Σηµεία - Επίλυση Με ∆υναµοσειρές 

 

Θεωρούµε τη διαφορική εξίσωση: 

 

′′ + ′ + =y p x y q x y g x( ) ( ) ( )      (1) 

 

όπου οι συναρτήσεις p,q,g αναπτύσσονται σε περιοχή του xo σε δυναµοσειρές µε 

κέντρο το xo.Το σηµείο xo τότε ονοµάζεται οµαλό σηµείο της διαφορικής 

εξισώσεως (1). 

 

Τότε αποδεικνύεται ότι κάθε λύση της (1) γράφεται υπό την µορφή 

δυναµοσειράς µε κέντρο xo σε κατάλληλη περιοχή του x0 (δηλαδή στο διάστηµα (xo - ρ, 

x0 + ρ), ρ > 0). Με βάση τα παραπάνω είναι εύκολο να λύσουµε διαφορικές εξισώσεις 

σύµφωνα µε το παράδειγµα και τις ασκήσεις που παρατίθενται παρακάτω. 

 

Παράδειγµα: 

 

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών: 

′′ + = = ′ =y y y y0 0 0 0 1    ( ) , ( )    (*) 

 

Λύση: 

 

Θα επιδιώξουµε να βρούµε τη λύση της διαφορικής εξίσωσης µε την βοήθεια 

δυναµοσειρών. Το 0 είναι οµαλό σηµείο της (*) οπότε  σύµφωνα µε τη θεωρία µια λύση 

της αναπτύσσεται ως δυναµοσειρά γύρω από το 0,δηλαδή η λύση θα έχει τη µορφή: 

 

y x a xv
v

v
( ) =

=

∞

∑
0
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(επιλέξαµε το 0 ως κέντρο ,διότι µπορούµε έτσι να αξιοποιήσουµε και τις αρχικές 

συνθήκες που µας δίνονται).Έτσι έχω: 

 

y a
y a
( )
( )
0 0 0
0 1 1

0

1

= ⇒ =
′ = ⇒ =  

 

διότι έχω: 

y x a x a a x a xv
v

v
( ) ...= = + + +

=

∞

∑
0

0 1 2
2  

′ = + = + + ++
=

∞

∑y x v a x a a x a xv
v

v
( ) ( ) ...1 2 31 1 2 3

2

0
 

 

Η λύση όπως περιγράφηκε παραπάνω, προφανώς θα ικανοποιεί τη (*): 

 

( )( )v v a x a xv
v

v
v

vv
+ + + =+

=

∞

=

∞

∑∑ 2 1 02
00

 

 

Αφού και στις δύο εκφράσεις το ν ξεκινά από το 0 µπορώ να τις συγχωνεύσω σε 

µία. Ταυτόχρονα βγάζω ως κοινό παράγοντα το xv. 

 

[( )( ) ]v v a a xv v
v

v
+ + + =+

=

∞

∑ 2 1 02
0

 

 

Παρατηρήστε ότι γενικά για να µπορέσουµε να κάνουµε πράξεις µε δυναµοσειρές 

θα πρέπει αυτές να έχουν κοινή αρχή. Επιπλέον για να µπορέσουµε να φτάσουµε σε 

κάποιο συµπέρασµα,(εδώ συµπεραίνουµε ότι η έκφραση µεταξύ των αγκύλων είναι 

µηδέν) θα πρέπει να βγάλουµε κοινό παράγοντα µια έκφραση του x οπότε φροντίζουµε 

όλα τα x να είναι υψωµένα στον ίδιο εκθέτη. Για να πετύχουµε τα παραπάνω, 

χρησιµοποιούµε την µεθοδολογία που αναπτύχθηκε προηγουµένως στο κεφάλαιο. 

 

Η προηγούµενη έκφραση σηµαίνει ότι για κάθε ν ισχύει: 
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( )( )
( )( )

v v a a a
a

v vv v v
v+ + + = ⇒ = −

+ ++ +2 1 0
2 12 2  

 

Με βάση την παραπάνω σχέση, και το γεγονός ότι α0 = 0,α1 = 1,προκύπτουν 

όλοι οι συντελεστές. Συγκεκριµένα ισχύει: 

a kk2 0 0 1 2 3= =, , , , ,...  

 

ενώ για τους περιττούς δείκτες: 

a3

1
2 3

= −
⋅

  ,  a
a

5
3

4 5
1
5

= −
⋅

=
!
   , a

a
7

5

6 7
1
7

= −
⋅

= −
!
 

 

και γενικά έχω: 

a
kk

k

2 1

1
2 1+ =

−
+

( )
( )!

 

 

Η γενική λύση λοιπόν της διαφορικής εξίσωσης θα είναι η: 

 

y x
x x x x

k
x x Rk

k

( )
! ! !

... ( )
( )!

sin ,= − + − + −
+

= ∈
+

1 3 5
1

2 1

3 5 2 1

 

 

Η παραπάνω λύση θα µπορούσε να προκύψει µε απλή επίλυση της διαφορικής 

εξίσωσης. (Είναι δευτέρας τάξεως µε σταθερούς συντελεστές). 

 

Παρατήρηση: Από δω και στο εξής όπου αναγράφουµε το σύµβολο ∑ και µόνο αυτό 

θα εννοούµε 
v=

∞

∑
0

. 
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II. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

3. Γενικά Για Τα Συστήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων 

 

Συχνά η µελέτη ενός προβλήµατος Φυσικής ,Μαθηµατικών ή Μηχανικής οδηγεί σ� 

ένα σύνολο εξισώσεων, στο οποίο εµφανίζονται περισσότερες από µία άγνωστες 

συναρτήσεις y1(x),y2(x),�,yn(x) και οι παράγωγοί τους µέχρι κάποιου βαθµού. Το 

σύνολο αυτό των εξισώσεων λέµε ότι αποτελεί ένα σύστηµα διαφορικών 

εξισώσεων. 

 

Το σύστηµα αυτό θα έχει την µορφή: 

 

F x y y y y y y y y y

F x y

v v
n n n

v

n

n
1 1 1 1 2 2 2

1

1 2 0( , , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., )
...............................................................................

( , ,

( ) ( ) ( )′ ′ ′ =

′y y y y y y y yv v
n n n

vn
1 1 2 2 2

1 2 0,..., , , ,..., ,..., , ,..., )( ) ( ) ( )′ ′ =









 

 

4. Γραµµικά Συστήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων 

 

Ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης σε κανονική µορφή θα 

λέγεται γραµµικό όταν είναι της µορφής: 

 

(1)     

′ = + + +

′ = + + +









y a x y a x y g x

y a x y a x y g x

n n

n n nn n n

1 11 1 1 1

1 1

( ) ... ( ) ( )
...............................

( ) ... ( ) ( )
 

 

όπου όλες οι συναρτήσεις της (1) είναι ορισµένες σε ένα µη εκφυλισµένο 

διάστηµα Ι. Το σύστηµα (1) µπορεί να γραφεί σε διανυσµατική µορφή ως εξής: 

 

(2)        ′ = +y A x y g x( ) ( )  
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όπου Α(x) είναι ο πίνακας ( )a xij n n
( )

×
ενώ y, g(x) είναι τα διανύσµατα (πίνακες 

στήλη): 

 

y

y
y

yn

=



















1

2

...
 και g x

g x
g x

g xn

( )

( )
( )

...
( )

=



















1

2
 

 

Όταν g(x) = 0 τότε το σύστηµα (1) ονοµάζεται οµογενές. 

 

5. Επίλυση Συστηµάτων ∆ιαφορικών Εξισώσεων 

 

5.1 Επίλυση Συστηµάτων Με Την Μέθοδο Της Απαλοιφής 

 

Όταν έχουµε ένα γραµµικό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς 

συντελεστές, µπορούµε µε παραγωγίσεις και γραµµικούς συνδυασµούς των εξισώσεων 

να �δηµιουργήσουµε� µια διαφορική εξίσωση µε µία µόνο άγνωστη συνάρτηση. Στη 

συνέχεια λύνουµε την διαφορική αυτή εξίσωση και από την λύση της, κατά τα γνωστά, 

προσδιορίζουµε τις λύσεις και των υπόλοιπων άγνωστων συναρτήσεων. 

 

Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται µέθοδος της απαλοιφής κατ� αναλογία προς την 

µέθοδο της απαλοιφής των συστηµάτων αλγεβρικών εξισώσεων και µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και για γραµµικά συστήµατα διαφορικών εξισώσεων µε µη σταθερούς 

συντελεστές ή και για µη γραµµικά συστήµατα. 

 

Παράδειγµα: 

Να λυθεί το σύστηµα: 

( )
( )
1
2

2 0
6 3 1

′′ + − =
′ − + =





x x y
y x y  
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Λύση: 

Πολλαπλασιάζουµε την (1) µε το 3 και προσθέτουµε στην (2).Έτσι προκύπτει: 

 

(3)     3x�� + y� = 1 

 

Παραγωγίζουµε την (1) και την προσθέτουµε στην (3) οπότε έχουµε: 

 

(4)       x��� + y� = 1 

 

Η (4) έχει κατά τα γνωστά τη γενική λύση: 

 

x t C C e C e tt t( ) = + + +− −
1 2

2
3

1
2

 

 

Αντικαθιστούµε στην (1) οπότε προκύπτει εύκολα: 

 

y t C C e C et t( ) = + + +− −2 6 3 11 2
2

3  

 

 

5.2 Επίλυση Συστηµάτων Με Την Μέθοδο Του Μετασχηµατισµού Laplace 

 

Κατά την µέθοδο αυτή, εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό Laplace σε κάθε µία 

από τις εξισώσεις του συστήµατός µας, λαµβάνοντας υπόψη τις αρχικές τιµές που θα 

µας δίνονται. 

 

Με αυτό τον τρόπο καταλήγουµε σε ένα γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα ως προς 

τις λαπλασιανές Yi(s) = L{yi}. (yi είναι οι άγνωστες συναρτήσεις).Αφού επιλύσουµε 

εύκολα το αλγεβρικό αυτό σύστηµα, εφαρµόζουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό 

Laplace για t ≥0,οπότε προκύπτουν οι άγνωστες συναρτήσεις yi. 
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Παράδειγµα: 

Να λυθεί το σύστηµα: 

′ = −
′ = − + −





= =
x x y

y x y t x y
2 2

4 2
0 1 0 0δ π.( )

, ( ) , ( )  

 

Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό Laplace σε κάθε µία από τις εξισώσεις του 

συστήµατός µας, λαµβάνοντας υπόψη τις αρχικές τιµές.Έτσι προκύπτει το εξής 

σύστηµα: 

 

sX X Y
sY X Y e

s X Y
X s Y es s

− = −
= − +









⇒
− + =

− + + =








⇒− −

1 2 2
4 2

2 2 1
4 2π π

( )
( )

 

X
s

s s s
e Y

s
s

s s
es s=

+
+

+
−

+
=

+
+

+
−

+






− −
2 2 2 2 2 24

2
4

2
4

4
4 4

2
4

π π,  

 

Άρα η λύση του συστήµατος θα είναι: 

 

x t t t H t t
y t t H t t t
( ) cos( ) sin( ) ( ) sin( )
( ) sin( ) ( )(cos( ) sin( ))

= + − −
= + − −

2 2 2 2
2 2 2 2

π
π  

 

5.3 Επίλυση Συστηµάτων Με Την Μέθοδο Του Euler 

 

Η µέθοδος του Euler ή µέθοδος των χαρακτηριστικών µεγεθών εφαρµόζεται 

στην περίπτωση οµογενούς συστήµατος διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης µε 

σταθερούς συντελεστές, δηλαδή στην περίπτωση συστηµάτων της µορφής: 

 

(1)        yAy ⋅=′  

 

όπου y το διάνυσµα των άγνωστων συναρτήσεων: 
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y
y

yn

=
















1

...  

Κατά την µέθοδο του Euler,θα αναζητούµε τις ιδιοτιµές του πίνακα Α.Οι ιδιοτιµές 

του πίνακα Α αποτελούν ,όπως είναι γνωστό, λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης του 

Α: 

(2)      A I− =λ . 0  

 

Ένα διάνυσµα υ ≠ 0 αποτελεί ιδιοδιάνυσµα όταν υπάρχει λεC τέτοιο ώστε: 

 

(3)        Αυ = λυ ή (Α - λ)Ι = 0 

 

Αν λεC είναι µια ιδιοτιµή του Α και υ είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε 

αποδεικνύεται ότι η διανυσµατική συνάρτηση φ = eλx υ αποτελεί λύση του συστήµατος 

(1). 

 

Συνεπώς θα αναζητούµε από την (2) τις ιδιοτιµές του πίνακα Α και µε βάση την 

(3) θα αναζητούµε  τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα. Θα πρέπει όµως να προσέχουµε 

ώστε να επιλέγουµε γραµµικώς ανεξάρτητα µεταξύ τους ιδιοδιανύσµατα. Αν 

πράγµατι έχουν επιλεχθεί n το πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητα µεταξύ τους 

ιδιοδιανύσµατα, αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις: 

φ φλ λ
1 1

1
. .,...,= =e u e ux

n
x

n
n  

 

(όπου λ1,λ2,�,λn είναι οι αντίστοιχες ιδιοτιµές των ιδιοδιανυσµάτων) αποτελούν 

θεµελιώδες σύνολο λύσεων του συστήµατος (1). 

 

Κατά την εύρεση των ιδιοτιµών ενδέχεται κάποιες από αυτές να είναι ρίζες της 

(2) µε πολλαπλότητα κ µεγαλύτερη του 1.Σε κάθε τέτοια ιδιοτιµή θα αντιστοιχούµε κ το 

πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. 

 

Παρατήρηση: Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούνται σε κάθε ιδιοτιµή δεν 

είναι µοναδικά. Αντίθετα, πχ στη περίπτωση ιδιοτιµής που είναι απλή ρίζα της (2),αν 
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αντικαταστήσουµε στην (3) θα έχουµε 1 ελεύθερο άγνωστο, στη περίπτωση που η 

ιδιοτιµή είναι διπλή ρίζα της (2),τότε το σύστηµα (3) θα έχει 2 ελεύθερους αγνώστους 

κοκ. Tα παραπάνω αναλύονται διεξοδικά στις σχετικές ασκήσεις. 
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Β. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Άσκηση 6.1 

 

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση του Airy  y��-xy=0 µε τη βοήθεια δυναµοσειρών. 

  

 Λύση: 

 

Με τη βοήθεια δυναµοσειρών η δοσµένη εξίσωση γράφεται: 

 

[ ]

′′ − = ⇒ + + − = ⇒

⇒ + + − = ⇒

⇒ + + + − = ⇒

⇒ + + + − = ⇒

⇒ = + +

∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑
∑

+

+

=

∞

−

=

∞

+ −

=

∞

y xy n n a x x a x

n n a x a x

a x n n a x a x

a n n a a x

a n n a

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n n
n

n

n

0 2 1 0

2 1 0

2 2 1 0

2 2 1 0

2 0 2 1

1

2
0

2

1

1

1

2 2 1

1

2

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

n+2

n+2

      êáé      + −

+
−

− = ⇒

⇒ = =
+ +

∀ ≥ ∈

2 1

2 2
1

0

0
1 2

1

a

a a
a

n n
n n N

n

n
n     êáé             ìå 

( )( )

 

 

τώρα εµείς θα θέτουµε n=1,2,� µέχρι να βρούµε µε ποιο τρόπο 

επαναλαµβάνεται η ακολουθία. 

 

Μπορεί να µην υπάρχει συγκεκριµένος τύπος οπότε και η επίλυση της άσκησης 

θα σταµατήσει εδώ. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε: 
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n a
a a a

n a
a

n a
a

n a
a a a

= → = = =

= → =

= → = =

= → = = =

1
6 1 2 3 3

2
12

3
20

0

4
30 2 3 5 6 2 5 3 2

3
0 0 0

4
1

5
0

6
3 0 0

2

* * !

* * * * * !

 

 

Ήδη από εδώ και πέρα µπορούµε να βγάλουµε τα εξής συµπεράσµατα: 

 

a
a

n n
n

a
a

n n

n n

n n

3
0

3 1
1

2 5 8 3 1 3
1 2 3

4 7 10 3 1 3

=
−

=

=
++

* * *.....*( )* !
, , , ...

* * *....*( )* !
,

    

     n=1,2,3,...  

 

και εποµένως έχουµε την εξής γενική λύση: 

 

y x a A x a x b xn
n

n

n
n

n

( )= +
















+ +














=

∞
+

=

∞

∑ ∑0
3

1

1
3 1

1

1
 

 

Αν τώρα θέσω a0=0 παίρνω y2(x) λύση της ∆Ε. Αν επίσης a1=0 παίρνω y1(x) 

άλλη  µια λύση της ∆Ε. Τότε y(x)=a0y1(x)+a1y2(x) µια λύση της ∆Ε. Για να δούµε αν τα 

y1(x) και y2(x) αποτελούν γενική λύση της ∆Ε αρκεί να πάρουµε ορίζουσα Wronski. 

 

W ( )0
1 0

0
1 0= = ≠

  

  1  

 

άρα έχουµε θεµελιώδες σύστηµα λύσεων που κατά συνέπεια εκφράζει τη γενική 

λύση της ∆Ε.  
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Άσκηση 6.2 

Να λυθεί µε τη βοήθεια δυναµοσειρών η ∆Ε Legendre: 

 

( ) ( ) ,1 2 1 02− ′′ − ′ + + = ∈x y xy a a y a R     

 

 Λύση: 

 

Για λόγους ευκολίας η εξίσωση αυτή γράφεται: 

 

′′ −
−

′ +
+

−
= ⇒ = −

−
=

+
−

y
x

x
y

a a

x
y p x

x

x
q x

a a

x

2

1

1

1
0

2

1

1

12 2 2 2

( )
( ) , ( )

( )
         

 

Προφανώς τώρα οι p(x) και q(x) αναπτύσσονται σε δυναµοσειρά µε κέντρο το 0 

και ακτίνα 1. Εποµένως κάθε λύση της εξίσωσης µπορεί να γραφτεί υπό τη µορφή 

δυναµοσειράς. Αν τώρα µετά την παρατήρηση αυτή η οποία είναι απαραίτητη να γίνεται 

, έρθουµε στην αρχική µορφή και αντικαταστήσουµε την y(x) παίρνουµε: 

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )

1 2 1 2 1 1 0

2 1 2 1 2 1

1 0

2 2 1 1 2

2
2 1

2 2
2

1
1

2 0 2

− + + − + + + = ⇒

⇒ + + − + + − + +

+ = ⇒

⇒ + + + + − − −

+ +

+ +
+

+
+

+

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑

x n n a x x n a x a a a x

n n a x n n a x n a x

a a a x

a ba n n a n n a na

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n n n[ ]+ = ⇒

⇒ = − = + −
+ +

=

=

∞

+

∑ ba x

a
b
a a

n n b

n n
a n

n

n

n

n n

1

2 0 2

0

2

1

2 1
012   êáé         

( )

( )( )
, ,,,....
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Έτσι θα αρχίσουµε να βρίσκουµε διάφορους συντελεστές έως ότου να 

καταλήξουµε σε κάποια µορφή ακολουθίας: 

 

a
b
a

b b
a

a
b
a

b b b
a

a
b

k

b b b

k k
ak

4 2 0

6 4 0

2 0

2 3

3 4 4
1

2 3

4 5

5 6 6
1

2 3
1

4 5

2
1

2 3
1

4 5
1

2 2 2 1

=
−

= − −





=
−

= − −





−





= −





−





−
− −









*

* *

*

* * *

* *
.....

( )( )
,    k=2,3,...

 

 

οµοίως αν εκτελέσουµε την ίδια διαδικασία για περιττούς δείκτες συντελεστών 

θα πάρουµε το γενικό όρο της ακολουθίας τους: 

 

a
k

b b b

k k
a kk2 1 1

1

2 1
1

1 2
1

3 4
1

2 2 2
12− =

+
−





−





−
−







 =

* *
....

( )( )
, , ,....    

 

 

Συνεπώς η γενική λύση της δοσµένης ∆Ε Legendre θα είναι η  

 

y(x)=a0y1(x)+a1y2(x) 

 

όπου y1(x),y2(x) οι παρακάτω εκφράσεις: 

 

y x
a a

x
a a

k

a a a a

k k
x

y x x
k

a a a a

k k
x

k

k

k

k

1
2

2

2

2

1

2 1

1
1

2

1

2
1

1

2 3
1

1

2 2 2 1

1

2 1
1

1

1 2
1

1

2 2 1

( )
( ) ( ) ( )

*
....

( )

( )( )

( )
( )

*
....

( )

( )

= − + − + − +





− +
− −









= +
+

− +





− +
−









=

∞

=

∞
+

∑
∑  

 

Άσκηση 6.3 

Να επιλυθεί το σύστηµα: 

y��+z��+y�=sin2x 

2y��+z��=2x 
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 Λύση: 

 

Αφαιρώντας τις δυο σχέσεις παίρνουµε το ισοδύναµο σύστηµα: 

 

2y��+z��=2x 

y��-y�=2x-sin2x 

 

Για τη δεύτερη εξίσωση λύνω την οµογενή: 

 

′′ − ′ = ⇒ = ⇒ = +y y y x C C ex0 0 1 1 2ë1,2 , ( )  

 

Θα προχωρήσουµε µε τη µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων. Θα µπορούσαµε 

επίσης να επιλύσουµε την άσκηση και µε τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών. 

Τελικά θα πάρουµε τις εξής τιµές για τις δυο σταθερές: 

 

C
y g

W x
dx

e x x

e

e

dx x x dx

C
y g

W x
dx

x

x

x

1
2

2
1

2 2

1

0

2 2= − = −
−

= − −

=

∫ ∫ ∫

∫

( )

( sin )
( sin )

( )

   

   

êáé 
 

 

χωρίς να ληφθούν υπόψη οι µεταβλητές της ολοκλήρωσης. Τελικά έχω: 

 

y x C C e x x x
x xx( ) ( )

cos sin
= + − + − − +1 2

2 2
2

10

2

5  

 

είναι σαφές ότι τώρα πρέπει να προσδιορίσουµε το z. Για να το επιτύχουµε 

ανατρέχουµε στην εξίσωση  2y��+z��=2x λύνοντας ως προς z. Τότε όµως θα έχουµε: 
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′′ = − + + − +z C e x x xx
2 2 1

2

5
2

4

5
2( ) cos sin  

 

το z µπορεί να εµφανισθεί αν ολοκληρώσουµε δυο φορές την παραπάνω σχέση, 

οπότε και θα έχουµε δυο ακόµα σταθερές. 

 

 

Άσκηση 6.4 

Να λυθεί το σύστηµα: 

′ = − + + +

′ = − + +
′ = + + +










x x y z e

y x y z e

z x y z

t

t3

4

          x(0)=y(0)=z(0)=0
 

 Λύση: 

 

Θα λύσουµε αυτό το σύστηµα µε εφαρµογή του µετασχηµατισµού Laplace. 

 

sX s x X Y Z
s

sY s y X Y Z
s

sZ s z X Y Z
s

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− = − + + +
−

− = − + +
−

− = + + +















⇒

0
1

1

0
1

3

0
4  

sX s X Y Z
s

sY s X Y Z
s

sZ s X Y Z
s

( )

( )

( )

= − + + +
−

= − + +
−

= + + +















1

1
1

3
4  

 

δηλαδή γραµµικό σύστηµα επιλύεται πολύ εύκολα από εδώ και πέρα. Ενδεικτικά 

αναφέρουµε µια λύση: 
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X s
s s s s

s s s s s
( )

( )( )( )( )
=

+ − − +
− + − −

4 3 2

2

2 11 14 24

4 1 1 3  

 

 

Άσκηση 6.5 

Να επιλυθεί το σύστηµα: 

x t x y

y t x y

•

•

= +

= − +

( )

( )

4

2
 

 Λύση: 

 

Θα επιλύσουµε το σύστηµα αυτό χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Euler. Κατά τη 

µέθοδο αυτή παίρνουµε τον πίνακα του συστήµατος και επιλύουµε τη χαρακτηριστική 

εξίσωση. ∆ηλαδή: 

 

A =








 ⇒

−
= ⇔ − + = ⇒ = ∧ =

4 4
0 5 6 0 2 3

    1

-2   1
   

ë     1

-2     1-ë
     ë ë ë      ë2

1 2  

 

Τώρα για κάθε ιδιοτιµή θα πρέπει να βρίσκω κατά τα γνωστά από την Γραµµική 

Άλγεβρα ένα διάνυσµα ui όπου i. το πλήθος των ιδιοτιµών. 

 

( )A I u
a

b
a b a b u− = ⇔


















 = ⇒ + = ⇒ = → = − ⇒ =

−








2 0 0 2 0 1 2

1

21 1    
2     1

-2   -1  

 

παρατηρούµε ότι µας ενδιαφέρει ένα µόνο διάνυσµα u1 που να ικανοποιεί 

την αρχική σχέση. Οµοίως και για το άλλο διάνυσµα έχουµε: 

 

( )A I u
a

b
a b a b u− = ⇔


















 = ⇒ + = ⇒ = → = − ⇒ =

−








3 0 0 0 1 1

1

12 2    
1     1

-2   -2  

 

εποµένως η γενική λύση του συστήµατος µπορεί να γραφεί ως εξής: 
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x t

y t
C e C et t( )

( )







 =

−






 +

−






1

2
2

31

2

1

1 . 

 

 

Άσκηση 6.6 

Να επιλυθεί το σύστηµα: 

′ =
















y y

2  2  1

1  3  1

1  2  2
 

 Λύση: 

 

Παίρνω τη χαρακτηριστική εξίσωση το συστήµατος (ο πίνακας του συστήµατος 

δίνεται) οπότε θα έχω: 

 

2

11 0

−
= + ⇒ =

ë     2     1

  1     3-ë    1

  1       2   2-ë

 ë -7ë ë-5=0   (ë-5)(ë-1)3 2 2

 

 

Σηµείωση: Για να επιλύσουµε το πολυώνυµο 3ου βαθµού θα µπορούσαµε να 

κάνουµε σχήµα horner για τα -1,+1,-5,+5. Θα την υποβιβάζαµε έτσι σε πολυώνυµο 

δευτέρου βαθµού το οποίο όµως είναι και τέλειο τετράγωνο. 

 

Στο θέµα αυτό, παρατηρούµε ότι µια ρίζα είναι διπλή και συγκεκριµένα η ρίζα 

ρ=1. Καταρχήν θα βρούµε το ιδιοδιάνυσµα κατά τα γνωστά που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή λ1=5. Αν υποθέσουµε ότι αυτό είναι το u=(a,b,c) τότε έχουµε το σύστηµα: 

 

( )A I u

a b c

a b c

a b c

− = ⇔
− + + =

− + =
+ − =









⇔5 0

3 2 0

2 0

2 3 0

     a=b=c
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Προφανώς τώρα ένα τέτοιο διάνυσµα θα είναι το u=(1,1,1). 

 

Τώρα θα επεξεργαστούµε τη διπλή ιδιοτιµή λ2=λ3=1. Προφανώς είναι: 

 

( )A I v− = ⇔








⇔0    

a+2b+c=0

a+2b+c=0

a+2b+c=0

     v=(a,-a-c,c)
 

 

Βλέπουµε ότι εδώ, δυο από τους τρεις αγνώστους µπορούν να πάρουν 

αυθαίρετες τιµές και συγκεκριµένα οι a,c. Τότε το b θα εξαρτάται από τα a,c. Άρα 

δίνοντας δυο τυχαίες τιµές στα a,c βρίσκουµε µια τιµή για το b. 

 

Επειδή το ιδιοδιάνυσµα v εξαρτάται από δυο ανεξάρτητες µεταβλητές, είναι 

επιτακτική η ανάγκη να βρούµε δυο τέτοια ιδιοδιανύσµατα, δηλαδή: 

 

στην  εξίσωση a+2b+c=0 ⇒  b=1, c=0 ⇒  a=-2 και b=0,c=1 ⇒ a=-1 

 

Άρα v1=(-2,1,0) και v2=(-1,0,-1). 

 

Είναι σε αυτό το σηµείο χρήσιµες οι εξής παρατηρήσεις: 

 

• Για την εύρεση των ιδιοδιανυσµάτων, στηριζόµαστε στο γεγονός ότι θέλουµε ένα 

από τα ιδιοδιανύσµατα. Εποµένως µπορούµε κάθε φορά να δίνουµε οποιαδήποτε 

τιµή εµείς θέλουµε στις ανεξάρτητες µεταβλητές και να υπολογίζουµε τις 

εξαρτηµένες. Συνήθως δίνουµε 0 ή 1 γιατί βολεύουν τις πράξεις. 

• Το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών θα είναι ίσο µε την πολλαπλότητα των 

ιδιοτιµών. ∆ηλαδή για απλές ιδιοτιµές θα έχουµε 1 ανεξάρτητη µεταβλητή για 

κάθε ιδιοδιάνυσµα. Για διπλής πολλαπλότητας ιδιοτιµές θα έχουµε 2 ανεξάρτητες 

µεταβλητές για κάθε ιδιοδιάνυσµα κοκ. 

• Είναι σαφές ότι θα πρέπει να ελέγχουµε αν τα εξαγόµενα ιδιοδιανύσµατα που 

αντιστοιχούν σε ιδιοτιµή κάποιας πολλαπλότητας διάφορης της 1, είναι 

Γραµµικώς Ανεξάρτητα (ΓΑ). Πράγµατι στο παράδειγµά µας τα v1, v2 είναι ΓΑ. 
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Η  γενική λύση του προβλήµατος θα είναι η: 

 

y x C e C e C ex x x( )=
















+
−















+
−















1
5

2 3

1

1

1

1

0

1

2

 

 

  1

  0
 

 

 

Άσκηση 6.7 

Να λυθεί το σύστηµα 

tx x y

ty x y

′ = +
′ = − +



 3 5  

 

 Λύση: 

 

Παρατηρούµε ότι οι x� και y� είναι πολλαπλασιασµένες µε το t, οπότε έχουµε 

όµοια µορφή µε αυτή της ∆Ε Euler και για την επίλυσή της εφαρµόζουµε το γνωστό 

µετασχηµατισµό t=ez  άρα: 

 

dx

dt

du

dz

dz

dt
u z

t
u z

dy

dt

dw

dz

dz

dt
w z

t
y t y e w zz

= = ′ =

= = ′ = =

( ) , ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

1

1

   äéïôé   x(t)=x(e

   äéïôé    

z

 

 

Με την αντικατάσταση αυτή το σύστηµα µετασχηµατίζεται στο ακόλουθο 

εντελώς ισοδύναµο σύστηµα ως προς u και w: 

 

′ = +
′ = − +





u u w

w u w3 5  

 

Για τις ιδιοτιµές του πίνακα του συστήµατος έχουµε: 
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A − = ⇒ = ⇒ −ëÉ     
1-ë        1

  -3     5-ë
    ë ë+8=020 0 6  

 

και άρα έχουµε τις ιδιοτιµές λ1=2 και λ2=4. Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα 

ακολουθώντας κατά τα γνωστά τη µεθοδολογία που γνωρίζουµε: 

 

( )

( )

A I V
v

v
v v V

A I V
v

v
v v V

− = ⇒
−
















 = ⇒ = ⇒ =











− = ⇒
−
















 = ⇒ = ⇒ =











ë
     1

-3     3

ë
     1

-3     1

1

2

1
1

2
1 2 1

2
1

2
1 2 2

0
1

0
1

1

0
3

0 3
1
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Άρα η λύση του συστήµατος θα είναι (ως προς z,w): 

 

u

w
C e C ez z







 =









 +









1

2
2

41

1

1

3  

 

Θέτουµε όµως τώρα z=lnt (η αντίστροφη του µετασχηµατισµού) οπότε η γενική 

λύση του δοσµένου συστήµατος ∆Ε θα είναι η : 

 

x t

y t
C t C t

( )

( )









 =









 +









1

2
2

41

1

1

3  

 



 130 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 

Άσκηση 7.1 

Να λυθεί η ∆Ε   (3x2+y)dx+x(1+2x2y+2y2)dy=0 

 

 Λύση: 

 

Είναι προφανές ότι δεν έχουµε ολικό διαφορικό. Βλέπουµε επίσης ότι η µορφή 

της ∆Ε δεν είναι παραπλήσια µε κάποια από αυτές που έχουµε µελετήσει ως τώρα. Όταν 

φτάνουµε σε τέτοιο αδιέξοδο, αναζητούµε κάποιον (πιθανόν) ολοκληρώνοντα 

παράγοντα. Αν και τότε δεν βρούµε έναν τέτοιο παράγοντα, η ∆Ε δεν µπορεί να λυθεί 

µε τις γνώσεις αυτές που έχουµε. 

 

1 1
2

ì

dì

dy
= −







 = =

P

dQ

dx

dP

dy
y f y( )  

 

dµ/µdy=2y ⇒  dµ/µ=2ydy ⇒  ln|µ(y)|=y2+C1=y2 ⇒  µ(y)=ey2 

  

Παρατηρήστε ότι αγνοήσαµε τη σταθερά ολοκλήρωσης C1 αφού ενδιαφερόµαστε 

για έναν µόνο ολοκληρώνοντα παράγοντα από την οικογένεια που προκύπτει. 

Πολλαπλασιάζουµε και τα δυο µέλη της δοσµένης ∆Ε µε τον παράγοντα που βρήκαµε 

οπότε παίρνουµε: 

 

( ) ( )

( , ) ( )

3 1 2 2 02 2 2 2 2

2 2

x y e dx x x y y e dy

F x y x x y e C

y y

y

+ + + + = ⇒

⇒ ≡ + =  
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Άσκηση 7.2 

Να λυθεί η ∆Ε: 

 

( )
( ) ( )

′ =
+

+ + +
− ∈y

x y

x y x y

a

b c
1,     a,b,c R ,     x+y>0

 

 

 Λύση: 

 

Κάνω το µετασχηµατισµό u(x)=y(x)+x οπότε και παίρνω: 

 

 

( )′ − =
+

− ⇒ ′ =
+

⇒ +





= ⇒

⇒
− +

+
− +

= +

− −

− + − +

u
u

u u
u

u

u u
u u du dx

u

b a

u

c a
x C

a

b c

a

b c
b a c a

b a c a

1 1

1 1

1 1

( ) ( )

 

 

Εξαιρείται µόνο η περίπτωση που b-a = -1 και c-a = -1 όπου δεν έχουµε 

λογάριθµο. 

 

 

Άσκηση 7.3 

Να δοθεί λύση για τη διαφορική y�+p(x)y+q(x)y a=0   , y>0,   a∈ R\{0,1} 

 

 Λύση: 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε ολοκληρώνοντα παράγοντα της µορφής µ(x,y)=y λ µ(x),    

λ∈ R. 

 

Πράγµατι στην περίπτωση αυτή παίρνουµε διαδοχικά: 
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( ) ( )py qy dx dy
d

py qy
d

y

p

a a a

a a

a a

a

+ + = ⇒ − + + = ⇒

⇒ ′ = ⇒

⇒ ′ = ⇒

⇒
′

= +

−

−

− −

−

0 0

0

0

1

1

1

1 1

1

ì

dx

ì

dy
ì(-p-aqy

ì (x)-(py+qy ëy ì(x)+y ì(x)(-p-aqy

ì (x)-(p+qy ëì(x)-ì(x)(p+aqy

ì (x)

ì(x)
ë)+q(á+ë)y

ë ë-1 ë

)

) )

) )

(

 

 

Θέτοντας τώρα λ = -α, παίρνουµε την παρακάτω έκφραση: 

 

( )
( )′ = − ⇒

∫
⇒

















−

∫ì (x)

ì(x)
ì(x)=e ì(x,y)=exp 1-ap x a p t dt

a p t dt

xo

x

xo

x

( )( ) ( )

( )

1

1

 

 

Άσκηση 7.4 

 

Να λυθεί η ∆Ε ty��+(2t+3)y�+(t+3)y=ae - t. 

 

 Λύση: 

 

Θα λύσουµε τη διαφορική αυτή µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Laplace 

F(s)=L{y(t)} oπότε και θα πάρουµε διαδοχικά τα παρακάτω: 

 

( ) ( )L ty L t y t
d

ds
s Y s sy y sY s Y y

L t y L ty L y
d

ds
sY y sY s y

Y s sY s sY s y

L t y L ty L

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{( ) } { } { } ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

{( ) } { }

′′ = − −


= − − − ′ = − − ′ −

+ ′ = ′ + ′ = − − + − =

= − − ′ + −
+ = +

1 0 0 2 0

2 3 2 3 2 0 3 3 0

2 2 3 3 0

3 3

1 1 2 2

{ } ( ) ( )

{ } { }

y Y s Y s

L ae aL e
a

s
t t

= − ′ +

= =
+

− −

3

1
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Αντικαθιστούµε όλα αυτά, τα οποία βρήκαµε κατά τα γνωστά, στη δοσµένη ∆Ε 

οπότε: 

 

′ −
+

= −
+

−
+

Y s
s

Y s
a

s

y

s
( ) ( )

( )

( )

( )

1

1 1

2 0

13 2  

 

Προέκυψε λοιπόν, µια άλλη ∆Ε γνωστής πλέον µορφής την οποία λύνουµε 

εύκολα.  

 

Βρίσκουµε τότε ότι η γενική λύση της τελευταίας θα είναι η: 

 

( )
Y s s C

a

s s

y

s
( ) ( )

( )

( )
= + +

+
+

+















1
1

0

1
3 2  

 

Όπως όµως επανειληµµένα έχουµε πει, εξετάζουµε αν το s τείνοντας στο άπειρο 

η Υ(s) (ή µάλλον το όριό της) τείνει στο µηδέν. Για s→∞ θα έχουµε υποχρεωτικά C=0 

άρα: 

 

Y s
a

s s

y

s
( )

( )

( )
=

+
+

+1

0

12  

 

Και αν ακόµη την εκφράσουµε ως προς t όπως ήταν αρχικά, παίρνουµε: 

 

Y t
a
te y et t( ) ( )= +− −

3
0  

 

Άσκηση 7.5 

Να λυθεί η ∆Ε  y�2-y�= y. 

 

 Λύση: 
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Θα µπορούσαµε να πούµε: 

 

′ − ′ = ⇒ ′ − ′ − = ⇒ ′ =
± +

⇒
± +

=y y y y y y y
y dy

y
dx2 2 0

1 1 4

2

2

1 1 4  

 

αλλά από το σηµείο αυτό και πέρα οι πράξεις είναι πολύ δύσκολες. Εποµένως 

πρέπει να σκεφτούµε κάποια άλλη λύση. Η παρουσία µόνο του όρου y� µας κάνει να 

θέσουµε y�=p. Πράγµατι τότε η διαφορική εξίσωση δίνει διαδοχικά: 

 

p p y p p
dp

dx

dp

dx p
dp dx x p p C2 2 2

1
2− = ⇒ = − ⇒ − = ⇒ = − +( ) ln  

 

οπότε λαµβάνοντας υπόψη τον αρχικό µετασχηµατισµό παίρνουµε τελικά: 

 

x y y C= ′ − ′ +2 ln  

 

 

Άσκηση 7.6 

Να λυθεί η παρακάτω ∆Ε: 

 

x y a2 3 2 3 2 3/ / /+ ′ =  

 

 Λύση: 

 

Θα κάνουµε τον εξής µετασχηµατισµό γνωστό από τον ολοκληρωτικό λογισµό: 

 

x=asin3t   και y=acos3t 

 

dy

dx
a t dy a tdx a ta t t a t t

dy a t t

= ⇒ = = =

⇒ =

cos cos cos sin cos cos sin

cos sin

3 3 3 2 2 4 2

2 4 2

3 3

3
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εποµένως θα έχουµε τη γενική λύση (ως προς t): 

 

y
a

t
t t t

C t= + − −





+
3

16

2

4

4

4

6

12

2 sin sin sin
,     x=asin3  

 

 

Άσκηση 7.7 

Να λυθεί η παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

 

x y ay1 2+ ′ = ′  

 

 Λύση: 

 

Γνωρίζουµε από την τριγωνοµετρία ότι ισχύει: 

 

cosh sinh2 21t t= +  

 

εποµένως αν πούµε y�=sinht τότε θα πάρουµε διαδοχικά: 

 

′ = ⇒ + ′ = + = =

= ⇒ = ⇒ =

y t y ht t t

x t a t x a
t

t
x a t

sinh sin cosh cosh

cosh sinh
sinh

cosh
tanh

1 12 2 2

   (1)  

 

επίσης από τον αρχικό µετασχηµατισµό θα έχουµε: 

 

′ = ⇒ = ⇒ =  → = ⇒

⇒ = + ⇒ = ⇒

⇒ = − + ∈

y t
dy

dx
t dy tdx dy td a t

dy ta t dt dy a t
t
dt

y
a

t
C

sinh sinh sinh sinh ( tanh )

sinh ( tanh ) sinh
cosh

cosh
,

(1)

1
12

2

    C R
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που είναι και η ζητούµενη λύση (ως προς t). 

 

Άσκηση 7.8 

Να λυθεί µε τη βοήθεια δυναµοσειρών η διαφορική (1-x2)y��-xy�=2 µε 

y(0)=y�(0)=0. 

 

 Λύση: 

 

Προφανώς και µε κέντρο το 0 θα αναπτύξουµε τα y� και y�� σε δυναµοσειρές: 

 

′ = + ′′ = + ++

=

+

=
∑ ∑y k C x y k k C xk

k

k

k
k

k

( ) ( )( )1 2 11

0

2

0

     êáé      
 

 

µετά από αντικατάσταση των παραπάνω στη δοθείσα ∆Ε παίρνουµε: 

 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

* * * * ( )( ) ( )

1 2 1 1 2 0

2 1 2 1 1 2

2 1 3 2 2 1 1

2
2

0

1

0

2

0

2
2

0

1

0

1

2 3

2

2

− + + − + − = ⇒

⇒ + + − + + − + = ⇒

⇒ + + + + − −

+

=

+

=

+

=

+
+

=

+

=

+

=

+

∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑

x k k C x x k C x

k k C x k k C x k C x

C C x k k C x k k

k
k

k

k

k

k

k
k

k

k
k

k

k

k

k

k

k
k

k

[ ]

=

=

+

=

∑
∑
∑

− −

− − = ⇒ + −

+ + + − − − =

2

1

1 2 3 1

2

2

2

1

2 2 6

2 1 1 2

C x C x

kC x C x C C C x

k k C k k C kC x

k
k

k
k

k

k k k

k

k

*

( )

( )( ) ( )

 

 

από την τελευταία όµως αυτή σχέση προκύπτουν τα παρακάτω: 

 

2C2=2 ⇒  C2=1, 6C3-C1=0 ⇒  C1=6C3 µα C0=0 ⇒  C1=0 ⇒  C3=0 και ακόµη 
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                 C
k k k

k k
Ck k+ =

− +
+ +2

1

2 1

( )

( )( )  

 

Άσκηση 7.9 

Να επιλυθεί η ολοκληρωτική εξίσωση: 

 

y x y t x dx y t te et

t

t( ) ( ) ( )− = + −− −∫ 2 23

0

3

 

 

 Λύση: 

 

Ακολουθώντας τα γνωστά έχουµε: 

y x y t x dx y t te e

y y y te e

y s y s
s s

y s
s

s
y s

s

s

t

t t

t t Laplace

( ) ( ) ( )

( * )

( ) ( )
( )

( ) ( )

− = + − ⇒

⇒ = + −  →  

⇒ = +
+

−
+

⇒

⇒ = ±
+
+

⇒ =
+

+
∨

∫ − −

− −
0

3 3

3 3

2
2

2 2

2 2

2
1

3

2

3

1
2

3

2 5

3
         y(s)=

1

s+3

 

 

είναι προφανές ότι η πρώτη λύση απορρίπτεται αφού για s→∞ ⇒  y(s) δεν τείνει 

στο µηδέν. Εποµένως δεκτή µόνον η δεύτερη λύση ώστε τελικά να πάρουµε: 

 

y s
s

y t e

e e e dx e dx e dx e dx te

L t

x t x

t

x x t

t

t

t

t

t

t

( ) ( )=
+

 → = ⇒

⇒ = = = =

− −

− − − + − − − −∫ ∫ ∫ ∫

1

3

1
3

3 3 3

0

3 3 3

0

3

0

3

0

3  
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δηλαδή η λύση y(s) που βρήκαµε παραπάνω είναι εν γένει αποδεκτή. Προσοχή όµως η 

συνάρτηση y(x) πρέπει να είναι συνεχής για να είναι παραγωγίσιµη κάτι που 

εµείς δεχτήκαµε αφού είναι (υποθέσαµε) ολοκληρώσιµη. 

 

 

Άσκηση 7.10 

Να βρεθεί µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Laplace η τιµή του 

ολοκληρώµατος: 

 

e e

t
dt

t t− −
+∞

−∫
2

0

 

 Λύση: 

 

Το ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

e e

t
dt

e

t
dt

e

t
dt

t t t t− −
+∞

−
+∞

−
+∞

−
= −∫ ∫ ∫

2

0 0

2

0
 

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση f(t)=H(t) µε µετασχηµατισµό Laplace 1/s. Η 

συνάρτηση f(t)/t θα έχει τότε µετασχηµατισµένη Laplace: 

 

L
f t

t
F u du L

H t

t u
du e dt

du

u
s

st

s

( )
( )

( )







= ⇒ 







= ⇒ =

+∞ +∞

−

∞ +∞

∫ ∫ ∫ ∫    
1

t
0

+

1

0
 

οπότε για s=1 και για s=2 παίρνουµε τα παρακάτω: 

 

e

t
dt

du

u t
dt

du

u

t−
+∞ +∞ ∞ +∞

∫ ∫ ∫ ∫= =

0 1 2

    êáé     
e-2t

0

+
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τις δυο αυτές σχέσεις τις αφαιρούµε κατά µέλη οπότε και έχουµε: 

 

e

t
dt

e

t
dt

du

u

du

u

e e

t
dt

du

u

du

u

du

u

e e

t
dt

du

u

e e

t
dt

t t

t t

t t

t t

−
+∞

−
+∞ +∞ +∞

− −
+ ∞ + ∞ + ∞

− −
+ ∞

− −
+ ∞

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

− = − ⇒

⇒
−

= + − ⇒

⇒
−

= = − = − = ⇒

⇒
−

=

0

2

0 1 2

2

0 1

2

2 2

2

0 1

2

2

0

2 1 2 0 2

2

ln ln ln ln

ln
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