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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Η έννοια της λέξης "Γεωμετρία" αλλάζει με το χρόνο. Κατά τον Ευκλείδη 

η Γεωμετρία ε ίν α ι λογικά συμπεράσματα, που πηγάζουν από σύνολο αξιωμάτων. 

Όμως, από τότε ol ορίζοντες της Γεωμετρίας διευρύνονται συνεχώς. 0 R .D escar

te s  ήταν αυτός που τον δέκατο έβδομο αιώνα έκανε επανάσταση στη Γεωμετρία, 

χρησιμοποιώντας τ ις  λεγάμενες Καρτεσιανές Συντεταγμένες. Στο επ ίπεδο , για 

παράδειγμα, σε κάθε σημείο α ντ ισ το ιχε ί ένα διατεταγμένο ζευγάρι αριθμών.

Έ τ σ ι  η ευθεία  περιγράφεται με μια γραμμική εξίσωση και η μετάβαση από τη 

Γεωμετρία στην Άλγεβρα , ήταν πια γεγονός. Αυτό στάθηκε kol η αρχή της Ανα

λυτικής Γεω μετρίας, που στόχο έχ ε ι την αλγεβροποίηση των γεωμετρικών προβλη

μάτων και η αντιμετώπισή τους με αλγεβρικές μεθόδους. Σήμερα ο ι βασικές έν

ν ο ιες  της Αναλυτικής Γεω μετρίας, διδάσκονται συνήθως σε μαθήματα Λογισμού ή 

Γραμμικής Άλγεβρας.

Οι σημειώ σεις που ακολουθούν έχουν πρωταρχικό στόχο να καλύψουν τ ις  ανά

γκες του μαθήματος "Αναλυτική Γεωμετρία και Διανυσματικός Λογισμός", που 

προσφέρεται στους πρωτοετείς φοιτητές του Μαθηματικού Τμήματος Ιωαννίνων. 

Έ ν α ς  δεύτερος στόχος ε ίν α ι να εφοδιάσουν τους φοιτητές με τα απαραίτητα ερ

γαλεία γ ια  αντιμετώπιση γεωμετρικών προβλημάτων, που θα συναντούν ιδ ια ίτερα  

στα μαθηματαΆπειροστικού Λογισμού και Γραμμικής Ά λγεβρα ς. 0 δεύτερός, αυτός 

στόχος δ ικα ιο λο γεί καε τον τρόπο παρουσίασης του κειμένου των σημειώσεων αυ

τών.

θεωρώ υποχρέωσή μου να ευχαριστήσω και εδώ .την κ . Αθηναΐδα Δούβλη, γ ια



τη προσεκτική δακτυλογράφηση αυτών των σημειώσεων
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ I : ΔIΑΝΥΣΜΑΤΑ - ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ.

1 · Ο 'ρ Έ  ό μ ό 6

θεωρούμε στο συνηθισμένο χώρο όλα τα-προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα 

Με τον όρο' προσάνάτολ'ισμ'έ'νο ευθύ'γράμμο τμήμα εννοούμε ένα ευθύγραμμο 

τμήμα με καθορισμένη δτάταξη γ ια  τα άκρα του . Έ τ σ ι στο διπλανό σχήμα το προ- 

4* σανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (το Α ε ίν α ι π αρχή

/
κa t το Β το τέλος του τμήματος) ε ίν α ι διαφορετικό από

το προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα BA (Β ε ίν α ι π 

αρχή και Α το τέλος) .

Ένα  προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ καθορίζει μ ια  φορά στην 

ευθεία  (το φορέα του τμήματος)πάνω στην οποία κ ε ίτ α ι ,  τη φορά από το Α προς 

το Β . Επίσης δύο προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα , που ε ίν α ι  σε παράλ

ληλους ψορείς (παράλληλες ευ θ ε ίε ς ) , ·  θα λέμε ό τ ι έχουν την ίδ ια  δ ι ε ύ θ υ ν σ η  . 

Τέλος το μήκος του τμήματος ΑΒ θα λέγετα ι μήκος  τ ο υ π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν ο υ  

τμήμ'ά ΐος ΑΒ . Έ τ σ ι  τα προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΒΑ 

έχουν ίδ ιο  μήκος , i 6 ta διεύθυνση , αλλά ορίζουν αντίθετες φορές .

Σημειώνουμε ,  ό τ ι το προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΑ (δηλαδή , ένα 

προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα συμπίπτουν) έ χ ε ι  μήκος 

μηδέν και δεν έ χ ε ι  καθορισμένη φορά και διεύθυνση .

Στο σύνολο των προσανατολισμένων ευθύγραμμων τμημάτων ορίζουμε μία σχέση 

ισότητας ως εξής : Δύο προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα θα λέγονται ίσ α  , 

αν έχουν :



-2-

C i ) ίδ ιο  μήκος

( i i )  ίδ ια  διεύθυνση ( ε ί ν α ι  παράλληλα)

( i n )  ίδ ια  φορά .

Η παραπάνω σχέση χω ρίζει το σύνολο των προσανατολισμένων ευθυγράμμων τμημάτων 

σε κλάσεις . Κάθε κλάση λέγετα ι δ ιά ν υ σ μ α  και π ερ ιέχ ε ι ως στο ιχεία  ένα προ

σανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα και τα ίσα του . Συνήθως , όταν μιλάμε γ ια  δ ιά 

νυσμα παίρνουμε μόνο ένα σ το ιχ είο  της κλάσπς , ας πούμε το ΑΒ , και το συμβο

λίζουμε με ΑΒ ή με ένα μικρό γράμμα και επιγραμμή . Το διάνυσμα ΑΑ θα το 

συμβολίζουμε με δ ή απλά με ο και θα το λέμε μ η δ ε ν ι κό δ ιά ν υ σ μ α  .

Μέτρο ή μήκος τ ο υ δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ΑΒ (αντίστοιχα ά) , θα λέγετα ι το 

μήκος του ευθύγραμμου τμήματος που ορίζουν τα άκρα του και συμβολίζετα ι με |ΑΒ| 

(αντίστοιχα | 5 | )  . Οταν το μήκος ενός διανύσματος ε ίν α ι  η μονάδα , τότε το 

διάνυσμα λέγετα ι  μ ο ν α δ ι α ί ο δ ιά ν υ σ μ α  . Ειδικώτερα ,  αν ά ε ίν α ι ένα μη 

μηδενικό διάνυσμα τότε καθορίζεται ένα μοναδικό μοναδιαίο διάνυσμα με την 

ίδ ια  διεύθυνση και φορά όπως το ά . Το διάνυσμα αυτό λέγετα ι  μ ο ν α δ ι α ί ο  δ ι ά 

νυσμα στη δ ι ε ύ θ υ ν ση κ α ι φορά τ ο υ___ ά και συμβολίζετα ι με ά0 . Επίσης

καθορίζεται ένα μοναδικό διάνυσμα , που έχ ε ι  ίδ ιο  μήκος με το δ , ίδ ια  δ ιεύ 

θυνση αλλά αντίθετη φορά . Το διάνυσμα αυτό συμβολίζετα ι με -α και λέγετα ι 

δ ιά ν υ σ μ α  α ν τ ί θ ε τ ο  του α .

Παίρνουμε τώρα δύο μη μηδενικά διανύσματα. α και b . Σκοπεύουμε να ο ρ ί

σουμε γωνία των διανυσμάτων a ,b  . Γ ια  το σκοπό αυτό ας ε ίν α ι 0 ένα σημείο 

του χώρου . Φέρνουμε δύο διανύσματα ΟΑ , ΟΒ ίσα με τα a ,b  αντίστοιχα  (σχή

μα 1 ) . Ονομάζουμε γων^α (όχ ι  προσανατολισμένη γωνία ! )  τη κυρτή γωνία των



ημιευθειών που ορίζοντα ι από τα ΟΑ και ΟΒ . θα συμβολίζεται- με Ma-,b) 

ή ( a , b 1 . Σημειώνουμε ό τ ι σύμφωνα με τον ορισμό μας έχουμε M a ,b ) = M b ,a ) . 

Ε ίν α ι φανερό επ ίσης ότι ο ορισμός της γωνίας δεν εξαρτάται από την επιλογή

του σημείου 0 ( γ ι α τ ί ; )  . Αν τα διανύσματα 

ΟΑ , ΟΒ ε ίν α ι πάνω στην ίδ ια  ευθεία  τότε π γω

ν ία  των a ,b  ε ίν α ι  0 (μηδέν) , οπότε τα δια- 

νύσματα λέγονται ομόρροπσ π ε ίν α ι π , οπότε 

τα διανύσματα λέγονται α ν τ ίρ ρ ο π α  . Παρατηρού

με όττ γ ια  τη γωνία ω δύο διανυσμάτων ισ χ ύ ε ι, 

0 £ ϋ κ π  . Αν ένα από τα a ,b  ε ίν α ι μηδενικό 

δεν καθορίζεται συγκεκριμμένη γωνία .Α ν  ω = ̂  

ορθογώνια (o rthogona l) . Το  μ η δ ε ν ι κ ό  δ ι ά ν υ - 

tfpq θ ε ω ρ ε ί τ α ι  ορθογώ νιο  σε κάθε άλλο δ ιά ν υ σ μ α  .

Σ υ μ β ο λ ι σ μ ό ς  : Το σύνολο των διανυσμάτων του συνηθισμένου χώρου , που μό

λ ις  επεξεργαστήκαμε θα συμβολίζουμε με . Ε ίν α ι φανερό ό τ ι , δουλεύοντας κατά 

τον ίδ ιο  τρόπο σε ένα επίπεδο , μπορούμε να ορίσουμε ένα σύνολο διανυσμάτων , 

που θα συμβολίζουμε με Vg . Τέλος αν δουλέψουμε πάνω σε μ ια  ευθεία  ,  το σύνολο 

των διανυσμάτων που παράγουμε θα συμβολίσουμε με V j . 2

2 .  Π ρ ά ξ ε ι ς  στα δ ια ν ύ σ μ α τ α  .

( ί )  Πρόσθεση, δ ιανυσμάτω ν : Παίρνουμε δύο διανύσμαΐα a ,b  . Σκοπεύουμε 

να ορίσουμε άθροισμα των a ra t  b . F ia  το σκοπό αυτό παίρνουμε ένα τυχαίο 

σημείο 0 και κατασκευάζουμε ένα διάνυσμα ίσο με το 3 ,  που έχετ αρχή το 0

σχήμα 1

τα διανύσματα a ,b  λέγονται
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και τέλος ας έ χ ε ι  to A . Στη συνέχεια κατασκευάζουμε ένα διάνυσμα ίσο με το 

, με αρχή το Α και τέλος ας ε ίν α ι το Β (σχήμα 2) . Το διάνυσμα με αρχή

το 0 και τέλος το Β , δηλαδή το διάνυ-
CK-

Λα

σμα ΟΒ λέγετα ι άθ ρ ο ισ μ ά  τ ω ν __σ κ α ι

b και γράφουμε :

α + b = ΟΒ .

EIvol φανερό (γιατί;)ότι το άθροισμα δεν ε- 

ζαρτάτπι από την επιλογή του 0 . Έτσι ορί

ζουμε μια πρόσθεση στο σύνολο των διανυσμά- 

σχήμα 2 των , που είναι ένας νόμος εσωτερικής σύν

θεσης στο σύνολο (ανάλογα στο Vg η το Vj) . Αυτή η πρόσθεση ικανοποιεί 

τις παρακάτω ιδιότητες :

(προσεταιριστικότητα)

(αντιμεταθετικότητα)

Α̂  : (a+ b )+ cs a+(b+c)

Ag : a+b = b+a
•  «■>

Α̂  : a+0 = a

A4 : a+(-a) = <

Οι παραπάνω ιδ ιό τη τες  μπορούν να επαληθευτούν χωρίς δυσκολία , χρησιμοποιώντας 

τους ορισμούς μας κα ι στοιχειώδη γεωμετρία . Γ ια  παράδειγμα ol ιδ ιό τη τες  Α3 

kol Α4 προκύπτουν από τους ορισμούς του μηδενικού κα ι του αντίθετου διανύ- 

σματος . Τα σχήματα 3 και 4 επαληθεύουν τ ις  ιδ ιό τη τες  Α̂  και

σχήμα 3 σχήμα 4



-5-

Από τη. προσεταίρισεικότητα και αντιμεταθετικότητα (ιδ ιό τη τες  και 

Α21 συμπεραίνουμε πως , όταν γράψουμε αθροίσματα πολλών διανυσμάτων , δεν ε ί 

ναι ανάγκη να βάλουμε παρενθέσεις , ούτε έ χ ε ι  σημασία η σειρά των διανυσμάτων.

μ ια  Αβελιανή ομάδα .

( ϋ )  'Π ο λλ α π λ α σ ια σ μ ό ς  δ ιάν 'ύσματος με π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  : Σκοπεύ

ουμε να ορίσουμε το γινόμενο ενός διανύσματος α με ένα πραγματικό αριθμό λ . 

Γ ι ν ό μ ε ν ο  του λ με το α θα λέμε ένα διάνυσμα που θα το συμβολίζουμε με

λά , και το οποίο ο ρ ίζετα ι ως εξής : C I) Γ ια  λ=0 : ορίζουμε 0·ά=0

( I I ) ,  Τια~ λ^Ο : Το διάνυσμα λα έ χ ε ι μήκος το | λ | · (μ ή κ ο ς  του ά ) = | λ | · | α | ,  

διεύθυνση τη διεύθυνση του 5 και φορά τη φορά του α για  λ>0 και τη φορά 

του -5 γ ια  λ<0 .  { [ λ| ε ίν α ι η απόλυτη τιμή  του αριθμού λ) . Από τον ορισμό 

του γινομένου και στο ιχειώ δεις γεωμετρικές κατασκευές συμπεραίνουμε ότι ισχύουν 

ο ι παρακάτω ιδ ιότητες γ ια  τον πολλαπλασιασμό που ορίσαμε (αρκετές φορές αυτός 

ο πολλαπλασιασμός λ έγετα ι και βάθμωτός π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  ) :

Hj : λ(α+Β) = λα> λΒ 

π2 : (λ+μ)ά = λά+μά 

π3 : (λμ).α = λ (μα) 

π  ̂ : J a  = α

Παρατηρήσει ς :  1) Έχουμε συμβολίσει με το ίδ ιο  σύμβολο + τη. πρόσθεση στο 

V3 και τη πρόσθεση στους πραγματικούς αριθμούς . 2) Από τον ορισμό του πολλα

πλασιασμού προκύπτει εύκολα ό τ ι ισχύουν : ( -1 ) 3 = - 5  , λ · 5 * 0  και α = |α | α 0 , 

αν 3 ε ίν α ι μη μηδενικό .

Τέλος συμπεραίνουμε ότι η' δυάδα
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Το σχήμα 5 δ ίν ε ι  απόδειξη της Π] στΠ περίπτωση , που το λ>0 .

Σημειώνουμε ό τ ι ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός δεν ε ίν α ι πράξη εσωτερικής σύνθεσης 

στο V3 . Το σύνολο V3 (ανάλογο το V2 , V j )  μαζί με τη πρόσθεση και το βαθμωτό 

πολλαπλασιοσμό που ορίσαμε λέγετα ι δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ός χώρος των σ υ ν η θ ισ μ έ ν ω ν  

δ ια ν υ σ μ ά τω ν  του χώρου (ανάλογα του επ ιπέδου,ευθείας)  και συμβολίζετα ι πάλι 

με V3 (ανάλογα V2 , V j )  . Αυτός ο διανυσματικός χώρος αποτέλεσε το εποπτικό μο

ντέλο για ένα αφηρημένο ορισμό του διανυσματικού χώρου . Έ τ σ ι  στα μ α θ η μ α τ ι  

κα όταν λ έ μ ε  Δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό ς  χώρος θα ε ν ν ο ο ύ μ ε  ένα σύνολο V μ α ζ ί  

με μ ια  πράξη (+ )  ε σ ω τ ε ρ ι κ ή ς  σ ύ ν θ ε σ η ς  κ α ι  ένα  βαθμωτό π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ  

με σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  από ένα σώ μα ,ώ στε  να ισ χ ύ ο υ ν  ο ι  ι δ ι ό τ η τ ε ς  

( Α  ̂ , Α 2 »Α3 >Α/| ) κ α ι  ( π ^, Π 2 »π3 >Π/|) .

3 .  Β ά σ ε ι ς  στο Υ 3 - Δ ιά σ τα σ η  του V3 .

Από ένα σύνολο διανυσμάτων 6^,ά 2 , . . . ,ά^ του V3 μπορούνε να σχηματίσουμε

προσθέτοντας και πολλαπλασιάζοντας με αριθμούς άλλα διανύσματα του V3 . Έ τ σ ι
σύντομημπορούμε να σχηματίσουμε διανύσματα της μορφής : λ ϊ α1+λ2α2+ . . ,+ λ^ ^  

k γραφή
Σ λ δ . , όπου λ . , . . . , λ .  ε ίν α ι πραγματικοί αριθμοί . Οταν ένα διάνυσμα b

1=1 1 1
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μπορεί να γραφεί ως : b = . ,+λ^α^ = Σ λ,-α.. θα λέμε ό τ ι το b ε ίν α ι

γραμμ tK-ός· συνδυασμός  των * * *^k  ̂ T̂ t  το  ̂ ε ξ α ρ τ ά τ α ι  γραμ

μ ίκ α  από' τα . Έ τ σ ι  το διάνοσμα 2a+b ε ί ν α ι  γραμμικός συνδυα-
»  «

σμός των a ,b  . Το μηδενικό διάνυσμα ε ίν α ι  γραμμικός συνδυασμός κάθε συνόλου 

διανυσμάτων από το Υ3 ( γ ι α τ ί ; )  .

Ο ρ ισ μ ό ς  : Τα διανύσματα α^,ορ,»· · .  >5̂  λέγονται γ ρ α μ μ ικ ά  ε ξ α ρ τ η μ έ ν α

αν υπάρχουν αριθμοί λ ρ . . . , λ (<; ΟΧΙ ΟΛΟΙ ΜΗΔΕΝ , έτσ ι ώστε : A ^ + A g c i^ .. .+
k

λ ,α ,=0 (σύντομα Σ λ .·ά .=0) . Λέγονται γραμμ ικά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  αν δεν ε ί ν α ι
ί*1

γραμμικά εξαρτημένα ,  δηλαδή αν η ισότητα A^a^+Ag^-·-.. .+λ|ζά^=0 ισ χύ ει μόνο 

Via A ^ A g * ·..=λ^=0 .

" Εν α ς  ισ ο δ ύ ν α μ ο ς  ο ρ ισ μ ό ς  : Τα διανύσματα α̂  ta^ . . .  ,5^ λέγονται γραμ 

μικά εξαρτημένα αν ένα  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  από τα 5 ] , . . . , 5 ^  ε ίν α ι γραμμικός συν

δυασμός των υπόλοιπων ή εξαρτάται γραμμικά από τα υπόλοιπα .

Ά σ κ η σ η  : Να αποδειχτεί η ισοδυναμία των παραπάνω ορισμών .

Σκοπεύουμε να βρούμε στο V3 σύνολα από γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα . 

Γ ια  το σκοπό αυτό χρησιμοποιούμε τη παρακάτω ορολογία : ( I )  Δύο ή περισσότερα 

διανύόματα του V3 λέγονται σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ά  αν έχουν την ίδ ια  διεύθυνση ( ε ί ν α ι  

παράλληλα) . ( I I )  Τρία ή περισσότερα διανύσματα του V3 λέγονται σ υ ν ε π ίπ ε δ α  

αν μεταφέροντας τα ώστε να έχουν κοινή'αρχή 0 , βρίσκονται πάνω-σε ένα ε π ί

πεδο . Σημειώνουμε πως το μηδενικό διάνυσμα θεωρείται συγγραμμικά με οποιοδή- 

ποτε διάνυσμα του V3 και ότι οποιαδήποτε δύο μη συγγραμμικά διανύσματα του 

V3 μαζί με το μηδενικό θεωρούνται συνεπίπεδα . Δείχνουμε τώρα τ ις  παρακάτω 

τρ ε ις  προτάσεις .
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Πρόταση 1 : Δύο διανύσματα tou V3 ε ίν α ι  γραμμικά εξαρτημένα αν 

και μόνο αν . ε ίν α ι συγγραμμικά (δηλαδή παράλληλα) .

Απόδε ι ξ η  . Ας ε ί ν α ι  α και b 

Τότε σύμφωνα με τον ορισμό υπάρχουν δύο 

έτσ ι  ώστε : λ^δ+λ20 = 0 . Αν υποθέσουμε

δύο γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα .

αριθμοί λ̂  ,λ 2 όχι κα ι ο ι δύο μηδέν
λο

ότι λ ^ Ο  , τότε α = (-  j - )  b ,

έτσ ι  τα a ,b  έχουν ίδ ια  διεύθυνση , ε ί ν α ι  δηλαδή συγγραμμικά . Ό μοια αν 

λ3 Φ 0 . Ας ε ί ν α ι  τώρα τα 5 ,b  συγγραμμικά . θα δείξουμε πως ε ί ν α ι  γραμμικά 

εξαρτημένα . Αν ένα τουλάχιστον από τα a ,b  ε ίν α ι  μηδενικό (έστω το α ) τότε , 

1 ·ά+0 ·ό =0 και συνεπώς τα a ,b  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα με τον ορισμό (γ ια  

λ̂  = 1 , λ2* 0 ) . Έστω α/0 και b̂ O . Αφού ε ίν α ι  παράλληλα θα ισ χ ύ ε ι 5g=±b0 ή 

=± - Γ -  και συνεπώς a=kb με k = ± . Έ τ σ ι  1*a+(-k)b=0 κα ι συνεπώς
!5| ] b! |b|
τα a ,b  ε ίν α ι  γραμμικά ανεξάρτητα .

Σαν συνέπεια έχουμε και το εξής συμπέρασμα : Δυο δ ι α ν ύ σ μ α τ α του

ε ί ν α ι  γ ρ α μ μ ικ ά  α ν εξά ρ τ η τ α  , αν κ ο ι  μόνον α ν , δ ε ν  ε ί ν α ι  π αράλλη λα  .

Πρόταση 2 : Τρία διανύσματα a , b , c  του V3 ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα , 

αν και μόνο αν ε ίν α ι  συνεπίπεδα .

Απ ό δ ε ι ξ η  . Ας ε ίν α ι τα διανύσματα a ,b  και c 

Σύμφωνα με τον ορισμό υπάρχουν τ ρ ε ις  αριθμοί λ ^ ^ , λ ^  

ώστε , λ^α+λ20+λ3σ=0 . Αν υποθέσουμε ό τ ι λ^Ο , τότε

γραμμικά εξαρτημένα .

όχι όλοι μηδέν έτ σ ι 
λ^ _ λ«*

α = (-  ) b + (-  ) c

Έ τ σ ι  το α ε ίν α ι  στο επίπεδο που σχηματίζουν τα b ,c  (από τον ορισμό πρόσθε

σης των διανυσμάτων) . Έ τ σ ι  τα a , b , c  ε ί ν α ι  συνεπίπεδα . Υποθέτουμε ό τ ι τα
m m ·

a , b , c  ε ίνα ι  συνεπίπεδα kol θέλουμε να δείξουμε ό τ ι ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα .
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Αν ένα τουλάχιστον ε ίν α ι μηδενικό η δύο τουλάχιστον συγγραμμικά , τότε τα 

a ,b , c  ε ίν α ι πραγματικά γραμμικά εξαρτημένα ( γ ι α τ ί ; ) .  Υποθέτουμε λοιπόν ό τ ι 

τα a , b , c  δεν ε ίν α ι  μηδενικά και ανά δύο μη συγγραμμικά . Τα μεταφέρουμε να 

έχουν κοινή αρχή 0 (σχήμα 61 . Τότε τα σημεία Ο,Α,Β και Γ ε ί ν α ι  συνεπίπεδα .

Από το Γ φέρνουμε παράλληλες προς τους 

φορείς των α και b αντίστοιχα , όπως 

(ραίνεται στο.σχήμα . Τότε 

ο=0Γ=ΌΔ+ΔΡ=0Δ+0Ε=λα+μϊ) , γ ια  κάποιους πραγ

ματικούς λ και μ . Έ τ σ ι  1 ·ς+(-λ)δ+(-μ)ί>=0 

σχήμα 6 που δ ε ίχ ν ε ι ό τ ι τα a , b , c  ε ίν α ι  γραμμικά

εξαρτημένα .

Σαν συνέπεια έχουμε και το εξής συμπέρασμα : Τ ρ ί α  δ ία ν ά σ μ α τ α  του V g 

ε ί ν α ι  γ ρ α μ μ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  , άν κ α ί  μόνο' αν δεν' ε ί ν α ι '  σ υ ν ε π ίπ ε δ α  ,
« Τ  Μ  m  * ·

Πρόταση 3 ; Τέσσερα οποιαδήποτε διανΰσματα a ,b ,.o ,d  του Vg ε ίν α ι 

πάντα γραμμικά εξαρτημένα .

' Α π ό δ ε ι ξ η  . Αν ένα τουλάχιστον efcvat μηδενικό , ή δύο τουλάχιστον ε ίν α ι * 

συγγραμμικά , ή τρ ία  τουλάχιστον ε ίν α ι συνεπίπεδα , τότε τα διανύσματα a ,b ,  

c ,d  ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα . Ας ε ίν α ι λοιπόν τα a ,b ,c ,d *  μη μηδενικά ,

ανα δύο μη συγγραμμικά και ανά τρία  μη συν

επίπεδα . Τα μεταφέρουμε να έχουν κοινή αρ

χή. 0 (.σχήμα 71 . Από το Δ φέρνουμε ευθεία 
β,

παράλληλη προς τον.φορέα του c , που τέμνει 

το επίπεδο των ΟΑ,ΟΒ στο £ · .  Τότε έχουμε:
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d = 0Α = 0Ε+ΕΔ=λά+μί)+ν6 , αφού το ΕΔ ε ίν α ι συγγραμμικό με το c και το ΟΕ 

ε ί ν α ι  συνεπίπεδο με τα a ,b  . Έ τ σ ι  : 1•d+(-A)a+(-p)b+(-v)c=0 κα ι συνεπώς 

τα a , b , c , d  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα .

θα κάνουμε τώρα τρ ε ίς  σημαντικές παρατηρήσεις .

Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς  : 1. Αν τα διανύσματα α ^ , . , . , ά ^  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτη

μένα και τα διανύσματα b ^ , . . . , b  ε ίν α ι  τυχόντα , τότε τα διανύσματα

. , α ^ , δ ρ . . . ,b ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα . Πραγματικά , αφού τα 

ά ^ , . , . , α ^  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα θα υπάρχουν αριθμοί όχι ό

λο ι μηδέν ώστε να ισχύ ε ι  : A^a^+Agag·»·.. .+λ|€ά(ς=0 . Τότε όμως θα έχουμε και : 

λ^ά+λ202+ . . .  +λ|<ά(ς+0 · b  ̂+ .. .+0 -bm=0 , που δ ε ίχ ν ε ι  αυτό που θέλουμε .

2 . Αν από ένα σύνολο γραμμικά ανεξάρτητων διανυσμάτων αφαιρέσουμε μερικά ,  

τότε αυτά που μένουν ε ίν α ι  πάλι γραμμικά ανεξάρτητα . Πραγματικά , αν αυτά 

που μένουν ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα , τότε με την παραπάνω παρατήρηση θα 

συμπεραίνουμε ότι όλα μαζί θα ήταν γραμμικά εξαρτημένα . Άτοπο I

3. Το μηδενικό διάνυσμα ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένο αφού λ0=0 γ ια  κάθε λ . 

Επίσης κάθε μη μηδενικό διάνυσμα ά ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητο , αφού λά=0 

μας δ ίν ε ι  λ=0 , γ ια  6 j<0 .

Μετά από τα παραπάνω μπορούμε να πούμε πως στο V j , μπορούμε να βρούμε 

μέχρι 3 σε πλήθος γραμμικά-ανεξάρτητα-διανύσματα (α ρκεί να πάρουμε τρ ία  μη 

συνεπίπεδο διανύσματα). 0 αριθμός αυτός που χαρακτηρίζει το μέγιστο πλήθος 

γραμμικά ανεξάρτητων διανυσμάτων λέγεται  δ ιά σ τ α σ η  τ ου___ και συμβολί

ζεται  με dim V  ̂ · Έ τ σ ι  d imV^s 3 . Ομοια dim 1^=2 και d im V j= l ,
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Ορισμός : Στο διανυσματικό χώρο V(=V3 ή Vg. Π Vj).  ένα σύνολο γραμμικά

ανεξάρτητων διανυσμάτων σε πλήθος όσο η. διάσταση λέγετα ι βάση του V (=V3 Π

Vg ή V jJ  . ' 'Έ τ σ ι'· σ τΡ  ' V 

πεδά δ ιανύσματα  , στο 

γ ρ α μ μ ικ ά  διαν'ύσμάτα 

μ η δ ε ν ικ ό  δ ιά ν υ σ μ α  .

3 ^ 10 'βάσή α π ο τέ  λ ε π τ ο ί ’ από' τ ρ ί α  μ ή συν ε π ί  - 

V2 P Lq Ί?άσή ά π ο τ ε λ ε ί τ α ι  από' δύο μη σ υ γ - 

Kat στο μ fa  'βάση α π ο' τ ε λ'ε' ί'τ α f  a π ά ένα  μη

Όπως είδαμε παραπάνω μ ια  βάση, του V3 αποτελείται από τρία μη συνεπι- 

πεδα διανύσματα . θεωρούμε pta. τέτοια  βάση. , που α π ο τ ελ ε ίτ ε  από τα διανύ- 

σματα i j , e 2 ,e 3 , κατ την. οποία σύντομα θα γράφουμε C e ^ .ig » ^ ),. Ας ε ίν α ι 

τώρα α ένα τυχαίο διάνυσμα του V3 . Τότε,όπως έχουμε δ ε ίξ ε ι  (πρόταση 3 , 

σελίδα 9) τα τέσσερα διανύσματα ά ,5 ρ £ 2>β3 . ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα . 

Έ τ σ ι  υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί λ ,λ ^ ,λ 2 , λ 3 ,  όχι όλοι μηδέν ,  ώστε να 

ισχύει

0 ) λα * A^ej + λ2θ2 *  λ3£3 ® Ο ,

Ο συντελεστής λ δεν μπορεί να ε ίν α ι μηδέν ,  γ ια τ ί τότε η 0 1  γ ίν ετ α ι

λΑ +λ252 + λ 353 = °

κρι ένα τουλάχιστον από τα λ̂  ,λ 2 ,λ 3 δεν ε (v a t  μηδενικό ,  που δ ε ίχ ν ε ι ό τ ι 

τα ε ίν α ι  γραμμικά εξαρτημένα , Άτοπο ! Άρα λ^θ . Τότε από

την Ο )  παίρνουμε :
. λ,

ή

( 2 ).

5 =

a » a4e* + a „e „  + a . ,e ,  ,l1c 1 Τ “2C2 ' "3C3 * we at =" X  Yta i=1' 2»3 

Οι συντελεστές στην C2J ε ίν α ι μοναδικοί . Πραγματικά , αν είχαμε
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(3) δ = β151 + 32e2 + 33®3

τότε αψαιρώντας τ ις  (21 και (3 )  έχουμε

(α1-β1Ιέ1 + (α2-β2)έ2 + (α3"03^®3 = 0 *

από την οποία , επειδή τα e j » e 2>e3 ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα , παίρνουμε : 

α 1=Β1 , α2=β2 και α3=β3 .

Έ τ σ ι  έχουμε δ ε ί ξ ε ι  τη πρόταση

Πρόταση 4 : Ας ε ίν α ι ( e ^ . e , , , ^ )  μια βάση του V3 . Κάθε διάνυσμα α 

του V3 γράφεται σαν γραμμικός συνδυασμός των e3 ,e 2 ,e 3 και μάλιστα με μο

ναδικό τρόπο .

Ανάλογη πρόταση ισχύει  κα ι για ν2 και ,

Οπως είδαμε όταν δοθεί μ ια  βάση ( e j . e 2 ,e 3 ) του V3 , τότε κάθε α 

γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως , δ= α^ + α2έ 2+α3έ 3 . Οι συντελεστές α ^ ^ ^  

λέγονται σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του α ως προς τη βάση ( .e1 , e 2 >e 3 ) .  Ε ίν α ι 

φανερό ό τ ι αλλάζοντας τη βάση ( i j , e 2 , e 3 ) αλλάζουν και ο ι συντεταγμένες του 

δ . Υπάρχει όμως ένα δ .  που έχ ε ι  τ ι ς  ί δ ι ε ς  συντεταγμένες ως προς κάθε βά

ση του V3 (π ο ιό ; )  .

Μετά από αυτά που είπ α με,είμα στε πλέον στη θέση να εισάγουμε συστήματα 

συντεταγμένων στο χώρο . Αυτό γ ίν ετα ι στη παρακάτω παράγραφο . 1

4 . Σ υσ τή μ α τα  σ υ ν τετ α γ μ έν ω ν  .

Στο συνηθισμένο χώρο παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο 0 ,  το οποίο θα λέμε
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αρχή του χώρου και από το οποίο θα θεωρούμε 6r t  αρχίζουν όλα τα διανύσμα- 

τα του V3 .  Παίρνουμε μ ια  βάση (£ ρ β 2 ,5 31 του V3 κ δΠλαδί  ̂ τ ^ α Μ  συνεπι- 

παδα.διανύσματα . Αν Ρ o i v a t  ένα τυχαίο σημείο του χώρου , τότε το διάνυ- 

σμα ΟΡ , που λ έγετα ι ?>ρά;νυσμα θέσης  του σ η μ ε ί ο υ  Ρ ως προς το 0 , 

μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων της βάσης και μάλι

στα κατά μοναδικό τρόπο (πρόταση 4 , σελίδα 12). ως :

0 t  συντεταγμένες του ΟΡ ως προς τη βάση ( i p i 2 ,e 3) λέγονται και

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του σημε ίο υ  ' Ρ ως προς,  τη βάση (,e  ̂ , β 2 , 8 3 !  κ α ι αρ

χή το ' 0 . Έ τ σ ι  όταν δοθεί βάση και αρχή σε κάθε σημείο του χώρου α ντιστο ι

χ ε ί  μια διατεταγμένη τριάδα αριθμών που αλλάζει ,  καθώς αλλάζει η βάση και η 

αρχή ..Ε π ίσ η ς  σε κάθε διατεταγμένη τριάδα (α^,α2 ,α 3)_ από.αριθμούς αντιστο ι-

Οι ευθείες non περνούν από το 0 και στη διεύθυνση .των διανυσμάτων της βάσης

OP = x i e i  + x2e2 + x 3e3

χ ε ί  ένα σημείο Ρ του χώρου , το σημείο με διάνυσμα θέσης 0P*a,e ,+ a-,e9+a,el e 1TU2e 2 3 3 *

Σχήμα 8
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λέγονται ά ξ ο ν ε ς  σ υ ν τ ετ α γ μ έν ω ν  , ενώ τα επίπεδα που γίνονται από τους ά

ξονες λέγονται ε π ί π ε δ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  και όλο μαζί το σύστημα (αρχή-βάση- 

άξονες-επ ίπεδα) λέγετα ι σύστημα σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  ή σύστημα αναφοράς .

Το σύστημα συντεταγμένων το γνωρίζουμε πλήρως όταν ξέρουμε την αρχή 0 και τη 

βάση ι»®2 ' v t  a u t* συμβολίζετα ι απλά ως :

{0 ) '^2 *^3  ̂ *

Όταν θέλουμε να λύσουμε ένα πρόβλημα , τότε η κατάλληλη επιλογή του συ

στήματος συντεταγμένων μπορεί να απλοποιήσει τη λύση του προβλήματος . Υπάρχει 

όμως ένας τύπος συστήματος συντεταγμένων ευρεία ς χρήσης. Ε ίν α ι το σύστημα που 

λέγετα ι Ορθογώνιο  ( Κ α ρ τ ε σ ι α ν ό )  σύστημα σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  , το οποίο θα 

περιγράφουμε τώρα . θεωρούμε τρ ία  μοναδιαία διανύσματα * που e v̂aL

κάθετα ανά δύο και έχουν κοινή αρχή 0 . Έχουμε λοιπόν μιπ βάσή (Xg>yg»*g)» 

που λέγετα ι ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  βάση ( ΟΚΒ) . Το σύστημα (Ο ; XQ,y0 ,Zg} λ έγετα ι 

Ορθογώνιοί Καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων .

Παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε ορθογώνια συστήματα συντεταγμένων , που έχουν 

μια παραπάνω ιδιότητα , ε ίνα ι  δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ ο  . Αυτό σημαίνει ότι αν ο α ν τ ίχ ε ι -  

ρσς του δεξιού χεριού δε ίχνε ι  το x Q και ο δείκτης το y^ , τότε ο μέσος δά- 

χτυλος να δ ε ίχ ν ε ι  το zQ . Αν ο μέσος δάχτυλος δ ε ίχ ν ε ι  το - z Q , τότε το σύ

στημα λέγετα ι αρ ιστερ ό στρ ο φ ο  . Ε ίν α ι  φανερό πως στο σύστημα .{0 ; Xg .yg jZg }  

κάποια αλλαγή της σειράς των διανυσμάτων της Βάσης μπορεί να αλλάξει κα ι το 

σύστημα , από δεξιόστροφο (αριστερόστροφο) να γ ί ν ε ι  αριστερόστροφο (δεξιόστρο

φο) .

Ας μελετήσουμε περισσότερο ένα τέτο ιο  σύστημα (ορθογώνιο και δεξιόστροφο).
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0 άξονας στα διεύθυνση του *0 λέγετα ι άξονας των X
II II

y

»

'ζ ο

II ζ

Το επίπεδο από τους άξονες X κ α ι y λέγεται- Oxy - επίπεδο
II

y κα ι ζ ίι Oyz II

Μ X και ζ II Οχζ II

-Εσχω Ρ ένασπμείο  του χώρου που έ χ ε ι  συντεταγμένες, ωςπροςττο σύστημα 

(0 ;"XQ ,yg ,Zg } τ ις  ( χ , ν , ζ ) .  Τότε

Ο ) '  0Ρ= χ χ 0 + y y Q + z z Q .
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Τα διανύσματα *Xq · y Pq · ζ Zq (όλα αρχίζουν από το Q) έχουν πέρατα που 

ε ίν α ι  ο ι πόδες των καθέτων από το Ρ στους άξονες συντεταγμένων (σχήμα 9) . 

Πραγματικά , από το Ρ φέρουμε κάθετη ΡΔ στον άξονα z και κάθετη ΡΑ 

στο επίπεδο Oxy . Επίσης από το Α φέρουμε καθέτους ΑΒ,ΑΓ στους άξονες 

των χ και y  αντίστοιχα . Τότε (θεώρημα τριών καθέτων) η ΡΒ και η ΡΓ 

ε ί ν α ι  κάθετες αντίστοιχα στους άξονες των χ και y  . Έχουμε τώρα :

OP = ΟΑ + ΑΡ = (ΟΒ+ΒΑ) + ΟΔ

= ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ , αφού ΑΡ = ΟΔ , BA = OF ,

δηλαδή

(2 ) OP = ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ .

Τώρα έχουμε : OB = a x Q , ΟΓ = B y Q , ΟΔ = γ zQ γ ια  κάποιους αριθμούς

α , β , γ  και συνεπώς

(3 ) OP * α χ 0 + 3 y 0 + y z Q .

Επειδή όμως το ΟΡ γράφεται μονοσήμαντα ως προς τη Βάση (Kq ’ ^O’ Ô̂  συμπε

ραίνουμε από τ ις  ( 1 ) , ( 3 )  ότι : α=χ , 0=y , γ=ζ και συνεπώς 0 B = a x Q* χ x Q , 

o r = 0 y Q= y xQ , 0Δ= γ ζ 0 = ζ ζ 0 αυτό που θέλαμε . Η παραπάνω δ ιαδ ικασ ία  μας

δ ε ίχ ν ε ι  πως να βρίσκουμε τ ις  συντεταγμένες του Ρ στο σύστημα {0  ΐ ^ ο ’ ^Ο^Ο^' 

Φέρνουμε καθέτους από το Ρ στους άξονες , βρίσκουμε τα ΟΒ,ΟΓ,ΟΔ και μετά 

γράφουμε αυτά σαν πολλαπλάσια των Xg’^O'^O αντίστοιχα . Αν 0Β=χ Xq . 

o r = y y Q , ΟΔ =ζ Zq . τότε τα x , y , z  ε ίν α ι  ο ι  συντεταγμένες του Ρ κα ι μ ά λ ι

στα το χ λέγεται τ ε τ μ η μ έ ν η  , το y  τ ε τ ά γ μ έ ν η  και το ζ κ α τ π γ μ έ ν η  

του σημείου Ρ .
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Παρατηρούμε , ότι η τετμημένα ενός'σημείου Ρ ε ίν α ι-θετική αν το 08 

έ χ ε ι ;τα Φορά του Xg ,  αρνητική αν έ χ ε ι  τη <ρορά του. -xQ και μηδέν αν το 

σημείο Ρ ε ίν α ι  στο Oyz επ ίπ εδ ο .. (Ανάλογα ισχύουν γ ια  τ ις  συντεταγμένες 

y  και ζ )  .

■ Συ'μ π ερ ά σ μ α ΐ ι  κά· : !0ταν δοθεί .το σύστημα (0 ; Χβ..γ0 , ζ 0} , σε κάθε ση- 

μ είο  του χώρου α ν τ ισ το ιχ ε ί μ ια  διατεταγμένη τριάδα αριθμών ( χ , γ , ζ )  και α ν τ ί

στροφα σε κάθε διατεταγμένη τριάδα αριθμών ( . χ , γ , ζ ϊ  α ντ ισ το ιχε ί ένα σημείο' Ρ , 

το σημείο με διάνυσμα θέσης- ως προς 0. το , x  x Q+yyg+z ζ^ , . .  ’ Ετσι,.το σύνο-- 

λο των σημείων του συνηθισμένου χώρου ε ί ν α ι . σ ε  αμιριμονρσήμαντηί ·αντιστρτχία. 

με„ το σϊιν.ολο των. διανυσμάτων που αρχίζουν από ένα, σημείο Q =. και,.αυτό ε ίν α ι
«s · *

Ο
σε αμφίμονοσήμαντη αντιστο ιχ ία  με το σύνολο R , των τριάδωναηό πραγματικούς 

αριθμούς . Έ τ σ ι  τον συνηθισμένο χώρο παριστάνουμε πολλές φορές με το σύμβολο 

R . Τέλος η τριάδα ( x , y , z )  θα παριστάνει ή ένα σημείο με-συντεταγμένες . 

x , y , z  και θα γράφουμε P ( x , y , z )  ή ένα διάνυσμα ά με αρχή το 0 και συν- 

τεταγμένες x , y , z  και θά γράφουμε δ = ( χ , γ , ζ )  ,

Ξέρουμε ότι. το μήκος (α ( ενός διανύσματος δ ε ίν α ι θ ετ ικός αριθμός 

εκτός αν το διάνυσμα ε ίν α ι μηδενικό οπότε το μήκος του· ε ίνα ι.μ η δ έν  , Επίσης-

('41 μήκος λ α = |λ α| = |Λ |

κα ι συνεπώς

(.5) |λ δ | 2 = λ 2 |α | 2

Τώρα αν έχουμε το διάνυσμα a = a jX Q+a2y 0 + a3? Q , τότε από το'αχήμα 9 ,  παίρ

νουμε γ ια  ά = 0Ρ ό τ ι :
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| α | 2 = |0 Ρ |2 = | ΟΑ | 2 + |ΑΡ|2 = |ΟΒ|2 + )ΟΓ|2 + ]ΟΔ|2 ,

2 2 2 #
= α ^ α 2 + α3 , αφού |xQ I = |yQ | = |zQ | =1 (εφαρμόζουμε Πυθαγόρειο

θεώρημα ) .

Ετσ ι γ ια  το διάνυσμα 5 = ( α ^ , ^ , α ^  ισ χ ύ ει :

(6) | α | 2 = α2 + α|  + α2 .

Α ξ ί ζ ε ι  να σημειώσουμε εδώ , ότι η σχέση (6 ) μας δ ί ν ε ι  το τετράγωνο του μήκους 

ενός διανύσματος σε συνάρτηση των συντεταγμένων του ως προς ΟΚΒ (Xo*y o , z Ô * 

Ισως παρακάτω σε κάποιο σχόλιο να δώσουμε ανάλογη σχέση , όταν έχουμε μια 

οποιαδήποτε βάση .

Παρατήρηση : Αν ά « (aj ^ ,σ ^ )  , b = (0j.0 2 *83) ε ν̂αι δύο δίαν άσματα 

τότε έχουμε : a+b=(a1+B1 , α2+02 , α3+03) και λα=( λα^ ,λα2 ,λα3) . Πραγ

ματικά : ά = a1x0 + a2y0 + a3i 0 και θ = 3jXq + 02 Ο̂ + 0 3 Ο̂ * Αρα * 

a+b = (aj*0 j )xq + (α2+02^ο + (°3+0 3)Zg και λ ά =(λ aj )*0 +*λ α2 ^ 0  + λ̂ σ3 ^ 0  * 

Επίσης , αν P^Xj.yj.Zj) , p2(x2 ,y2,z2̂  etvat δύο σπμεΐα του χώρου τότε

Ρ1Ρ2 = x̂2 ‘ x l  ’ y 2"y l  ’ Ζ2 " Ζ1  ̂ * πΡανματικά : ορι = x i x q + y i y o + Ζ1Ζ0 ,

OP2=x2xO + y 2yO+ Ζ2Ζ0 KaL 0ρ2 = 0Ρι + ρι ρ2 · Α()α

Ρ 1Ρ2 s ®Ρ2 “ ®Ρ1 = ( διδνυσμα θέσης του πέρατος) -

(διάνυσμα πέρατος αρχής) = (x 2-x i)^ o + ŷ 2 ' y l^ y O+ ẑ2 ' z 1 ^ 0  

Μετά από αυτά δίνουμε τον ορισμό :

Ο ρ ισ μ ό ς  : Αν P ^ X j . y j . Z j )  ,  P2 ( x2»y 2*z2̂  e tvaL δύο αημεία του χώρου



R , το μήκος tou διανύσματος p jΡ2 λέγετα ι απόστατη των σ η μ ε ίω ν  , 

Ρ2 Kqt συμβολίζετα ι με d (P p P 2 i .  . Έ τσ ι· έχουμε

3

' 5 .' Εσ ω τερ ικό ' ή' βοθρωτό γ ι ν ό μ ε ν ο  δ ιανυσράτω ν .

• θεωρούμε ένα μη μηδενικό διάνυσμα δ . Τότε α= (ά [5q , όπου aQ ε ίν α ι 

το μοναδιαίο διάνυσμα στη φορά και διεύθυνση του 5 (κο ίτα ζε σελίδα 2 ). . 

θεωρούμε τώρα ένα άλλο διάνυσμα b με αρχή, το Α και τέλος, το Β (σχήμα 10)

Από τα σημεία Α ,Β  φέρνουμε κάθετες στον ψορέα του δ και ας ε ίν α ι Α ,Β  

ο ι πόδες των καθέτων αντίστοιχα . Το διάνυσμα ·Α Β λέγετα ι δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ή  

ορθή προβολή' του b~ ' πάνω στο ' ο · Το διάνυσμα A Β έ χ ε ι μέτρο 

] b ( [ cos6 1 ,  τη διεύθυνση του 5g ,  τηφορά του 5g ,  αν cos0>O (δηλ.Ο ^Θ ^) 

και τη φορά του -0g ,  αν cos0<O (δ η λ ,^ θ ^ π ) · Τέλος ε ίν α ι το μηδενικό 

διάνυσμα αν cos0=O ( δ η λ . θ - $ 1 .  Έ τ σ ι  Α 'Β '  -  | b | co se 5 Q . Το διάνυσμα Α 'Β ' 

ε ίν α ι  γνωστό , όταν ε ίν α ι γνωστό το Jb |cos0  . Ορίζουμε λοιπόν προβολή του b

Α '
σχήμα 10



b . S E i E i S  |b |cose  . α ---------  1 1

Ο ρ ισ μ ό ς  : Δ ίνονται δύο διανύσματα a ,b  . 0 αριθμός 

j  ( | a + b | ^ a | 2- | b | 2 )

λέγετα ι ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ή βαθμωτό γ ι ν ό μ ε ν ο  των διανυσμάτων a ,b  και συμβο

λ ίζ ε τ α ι a*b (ή πολλές φορές ab) . Έ τ σ ι  :

( 2 ) ά -b gPjgBgC I  ( l ^ b | 2- | a l 2- | b | 2 ) .

0 τύπος ( 2 ) δεν ε ίν α ι  αρκετά βολικός στους λογαριασμούς θα αποδείξουμε 

ένα τύπο πιό βολικό στους υπολογισμούς (θυμίζουμε πάλι ότ ι αναφερόμαστε σε 

ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων (0 ; * Exot έχουμε :

Πρόταση 1 : Αν α «  (a ^ a ^ a - j)  , Β = ( β } » β 2 >33 ) £ tvaL δύο διανύσματα ,

τότε

(3) a b = α^β1+α2β2+α303

Α π ό δ ε ι ξ η  . Έχουμε : α+ό=(α^+β^ ,  a2+82 » α3+ 3̂̂  κσι συνεπ( »̂
9 2 2 2| a+b| ----------  (α^+β^) +(α2+β2 ) +(α3+33 ) . σύμφωνα με σχέση 6 της σελίδας 18

= α ^ + ά 2 + β*+β|+β3 + 2 ( αΐ β1+α202+α3β3 )

= |c i|2+ |b | 2 + 2 (a 181+a232+a3&3)

‘ Αρα

(4 ) |a+bj2- | a | 2- | b | 2 * 2 Γα1β1+α2β2+α3β3)

Έ τ σ ι :
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ορισμός . ,  7 _ ο „ « (41
ab ------- -̂C. |α+Ε>| - | α | ώ- | 5 Γ ΐ  =  0^ ^ 0202+0303 ·

Πριν δούμε μ ερ ικ ές  ακόμη εκφράσεις γ ια  το εσωτερικό γινόμενο θα δούμε μ ερ ι

κές ιδ ιό τη τ ές  του ..

Πρόταση, ·2 . Έστω 5 *  Ca3 ,α2 ,α 31 , b = . β2  ̂= Cy j , ν2 »Υ3) ε ί 

να ι τρ ία  διανύσματα καε λ ,μ  πραγματικοί αριθμοί . Τότε ισχύουν 

f t )  CAa+yb) ·ε  = λ a c +μ bc 

( i l l  6 ·  ( .λ  b+ μ c )  = λ ά b+ μ ά c 

( ΐ ι ΐ )  a*b  = b*a 

( . iv )  [a | = /a -5

Α π ό δ ε ι ξ η .  ·. Αποδεικνύονται εύκολα αν χρησιμοποιήσουμε τη πρόταση 1 και 

παρατηρήσουμε ό τ ι λα+μί>= (..λα^+μ0  ̂ ,  λ α 2+ μ 02 » λ α 3+ μ &3  ̂ *

’ Ασκηση, : Αποδείξτε την πρόταση 2 , χρησιμοποιώντας τον ορισμό.του' 

εσωτερικού γινομένου και όχι τη πρόταση 1 .

Π.ράτασή 3 . Αν a ,b  ε ίν α ι δύο διανύσματα και 0 * i t a » b )  τότε :

(51 a b = | α | |b | c o s 0

= | a |b _  = j b Iα_ 
a  b

Α π ό δ ε ι ξ η  .  Έ χ ο υ μ ε .: a= |a15Q (Av 5=0. ,  τότε ο ι σχέσεις  (5 ) ισχύουν) 

Διαλέγουμε μ ια  ΟΚΒ (Xq . Y q .Z o) ώστε Xq=5q .Ως προς αυτή τη 0άση έχουμε : 

δ * ( ' | δ | , 0 , 0 )  και b= (.[b | co sθ ,κ ά τ ι,κ ά τ ι). . Τώρα ,  με τη πρόταση.) θα έχουμε 

a*b= l a | |b | c o s &  . Επίσης από αυτή τη σχέση και τον ορισμό της προ0ολής του 

b πάνω στο α (ή του δ πάνω στο b l παίρνουμε και τ ις  άλλες ισότητες .



Παρατήρηση . Σημειώνουμε ό τ ι το γινόμενο ab δύο μη μηδενικών δ ια- 

νυσμάτων ε ίν α ι  θ ετ ικό  , αν η γωνία των a ,b  ε ίν α ι  ο ξε ία  , αρνητικό αν η γω

ν ία  ε ί ν α ι  αμβλεία  . Ιδ ια ίτερ α  ab=0 , αν και μόνο αν , α=0 ή b=0 ή τα 

a ,b  σχηματίζουν ορθή γωνία . Σε διαφορά με το γινόμενο πραγματικών αριθμών , 

το ab μπορεί να ε ίν α ι μηδέν ,  χωρίς κανένα από τα a ,b  να ε ίν α ι μηδέν . 

Επίσης το γινόμενο ab ε ίν α ι αριθμός και όχι διάνυσμα , δηλαδή το εσωτερικό 

γινόμενο δεν ε ίν α ι  πράξη εσωτερικής σύνθεσης στο V3 .

Εφαρ μ ο γ έ ς  του ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ι ν ο μ έ ν ο υ  σ τη  λύση γ ε ω μ ε τ ρ ικ ώ ν

Το εσωτερικό γινόμενο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να λύσουμε μερ ικό  στο ι; 

δη γεωμετρικά προβλήματα.Παρακάτω θα δώσουμε μερικά  τέτο ια  χαρακτηριστικά πα

ροδε ίγματα .

Παράδε ι γμα 1 . Νόμος συνημιτόνου σε τρίγωνο ΑΒΓ .

θεωρούμε σαν αρχή του χώρου το σημείο Γ . Τότε : ΒΑ = Γ Α - Γ Β  και 

συνεπώς : |Β Α |2 = ΒΑ·ΒΑ= (ΓΑ -ΓΒ ) · (ΓΑ-ΓΒ)

= ΓΑ-ΓΑ-2ΓA * Γ Β+ΓΒ-ΓΒ

προβλημάτων .

2 2 2γ =α +β - 2αβσυνΓ  , νόμος συνημίτονου .
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Άρα

y2 = a2+g2-2af5cosF , αφού |ΓΒ|=α , |ΓΑ |=β , [ΑΒ|=ν 

teat *  (ΓΑ ,ΓΒ ) *  Γ .

Παράδειγμα'  2 . Τα ύφη τριγώνου τέμνονται- σε κοινό σημεία .

'Εστω 0 το σημείο τομής των υφών από 

τ ις  κορυφές Α και Β . Αρκεί να δείξουμε 

ό τ ι το ΟΓ διάνυσμα ε ίν α ι κάθετο στο ΑΒ, 

κπτ συνεπώς το ΓΟ θα ε ίν α ι ύφος.

Έχουμε :

0Α·ΒΓ=0 OA-(Or-OB)=Q=i> ΟΑ·ΟΓ-ΟΑ·ΟΒ=0

0Β·ΑΓ=0 -t> 0Β-(0Γ-0Α)=0 => 0Β·0Γ-0Β·0Α=0 
Αφαιρούμε τ ις  δύο τελευτα ίες kol παίρνουμε* :

ΟΑ·ΟΓ-ΟΒ·ΟΓ=0=* (0Α-0Β)·0Γ=0

.*> ΒΑ·0Γ=0 , αυτό που θέλαμε .

Π αράδε ιγμα  3 . Ol διαγώνιοι ρόμβου τέμνονται κάθετα .

Αρκεί να δείξουμε ό τ ι : ΑΓ·ΔΒ=0 . 

b* Γ  Έχουμε :

' ΑΔ=ΒΓ , ΑθβΔΓ-και |Α Δ |* |Β Γ | * |Α Β |= |Δ Γ |  

Τώρα ·: ΑΓ=ΑΔ+ΔΓ=ΑΔ+ΑΒ 

ΔΒ=ΑΒ-ΑΔ .

Άρα : ΑΓ· ΔΒ= (ΑΒ+ΑΔ) ■ (Α ΒΆ Δ ) = [ΑΒ | 2-1ΑΔ12=0
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 . θα δείξουμε ό τ ι : cos(<p-u)= cos<?-cos(i) + sinco-siηω .

Ρα δουλέψουνε στο επίπεδο έτ σ ι δεν θα χρησιμοποιήσουμε καθόλου τον άξονα ζ .

θεωρούμε δύο διανύσματα μοναδιαία τα α ,ϋ  

που σχηματίζουν με το x Q γωνίες ω,φ 

αντίστοιχα .

Τότε : ά = (εοεω ,ειηω )
( γ ια τ ί ; )  .

b = (cos<p,sinfp)
• «►

Αρα : a 'b s cosD-cos<p+ sinii)*simp .

Αλλά : α ·Β = | α | | b | co s(φ-ω) » cos(<p-u) αωού |ά |=| b | =1 .

Ετσ ι : cos(tp-u) = cosu*cos<p+ sin(i)*sina> .

Βάζοντας στη θέση του ω το -ω έχουμε και cos(<p+o))=cosid*cosip - sino)*sin<p.

Π α ρ ά δ ειγμ α  5 . θεωρούμε τα σημεία Α ,Β ,Γ  με διανύσματα θέσης r^ ,Fg  

και γ γ αντίστοιχα ως προς αρχή 0 . θα δούμε , ότ ι τα σημεία Α ,Β ,Γ  ε ίν α ι

συνευθειακά (κ ε ίν τ α ι στην ίδ ια  ευ θ εία ) , 

αν και μόνο αν υπάρχουν τρ ε ις  αριθμοί 

λ*! *λ2 *λ3 όχι όλοι μηδέν,με άθροισμα μη

δέν ώστε να ισχύει :

ο  λ , ? Α * λ 2?6 * λ 3; γ * ο .

Δεχόμαστε ό τ ι τα τρία σημεία Α ,Β  και Γ ε ίν α ι συνευθειακά . Τότε τα διανύ- 

σματα ΑΒ , ΑΓ ε ίν α ι γραμμικά εΓ.αρτημένα . Ετσι υπάρχουν (λ , μ)^(Ο,Ο)  ώστε 

να ισχύει : λ ΑΒ +μ ΑΓ = 0 ή λ (Γρ-Γ^ ) + μ(ήρ-Γ^) - 0 ή ( -λ -μ )τΑ+ λ r g+ μ ίγ  = 0 . 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι υπάρχουν τρ ε ις  αριθμοί λ 1 ,λ 2 , λ 3 όχι όλοι· μηδέν
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(λ ,|'« -λ -μ  ,  λ 2=λ , λ3=μ) με άθροισμα Aj *A2+A3=Q και ισ χ ύ ε ι η (.*) .

Αντίστροφα , αν δεχτούμε ότι υπάρχουν ο ι λ^Ο  ,λ 2 ,λ 3 με Aj +A2+A3=Q 

ώστε να ισ χύ ει η ?Α + A2fg+.A3f | ,  *  Q έχουμε λ3^ +λ2 'ν ^ ·τλ2 ’ λ 1^ Γ  = 0 ή

λ1^Α~*ν*+λ2 ^ ΐ Γ ^ = ° 'ί λ3ΓΑ+λ2ΓΒ=α .
Η τελευταία  σχέση μας λ έγ ε ι ίαφού λ^/Ο).. ό τ ι τα διανΰσματα ΑΓ , ΓΒ ε ίν α ι 

γραμμικά εξαρτημένα και συνεπώς τα σημεία Α ,Β , Ρ  ε ίν α ι συνευθειακά .

Έ ν α  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  από τη Φυσ ική  . Όταν μια δύναμη F μετατοπίζει

ένα σημείο κατά ένα διάνυσμα ΑΒ , ώστε }  (A B ,F )= 0  , τότε το έργο της F
ορισμός —  .  —

ε ίν α ι ως γνωστό : Έργο φυσι>]^ ς |ΑΒ| · (προβολή της F πάνω στο ΑΒ) =

= | ΑΒ [ -F___= AB*F .
ΑΒ

Έ τ σ ι  το έργο ε ίν α ι ένα εσωτερικό γ ινό

μενο .

Β Α Σ ΙΚ Ε Σ  Σ Χ Ε Σ Ε Ι Σ  . Αν (Xq^ q ·^ )  ε ίν α ι μια ορθοκανονική Βάση (ΟΚΒ) 

και 5 τυχαίο διάνυσμα τότε :

(.*) a = ( a . i 0 ) i 0 + ( 5 y 0 ) y 0 + ( 5  50 ) i 0 .

Πραγματικά , το α γράφεται μονοσήμαντα ως προς τη βάση Cx q . ^ Z q)

ως : a - a ^ g + a g V V o  *
Λαμβάνουμε υπόψη ότι : 15g ! 2= |y Q12= | 1 2=1 ,  x 0 *y0 = V  V V 50 = 0

και έχουμε :

δ , ί 0 Β â 1^0+a2^0+a3i 03*^0“  α1 - r  όμοια a2=(ayQ) , α3* (σ £01 

και έτ σ ι έχουμε αυτό που θέλουμε .

Ρ

R>



Τώρα αν το διάνυσμα 5 κάνει γω νίες <ρ,θ,Ψ με τα Xg’ ^0 ’^0 αντίστο ιχα  

θα έχουμε :

0 *Xq = 15 11Xq Icostp = |a|cosq> = προβολή του δ πάνω στο xQ 

a - y 0 = . . .  = ja |c o s 0 = " " y Q

ά · ζ 0 = . . .  = |a|cosi|» = " " zQ

Έ τ σ ι  :  a =  |a | cosrp xQ+ |a |c o s 6 y 0+ |5|cosiJ/ i Q =  C | a | costp, | 6 | cos0 ,  J a (εοεψ)

= |a | (cos<ptcos0 ,cosijj). . Έ τ σ ι  το μοναδιαίο στη ψορά κα ι διεύθυνση 

Χου ά ε ίν α ι  το 5q = (coscp,εοεθ ,εοεψ ) , όπου φ ,θ ,ψ  ο ι γωνίες με τα x Q, 

yQ,z0 αντίστοιχα και τα cos(p ,cos6 ,cosi|> λέγονται σ υ ν η μ ί τ ο ν α  κ α τ ε υ θ υ ν - 

σ η ί __ΐ ° υ  ά *

Τέλος από τη πρόταση 3 , σελίδα 21 παίρνουμε γ ια  το συνημίτονο της γω

ν ία ς θ δύο μη μηδενικών διανυσμάτων δ=(α^,α2 ,α 3) , Β=(.β  ̂ ,β 2

(**) co s0 =
α]01+α2β2+α3β3

/  ο^+α2+α3 /  β^+θ2+Β

Από την ( * * )  παίρνουμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε δύο διανύσματα 

να ε ίν α ι κάθετα . Δηλαδή : Τα a ,b  κάθετα  , αν κα ι  μόνο αν το άθροι  

συα_των γ ι ν ομένων των ομωνύμων σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν ε ί ν α ι  μ η δ έ ν  .

Σ χ ό λ ι ο  . Έστω ( i j , e 2 , e 3 ) μια τυχαία βάση του V3 (όχι  αναγκαστικά 

ΟΚΒ) . Γ ια  ένα διάνυσμα α θα έχουμε : ά = α ^ + α ^ ,,+ α ·^  . θελουμε να Βρού

με το μέτρο του δ , το |ά | . θέτουμε β , · 5 .  = γ . .  ( i , j  = 1 , 2 , 3 )  .1 J 1J
Έχουμε :
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| δ I  ̂ j  ® 1 +σ2® 2+α3® 3) * α̂1 I j  +α2® 2+α3® 3 ̂

= Ύ13α?+ν22α2+ν33α3 + 2γ.12?1 α2+2γ1 3αί α3+2γ23α2α3

-  2Από αυτή, τη σχέση μπορούμε να βρούμε to  |α | (K a t συνεπώς το | α | )  με τη 

προϋπόθεση, όττ ξέρουμε τους 9 αριθμούς , δηλαδή τα εσωτερικά γινόμενα 

των διανυσμάτων της βάσης ανά δύο . Ε ιδ ικά  αν η βάση ε ίν α ι  ΟΚΒ τότε έχουμε :

» t - l
Yst = e . - e .  “ ο , ,  »  . Τα σύμβολα δ . . με αυτή tnv

I J  · J  T j  Q 1J

-  2 2 '  2  2ιδιότητα λέγονται δ έ λ ΐ ΰ  του K r o n e c k e r  . Έ τ σ ι  θα έχουμε (α | saj+ag+Oj , 

όέτος αποδείξαμε στη σελίδα 18 .

Α σ κ ή σ ε ι ς  .

1. Γ ια  δύο διανύσματα α ,Ε  δ ε ίξτε  ό τ ι ισχύει

Ι | σ | - | Μ Ι  <  | ά - Β |

2 . Δ ε ίξτε  ό τ ι ισ χ ύ ε ι

Ι α * Μ < | ά ( | Β |

Η ισότητα ισ χ ύ ε ι , αν και μόνο τα δ και b ε ίν α ι  γραμμικά εξαρτημένα .

3 . Τ ι  μπορείτε να π είτε γ ια  τα διανύσματα δ και b , αν τα διανύσματα 

λα+yb και μα-λ£ εΙναι_ορθογώ νια_για κάθε .ζευγάρι πραγματικών .αριθμών- λ 

και μ .

4 . Αν το διάνυσμα ν ε ίν α ι κάθετο σε τρία μη συνεπίπεδα διανύσματα τότε

= 0 .
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5 . Δ ίνονται δύο διανύσματα α και b . Τότε το α μπορεί να γραφεί σαν 

άθροισμα ενός διανύσματος α , , που ε ίν α ι παράλληλο στο b και ενός διανύ- 

σμοτος α  ̂ που ε ίν α ι ορθογώνιο στο b (ανάλογα ισχύουν γ ια  το Β) . Αν επ ί 

πλέον b /Ο  , τότε ισ χύ ει 0Tt 

α̂  = ( α * bg)0q

Σ ύ ν τ ομη λύση . Αν Β=0 έχουμε τη προφανή λύση α = 0+α , με 5^=0 

και = ά .

Αν Β^Ο έχουμε (κο ίτα ζε σχήμα) α=0Γ+ΓΑ με 0Γ παράλληλο στο b και ΓΑ

κάθετο στο b . Δηλαδή α1 = ΟΓ και ^2 = ΓΑ . Τώρα

, α1 |= |0Γ | = | ά | | cos6 | = | | α | - 1-cose |=| a-b0 l . Άρα α1 = (a-b0 )b0

6 . Τα διανύσματα ε ίν α ι μοναδιαία και γραμμικά ανεξάρτητα . Αν

ισχύε ι  Ι®ι+®2+®3 ΐ = 1 ’ να σποδε^ ετε ό τ ι τα διανύσματα i j+ ig  , ®2+®3 ’ ®3+®3 

ε ίν α ι ανά δύο κάθετα και μη μηδενικά .

7 . Δ ίνονται τέσσερα σημεία Α , Β , Γ , Δ  του χώρου με διανύσματα θέσης 

^Α’ ^Β’ ^Γ κοα **Δ αντίστοιΧ° > “ Q προς αρχή Ο . Τα σημεία ε ίν α ι συνεπίπεδα 

(βρίσκονται στο ίδ ιο  επίπεδο) , αν και μόνο αν υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί

με ( ί )  (λ  ̂ λ^)j^(0 s0 , 0 , 0 ) , ( i i )  λ^+λ g- * · =0 και

( ϋ ί )  V a+A2 = 0 *
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β . Τα σημεία Α ( 3 , 1 , 1 )  , Β (1 ,1 ,'1 ) και Γ ( 1 , 3 , 5 )  ορίζουν ορθογώνιο τρίγω

νο , του οποίου να β ρείτε τ ις  γωνίες και τα μήκη των πλευρών .

6 Εξω τερ ικά ' γ ι ν ό μ ε ν ο  ό ιανύσμάτων .

Στον V3 υπάρχει Kat ένα άλλο γινόμενο διανυσμάτων . Λέγεται εξωτερικό 

ή διανυσματικό γινόμενο διανυσμάτων και· ε ίν α ι  χρήσιμο σε πολλές εφαρμογές .

Πριν προχωρήσουμε στον ορισμό του εξωτερικού γινομένου διανυσμάτων θα 

κάνουμε κάποια σχόλια γ ια  τ ις  δεξιόστροφες βάσεις .

θεωρούμε μ ια  βάση ( a , 5 , c )  . Μεταφέρουμε τα διανύσματσ της βάσης , ώστε 

να έχουν κοινή αρχή 0 και πέρατα τα σημεία A ,B ,C αντίστοιχα (όπως στο 

σχήμα 11) .

σχήμα 11

'Ενας παρατηρητής έ χ ε ι τα πόδια του στο 0 , το κεφάλι του στο C και 

.κο ιτά ζε ι προς το επίπεδο των Ο,Α,Β .-Στρέφουμε το ΟΑ διαγράφοντας τη γωνία
mm

$ (a ,b )  μέχρι να π έσει πάνω στο ΟΒ . Αν ο παρατηρητής βλέπει να γ ίν ετα ι αυ

τή η στροφή αντίθετα από τη κίνηση των δειχτών του ρολογιού τότε η βάση 

( a , b , c )  λέγετα ι δ εξ ιό σ τρ ο φ η  βάση . Σε αντίθετη περίπτωση η βάση λέγετα ι 

α ρ ισ τε ρ ό στ ρ ο φ η  βάση . Γ ια  παράδειγμα, η κανονική βάση O<0 >yQ>ZQ) του
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ε ίν α ι δεξιόστροφη .

Ε ίνα ι εύκολο να δ ε ί κάποιος ότ ι αν η βάση (α ,Β ,ο )  ε ίν α ι δεξιόστροφη 

τότε ο ι βά σεις ( b , c , a )  , ( c , a , b )  ε ί να ι  δεξιόστροφες , ενώ ο ι βάσεις 

( a , c , b )  , ( c , b , a )  , ( b , a , c )  ε ίν α ι αριστερόστροφες .

Παρατήρηση . Η ονομασία "δεξιόστροφη βάση" οφ είλετα ι στο γεγονός 

ότι , όταν πάρουμε μια δεξιόστροφη βάση (α ,Β ,ο )  τότε μπορούμε να τεντώσου

με το μεγάλο δάχτυλο , το δείχτη και το μέσο δάχτυλο του δεξιού χεριού , 

όπως δείχνουν τα a , b , c  αντίστοιχα .

Ο ρ ισ μ ό ς  . θεωρούμε δύο διανύσματα a ,b  με <p = $ ( a ,b )  . Το ε ξ ω τ ε ρ ι κ ό  

γ ι ν ό μ ε ν ο των διανυσμάτων α ,Β (με αυτή τη σειρά)  ε ίν α ι ένα διάνυσμα , που 

σ υ μ β ο λ ί ζ ε τ α ι  με axb και έ χ ε ι τα παρακάτω σ το ιχ εία  :

( i )  To axb ε ίν α ι κάθετο στο a ,b

( i i )  j axb I = μέτρο του axb= |α | |b|sin<p

( i i i )  Η βάση ( a ,b , a x b )  , όταν ε ίν α ι βάση , ε ίν α ι δεξιόστροφη .

Παρατ η ρ ή σ ε ι ς  . (1)  Το διάνυσμα axb ε ίν α ι καλά ορισμένο από τ ι ς  ιδ ιό 

τητες ( i ) , ( i i )  και ( i i i )  , αφού καθορίζεται το μέτρο του , η διεύθυνσή του 

(κάθετο στο α ,Β)  και η φορά του (από των ( i i i ) )  .

( 2 ) To axb ε ίν α ι  μηδέν , αν και μόνο αν , τα α ,Β  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτη

μένα ( γ ι α τ ί ; )  .

(3)  Σε αντίθεση με το εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων το εξωτερικό γινόμενο 

ε ί να ι  μια πράξη εσωτερικής σύνθεσης στο Vg .

Πρόταση 1 . Το μέτρο του αχΒ ε ί να ι  ίσο με το εμβαδό του παράλληλο-
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γράμμου , που σχηματίζεται με πλευρές τα a ,b  .

Α π ό δ ε ι ξ η  . Ε ίνα ι άμεση κοιτάζοντας το παρακάτω σχήμα κα ι το γεγονός 

όττ : | αχΒ |= | α | j b (s f πφ .

Λ'~*
s

----------
CL..

Πριν προχωρήσουμε σε άλλες ιδ ιότητες του εξωτερικού γινομένου θα προ

σπαθήσουμε να βρούμε τ ις  συντεταγμένες του αχΒ συναρτήσει των συντεταγμέ

νων των α και Β , επειδή· γ ια  τους υπολογισμούς μας η χρήση του ορισμού 

του εξωτερικού δεν ε ίν α ι βολική . 'Εχουμε λοιπόν τη παρακάτω πρόταση .

Πρόταση 2 . Δ ίνετα ι η ΟΚΒ (Xq» ô*^0̂  Kat τα δισνάσματα ά=(α1 ,α 2 ,α 3) ,  

. Τότε : άχΒ= (a 2b3 - a 3b2 ,  a3bi " a i b3 » al b2 ” a2bl^ ’

Α π ό δ ε ι ξ η  . Ας ε ίν α ι αχΒ = c ■ ( C p C 2 »c3) . Από την ιδιότητα ( i )  του 

ορισμού του εξωτερικού γινομένου έχουμε :

a 1Cl  + a 2c2 + a 3C3 “  0 KaL bl c l + b2c 2 + b3c 3 = 0

Από τ ις  δύο αυτές σχέσ εις  έχουμε :

c  c  C
-■ !·■ = -- Ι- 2-· . - ■« .  -L,- 3-·- L- ■ =k = η τιμή των λόγων ,
a2b3"a3b2 a3bl " a 1b3 al b2"^2°l

κα ι συνεπώς :

(^) { Cj * k(  ̂ * C Z  3 ^^α3^1"σ1^3^ % ^3 =
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Έ τ σ ι  :

| c | 2=c2+c2+c2 { (a 2b3-a 2b2 )^+(a 3i>̂ _ a b̂2 )^+(a^b2-a 2b̂  ) 2 }

=k2 { a 2 (b2+b3)+a2 (b3+b2 )+a3 (b2+b2 ) - 2 ( a 2a3b2b3+a3a1b1b3+al b2a 2b1) }

=k2 { a 2 ( |b |2-b2 )+a2 ( |b |Z- b |)+ a |(  Ib ^ - b ^ - Z ia ^ a ^ + a ^ a g b g + a ^ - jC ^ b g ) }

=k2 { | b ( 2 ( a 2+a2+a2 ) - (a^+agbg+CNjbj)2 }

=k2 { | a | 2 | b | 2- ( a - b ) 2 } =k2 { | a | 2 | b | 2- | a | 2 | b | 2cos2(p} =k2 1a | 2 1b 12s i η2φ .

Άρα | c | * | k |  |a|  | b | s 1n<p και λόγω της ιδ ιότητας ( i i )  του ορισμού έχουμε , 

ό τ ι k=±1 . Από τ ις  ( * )  για  k=1 και k=-1 παίρνουμε δύο αντίθετα διανύ- 

σματα που ικανοποιούν τ ις  ιδ ιό τη τες  ( i ) , ( i i )  του ορισμού του εξωτερικού γ ι 

νομένου . Όμως μόνο ένα από αυτά ικανοποιεί και την ιδιότητα ( ϋ ί )  του 

ορισμού . Οι τ ιμ ές  k=1 και k*-1 ε ίν α ι ανεξάρτητες από τα α κα ι b .

Έ τ σ ι  η ιδ ιότητα  ( i i i )  θα ικανοπ ο ιείτα ι γ ια  την ίδ ια  τιμή  του k όποια δ ια - 

νύσματα k o l  να πάρουμε . Παίρνουμε λοιπόν 5=Xq , b=yg και βρίσκουμε k=1 . 

Άρα

axb = (agbj-O jbg , Ojb^-a^bg , a i b2“ a2b1^

Μνη μ ο ν ι κ ό ς  καν ό ν α ς γ ι α  το a * b  :

■(“ jb j - a jb j lX o *  (a 3b1-o 1b3 ) y0 t  (a ,b 2-a2b1 ) i 0



-33

Πρόταση 3 . Ισχύουν :

Ο )  a x b * -bxa , δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα 

C1 ΐ )  (λα)χ£= A(axb) =ax(Ab)  , A6R 

( Ι Ή )  αχ ( b+c} = axb+axc

(a+b)xc = axc+bxc
. επ ιμ ερ ισ τ ικ ο ί νόμοτ .

Α π ό δ ε ι ξ η  : E iv a t  υπολογιστική και στηρίζετα ι στη πρόταση 2 (Να γ ίν ε ι  

σαν άσκηση) .

Παρατήρηση . Τα παρακάτω ε ίν α ι φανερά και χρήσιμα στους υπολογισμούς 

μας . Αν (χ^,γ0 , i Q) ε ίν α ι ΟΚΒ τότε ισχύουν :

V * 0  " V * 0  = 20χ20 = 0

* 0Χ*0 = 10 ’ V 20 *  *0 · 20χ*0 = h  *

θα συνεχίσουμε με μερικά παραδείγματα .

Έ ν α  παρ άδ ε ιγμ α  από τη Φυσ ική  . Ξέρουμε ότι η ροπή Μ μιας δύ

ναμης F ως προς ένα σημείο 0 ε ίν α ι  μια δύναμη κάθετη στο επίπεδο που ο ρ ί

ζουν το 0 και η F και με μέτρο ίσο με | F | . (απόσταση του 0 από το φορέα

σχήμα 12
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toc F) -  | F | * r  (κο ίτα ζε σχήμα 12) .  Αυτό όμως δεν ε ίν α ι τ ίποτε άλλο παρά 

το OAxF . Ετσ ι M = 0AxF ,  δηλαδή η ροπή ε ίν α ι ένα εξωτερικό γινόμενο .
Λ Λ  Λ

Π α ρ άδ ε ιγ μ α  1 . 0 νόμος των ημιτόνων : -  ^   ̂ = - i■ = - V1 C

|ΑΒ|=γ , |ΒΓ|=α , |ΓΑ|=β . Έχουμε : ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ = 0 ( * )

Πολλαπλασιάζοντας εξωτερικά με ΑΒ παίρνουμε :

(ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ)χΑΒ=0 ή ΒΓχΑΒ+ΓΑχΑΒ=0 ή ΓΑχΑΒ=-ΒΓχΑΒ=ΑΒχΒΓ . Έ τ σ ι

r

A
/

/
/

σχήμα 13

ΓΑχΑΒ*ΑΒ*ΒΓ . Άρα για τα μέτρα |ΓΑ| |ΑΒ| s i n  A = |ΑΒ| |ΒΓ|  s i n  Β =>
Λ Λ

B s i n A = a s i n B  s η̂- -  = -s- ^-B . Πολλαπλασιάζοντας την ( * )  με ΒΓ μπο

ρούμε να συμπληρώσουμε την αναλογία .

&

Παρά δε ιγμ α  2 . θα δείξουμε ότ ι s in  (<ρ-ω) = s in  tpcos ω- s in  ucos φ .

θεωρούμε τα διανύσματα ά= (cos-ω, 5 ΐ ηω ,  0 ) , b = ( cos φ , sin φ, 0 ) 

όπως στο παράδειγμα 4 Tnc σελίδας 24 . Τότε

axb *
*0 *0

cos ω sin ω

cos Φ sin φ

= ( cos ω 5ΐηφ- cos φ sinti))z0
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*Όμως το αχϋ έχει'.την ίδια φορά με to Eg και μέτρο |ά[ |b| sin(<p-ii>)=sin(<p-io). 

Ά ρ α  axb= sin(<p-(i)}Eg . Έτσι Βα έχουμε sin(<p-u)Zg =(c o s d ειηφ-cos<psi.nu)Eg .

Η τελευταία σχέση μας δ ίν ε ι το ζητούμενο .

Παράδε ιγμά  3 . Η οχέοη | a x b | = | a | | b )  s i n  ^(a,b)  μπορεί να μας δώσει το 

ημίτονο της γωνίας δύο μη. μηδενικών διανυσμάτων α και b ως :

l a l 2 lb l2

(α203-α332 ]2+ία3β1-α1β3 )Ζ+(α1β2-α231)2 

(α2+α2+α2 } ( 02+02+02)

όπου c K a j . a g .a j )  Kat b=C01»02 »̂ 3  ̂ *

Παράδε ι γμα 4 . Η πρόταση ) της σελίδας 30 μπορεί να χρησιμοποιείτε γ ια  

ν3 υπολογίζουμε εμ0αδά τριγώνων . Έ τ σ ι  αν P j * P 2 >P3 ε ν̂<η τρ ία  σημεία του χώ

ρου ,  τότε όπως ξέρουμε το I P ^ x Pj P j I Ma C δ ίν ε ι  το εμβαδόν του παραλληλο

γράμμου με πλευρές τα Ρ ·)^  » **1̂ *3 * τ̂σ ι τ0  εμβαδόν του τριγώνου P j P ^  

θα είνα ε :  ·
A ------------

εμβαδόν ( ρι Ρ2Ρ3 * = 7  Ρ̂3Ρ2χΡ1Ρ31

Υπολογίζουμε λοιπόν τα διανύσματα Ρ^Ρ2 , Ρ^Ρ3 μετά το ^ 2 * ^ 1  Kat μετ<* 

παίρνουμε το μίσό του μήκους του . Ε ιδ ικά  αν τα σημεία ε ίν α ι  στο Oxy επίπε
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δο , δηλαδή : P j ( x ^ , y j , 0 ) ,  και χ3*^3 ' ^°τε *

Ρ1Ρ2“(χ2"χ 1 *y2“y1 ’°) » p1P3=(x3"x1,y3 'yr ° )  και

pl V P 1P3 -

χ0 y0 ζ 

χ2“χ1 y2”y1 

x 3‘ x 1 y 3’ y 1

“ [ (*2_xι ) (y3-y ι ) - ( χ 3-χ 1) (y2-y1 )J

Άρα

Δ
εμβαδόν ( P , P2P3 ) = ^ | ĵ ( χ2-χ 1 ) (y 3-y  1 ) - ( x3- x t ) ( y ^ y  1 )J

2  I x2y 3” x2y l " x l y 3” x3y 2+x3y l +xl y 2I

1
2

X1 y 1 1

x2 y 2 1

x3 y 3 1

Συνεπώς

Δ  ,
εμβ.(Ρ1Ρ2Ρ3)

x, y, 1
*2 y2 1 

x3 y 3 1

Ul εξω τερικές κάθετες ε ίν α ι απόλυτες τ ιμ ές  και ο ι άλλες ε ίν α ι ορίζουσα . 

Επειδή το εμβαδόν τριγώνου ε ίν α ι  μηδέν ,  αν καε μόνο αν τα σημεία Ρ ρ Ρ 2 «Ρ3 

ε ίν α ι ουνευθειακά (κ ε ίν τ α ι πάνω σε μια ευθε ία ) ,  συμπεραίνουμε το εξής αποτέ

λεσμα από τη τελευταία σχέση : Ι κ α ν ή  κ α ι  α ν α γ κ α ί α  συνθήκη ώστε τα τ ρ ί α  

σ η μ ε ί α τ ο υ _  ΟχΥ > Ρ 1( χ 1 ^  ) » P g ( x 2 r y 2 ) » ρ 3 Cχ 3 *y 3  ̂ ε ί ν ο α  σ υ ν ε υ θ ε

Ν
Ι
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ακά ε ί ν α ι  να ι σ χ ύ ε ι  :

χ ι yi 1
X2 y 2 1 =0

x , ν-, 1

Α σ κ ή σ ε ι ς  .

1. Να β ρ ε ίτ ε  έκφραση y ta  το εμβαδό τριγώνου με κορυφές τα σημεία

P1 (XjvyjtZj) > P2 (x2»y2i ζ2) ^3 ·̂χ3’·^3*ζ3̂

2 .  Τα διανύσματα α , β , γ , δ  με δ̂ Ο πληρούν τ ις  σχέσ εις  : α=β+γ , 0 ·δ=Ο

και γχδ=0 . Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση - α*δα-β
|δ |2

7 . Ά λ λ α  γ ι ν ό μ ε ν α  στο ν 3 .

Παίρνουμε τρ ία  διανύσματα a ,b ,c  του χώρου . Η έκφραση 

α · ( bxc)

ε ίν α ι ένας αριθμός . Επίσης η έκφραση (a*b)«c ε ίν α ι ένας αριθμός . Αν 

α“(α^,α2 ,α3) , b=(01 , 02 , 33) και c= (v5, υ 2 , υ 31 , θα προσπαθήσουμε να βρούμε 

έκφραση του a * (bxc )  συναρτήσει των συντεταγμέων τοιν διανυσμάτων . Πραγματι

κά ,  έχουμε :

S«  =(β2Υ3-?3ν2 .  03*1^ 1 *3 ·  0 l V e2v l> ·

Άρα

a  · (b xc ) = a1 (02Υ3"^3Υ21+α2 *^3Υ 1 γ31 +α3 ν2” Ρ2 γ 1 *
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α 1 α2 α3
S *1 *ζ h

ν 1 γ2 γ3

Έ τ σ ι

α 1 α2 α3
( 1) a * ( b x c ) s »ι *2 *3

Υ1 γ2 Υ3

Κάνοντος την ίδ ια  διαδικασία βρίσκουμε ,

α1 α2 a

( 2 ) ( a x b ) · ε  « *1 *2 0

γ 1 γ2 Υ

Από τ ι ς  (1 )  κα ι (2)  συμπεραίνουμε ό τ ι αν δοθούν τρία διανύσματα a , b , c  (με 

αυτή τη σ ειρ ά ) τότε : α · ( bxc )= (axb ) · ε  .  Δηλαδή μπορούμε να αλλάζουμε τα 

σύμβολα · , *  χωρίς να αλλάζει το αποτέλεσμα . Τη κοινή αυτή τιμή τη συμβολί-
•  ·  ·  W  Μ  «

ζουμε με (ab c) ή [a ,b ,c ]  και τη λέμε μ ι κ τ ό  γ ι ν ό μ ε ν ο  των τ ρ ι ώ ν  δ ι α - 

νυσμάτων a , b ,  κ α ι  c (με  αυτή τη σειρά ) . Έ τ σ ι

a 1 σ2 α3
(3 ) (ab c) = a . ( b x c )  = (axb)»c = ρ2 *3

γ 1 ν2 ν3

Με γνωστές ιδ ιό τη τες  των οριζουσών συμπεραίνουμε ότι κυκλική αλλαγή των a , b , c  

δεν αλλάζει το μικτό γινόμενο , δηλαδή :
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(.4) (abc) = (bca) = (cab ) . .·■

Αντίθετα , όταν αλλάζουν μόνο δύο διανύσματα τότε το μ ικτό γινόμενο αλλάζει 

πρόσημο ,  δηλαδή

(5 ) (abc) = - ( b a c ) = -(acb ) = - (cba)
* f

Γ εω μ ετρ ικ ή , ε ρ μ η ν ε ί α  του μ ι κ τ ο ύ  γ ι ν ο μ έ ν ο υ  : θα δούμε πως ο όγκος 

V του.παραλληλεπιπέδου με ακμές τα a ,b ,c  (σχήμα 13) δ ίν ετ α ι από τη σχέση :

V = |α · (b xc) | .

σχήμα 13

Πραγματικά :

(6) a.(bxc) = |a||bxc|cos $(a,bxc) = |S | |b | |c |s in  $(b,c)cos Ka.bxc) 

Έ τ σ ι

(a*(bxc)|=|a|(b||c(sin Kb,c)|cos $(a,b,c)|

Όμως : |b|.jc|sin Kb.c) = εμβαδόν βάσης του παραλληλεπιπέδου ·
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( a ( | c o s  £ (a ,b x c ) |=  ύφος του παραλληλεπιπέδου = απόσταση του πέρατος 

του α από τπ 0άση , δ ιό τ ι το b*c ε ίν α ι κάθετο στα b και c  .

Έ τ σ ι  πραγματικά : ν=εμβαδό βάσης · ύφος = | a - ( b x c ) |  . Επειδή ο όγκος V 

ε ίν α ι μηδέν «=» τα διανύσματα a , b , c  ε ίν α ι συνεπίπεδα (δηλαδή γραμμικά 

εξαρτημένα) συμπεραίνουμε τη πρόταση .

Πρόταση 1 . Τα διανύσματα a , b , c  ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα , αν και 

μόνο αν (ab c )=0 , δηλαδή αν και μόνο αν , ισ χ ύ ε ι :

α1 σ2 °3

*1 *2 ^3

ν1 γ2 ν3

Παρατήρηση . Η πρόταση μας δ ε ίχ ν ε ι μια μέθοδο να ελέγχουμε αν τρ ία  

διανύσματα ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα ή όχι .

Παίρνουμε τώρα τρία γραμμικά ανεξάρτητα (δηλαδή μη συνεπίπεδα) διανύσμα 

τα τα a . b . c  .Τότε (abc)^O . Πότε ε ίν α ι (abc)>0 και πότε (abc)<0 ;  Από τη 

σχέση (6 ) συμπεραίνουμε :

(abc) >0  *  cos ) ( a , b * c )  > 0

(ab c) < 0 cos $ ( a , b * c )  < 0

Από προηγούμενη διαδικασία ξέρουμε ότι η βάση (b , c , b x c )  ε ίν α ι δεξιόστροφη 

Το επίπεδο των b ,c  χω ρίζει το χώρο σε δύο ημιχώρους . Έτο τ  η συνθήκη, 

cos ) ( a , b * c )  >0  σημαίνει ό τ ι το δ ε ίν α ι στον ημιχώρο που ε ί ν α ι  και  το 

b*c . Αμα η συνθήκη cos $ ( a , b * c )  >0 μας λ έ ε ι  ότι η βάση ( b , c , a )  ε ίν α ι
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και αυτή δεξιόστροφη . Αντίθετα η συνθήκη cos $ (a ,b *c ) < 0 σημαίνει ότι το 

α ε ίν α ι στον άλλο ημιχώρο και όχι σ ’ αυτά που ε ίν α ι το bxc . Έ τ σ ι  έχουμε 

ό τ ι η συνθήκη c o sK a > b *c ) < 0  μας λ έ ε ι  ότι η βάση (b , c *a )  ε ίν α ι αριστερό

στροφη . Συνοψίζοντας r (abc) > 0 ή ( b , c , a )  άρα και η ( a , b , c , )  ε ίν α ι 

δεξιόστροφή . (abc) < 0 <=» ( a , b , c )  αριστερόστροφη .

Παρατήρηση < Η παραπάνω διαδικασία μας δ ε ίχ ν ε ι πως ελέγχουμε αν μια 

βάση ε ίν α ι δεξιόστροφη ή αριστερόστροφη . Υπολογίζουμε το μικτό γινόμενο . Αν 

ε ίν α ι θετικό (αρνητικό) τότε η βάση ε ίν α ι δεξιόστροφη (αριστερόστροφη) .

^ 9  9
Αν δοθούν τρία διανύσματα a ,b  και c . Τότε μπορούμε να σχηματίσουμε τα 

γινόμενα αχ(ϋχο) , ( axb)xc  . Αυτά ε ίν α ι διανύσματα και λέγονται δ ι ς  ε ξω

τ ε ρ ι κ ά  γ ι ν ό μ ε ν α  των διανυσμάτων a , b >c .

Θα δείξουμε τη πρόταση .
<L

Πρόταση 2 . Ισχύου^ ο ι ταυτότητες :

-(.a*b)c

( i i )  ( a x b ) x c = ( a * c )b - (b *c )a

9 9
Α π ό δ ε ι ξ η  . ( ί )  Αν τα b , c  ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα (δηλαδή παράλληλα) 

τότε κάθε μέλος της σχέσης ε ίν α ι μηδέν . Έστω ό τ ι τα b ,c  ε ίν α ι γραμμικά 

ανεξάρτητα . Τότε τα b ,c  ε ίν α ι μ ια  βάση για  τα διανύσματα του επιπέδου των 

b και c . Έ τ σ ι  κάθε διάνυσμα αυτού του επιπέδου θα γράφεται (κατά μοναδικό 

τρόπο) σαν γραμμικός συνδυασμός των Β και c . Τώρα το διάνυσμα αχ(Βχς) 

ε ίν α ι κάθετο στο bxc άρα ε ίν α ι στο επίπεδο των Β και c αφού το Bxc



οι
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ε ίν α ι  κάθετο στα b και c . Άρα , 

a x (b x c ) =λ b+ μ c

θα Βρούμε ία λ και υ ■ Έστω 5 - <°ι·αζ·03> , b= (Β,,Β2,Β3) και

■ (ΥρΥ2»Υ3) *

Η τετμημένη too άχ(ϋχε)  ε ίν α ι :

= « 2 ( 3 ^ 2 ' ^ ! )  “  a 3 ( ^3v 1-p1Y3>

* 3 1(a 2V2+a 3V3) ’  ν ι Ca202+a303}

■ ta2Y2+a3v3+a1V1  ̂ “ V1*a2^2+a30 3+ai3 i)

= 0 j ( 5 * c )  -  V j ( a » 3 ) * (δ. ς)β^ ♦ ( - ( a . g ) ) Y

Η τετμημένη του λ ·ϋ+μ·ο ε ίν α ι : λ(^+μΥ(

Άρα πρέπει ( ! )  :λ  ® ( ά -c) και μ = - ( ά · β )

Συνεπώς : a x (b*c )  = ( a - c )b  - ( a -b )c

( i i )  ( axb)xc  = -cx (axb)  — { ( c b) a- ( c a ) b)
( i )

s (a c )b - (b c )a

H20£ IM Q £ i l  · Απ6 τ Π πρόταση 2 προκύπτει ό τ ι , γ ια  το εξωτερικό γ ινόμε

νο δεν ισ χ ύ ε ι γενικά η προσεταιριστική ιδιότητα . Δηλαδή γενικά  έχουμε :

ax (bxc )  ^(axb)xc

Πόρισμα . Γ ια  τρία διανύσματα a ,b  και c ισ χ ύ ε ι η ταυτότητα , γνωστή 

σα ταυτό τη τα  του J a c o b i  :
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ax(b xc)+ b x(cxa )+ cx(axb ) =0 .

Α π ό δ ε ι ξ η  .  Γράφουμε κάθε όρο του αθροίσματος όπως στο C i) της πρότασης 

2 και προσθέτουμε .

Δίνονται τώρα τέσσερα διανύσματα a , b , c ,  και d . Μπορούμε να κάνουμε τα 

παρακάτω γινόμενά :

(a x b )- (c x d )

(a x b )x (c x d )

Τα γινόμενα αυτά λέγονται τ ετρ απλ ά  γ ι ν ό μ ε ν α  .

θα κάνουμε μερικά σχόλια γ ια  αυτά τα γινόμενα . Έχουμε :

( a xb ) - ( c xd) gxb=e1 «" ■
θέτουμε

e- (c xd )  F t h S m *.  ( e x c ) -d

= C (axb )xc) .d --P—τ--σ&τ£ ( ( a - c )b - (bc ) a ) -d  
f i t )

a*c a-d 

b-c b-d
= ( . a * c ) (b -d ) - (b . c )  (a-d)  * 

Εφαρμόζοντας τη σχέση που μόλις  βγάλαμε παίρνουμε

|a xb | 2 = ( a x b ) · (axb)  =
α*α a-b

a-b b-b
a |2 |b |2- (a -b )2

 ̂  ̂ Ο ^ O  ̂ Ο ^ v O
Δηλαδή : jaxb| = ja| |b| -(a-b) .Την τελευταία ταυτότητα αν τη γράφουμε σε



συντεταγμένες με a = ( a l f a 2 , a 3 ) και b = ( β 1 , β 2 ϊ β3 ) πα ίρνουμε :

(α132-α201)2+(α2β3-α3β2)2+(α133-α3β1)2* ( α ^ α ^ ) ( 3 ^ 0 2 +33)-(σ131+α202+α333):

*

που ε ίν α ι γνωστή σαν ταυτότητα του Langrange .

Τώρα από το άλλο τετραπλό γινόμενο , αν το υπολογίσουμε με δύο διαφορε

τ ικο ύ ς τρόπους θα πάρουμε μ ια  πολύ σημαντική ταυτότητα . Έχουμε :

( a xb ) x ( c *d )  °*fr~e ex (c xd )  ρΡ°ταση 2 ( e - d ) c - ( e * c )d  
θέτουμε ( i )

= ( ( a x b ) - d ) c - ( ( a * b ) ■c ) d = (a b d )c- (a b c jd

Έ τ σ ι

( * )  ( a x b ) x ( c xd ) * ( abd ) c - ( abc )d

Όμοια

(axb) x ( cxd )  c ^~e (axb)xe ΤΤβ(·)τασΠ  ̂ ( a * e ) b - (b -e ] a  
θέτουμε ( i i )

= ( a - ( c x d ) ) b - ( b - ( c x d ) ) a = (acd)b- (bcd)a

Έ τ σ ι  ,

( * * )  (a xb )x (c xd )= (a cd )b - (b cd )a

Από τ ις  ( * )  και ( * * )  εξισώνοντας τα δεύτερα μέλη παίρνουμε

(a b d ) c - ( a bc )d = ( a cd ) b-( bed)α

ή

(abc)d = ( bcd )a-(acd )b+ (abd )c
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ή αλλάζοντας κυκλικά κάποιες τριάδες διανυσμάτων 

(abc)dKdbc}a+ (adc)b+ (abd)c

Τώρα α ν ·(abc)^O (δηλαδή τα a ,b ,c  γραμμικά ανεξάρτητα) έχουμε :

(abc) (abc) (abc)

Αυτή ε ίν α ι η ταυτότητα που ζητούσαμε K a t  η οποία μας λ έ ε ι  πως αναλύεται ένα 

διάνυσμα 3 στη βάση ( a . b . c )  δηλαδή μας δ ίν ε ι τ ις  συντεταγμένες του 3 

ως προς τη βάση ( a , b , c )  . Αμέσως τώρα θα. δώσουμε μια εφαρμογή αυτής της ταυ

τότητας στη θεωρία γραμμικών συστημάτων .

Θεωρούμε ένα γραμμικό σύστημα τριών εξισώσεων με τ ρ ε ις  αγνώστους : 

ajX+3jy+YjZ®

Π ) α2χ+02γ+γ2ζ = δ2

a3x+03xtY3z = δ3

Το σύστημα (1 ) μπορούμε να το γράφουμε ως :

(δ1 , δ 2 , δ3 ) = Caix+Piy+v1z ,  a2x+32y+Y2z ,  α3χ+β3γ+γ3ζ )

= χ (α 1 ,a 2 ,a 3 )+ y(01 ,β 2 ,β 3 )+ ζ(γ1 , υ 2 , υ3 )

ή θέτοντας 5= (δ^,δ2 ,δ3 ) , δ= ( α , , α ^ )  ,  b *  ( β 1,β 2 »03 ) ,  c = ( γ 1 ,Υ 2 .Υ 3 )

παίρνουμε :

( 2 ) 3= xa + yb+ zc .
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Υποθέτουμε ό τ ι η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων ε ίν α ι διάφορη του μπ- 

δενός . Αυτό ισοδυνσμεί με το να υποθέσουμε ότι. τα α , Β , Ε  ε ί ν α ι  γραμμικά 

ανεξάρτητα. Έ τ σ ι  π λύση του συστήματος ανάγεται στο πρόβλημα να βρούμε τ ις  

συντεταγμένες του d ως προς τη βάση ( α , Β , ε )  . Αυτές ο ι συντεταγμένες και 

συνεπώς π λύση του συστήματος δ ίνονται από τη ταυτότητα 0  της σελίδας 45 

και ε ίν α ι :

χ . ί Μ  , y = i | | | i  K(U z = i | | | l  .
(ab c) ( abc) ( a b c )

Αν αντικαταστήσουμε τ ις  συντεταγμένες των διανυσμάτων a , b , c , d  θα πάρουμε 

τη λύση του συστήματος με τη μέθοδο Cramer .

8 . Α π λ ό ς λόγ ος  τρ ιών  σημε ίων  .

Πάνω σε μ ια  ευθεία  ( ε )  δ ίνονται δύο διαφορετικά σημεία Α και Β . Έ ν α

τρίτο σημείο Ρ^Β λ έ μ ε  ό τ ι  χ ω ρ ί ζ ε ι  τα___ Α , Β  σε  λόγο λ ( λ  πραγμα

τ ι κ ό ς ) κα ι  γ ράφουμε (Α Β Ρ )= λ  , αν κ α ι  μόνο αν , ι σ χ ύ ε ι  Α Ρ =λΡΒ . 

Αντιμετωπίζουμε τα παρακάτω δύο προβλήματα .

Πρόβ λ ημα 1ον . Να βρούμε τ ις  συντεταγμένες του σημείου Ρ όταν ξέ 

ρουμε τ ις  συντεταγμένες των Α ,Β και το λόγο λ .

Πρόβλημα 2 ο ν . Να βρούμε το διάνυσμα θέσης , ως προς μ ια  οποιαδήποτε 

αρχή » του σημείου Ρ όταν ξέρουμε τα διανύσματα θέσης των Α ,Β  κα ι το λό

γο λ .

Σ χ ε τ ι κά με το πρώτο πρόβλημα . Αν A f X j . y j . Z j )  , Β ( χ2 »Υ2 »Ζ2 ) KQL



P ( x , y , z )  , παίρνουμε από τη σχέση ΑΡ = λΡΒ ό τ ι :

•fx-Xj * Υ-Υ], » ζ - ζ ^ - Κ ί χ ^ χ  » Y2-y * ζ2"ζ  ̂

ή

χ-χχ = λ(.χ2-χ ) , y - y j  *  A (y2- y ) . , ζ - ζ 1 = λ ( ζ 2- ζ )

ή

( 1+λ)χ = Xj +Ax2 , (I+ A )y  = yj+Ay2 ,  ( 1+λ)ζ = ζ^+λζ2

Όμως λ^-1 , αφού Α^Β . Πραγματικά , γ ια  λ=-1 έχουμε ΑΡ=-ΡΒ ή ΑΡ+ΡΒ=0 

ή ΑΒ=0 ή Αξ Β . Έ τ σ ι  από τ ις  τελευτα ίες σχέσεις έχουμε ό τ ι ο ι συντεταγμέ

νες του Ρ δίνονται από τ ις  σχέσεις :

Χΐ+λχ2 Υ ι+λγ2 ζ ΐ +λζ2
χ= , y 5 » ζ -

1+λ 1+λ 1+λ

Π αρ ατ η ρ ήσ ε ι ς  . ( 1 )  Αν το Ρ ε ίν α ι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος 

ΑΒ τότε ΑΡ=ΡΒ και συνεπώς {ΑΒΡ)=1 . Έ τ σ ι  ο ι συντεταγμένες του μέσου ε ίν α ι 

τα ημιαθροιάματα των ομωνύμων συντεταγμένων των άκρων . Δηλαδή :  -

Χ,+Χ;,
Χ=- Γ -

* i+y;
» -yr = - V - και .  Ζ1+Ζ2

C2) Στη περίπτωση που Α=Β , τότε γ ια  κάθε σημείο Ρ του χώρου ισχύει ό τι : 

ΑΒ = 0 ή ΑΡ+ΡΒ=0 ή ΑΡ=-ΡΒ . Έ τ σ ι σ ’ αυτή τη περί πτωση μπορούμε ναπούμε 

ότι : Γ ια  Α=Β kol PW  ισχύετ (ΑΒΡ}=-1 .

(3 ) Αν Α^Β και Ρ=Β , τότε π σχέση ΑΡ=λΡΒ μπορούμε να δεχτούμε ότι ισ χύ ει 

Y ta  λ=® . Έ τ σ ι  y ta  AjHJ έχουμε : (ΑΒΒ)«*> .



Σ χ ε τ ι κ ά  με το δε ύτ ερ ο  πρόβλημα : Από τη σχέση ΑΡ=λΡΒ παίρνουμε 

ΟΡ-ΟΑ = λ(.ΟΒ-ΟΡ) ή (1+λ)0Ρ = ΟΑ+λΟΒ . Πάλι αν λ=-1 » τότε Α=Β κα ι το

9 &

Ρ ε ίν α ι οποιοδήποτε . Αν A jM  τότε το διάνυσμα θέσης του Ρ ε ίν α ι

0 ,,' A OA*T T jrOB

Παρατηρούμε ό τ ι το άθροισμα των συντελεστών των ΟΑ και ΟΒ ε ί ν α ι  1 . 

Πρανματικά , =1 . Αυτή η παρατήρηση μας οδηνεί να εξετάσουμε το

παρακάτω πρόβλημα .

Πρόβλημα . Πάνω σε μια ευθεία ( ε )  δ ίνοντα ι δύο διαφορετικά σημεία A 

και Β . Αν γ ια  ένα σημείο Ρ του χώρου ισ χ ύ ε ι

OP = mOA+nOB με m+n=1 ,

τότε το Ρ ε ίν α ι πάνω σ τη ν ευ θ εία  που γ ίν ε τ α ι από τα Α ,Β  και ισ χ ύ ε ι 

<ΑΒΡ)=£ .

Α π ό δ ε ι ξ η  . Από τη σχέση 0Ρ=π»0Α+η0Β , επειδή  m+n=1 , παίρνουμε , 

(m+n)0P= mOA+nOB m(0P-()A)= n (ΟΒ-ΟΡ) —*  m ΑΡ= n ΡΒ . Αν m=0 , τότε
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η=1 και π αρχική σχέση γΙνέτατ ΟΡ=ΟΒ = »  Ρ=Β , άρα to  Ρ ε ίν α ι πάνω στην

Αυτό μας δ ε ίχ ν ε ι ό τ ι το Ρ ε ίν α ι πάνω στην ευθεία ( ε )  αφού ΑΡ,ΡΒ ε ίν α ι 

συγγραμμικά και επί πλέον (ΑΒΡ) =j£ .

Αυτά τα τρία προβλήματα ε ίν α ι πολύ χρήσιμα , όταν θέλουμε να εξετάσουμε 

στοιχειώδη γεωμετρικά προβλήματα . Το πως δουλεύουμε θα φανεί στα παρακάτω 

τρία  παραδε ίγματα .

Παράδε ιγμα 1 . Δ ίνετα ι το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Ενώνουμε με ευθεία  

τη κορυφή Α με το μέσο Μ της ΒΓ . Η ευθεία  αυτή χω ρίζει τη διαγώνιο ΒΔ σε 

δύο τμήματα , από τα οποία το ένα έχ ε ι διπλάσιο μήκος από το άλλο .

Α π ό δ ε ι ξ η  . θεωρούμε σαν αρχή των διανυσμάτων τό Α και ας υποθέσουμε 

ό τ ι (ΔΒΕ)=λ δηλαδή : ΔΕ»λΕΒ . Από το δεύτερο πρόβλημα έχουμε :

Τ Γ

ί1 )  A I= :T fX  ΑΔ + ΤΤΧ  ΑΒ

Όμως ΑΕ = μ AM = μ(-ΑΓ+ΑΒ. .. ΑΔ+ΔΓ+ΑΒ ΔΓ*ΑΒ μ 77
r , s y — z—  =  ιγ  ΑΔ+μ ΑΒ .

Άρα

ΑΕ * £  ΑΔ+ μΑΒ( 2 )
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Τα διανύσματα ΑΒ,ΑΔ ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα , άρα βάση γ ια  τα διανύσματα 

του επιπέδου του παραλληλογράμμου : Έ τ σ ι  από τ ις  (1 )  και (2 )  παίρνουμε

1 μ λ
= ι  και Τ Π = μ  ·

2
Από τ ις  οποίες παίρνουμε : λ=2 και μ= j  . Έ τ σ ι  έχουμε το ζητούμενο .

Π αρ άδε ιγ μα  2 . Οι δ ιάμεσοι ενός τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται σε κοινό ση-

Α π ό δ ε ι ξ η  . Φέρνουμε τ ι ς  διαμέσους AM και ΓΝ , που τέμνονται στο Δ . 

Θα δείξουμε ό τ ι η ΒΔ , αν προεκταθεί περνά από το μέσο της ΑΓ . θεωρούμε σαν 

αρχή των διανυσμάτων το Β . Θέτουμε : (ΑΜΔ)=λ , (ΓΝΔ)=μ . Έχουμε :

( 1) 84 °  π χ  84 * π χ 81 , επειδή (ΑΜΔ)=λ

( 2 ) “ ■ π ?  ^ π ί τ 8" , επειδή (ΓΝΔ)= μ

Αλλά , BA = 2ΒΝ , ΒΓ = 28Μ . Ετσ ι από τ ις ( 1 ) και ( 2 ) παίρνουμε :

8» * T T 5  88 •

Επειδή τα ΒΜ , ΒΝ ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα από τη τελευταία σχέση έχουμε



κα ι ^  = - j l j j  , Συνεπώς λ=μ=2 ή2 _ μπ χ " Τ+μ

ΑΔ = 2ΔΜ και ΡΔ = 2ΔΝ . Αυτό δ ε ίχ ν ε ι αυτό που θέλουμε αφού η δ ιά 

μεσος από το Β θα τέμ νε ι την AM πάλε στο Δ .

Παράδε ιγμα 3. . Ας ε ίν α ι ΑΔ η εσωτερική διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ 

θέτουμε |Α β |*γ  , |ΑΓ|=0 ,  |ΒΓ|=α . θα δείξουμε ότι :

“  = g |y  I j s A S t v A r ]

θέτουμε (ΒΓΔ)=λ . θεωρούμε σαν αρχή των διανυσμά'των το A .  Έ τ σ ι  ,  σύμφωνα 

με το πρόβλημα 2 της σελίδας 48 θα έχουμε :

Λ

Γ

(*) Α Δ - ^ Α Β ^ Α Γ

Όμως το διάνυσμα ΑΔ ε ίν α ι πολλαπλάσιο του διανύσματος

Έ τ σ ι  θα έχουμε και
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Από ( * ) , ( * * )  παίρνουμε , αφού τα ΑΒ,ΑΓ ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα ό τ ι :

Μ 1 
V "  Τ+Χ

U _ λ
- ΤΡΧ

λ = ^ και συνεπώς μ = · ^  · Ετσ ι από την ( * * )  έχουμε

ΑΔ = 057 ΑΒ +γ ΑΓ^

Παρεπιπτόντως δείξαμε ό τ ι λ = ^ . Έ τ σ ι  (ΒΓΔ) κα ι συνεπώς ΒΔ = ^ Δ Γ

κα ι επειδή τα ΒΔ,ΔΓ ε ί ν α ι  ομόρροπα έχουμε ό τ ι : -1Μ 1 = £  =
|ΔΓ|  Ρ |ΑΓ|

Η τελευταία σχέση t όπως ξέρουμε από την επιπεδομετρία του Λυκείου ε ίν α ι  γνω· 

στή σαν θεώρημα της διχοτόμου .

Α σ κ ή σ ε ι ς  οτο Κ ε φ ά λ α ιο  I .

1. Δ ίνονται τα διανύσματα 0Α=α και 0B=b . Να δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι το διάνυσμα 

|b | a+ | a |b  έχ ε ι  τη διεύθυνση της διχοτόμου της γωνίας ΑΟΒ . Να β ρ ε ίτ ε  τη 

διεύθυνση της διχοτόμου της παραπληρωματικής γωνίας .

2 . Να αναλυθεί το διάνυσμα ό=(1 , 2 , 3 )  σε δύο κάθετες συνιστώσες από τ ις  

οποίες η μια ε ίν α ι  συγγραμμική με το b=(1 , 1 , 1) .

3 . Δ ίνετα ι η βάση ( a , b , c )  . Να κατασκευάσετε μ ια  ΟΚΒ ( x 0 , y 0 , z 0 ) έτ σ ι 

ώστε το xQ ε ίν α ι γραμμικός συνδυασμός του ά και το y Q γραμμικός συνδυα

σμός των α και b .

4 . Να αποδείξετε τον τύπο του Ήρωνα για  το εμβαδό Ε τριγώνου :

ο
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Ε = /τ (τ -α )(τ -β )(τ -γ ) , όπου τ=ημιπερίμετρος του τριγώνου κατ α , β , γ  τα

μήκη των πλευρών του .

5 . Το διάνυσμα θέσης του σημείου τομής G των διαμέσων(του κέντρου βάρους)

τριγώνου ΑΒΓ , ως προς αρχή 0 ε ίν α ι : OG jf j  (ΟΑ+ΟΒ+ΟΓ) .

6. Δ ίνετα ι παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Αν με τ ις  διαγώνιες κατασκευάσουμε 

καινούργιο παραλληλόγραμμο , τότε το εμβαδό του δεύτερου παραλληλογράμμου 

ε ίν α ι διπλάσιο από το εμβαδό του αρχικού . ·

7 . Δ ίνετα ι δ= (.1 ,2 ,3) και c = (7 ,1 ,- 3 )  . Να λυθεί η διανυσματική εξίσω ση:' 

x=b+cxx .

8 . Να βρείτε τ ις  εσωτερικές γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ με κορυφές Α ( 2 , - 1 , 3 ) ,  

Β(.1,1 ,1 ][ και Γ ( 0 , 0 , 5) . Επίσης να βρείτε το εμβαδό του .

9 . Δύο μοναδιαία διανύσμστα >e2 σχηματίζουν γωνία 45° . Να βρείτε

το εμβαδό παραλληλογράμμου με διαγώνιες τα διανύσματα 2e^- eg και 4e^-5ig . .

10. Μια πυραμίδα έχ ε ι κορυφές τα σημεία Α (2 , 0 , 0 )  , Β ( 0 , 3 , 0 )  , Γ ( 0 , 0 , 6 )  

και  Δ( 2 , 3 , 8 )  . Να βρείτε τον όγκο της και το ύψος από τη κορυφή Δ .

11. Δ ε ίξτε  ότε τα διανύσματα :  ά=( 1 , 1 , 4 )  , b = (1 ,-2 ,0 ) και 5 = (3 ,-3 ,4 ) ε ί 

να ι γραμμικά εξαρτημένα . Να βρείτε ένα από αυτά ως γραμμικό συνδυασμό των 

άλλων 0 ύο_.

12. Δ ίνετα ι μ ια  βάση (ά ^ ,δ ^ ^ ) · Δ ε ίξτ ε  ό τ ι υπάρχει μοναδική βάση 

( b p b 2»b3) ώστε : α ^ δ ^ δ ^  ( i , j> 1 ,2 ,3 )  . Δ ε ίξτε  επίσης ότι γ ια  κάθε διάνυ-

3 .  _ _ .  .  .  "
σμα χ ισχύει : χ *  Σ (x-b^)a^ . (Ο ι δύο βάσεις (α^,δ2 ,δ 3) , ί ,b 2 ,b 3)



για  τ ις  οποίες ισ χ ύ ε ι η a . - b . = 5 . .  λέγονται αντίστροφες βά σ εις ) .
I j  ι j

13. Στο σχήμα η ΑΕ ε ίν α ι διχοτόμος της εξωτερικής γωνίας Α του τ ρ ι

γώνου ΑΒΓ . Αν |ΑΒ|=γ , |ΒΓ|=α , |ΑΓ|=β να δ ε ίξ ε τ ε  ότ ι :

Α Ε * ^  ( 3 Α Β - ν Α Γ )  .

14. θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Δ , Ε , Ζ  επ ί των ευθειών , που ορίζοντα 

από τ ις  ΒΓ , ΓΑ , ΑΒ αντίστοιχα . θέτουμε (ΑΒΖ )=λ  , ( Β ΓΔ )=μ  , ( Γ Α Ε ) = ν  ,

και , . _ εμβαδό ΔΕΖ 
ω " έμβαδό ΑΒΓ *

α) Να β ρ ε ίτ ε  το ω συναρτήσει των λ , μ , ν .

β) Αν λ=μ*ν>0 , να δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι η μικρότερη τιμή  του ω ε ίν α ι  ^ . 

Πως ε ίν α ι τότε το τρίγωνο ΔΕΖ ;

γ) (θεώρημα Μενελάου). Τα Δ , Ε , Ζ  κ ε ίν τ α ι επ ’ ευθεία ς ,  αν καε μόνο αν , 

λμν+1=0 .

δ) Να δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι ΑΔ+ΒΕ+ΓΖ*0 , αν και μόνο αν , λ=μ=ν .
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ΧΕΦΑΑΑΙΟ I I  : Ε Υ Θ Ε ΙΑ  - ΕΠΙΠΕΔΟ - ΣΦ ΑΙΡΑ

1 . Ε π ι φ ά ν ε ι ε ς  κα ι  κ α μ π ύ λ ε ς .

Δ ίνετα ι μ ια  πραγματική σμνάρτπσπ f ( x , y - , z )  με τ ρ ε ίς  μεταβλητές . Ένα 

σημείο Ρ ( χ ^ » ζ ^ ) του χώρΰυ λέγετα ι ' λύση της εξίσωσης f ( x »y>z )=0 »

αν f ( x j  ,y^ ,ζ^ )*0  . Μια εξίσωση μπορεί να έχε ι  και ένα μόνο σημείο σαν λύση ή να 

μην έχ ε ι κανένα σημείο σαν λύση , όπως για  παράδειγμα n χ +y +ζ =0 ή η
Ο Ο Ο

χ +y +ζ --1  . Οπωσδήποτε όμως το σύνολο των λύσεων της f ( x , y } z)=0 , ε ίν α ι

ένα σύνολο σημείων (γεωμετρικός τόπος των σημείων , που ικανοποιούν την

f (x«y>z )=0) το οποίο λέμε επιφάνεια με στοιχειώδη έννοια . . Σ το  μάθημα

"Στο ιχεία  διαφορικής γεωμετρίας" θα δούμε τον ακριβή ορισμό της επιφάνειας .
*

Έ τ σ ι  ένα πρόβλημα που γεννάται αμέσως ε ί να ι  : Δ ί ν ε τ α ι  η ε ξ ίσω ση  f ( x , y , z ) = 0  

Να β ρ ε θ ε ί  το σύνολο των λύσεων τη ς  κ α ι  να αναγνωρ ίσουμε  αν ε ί ν α ι  

δυνατά το γ ε ω μ ε τ ρ ικ ό  σχήμα αυτού tou  συνόλου . Ένα  πρόβλημα αρκετά 

δύσκολο .  Επειδή όμως η αναλυτική γεωμετρία στοχεύει στην αλγεβροποίηση των 

γεωμετρικών προβλημάτων και στην επίλυση τους με αλγεβρικές μεθόδους , το παρα

κάτω πρόβλημα μας ενδιαφέρει περισσότερο : Δ ί ν ε τ α ι  ένα  γ ε ω μ ε τ ρ ικ ό  α ν τ ι 

κ ε ί μ ε ν ο  (σ χή μ α )  , όπως γ ια  π αρ άδ ε ιγ μα  , σφαίρα , κ ώ ν ο ς , κ ύ λ ι ν δ ρ ο ς  

κ . λ . π .  Να βρούμε  την εξ ίσωση.  f ( x , y , . z ) =  0 , γ ι α  την οποία το γ ε ωμε

τ ρ ι κ ό  σχήμα που δ ό θ η χ ε-ε ίν 'α ι-  το σύνολο'  των λύσεων .

Μια καμπύλη γενικά ε ίν α ι τομή δύο επιφανειών . Ε ίνα ι δηλαδή το· σύνολο 

των σημείων P ( x , y , z ) nou  ε ίν α ι λύση του συστήματος{ f ( x , y , z ) = 0  , g ( x , y , z ) = 0 } .

Γ ια  τ ις  καμπύλες αντιμετωπίζουμε δύο ανάλογα προβλήματα όπως για  τη περίπτωση 

των επιφανειών .



2 . Επίπεδο

Ο ρισμός . Δ Lvov ta t  ένα σημείο Pg του χώρου ,  με διάνυσμα θέσης ως προς 

αρχή 0 το x0=(xg»y0.z0) » και δόο διανύσματα a=(a1fa2,a3) , b=(0r 02,03 )

γραμμικό ανεξάρτητα . Ε π ίπ ε δ ο π από το σημ ε ί ο  P g κ α ι π αράλληλο

προς τα δ ι α νΰσ μα τα α κ α ι b ε ίν α ι το σύνολο των σημείων του χώρου με

διόνυσμα θέσης χ έτσι ώστε :

(1) χ = Xg+ λ ά+ μ b , -«>< λ,μ < 00 λ,μ πραγματικοί

Η εξίσωση (1 ) λέγετα ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η επιπέδου , που καθορίζε

ται από σημείο Pg και δύο διανύσματα α και ϋ .

Παρατήρηση : Αν θέλουμε να βρούμε διάφορα σημεία του επιπέδου αρκεί να 

δώσουμε διάφορες τ ιμ ές  στα λ ,μ  . Βέβαια δίνοντας διάφορες τ ιμ ές  στα λ και μ 

παίρνουμε τα.,διανύσματα θέσης των σημείων του επιπέδου .

Τώρα,αν P (x .y * z )  ε ίν α ι τυχαίο σημείο του επιπέδου με διάνυσμα θέσης χ 

παίρνουμε από την (1 ) ότι :

( x , y , z )  *  ( χο * ν ζ θ )+λ (α ι , α2 ,α 3 )+ Μ ( P j .P g .P j )
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ή

(2)

X = χ0+ λ α ^  μ βί

γ  = Υρ+λα2+ μ 0 2

Ζ = 2θ+λσ3+μ 0 3

Οι εξισώσεις (21 λέγονται ποτραμετρικές εξισώσεις’ του επιπ έδου , που 

κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι  από' το'  σημείο ' Pq ’ και· τα διανύ'σμ’ατα ’ α και b .

Παρατήρηση . Δίνοντας διάφορες τιμές στις παραμέτρους. λ· και μ παίρ

νουμε από Ttq (2) τις συντεταγμένες x,y,z των σημείων του επιπέδου .

Επειδή τα διανύσματα α κατ b ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα έχουμε ότι
«  «Ρ ·  «

axb jiO  . Όμως axb=(a203-a 332 , α ^ - α ^  , a ^ g - a ^ )  . Έ τ σ ι  μ ια  τουλάχι

στον από τ ις  συντεταγμένες του a*b ε ίν α ι διαφορετική του μηδενός . Έστω 

α1^2"α2^1^ ' ^ τε λύνουμε το σύστημα των δύο πρώτων εξισώσεων από τ ις  (2 ) 

ως προς λ ,μ  και αντικαθιστούμε στην τρίτη [κάνουμε όπως λέμε απαλοιφή των 

λ ,μ ] . Παίρνουμε λοιπόν :

(3 ) . (α203-α3β2 ]!χ+(·α3ρΓ ρ1β3 ^ +(α1β2 'α201.)ζ+ ^ σ203"α3&2 )χΟ

.-(a 3 01 -a 1 03)yo-Ca1?2-a2Pl )zÔ = ° »

δηλαδή μ ια  εξίσωση της μορφής

(4 ) Ax+By+Γζ+Δ = 0 με· (Α ,Β ,Γ )  Φ (0 *0 ,0 ) .

'Etol λοιπόν κάθε σημείο του επιπέδου π (ακριβέστερα ο ι συντεταγμένες κάθε 

σημείου του π)επαληθεύει μια εξίσωση της μορφής (4 ) (δηλαδή την ( 3 ) ) ,  που 

λέγετα ι και · α ν α λ υ τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  to'u rc »
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Λ ν τ ίσ τ ρ ο φ α  ,  θα δούμε πως τα σημεία του χώρου που επαληθεύουν μ ια  ε ξ ί 

σωση της μορφής

( * )  Ax+By+Γζ+Δ = 0 , με (Α ,Β ,Γ )φ ( 0 ,0 ,0 )

ορίζουν ένα επίπεδο . Πραγματικά , ας υποθέσουμε Α̂ Ο . θέτουμε y=A και
Δ Β ' Γζ=μ , οπότε : χ = - £ + λ ( -  ^) + μΓ- ·̂) . Δηλαδή το διάνυσμα θέσης x = ( x ,y ,z )

τυχαίου σημείου που επαληθεύει την ( * )  ικανοποιεί την

X » ( x . y . z )  = ( -  j  , 0 , 0 )+ λ (-  I  ,1 ,0 )+ μ (-  [  .0 ,1 )

ή

χ = Xq+ λ α+ μ b με xQ = ( -  |  ,0 ,0 )  , ά = ( - J  , 1 ,0 )  , 6=(- ^ ,0 ,1 )  ,

που ε ίν α ι διανυσματική εξίσωση επιπέδου από το PQ(-  ^ ,0 ,0 )  κα ι παράλληλο

προς τα a ,b  (τα οποία ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα . Γ ια τ ί  ; )  .  Ό μο ια  δουλεύ

ουμε αν Α=0 και Β^0 ή Γ /0  .

Παρα τ ήρηση . Σημειώνουμε εδώ ό τ ι η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου π 

μπορεί να προκόψει και ως εξής · Από την εξίσωση (1 ) προκύπτει 6t l  τα δtavjCi— 

σματα : χ-χ0 ,ά , b ε ίν α ι γραμμικά εξαρτημένα , έτσ ι το μικτό τους γινόμενο 

ε ίν α ι μηδέν : [x - x Q , ά , b ]= 0 . Η αν γράψουμε σε συντεταγμένες :

χ-χ0 y -y o 2-2

αι α2 α3

01 02 *3

.Λν.ιι< ■·./.

που αναπτύσσοντας μας δ ίν ε ι  την (3 ) ,
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Π αράδειγμα  1 . Να βρείτε τ ις  διάφορες εξισώ σεις επιπέδου π από το ση- 

μ είο  Ρ0( .1 ,2 ,3 ) και παράλληλου προς τα διανύσματα α=(1,1 ,1 ) .  και b = (1 ,-1 ,1 ) ..

Η διανυσματική του εξίσωση ε ίν α ι :

( ίΤ 2 ,3 )+ λ (Μ ,1 )+ μ (1 ,- 1 ,1 )  .
- ) '

Ot παραμετρικές του εξ ισώ σ εις  ε ίν α ι ' . y

χ= 1+λ + μ 

y  = 2+ λ-μ 

ζ = 3+ λ+μ

Η αναλυτική, του εξίσωση βρίσκεται ως : Οι δύο πρώτες από τ ι ς  παραμετρικές

αν λυθούν ως προς λ ,μ  δίνουν λ = -χ-+̂ ~3· , μ = ^ |^ -  . θέτοντας στην πρώτη

έχουμε : ζ = 3+ χ^ ~ 3 + — ή κάνοντας πράξεις : χ -ζ+ 2=0 , που ε ίν α ι η 

αναλυτική εξίσωσή του επιπέδου . Ε ίν α ι της μορφής (.4) με Α=1 , Β*0 , Γ=-1 , 

Δ=2 .

Σύμφωνα με τη προηγούμενη παρατήρηση η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου 

μπορεί να προκύψει και με μορφή, ορίζουσας ως :

χ-1 y-2  ζ-3

1 1  1 

1 1

= 0

ή αναπτύσσοντας την ορίζουσα : χ-ζ+2 ? 0 ,

Π αράδειγμα  2 . Να βρείτε τ ι ς  διάφορες εξισώ σεις επιπέδου π από τα ση

μεία  P j i x j . y j . z ^  , Ρ2 ( χ 2^ 2 >ζ2 ) και ένα παράλληλο δ ίάνυσμα δ ,



to  οποίο δεν ε ίν α ι παράλληλο με το Ρ2 ·

Ε ίν α ι φανερό ότι το επίπεδο π ο ρ ίζετα ι από το και ε ίν α ι παράλ

ληλο προς τα γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα pj p2e x̂ 2~x 1,y 2”y 1 * ζΖ~ζ 0  ’ 

ά=(α^,α^,α^) . Έ τ σ ι  η διανυσματική του εξίσωση ε ίν α ι  :

χ = 0 P j + λ PjPg+μα = ( x 1. y^ ,2^)+λ(χ2- χ1, y 2- y 1, ζ 2* Ζι » α2»α3̂

Η αναλυτική εξίσωση και ο ι παρσμετρικές εξισώ σεις ε ίν α ι αντίστοιχα :

χ-χ ι y-y i ζ-ζ

χ2"χ1 y2‘y1 ζ2 'ζ1 = 0

Ειδικώτερα η αναλυτική εξίσωση ε ίν α ι

χ = Χ |+ λ (χ 2"Χ 1) +Μα̂

y »Υ1+ΜΥ2-*ι)+»ια2
ζ = ζ 1+ λ(ζ2- ζ 1)+μα3

Ca 3 (y 2 'y 1)_ a 2(z 2 "z l }] χ+ Ca 1 ( ζ 2 "ζ 1 ) ' α3 (χ 2 'Χ1 +

+  Q* 2 ^ x2“ x 1 ta3 ^ y2-y1 ^ ” σ2 ^ 2” Ζ1 ^ Χ1 +  ^1 ^ 22~ ζ1^ ~ ® 3 ^ χ2~χ1 *

+ [a 2 (x 2- x l ) - a 1(y 2- y 1 ) ] z l ) =0 .

Πα ράδε ιγμα  3 . Να βρείτε τ ις  διάφορες εξ ισώ σ εις  επιπέδου π από τα 

μη συνευθειακά σημεία P ^ f x ^ y ^ Z j )  ,  P2( x 2 ,y 2 , z 2) , P3 x̂3 , y 3»z3  ̂ ·

Επειδή τα σημεία Ρ1,Ρ 2 και Ρ3 δεν ε ίν α ι συνευθειακά συμπεραίνουμε ότι 

τα διανύσματα ρι Ρ2 = (χ2” χ1 ’ y ? - y l t  ζζ~ζ \) » Ρ1Ρ3 * * Χ3"ΧΓ  y 3_ y r  ζ 3_ ζ 1̂

ε ίν α ι γραμμικά ανεξάρτητα . Επίσης τα διανύσματα Ρ^Ρ2 , PjP^ ε ίν α ι  παράλλη

λα προς το π . Έ τ σ ι  το π καθορίζεται από το Ρ̂  και τα παράλληλα διανύσμτ 

τα Ρ^Ρ2 και Ρ^Ρ^ . Έχουμε λοιπόν :



Διανυσματική εξίσωση

Παραμετρικές εξισώ σεις

χ -  (X j »ŷ  *ζ ι *ζ2” ζ 1^+^ χ 3” χ 1 Ζ3” Ζ1 ^

χ  =  χ 1+ λ ( · χ 2 - χ 1 ) + μ ( χ 3 - χ 1 )

y  =  y l + A ( y 2 - y 1 ) + p ( y 3 - y l )

ζ = ζ1+λ(ζ2-ζ1)+μ(ζ3-ζ1)

Η αναλυτική εξίσωση, βρ ίσκετα ι αναπτύσσοντας την ορίζουσα ,

χ-χ 1 z-z

= 0χ2- χ ι y g ^  ζ2_ζι 

χ3~χ1 χ3~χ 1 ζ3 "ζ 1

και γράφοντας την στη μορφή C4)

Προτού κοιτάξουμε μια ε ιδ ικ ή  περίπτωση καθορισμού επιπέδου θα δώσουμε 

έναν ορισμό .

0 ρ ι σ μ 6 ς . Ένα  διάνυσμα δ=(σ^,α2>α3) λέγετα ι κάθετο  σε' ένα ε π ί π ε δ ο  

π αν ε ίν α ι κάθετο σε κάθε διάνυσμα του επιπέδου .

Ε ίνα ι φανερό πως όταν δοθεί ένα μη μηδενικό διάνυσμα α=(α^,α2 ,α 3 ) και 

ένα σημείο P ^ x ^ . y ^ z ^ )  τότε από το υπάρχει μόνο ένα επίπεδο κάθετο στο 

δ . Αυτού του επιπέδου θα κοιτάξουμε να βρούμε την αναλυτική εξίσωση , κατ από 

αυτή..μπορούμε να·βρούμε τη-διανυσματική εξίσωση (όπως στο αντίστροφο της σ ε λ ί

δας 58) και τ ις  παραμετρικές εξισώ σεις .

Αν P ( .x ,y ,z )  ε ίν α ι τυχαίο σημείο του επιπέδου , τότε το διάνυσμα Ρ^Ρ 

ε ίν α ι κάθετο στο δ . Έ τ σ ι  Ρ1Ρ-α=0 ή (x-x^ a^ + ty-y^ ag + iz-z^ Ja^ O
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h

a 1x+a2^+a32+^”a 1X1”a2y1~a 3zl^ =0 '

Αυτή e l v o l  της μορφής (4 ) k o l  είνα ι, η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου .

Π α ρ ά δ ε ι γ μα 4 . Να βρείτε τ ι ς  διάφορες εξ ισώ σ εις  του π από το σημείο 

Ρ1( - 1 , 2 , 3 )  κα ι κάθετου στο διάνυσμα δ = (1 ,-1 ,-2 )  .

Ας ε ίν α ι  P ( x . y , z )  το τυχαίο σημείο του επιπέδου που ζητάμε . Τότε το 

Ρ^Ρ ε ίν α ι κάθετο στο a . Έ τ σ ι  Ρ^Ρ·α=0 ή (x + 1 )+ (y - 2 )(- 1 )+ (z - 3 ) (- 2 )* 0  

ή x-y-2z+9=0 , ε ίν α ι η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου . θέτουμε y*A  , ζ=μ 

και συνεπώς χ=-9+λ+2μ . Έ τ σ ι  o t παραμετρικές εξ ιό ω σεις  ε ίν α ι :

χ *  -9+λ·1+μ·2 

y -  0+λ·1+μ·0 

ζ ® 0+ λ·0+ μ.1 .

Τέλος η διανυσματική εξίσωση ε ίν α ι :

χ ·  ( - 9 , 0 , 0 ) + λ ( 1 , 1 , 0 ) + μ ( 2 , 0 , 1 )  .

·■?,
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Παρατήρηση . Αν το διάνυσμα α ε ίν α ι κάθετο στο επίπεδο π τότε και. 

το λα CA πραγματικός) ε ίν α ι κάθετο στο π . Έ τ σ ι  το σύνολο των καθέτων δια- 

νυσμάτων είναι; μονοδιάστατος υποχώρος του .

Γ ια  τους λογαριασμούς μας ε ίν α ι χρήσιμο να ξέρουμε ένα μη μηδενικό διά- 

νυσμα κάθετο σε ένα επίπεδο π . Με το πρόβλημα αυτό θα ασχοληθούμε αμέσως 

τώρα .

1) Αν ξέρουμε δύο διανύσματα δ=Γα  ̂^ , α ^ )  , b=C3j*32*33 ) γραμμικά ανε

ξάρτητα και παράλληλα προς το επίπεδο π τότε μπορούμε να βρούμε ένα διά- 

νυσμα κάθετο.στο π . Αυτό θα ε ίν α ι το αχδ . Πραγματικά , το axb ε ίν α ι κά

θετο στα α ,δ  άρα και στο λα+μδ . Έ τ σ ι  το axb ε ίν α ι κάθετο σε κάθε δ ιά- 

νυσμα του επιπέδου άρα ε ίν α ι κάθετο στο επίπεδο .

2 ) Έστω τώρα ξέρουμε την αναλυτική εξίσωση του επιπέδου π και ας ε ί -

vat η

( * )  Ax+By+Γ ζ+Δ=0 με (Α ,Β ,Γ ) } ί ( .0 ,0 ,0 )  .

Θα κοιτάξουμε να βρούμε ένα μη μηδενικό διάνυσμα κάθετο στο π . Ας ε ίν α ι 

P j ( X | · Ζ | ) ένα δεδομένο σημείο του π καε P ( x , y , z )  το τυχαίο σημείο 

του . Τότε έχουμε Ax^+Byj+rz^+A=0 και αφαιρώντας από την ( * )  παίρνουμε : 

ACx-x^)+B(y-y1)+ r(z-z^ )= 0  ή (Α,Β , Γ ) -Ρ^Ρ = 0 . Έ τ σ ι  παρατηρούμε ό τ ι το 

διάνυσμα ( Α , Β , Γ )  ε ίν α ι κάθετο σε κάθε διάνυσμα του επιπέδου , άρα ε ίν α ι 

κάθετο, στο. π . Έχουμε-λοιπόν : Το δ ιάνυσμ α  η ^ ί Α , Β , Γ )  ε ί ν α ι  κ ά θ ετο 

στο ε π ί π ε δ ο  π με  α ν α λ υ τ ι κ ή  εξ ίσ ω σ η . : Ax+ By+ rz+ fl= 0 .

Αν. ενδιαφερόμαστε γ ια  μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο π με ε ξ ί 

σωση Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 , τότε αρκεί να μοναδοποιήσουμε το ή = (Α ,Β ,Γ ) , Έ τ σ ι  το
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Α Β Γδ ί ά ν υ σ μ α  : ( —  , ■ — —-  , — ----------- - ) κ α ι  το α ν τ ί θ ε τ ο
Α ? Α Ϊ Α ?  α α α ^

του ε ί ν α ι  τα μ ο ν α δ ι κ ά  μ ο ν α δ ι α ί α  δ ι α ν ύ σ μ α τα τα κάθετα στο π .

Δ ίνονται τα επίπεδα (π1) : x+B^y+Γ^ζ+Δ  ̂=0 και (π 2 ) :Α 2χ+Β2γ+[*2ζ+Δ2=0 . 

Ε ίν α ι γνωστό από τη στερεομετρία ότι αυτά σχηματίζουν δύο δ ίεδρες παραπληρωμα

τ ι κέ ς  γωνίες εκτός αν ε ί ν α ι  παράλληλα υπό ευρεία έννοια  (δηλαδή μπορεί κα ι να 

συμπίπτουν) . Ονομάζουμε γωνία των επιπέδων π1 , π2 την επίπεδη γωνία της 

πιο μικρής δίεδρης . Στη περίπτωση που τα επίπεδα ε ί ν α ι  παράλληλα ή συμπίπτο- 

ντα τότε η νωνία των ο ρ ίζετα ι να ε ίν α ι 0 .

Παρατήρηση . Ε ίν α ι πολύ εύκολο να διαπιστώσουμε (πως; )  ότ ι η γωνία θ 

των επιπέδων ( π^) : Α^x+B ŷ-t-Γ ẑ+Δ^*0 , (π2 ) :Α 2χ+Β2γ+Γ2ζ+Δ2=0 , δ ίν ετ α ι από

τη σχέση :

cosG = lAi V Bi B2+r i r 2 l
Λ^+Β^+Γξ Λ ^ +β 2+γ2

Έ τ σ ι  : Τα ε π ί π ε δ ο  ( π ^) , (π2 )  ε ί ν α ι  κ ά θ ε τ α , αν κ α ι  μόνο αν ,  ι σ χ ύ ε

α α̂ 2+β β̂ 2+γ 1γ 2 = 0

Επίσης ε ίν α ι παραλληλα υπό ευρεία  έννοια αν και μόνο αν ισ χύ ει :

Α1 _ V  Γι
^2 "" β2 "

όπου π αναλογία παίρνεται με τη προϋπόθεση ότι αν ένας παρονομαστής ε ίν α ι  μηδέν 

τότε κα ιοαριθμητής πρέπει να ε ίν α ι μηδέν .
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Παρατήρηση . Όταν δ ίνετα ι ένα επίπεδο (π):Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 kol θέλουμε 

να βρούμε ένα παράλληλο επίπεδο τότε μπορούμε να πούμε το εξής : Το η=(Α,Β»Γ) 

ε ίν α ι κάθετο στο (π ) άρα και σε κάθε παράλληλο επίπεδο . Έ τ σ ι  η εξίσωση 

κάθε παράλληλου επιπέδου ε ίν α ι της μορφής : Ax+By+Γζ+ΔρΟ . ( Γ ια τ ί ; )

Παράδε ιγμά  5 .  Να βρείτε ένα επίπεδό από το Ρ^ (3 ,2 , - 6 )  και παράλληλο 

προς το 3x-4y+z-6=0‘ ,

Η εξίσωση του επιπέδου που ζητάμε ε ίν α ι της μορφής : 3x-4y+z+A=0 . Επ ει

δή περνά από το Pj θα ισχύει : 3 ·3-4·2+(-6)+Δ=0 «*=«&· Δ=5 . Άρα η εξίσωση 

του επιπέδου που ζητάμε ε ίν α ι 3x-4y+z+5=0 .

Ε ι δ ι κ έ ς '  μορφές  της  α ν α λ υ τ ι κ ή ς  ε ξ ί ά ω σ η ς  του ε π ι π έ δ ο υ  . Έχουμε 

δ ε ι ότι η αναλυτική εξίσωση του επιπέδου (π ) ε ίν α ε  n : Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 με 

(Α,Β,Γ)^(Ο,Ο,Ο)  . Να δούμε πως ε ίν α ι αυτό το επίπεδο όταν κάποιοι συντελε

στές από τα Α , Β , Γ , Δ  μηδενίζονται .

1 . Δ=0 : Τότε η εξίσωση γ ίν ετα ι Ax+By+Γζ=0. καε επαληθεύεται από το 

( 0 , 0 , 0 )  . Δηλαδή κάθε επίπεδο με εξίσωση χωρίς σταθερό όρο , περνά από την 

αρχή των αξόνων .

2 , Α*Β·Γ·Δ^0 : Τότε η εξίσωση γράφεται : + -%—  + J L -  ,  \ θέτοντας
Δ Δ· Δ 

"A  ~ τ  ~Τ

α = - £  , β = - £  , γ = - £  , έχουμε : | ·  + ^ + I  *1 . Τ ι  ε ίν α ι όμως τα α ,β , γ  ; 

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 επαληθεύεται από τα σημεία :

PjC- ^ , 0 , 0 )  , Ρ2 (0 ,  - ^ , 0 )  , Ρ3( 0 , 0 ,  - γ }  . τα οποία ε ίν α ι στους άξονες συν

τεταγμένων . Έ τ σ ι  α , β , γ  ε ίν α ι ο ι συντεταγμένες των σημείων , που τό επίπεδο
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συναντά τους άξονες .  Γ ια  το λόγο αυτό τα α , β , γ  λέγονται σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ε  

ε π ί  την αρχή  , Η εξίσωση jj + ^  ̂ =1 λέγετα ι και κα ν ο ν ι κ ή  ε ξ ί σ ωση

το υ___ π .

3 . Α=Β=0 : Τότε Γ^Ο και σϋνεπώς ζ = - Α . Ε ίν α ι λοιπόν ένα επίπεδο πα

ράλληλο , προς το Oxy επίπεδο ( γ ι α τ ί ; )  , του οποίου όλα τα σημεία έχουν 

ίδ ια  κατηγμένη . Τ ι  βρίσκουμε αν Α=Γ=0 ή Β=Γ=0 ; Ε ι δ ι κ ά  π εξίσωση 

χ=0 ε ίν α ι το Oyz επίπεδο με ένα κάθετο το ( 1 , 0 , 0 )  , η y =0 ε ίν α ι το Οχζ 

επίπεδο με ένα κάθετο το ( 0 , 1 , 0 )  και η ζ=0 ε ίν α ι το Oxy επίπεδο με

ένα κάθετο το ( 0 , 0 , 1 )  .

4 . Γ=0 , Α·Β/Ό . Τότε η εξίσωση του επίπεδου γ ίν ετα ι : Ax+By+fi=0 και 

έ χ ε ι  κάθετο ή=(Α ,Β , 0 )  . Όμως ( Α , Β , Ο ) - ( 0 , 0 , 1 )-0 και συνεπώς το Ax+By+A=0 

ε ί ν α ι  ένα επίπεδο κάθετο στο Oxy επίπεδο , άρα παράλληλο στον άξονα Οζ .
—  - I ■ 1̂1------------

Τ ι  βρίσκουμε αν (Α=0 ,  Β · Γ /0 )  ή (Β=0 , Α»Γ|*0) ;

Θα δούμε τώρα πως ένα κλασσικό πρόβλημα της στερεομετρίας λύνετα ι εύκολα 

κα ι μομψά χρησιμοποιώντας την κανονική εξίσωση του επιπέδου ,

Α ,Β , Γ

Πα ρ ά δ ε ι γ μ α  6 . Δ ίνετα ι μια τρισορθογώνια στερεά γωνία Oxyz . Τα σημεία 

κινούνται στους Οχ,ΟγκαιΟζ αντίστοιχα ώστε να ισ χ ύ ε ι :

jyg + jjf s , όπου Ιί=σταθερ6 . θα δείξουμε 0t l  το επίπεδο που ο ρ ίζετα ι

από τα Α , Β , Γ  περνά από ένα σταθερό σημείο , του οποίου θα βρούμε τ ις  συντε

ταγμένες .
V V/ 7

Η κανονική εξίσωση του επιπέδου ε ίν α ι : + ITS + ϋΓ = 1 ‘ Auτ,,, επαλ|Ίθε ~̂

ετα ι από το σημείο P= (k , k , k )  δ ιό τ ι : ^  + ά  + (5Τ = k ( Μ  + ϋΒ + k " j T  1
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Έ τ σ ι έχουμε αποδείξει και έχουμε βρει αυτά που θέλουμε .

Προσανατολ ισμός '  του χώ'ρο'υ ως προς ε π ί π ε δ ο  . θεωρούμε το επίπεδο 

Cn} με εξίσωση :

Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 .

Το επίπεδο αυτό χω ρίζει το χώρο σε δύο ημιχώρους . θεωρούμε το κάθετο διάνυσμα 

ή=(Α,Β , Γ )  να έ χ ε ι αρχή ένα σημείο Q του (π) . Τότε το πέρας του ή ε ίν α ι 

σε ένα από τους δύο ημιχώρους , τον οποίο ας συμβολίσουμε με π+ . Τον άλλο 

ημιχώρο ας συμβολίσουμε με π" .

θεωρούμε την συνάρτηση f(x ,y ,z )= A x+ B y+ fz+Δ . Ε ίν α ι φανερό πως γ ια  ση

μεία του π η συνάρτηση μηδενίζετα ι . θα δείξουμε πως για  σημεία του ri+ η 

συνάρτηση-είναι-πάντα-θετική κα ι-γ ια  σημεία του π“ ε ίν α τ  πάντα-αρντττνκή, _ 

Πραγματικά ας ε ίν α ι Ρ^(χ^,γ^,ζ^) ένα σημείο έξω από το επίπεδο (π ) καε 

Ρ0 Χ̂0 ’ ^0 ,Ζ (Ρ η προβολή, του στο (π) . Τ ό τ ε  ρο?ι η μ ε · λ > 0  αγ.το Ρ̂  

ε ίν α ι στο π+ και λ < 0  αν το Pj ε ίν α ι στο .π ” . Έχουμε. :



-68-

( X1 ~x 0 ’ ^1“ ^0 * Z1 ‘ ζο )=Α (Α ,Β , Γ )  x r x0 =λ A . y ] -y 0= λ B και z^-Zq= λ Γ . 

'E to c  ·. x ^ X q+AA  , y^ yQ+AB  και  z^ Zg + λ Γ

Τώρα παίρνουμε :

fU ^yj.zp 'A xj+B yj+ rZ j+A  *

= A ( x Qf  A A )+B(yQ+ λ Β )+ Γ(z Q+ λ Γ)+Δ 

= Ax0+By0+rz0+A+A(Â +BZ+r2)

= f ( x 0 , y 0 , z 0 )+A(A2+B2+r 2 )=A(A2+B2+r 2 )

οφού f ( x 0 ,y 0 , z 0 )=Ax0+By0+rz0+A=0 . Από τη σχέση που βγάλαμε : f ( x 1, y J , z 1)=

f (x j .y ^ »ζ ι ) = Axi+Byj+Tzj+Δ >°

τον ονομάζουμε θ ε τ ι κό ημιχώρο και τον άλλο α ρ ν η τ ι κ ό  η μ ιχώρο .

Παρατήρηση . Όταν δ ίν ετα ι ένα επίπεδο Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 , α ντί να δούμε που 

τελειώ νει το ή=(Α ,Β , Γ )  κάνουμε μια πιο εύκολη διαδικασία  . Παίρνουμε ένα τυ

χαίο σημείο P j ( X j > y j » Z j )  έξω από επίπεδο και κοιτάζουμε το πρόσημο του αριθ

μού Axj+By^+Tzj+A . Αν ε ίν α ι + τότε το ε ίν α ι στο θετικό ημιχώρο . Αν 

ε ίν α ι - τότε το Ρ̂  ε ίν α ι στον αρνητικό ημιχώρο . Σαν τέτοιο σημείο  συνήθως 

παίρνουμε την αρχή 0 ( 0 , 0 , 0 )  αν το επίπεδο δεν περνά από αυτό (δηλαδή αν Δ^Ο) .

Απόσταση σ η μ ε ί ο υ  από ε π ί πεδο . Ας κοιτάζουμε να βρούμε την απόσταση 

από το επίπεδο (π ) : Ax+By+Γζ+ΔβΟ ενός σημείου P^(x^.y^.z^) , το οποίο δεν

ε ίν α ι πάνω στο επίπεδο . Επειδή το Pj δεν ε ίν α ι πάνω στο επίπεδο ισ χ ύ ε ι :
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A xj+ Byj+Γζ^+Δ^Ο . Ας ε ίν α ι  Ρο^χθ’ ^0,Ζ 0̂  π προΡολ,!Ι του Ρ1 πάνω στ0 (π)

Τότε Αχη+Β/η+Γ ζη+Δ=0 .
0 0 0 Μ

f t  (>VnH '>ζ *Λ

Ορίζουμε ως απόσταση,  του P j από το π και συμβολίζουμε με d(Pj,n) 

το μέτρο του . PqPj . Έ τ σ ι  d(P^,n)=|PgPj| . Ε ίν α ι φανερό ό τ ι η γωνία θ των 

διανϋσμάτων η και PqP j ε ίν α ι 0° ή 180° . Έ τ σ ι

Άρα

Ρ0ΡΓ Η = ΙΡ0Ρ1 f Is ti=os θ = ΙροριΙΙ" Ι ,(±1>

■ΐρορΓ " Ι- ΙροριΙΙ"Ι

| ( x 1-x 0)A+ (yr y 0 )B + iz r z0 ) r |  *  d(P ,  , π ) · Λ Ζ+Β2+Γ2

ΐΑχγ+Byy+Fz, - A x 0-By0- r z 0 | = d (P r n) \ ^ +BZ+ f2

jA x1+By1+ ζ^+Δ| - d (P 1,π ) A Z+Β2+Γ2 ,  δ ιό τ ι Ax0+By0+ rzQ»-A

Έ τ σ ι  έχουμε :



|AXj+Byj+f ζ^+Δ|

Ο ρ ισ μό ς  . Ο αριθμός
AXj+By^+Γ ζ^+Δ

λέγετα ι προσημασμένη
Λ 2 + Β 2 + Γ 2

απόσταση του P^(x^ , y^ ,Z | )  από το επίπεδο Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 . Η προσημασμένη 

απόσταση ε ίν α ι θετ ική  όταν το σημείο ε ίν α ι στο θετικό ημιχώρο , μηδέν αν το 

σημείο ε ίν α ι στο επίπεδο και αρνητική αν το σημείο ε ίν α ι  στον αρνητικό ημιχώρο.

Παρατήρηση . Οι εξ ισώ σ εις  Ax+By+fz+A=0 και -Αχ-Βγ-Γζ-Δ=0 παριστά

νουν στο χώρο το ίδ ιο  επίπεδο , γ ια τ ί τα ίδ ια  σημεία P ( x , y , z )  επαληθεύουν 

και τ ις  δύο εξισώ σεις . Ομως ο θετικός ημιχώρος γ ια  το ένα ε ίν α ι  αρνητικός 

για το άλλο . Αυτό σημαίνει ότ ι όταν μας ενδιαφέρουν προβλήματα προσανατολι

σμού δεν π ρ έ π ε ι  να αλλάξουμε το πρόσημο της εξίσωσης του επιπέδου .

Παρά δε ιγμ α  7 . Να βρείτε την απόσταση των επιπέδων 

(π^) : 2x-y+3z-4=0 και ( ^ ί  : 6x-3y+9z+6=0 .

Τα επίπεδα που δόθηκαν ε ίν α ι παράλληλα ( γ ι α τ ί ; )  . Έ τ σ ι  για  να βρούμε την 

απόσταση που ζητάμε αρκεί να πάρουμε ένα σημείο του ενός επιπέδου κα ι να βρού

με την απόσταση οπό το άλλο . Ένα σημείο στο (π^) ε ί ν α ι  το P j ( 1 , 1 , 1 )  .

Έ τ σ ι  η απόσταση που ζητάμε ε ίν α ι :
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Δίνονται δύο επίπεδα ( j t j )  : A1 x+B5y+Γ 1 ζ+Δ 1 =0 και (it2 ) : A2x+B2y+r2z+A2=0

A. b r,
Ξέρουμε ότε αυτά o iva t παράλληλα , αν <at μόνο αν , i  = J ·  » Γ -  , Μας απα-

α2 ° 2  2

σχολεΐ το ερώτημα : ίΤό'τ'ε' αυτά συμπίπτουν  ; Αυτά θα συμπίπτουν αν και μό

νο αν τέμνουν τους άξονες στα ίδ ια  σημεία .  Δηλαδή :

“ 1
7Γ~ *Λ2

α, ..δ2 δ, :δ2

*7 *7  * " V T  '

Δηλαδή τα ( π ^) , ( π 2 ) συμπ ί πτο υν  ,  αν κ α ι  μόνο αν , ι σ χ ύ ε ι  :

Α1 _ Β1 Γ, ^ Aj

*2 ^2 Γ2 ~ *2

Παίρνουμε χώρα δύο επίπεδα (π^χΑ^χ+Β^γ+Γ^ζ+Δ^ = 0 , και

(n2 ) :A 2x+B2y+ r2z+A2=0 τα οποία δεν είνα ι, παράλληλα ούτε συμπίπτοντα . Τότε 

τέμνονται και κάνουν δύο δίεδρες γωνίες . Ε ν δ ι α φ ερ ό μ α σ τ ε  γ ι α  τ ι ς  ε ξ ι σ ώ · 

σ ε ι ς  των ετ ίίπ έδω ν που δ ιχ οτομούν  α υ τ έ ς  τ ι ς  δ ί ε δ ρ ε ς  γ ω ν ί ε ς  .

Γ “
\j

η*.

/
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Στηριζόμαστε στην ιδ ιότητα ό τ ι κάθε σημείο του διχοτομοΟντος επιπέδου απέχει 

το ίδ ιο  από τ ις  έδρες . Προσανατολίζουμε το χώρο ως προς τα δύο επίπεδα . Ας 

ε ί ν α ι  ο προσανατολισμός όπως στο σχήμα . Αν P ( x , y , z )  ε ίν α ι τυχαίο σημείο 

του επιπέδου που δ ιχοτομεί τη δίεδρη γωνία που π ε ρ ιέ χ ε ι - γ ια  το (π^) k o l  

+ για το (ng)  . Τότε :

ε ίν α ι η εξίσωση του επιπέδου που διχοτομεί τη δίεδρη που αναφέραμε . Το επ ίπ ε

δο που δ ιχοτομεί την άλλη δίεδρη έχ ε ι  αξίσωση :

Π αρ άδε ιγ μα  8 . Τα επίπεδα in^):x+2y-3z-1=0 και (n2):2x+y-z+3=0 

δεν ε ί να ι  παράλληλα ούτε συμπίπτοντα . θέλουμε να βρούμε το επίπεδο που δ ιχο

τομεί τη δίεδρη μέσα στην οποία βρίσκεται στο σημείο Ρ^ (1 ,1 ,1 )  .

Το σημείο Ρ^(1 , 1 , 1 )  ε ί ν α ι  στον αρνητικό ημιχώρο για  το (π^) , αφού 

1+2·1-3·1-1=-1 < 0 και στο θετικό ημιχώρο για  το (ng) , αφού 2·1+1-1+3=5> 0 . 

Έ τ σ ι  το τυχαίο σημείο P ( x , y , z )  του επιπέδου που ζητάμε έχε ι  απόσταση από

AjX+B^y+r jZ+Aj AgX+Bgy+^z+Ag

AjX+Bjy+r^z+Aj AgX+Bgy+^z+Ag

το (π ^  την : d ( P , n 1 ) = -
/ ίΤ

και απόσταση απόσταση από (ng) την :

d(P,n2)= 2χί££<·3 . Όμως d (P , n j )= d (P ,n 2 ) .
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Έ τ σ ι η, εξίσωση tou επιπέδου n;oy ζητάμε ε ίν α ι : 

x+2y^32-1. ' 2x+y^i+3

Λ ϊ  ~ &

2 + - L  )χ+ ( -L + -J=  )y + ( . ± .  S j z  + A - i - O
/Ϊ4 /€" /Ϊ4 / ΐ  Λ ?  / Ϊ 4

Εύρεση μεσο'παράλληλου ε π ι π έ δ ο υ  . Θεωρούμε τα δύο παράλληλα επίπεδα 

(π^) :Ax+By+rζ+Δ^=0 , ( ττ2 ) :Αχ+Βγ+Γζ+Δ2=0 . θέλουμε να βρούμε to επίπεδο του 

οποίου τα σημεία απέχουν εξίσου από τα π̂  xat π2 , δηλαδή το μεσοπαράλ- 

ληλο επίπεδο

Η εξίσωση του μεσοπαράλληλου επιπέδου ε ίν α ι της μορφής ( γ ι α τ ί ; )

Ax+By+Γ ζ+Δ = 0

Αρκεί να βρούμε το Δ . Ε ίν α ι φανερό ό τ ι αν το 

του (π-j) xa t P2 ( * 2 ,y 2>z2) ε ίν α ι σημείο του π2

Pl ( x 1, y 1»z1)

τότε

ε ίν α ι σημείο 

το9
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x 1+x2 y 1+y2 ζ 1+ ζ2Ρ ( —"2—  , — 2—  > — 2— ) ε ίν α ι σημείο του μεσοπαράλληλου επιπέδου . Έ τ σ ι  

θα έχουμε :

χ 1+χ2 y l +y2 Ζ1+Ζ2 A + Β - I g - i  + Γ +Δ = 0

(Ax^+By^+Γζ^)+(Αχ2+Βγ2+Γ22)+2Δ = 0 

Όμως : Ax^+By^ + Γζ^+Δ  ̂ = 0 ,  Ax2+By2+ rz2+A2 = 0

δ .+δ2
και έτσ ι : -Δ.-Δ-+2Δ = 0 ή Δ = -------ι * 2

Άρα η εξίσωση του μεσοπαραλλήλου επιπέδου ε ί ν α ι  :

Δ< +Δ-
Ax+By+Γ ζ+ —— -  = 0

Ασκήσ ε ι ς .

1. Να βρεθεί η εξίσωση επιπέδου από το σημείο Ρ ( 2 , 1 , - 1 )  και καθέτου 

στα επίπεδα : (π^) :2x+y-3=0 και (π2 ) :x+2y+z=2 .

2.  Δ ίνονται τα παράλληλα επίπεδα : (n 1):2x-y+ 3z-4= 0 k o l  

(n 2 ):6x-3y+9z+6=0 . Να β ρ είτε  την εξίσωση του μεσοπαραλλήλουτεπιπέδου , αφού 

πρώτα δε ί ξτε  ότι  αυτά ε ίνα ι  παράλληλα .

3 . Να εξετάσετε αν τα επίπεδα : 5x+ 3y-llz+ 72= 0,4x-5y+ 7z=0 και 

6 x+ lly -3 z+ 6 6 = 0 έχουν κοινό σημείο η όχι .



4 . Να βρεθεί η εξίσωση επιπέδου που ορίζεται, από τα σημεία ( 8 , - 3 , 1 ) ,

Ρ2 C4, 7 , 2) και ε ίν α ι κάθετο στο επίπεδο 3x+y+2z-23 = 0 .

5 . Έ ν α  επίπεδο (π ) έχ ε ι συντεταγμένες επ ί την αρχή α , β , γ  . Αν η αρχή 

των συντεταγμένων έ χ ε ι  απόσταση d από το (π) , δ ε ίξ τ ε  ό τ ι ισ χύ ει :

3 .  Ε υ θ ε ί α  σιο~ χώρο .

Ορ ισμός  . Δίνονται ένα σημείο Po^xO’ y O’ zÔ  του χ<̂ ρου > με διάνυσμα θέ

σης ως προς αρχή 0 το )TQ και ένα μη μηδενικό διάνυσμα α=(α,| ,α2, α 3 ) . 

Ε υ θ ε ί α  ( ε )  από το PQ κ α ι  παράλληλη προς το δ ιάνυσμα 5 ε ίν α ι το 

σύνολο των σημείων του χώρου με διάνυσμα θέσης χ έτ σ ι ώστε :

(1 ) χ = χ0+ t  ά , -«»< t  < « , t  πραγματικός

Η εξίσωση (1 ) λέγετα ι δ ιαν 'υομάτ ική  ε ξ ίσωσ η  ε υ θ ε ί α ς , που καθόριζε 

ται από σημείο Pg και το παράλληλο διάνυσμα α . Γ ια  να πάρουμε τα διανύ- 

σματα θέσης διαφόρων σημείων της ευθείας δίνουμε τ ιμ ές  στη παράμετρο t  .

(Ο ?(*>**>

Ο
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Από την εξίσωση (1 ) παίρνουμε : χ = ( x , y , z ) = ( x 0 , y 0 , z 0 ) + t ( a 1 ,α2 ,α3 )

ή

Οι εξ ισ ώ σ εις  (2 ) λέγονται π α ρ α μ ε τ ρ ι κ έ ς  ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  τη ς  ε υ θ ε ί α ς  που 

κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι  από το σ η μ ε ί ο  Pg κ α ι  το παράλληλο  δ ι ά ν υ σ μ α  α . Γ ι α  

διάφορες τ ιμ ές  της παραμέτρου t  ο ι (2 ) μας δίνουν τ ις  συντεταγμένες των 

σημείων της ευθείας .

Από τ ις  εξ ισώ σ εις  (2 ) παίρνουμε με απαλοιφή του t  τ ις  εξ ισ ώ σ εις  :

χ-*0 y-yo  z_zo(3) ---- - = — Η = ---- Ί
α1 ° 2 α3

Οι εξισώ σεις (3 )  επαληθεύονται από τ ις  συντεταγμένες των σημείων της ευθείας 

και μόνο αυτά [Η αναλογία γράφεται με τη συμφωνία ό τ ι αν ένας παρονομαστής 

ε ί ν α ι  μηδέν τότε και ο αριθμητής να ε ί ν α ι  μηδέν] . O l  (3 ) λέγονται σ υ μ μ ε τ ρ ι  

κ έ ς  ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  ε υ θε ί α ς  που κα θ ο ρ ί ζ ε τ α ι  από σ η μ ε ί ο ___ PQ___κ α ι  παράλ

ληλο δ ι ά ν υσμα ά .

Η αναλογία (3 ) μας δ ίν ε ι  στην ουσία δύο εξισώ σεις τ ις  :

( 2 ) y*y0+ta 2

χ-xg y-yo 

°1 S f l2

ή μετά σπό πράξεις

(4) α2*-V - ‘V o 'tV o  ■0

W ' W V o ' 0



που ε ίν α ι της μορφής

Α1χ+ΒίΥ+Γ1ζ+Δ1 

Α2χ+Β2υ+Γ2ζ+Δ2
(5)

=  0  . 

= 0

Ot εξισώ σεις C.5) λέγονται: αν αλ υτ ικ έ ς '  ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς  της  ε υ θ ε ί α ς  ( 1) και.η 

κάθε μία από αυτές εκφράζει ένα επίπεδο . Η πρώτη από τ ις  (4 ) ε ίν α ι ένα ε π ί

πεδο κάθετο στο Oxy επίπεδο (όπως είδαμε στη σελίδα 66 , περίπτωση 4 ) και 

η δεύτερη ε ί ν α ι  ένα επίπεδο κάθετο στο Oyz επίπεδο . Αυτά τα δύο επίπεδα 

προβάλλουν την (.1) στα Oxy και Oyz επίπεδα . Η ευθεία δ ίνετα ι σαν τομή 

αυτών των προβαλλόντων επιπέδων . Όμοια υπάρχει ένα επίπεδο που την προβάλλει 

στο Οχζ επίπεδο (ποιό ε ίν α ι αυτό;) . Είδαμε λοιπόν ό τ ι μια ευθεία  ( ε )  στο 

χώρο παριστάνεται σαν τομή δύο επιπέδων (προβαλλόντων επιπέδων) . θα δούμε 

αμέσως τώρα ό τ ι δύο επίπεδα που τέμνονται παριστάνουν μια ευθεία . Ας πάρουμε 

τα επίπεδα :

Cn-j) :  A^x+B^y+Γ^ζ+Δ  ̂ = 0

(π2 ) : A^x+BgX+r^z+A^ = Ο

τα οποία τέμνονται . θα δείξουμε ότι τα σημεία του χώρου που επαληθεύουν και 

τ ις  δύο εξισώ σεις ε ίν α ι ( μ ό ν ο ) όλα. τα σημεία μ ιας ευθείας . Έ τ σ ι · δύο τεμνό- 

μενα επίπεδά στο χώρο μας καθορίζουν μια ευθεία (την τομή τους) . Παίρνουμε 

τα διανύσματα n1=CAl 1Β1 , Γ 1) και π ο υ ε ί ν α ι  κάθετα στα (π-j)

και (π2 ) αντίστοιχα . Αφού τα (π^) και  (π2 ) τέμνονται θα ισχύει : 

ή,|Χή2=(Β,|Γ2-Β2Γ,| , Α ^ - Α ^  * A^Bg-AgB^) ji Ο . Έ τ σ ι  μια τουλάχιστον από τ ις

συντεταγμένες του ή^*η2 δεν ε ίν α ι μηδέν . Ας υποθέσουμε- ό τ ι : Α^Bg- A g B ^ O ,
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θέτουμε z=t κα ι λύνοντας το σύστημα των (π} ) , (π2 ) ως προς x ,y  

με :

Β! Γ 1 Β1 4 1

Β2 Γ 2 . t + - Β2 42

Α1 Β,
• L ”

Α< Β1

Α2 Β2 Α2 Β2

Γ , Α , 

Γ 2 Α2 t + -

41

Α2

CVJ
<

 
C

Α. Β1
L '

Α, Β1

Α2 β2 Α2 Β2

Έ τ σ ι  λοιπόν τα σημεία που επαληθεύουν το σύστημα των (π^ ) , ( π2 ) και 

επαληθεύουν και το σύστημα :

( 6 )

χ

y

ζ

Β1

Β2 Δ2 + t

Β1

Β2

Γ 1

Γ 2

Α1 Β1 Α1 Β1

Α2 Β2 Α2 Β2

A, Α,

h  Α2 + t .

Γ ,  Α, 

Γ 2 Α2
A, Β , Α1 Β1

Α2 Β2 Α2 Β2

ο  · η · ι

παίρνου-

μόνο αυτά

Όμως τα σημεία που επαληθεύουν το σύστημα (6 ) και μόνο αυτά επαληθεύουν και r



διανυσματική εξίσωση , s

(7 ) x = ( x , y , z )  = C

Β,  Δ,

β 2 . δ 2

ί ,  Α,

h  α2

Ο +

Β,  Γ,

h  Γ 2

r ,  Α, 

h  ΑΖ

Α1 Β1
' 9

Α1 Β1 Α1 Α1
>

Α1 Β1

Α2 Β2 Α2 Β2 Α2 Β2 Α2 Β2

, 1 )

Τα σημεία όμως που επαληθεύουν την (7 ) ε ίν α ι μόνο όλα τα σημεία μιας ευθείας 

( ε )  που καθορίζεται από το σημείο Ρη ( . — ------------ , -------------- , 0 )
υ α 1β 2-α 2β 1 α 1β 2-α2β 1

και ε ίν α ι παράλληλη με το διάνυσμα :

(8) 5 =(

Γ 1 At

Γ 2 Α2

Α1 Β1

> ro Β2

1 ) .

Η παραπάνω διαδικασία μας δ ε ίχ ν ε ι ότι δύο τεμνόμενα επίπεδα Α^χ+Β^γ+Γ^ζ+Δ^=0 

και A2x+B2y+ r2z+A2*0 ορίζουν μια ευθεία , της οποίας η διανυσματική εξίσωση 

ε ίν α ι η (7 ) και ο ι παραμετρικές ε ίν α ι ο ι (6 ) . Έ να  διάνυσμα παράλληλο σ ’ αυτή 

την ευθεία  ε ίν α ι το (8 ) . Τότε όμως κα ι το διάνυσμα

(9 )
Β , Γ , Γ 1 Α1 Α,  Β,

Β2 Γ 2 ’ * h  Α2 > Α2 Β2

ε ίν α ι παράλληλο προς την ευθεία ( ε )  . Δουλεύοντας ανάλογα όταν Β ^ - Β ^ ^ Ο . 

ή Α2Γ^-Α^Γ2# ) , Βρίσκουμε πάντα το ίδ ιο  διάνυσμα (9 ) .
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Συμπ έρασ μα  : Έ ν α  παράλληλο διάνυσμα προς την ευθεία

(ε )
AjX + B^y + = 0

A^x + 82y + Γ2ζ+^2 = 0
ε ί να ι  το διάνυσμα CB-,Γ2“ Β2Γ 1 ,r^A2- r 2A1 jA^g-AgB

Γ ια  να βρούμε ένα σημείο αυτής της ευθείας , αρκεί να βρούμε ένα σημείο πόυ 

να επαληθεύει κα ι τα δύο επίπεδα .

Παρατήρηση . Μια ευθεία στο χώρο παριστάνεται από δύο επίπεδα . Α ντίθε

τα όταν δουλεύουμε στο επίπεδο Qxy (κάνουμε αναλυτική γεωμετρία του επιπέδου) 

η ευθεία παριστάνεται , όπως ξέρουμε από το Λύκειο , με μια μόνο εξίσωση της 

μορφής Ax+By+r=0 . Αυτό συμβαίνει γ ια τ ί το άλλο επίπεδο (άλλη εξίσωση) ε ί ν α ι  

πάντα ζ=0 .

Παρατήρηση  . Δεν θα μιλήσουμε για  διάνυσμα κάθετο σε μ ια  ευθεία  ( ε )  

του χώρου κα ι αυτό γ ια τ ί υπάρχει ένα ολόκληρο επίπεδο από κάθετα διανύσματα .

Παρά δ ε ι γ μα 1 . Δ ίνετα ι η ευθεία

(ε )
2x-3y+z-2-0

3x-y+2z+4c0

Να βρείτε τ ις  διάφορες εξισώ σεις αυτής .

Οι αναλυτικές εξισώ σεις ε ίν α ι αυτές που μας δόθηκαν . Τα κάθετα στα ε π ί

πεδα που καθορίζουν την ευθεία (ε )  ε ίν α ι : ϋ^=(2 , -3 ,1 )  και  ή2= ( 3 , - 1 , 2 )  . 

Έχουμε : ή1χή2= (- 5 ,- 1 ,7 )/ 0  . Άρα τα επίπεδα πραγματικά τέμνονται . Το δ ιά 

νυσμα δ**η]χή2= (- 5 ,- 1 .7 )  όπως είδαμε στη προηγούμενη διαδικασία ε ί ν α ι  παράλ

ληλο προς την ( ε )  . Βρίσκουμε ένα σημείο της ( ε )  . Βάζουμε ζ=0 και βρίσκου-
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με τα x και y  από το σύστημα (Zx-3y-Z=0 ,  3x-y+4*0) . Έ τ σ ι  έχουμε ό τ ι 

το σημείο P0 C-2 , -2 , 0 )  ε ίν α ι σημείο τ η ς  ( ε )  · '

Έ τ σ ι  η διανυσματική εξίσωση της (ε )  είνατ :

x=  ( x , y , z )  = ( - 2 , - Ζ , θ )  + U - 5 ,- 1 ,7 )  .

Οι παραμετρικές εξισώ σεις etvat  :

χ = -2 -5 t - ·

y  = -2 - t  ' · ■ ·

z *  7 t .

Ot συμμετρικές εξισώ σεις της ( ε )  εΙνατ : X ^ J  -  x -  9 -  - 1Ό

i l l  = * 1=0 . ^ . y +) v | + B r O

’5 “1 7 ^  ^  ^  ^ V U | + 2 ' 0 .
Οι αναλυτικές εξισώ σεις της ( ε )  με προβάλλοντα επίπεδα στα Oxy και Oyz 

επίπεδα ε ίν α ι :

-x+5y+8 = 0 

7y+z+14 = 0

Παρατήρηση . Είδαμε στο παράδειγμα 1 ό τ ι η ίδ ια  ευθεία  ( ε )  παριστά-
I

νεται με δύο διαφορετικά ζευγάρια επιπέδων . Στη πραγματικότητα από μια ευ

θεία (ε)- περνούν άπειρα_επίπεδα και κάθε ζευγάρι από αυτά καθορίζει την ίδ ια  

ευθεία (ε )  .

Ορ ισμός  . Δ ίνετα ι p ta  ευθεία

( ε ) :
Α^χ+Β^γ+Γ^ζ+Δ  ̂ = 0 

AgX+Sgy+^z+Ag = 0
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Το σύνολο των επιπέδων που περιέχουν την ( ε )  λέγετα ι α ξ ο ν ι κ ή  δέσμη ε π ι π έ  

δων με άξονα  την ( ε )  .

Η παρακάτω πρόταση μας δ ίν ε ι την εξίσωση του τυχαίου επιπέδου tn c  αξο- 

ν ίκη ς δέσρης .

Πρόταση 1 . Τα επίπεδα (π^) :Α^χ+Β^γ+Γ^ζ+Δ^=0 και

(Π2 ) : A2x-*-B2y+ r2z+^2=0 τέρνονται σε μια ευθεία  ( ε )  . Έ ν α  επίπεδο (π) ανήκει 

στην αξονική δέσμη επιπέδων με άξονα την ( ε )  , αν και μόνο αν , η εξίσωση 

του (π ) ε ί ν α ι  της μορφής :

( * )  λ 1 (A1x+BJy+ r1z+01)+λ2 (AgX+Bgy+T =0 ,

όπου λ 1 ,λ 2 ε ί ν α ι  σταθερές με (λ^ , λ 2 )?ί ( 0 , 0 )  .

Α π ό δ ε ι ξ η  . Πραγματικά η ( * )  παριστάνει επίπεδο . Η ( * )  επαληθεύεται 

από κάθε σημείο της (ε )  άρα το επίπεδο ( * )  ανήκει στη δέσμη επιπέδων με άξο

να την ( ε )  . Αντίστροφα , ας ε ί ν α ι - ( π )  ένα επίπεδο της δέσμης θα δείξουμε 

ό τ ι η εξίσωση του ε ί να ι  της μορφής ( * )  . Πραγματικά , αν P j U j . y j . Z j )  ε ίν α ι  

ένα σημείο του (π ) που δεν ανήκει στην ( ε )  , τότε η εξίσωση :

+Γ27.1+Δ1)(Α 1χ+Β1χ+Γ1ζ+Δ1)+(Α1χ1+Β1Υ 1+Γ1ζ 1+Δ1)(Α2χ+Β2γ+Γ2ζ+Δ2)

παριστάνει επίπεδο , επαληθεύεται από τα σημεία της ε k o l  από το σημείο Ρ^. 

Τέτοιο επίπεδο όμως ε ίν α ι μόνο ένα . Άρα η εξίσωση του π ε ίν α ι η ( * * )  

που ε ί ν α ι  της μορφής ( * )  (ποιά ε ίν α ι τα λ ρ λ 2 ; )  ·

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α 2 . Να Βρείτε την εξίσωση επιπέδου ,  που ενή κει στην αξονική 

δέσμη των (π1 ):3K-2y+6z-6=0 και (n 2 ):x-y+z+4=0 και που περνά από το σημείο
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P1 C - l , 3 , 2 ) .

Η εξίσωση.του επιπέδου θσ είναι; της μορφής : 

λ 1C3x-2y+6z-6)+A2Cx-y+z+4)= 0 .

Αφού περνά από το Ρ̂  θα ισχύει : (-3-6+12-6)+λ2(- 1 - 3+2+4) = 0 ή

-3 λ 5+2λ2 = 0 ή λ ] = § λ2 ' ΑΡ° Π εξίσωση του. ζητουμένου επιπέδου θα ε ί ν α ι :

λ2 [ |(3 x -2 y + 6 z -6 )+ C x -y +z + 4 j]  * 0  

ή αφού λ 2 ϊ4 0 ’

9x-7y+15z = 0

Ευ θ ε ί α  από δύο σ η μ ε ί α  . Δύο διαφορετικά σημεία P j f o j . y j , ? ] )  , 

P2^x2»y 2 , z 2̂  τ0ϋ χώρ0ϋ καθορίζουν πλήρως μτα ευθεία ( ε )  . θέλουμε να βρούμε 

τ ι ς  διάφορες εξισώ σεις αυτής της ευθείας .

Αφού.τα P, j ,P2 ε ί ν α ι  διαφορετικά έχουμε Ρ^Ρ^Ο *  ̂ ευθεία ο ρ ίζετα ι από το 

σημείο P j κατ το δεάνυσμα P j p2 . Έ τ σ ι  η διανυσματική της εξίσωση ε ίν α ι :

χ =  ( χ » y » z ) =  ( x - j  , y 1 , 2 - |  J + t f x g - X !  * y 2 _ y i  » z 2 ” z 1 ^

Οι παραμετρικές εξισώ σεις ε ίν α ι :

X *  X j + t f X g - X j )

y  e yy+tCy2~y1)

Z -  Z j + t f Z g - Z j )

Οι συμμετρικές εξισώ σεις ε ίν α ι : 
x-x1 y -y 1 z - z t

V ' r P i V i

0
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Οι αναλυτικές εξ ισ ώ σ εις  ε ίν α ι :

(y2~y 1 )χ-(*2"χ1 )y_xl ŷ2 'y l.^+y1 (χ2”χ1) = 0 

(Ζ2“Ζ1)y"(y2"y 1)z_y1(Ζ2 'Ζ1)+ζ1 (y2"y 1) = 0

Ο ρισ μό ς  . Δ ίνονται δύο τεμνόμενες ευ θ ε ίες  ( ε ^ ) :  x = XQ+ta  και

[ε^): x = x ^ + t b  με δ * (α  ̂, α^ ,α^ )^  , b = (β  ̂^ , β ^ Ο  · Ονομάζουμε γωνία  θ 

των ( ε 1 ) , ( ε ? ) κ α ι  σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε  με θ = ^ ( ε 1 >ε 2 ) τη μ ι κ ρ ό τ ε ρ η  κυρ 

τή  νωνία που σ χ η μ α τ ί ζ ο υ ν  ο ι  · Έ τ σ ι  το συνημίτονο x n c  γωνίας

δ ίν ετα ι από τη σχέση > όπως μπορεί κανείς να δ ε ί ξ ε ι  εύκολα ,

|α 1β| *α2β2*α3β3 Ι
COS θ

*̂ "?+α2+α3 *^1**2+03

0 <  θ <

Ε π ί σ η ς  ον ομά ζ ουμε  γωνία  φ της  ( ε ^) με το ε π ί π ε δ ο  ( π ) : Α χ + Β γ + Γ ζ  

κ α ι  σ υ μ β ο λ ί ζ ο υ μ ε  με  φ = $ ( ε ^, π )  τη γωνία τη ς  ε  ̂ με  τη προβολή  τ η ς  

πάνω στο π . Έ τ σ ι  η Φ ε ίν α ι οξεία  γωνία που δ ίν ετα ι από τη σχέση Φ = ^ - Ι

όπου C O S 0  =
lAa^+Bag+r α3

"F°F=3
και

Λ 2+Β2+Γ2

Π Λ Φ = ** "θ

υεΐ(
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Συμπέρασμα . Το επίπεδο (.π ): Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 και, η ευθεία ( ε ) : χ=χ0+ ί α
I ,

ε ίν α ι παράλληλα , αν κα ι μάνο αν , ισχύει : Aa^+Bag+ra^O . Ε ίνα ι δε κάθετα ,
, ' Α Β Γ · r■ , , 'αν Kat μονο αν , —  = 7Γ = fY tatt;) .

α 1 α2 α3

Τομή ε υ θ ε ί α ς  κ α ι  ε π ι π έ δ ο υ  . Δ ίνετα ι η ευθεία  ( ε ) :  x=x0+ t a  καί 

j το επίπεδο (μ ) :  Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 . θέλουμε, να βρούμε τ ις  συντεταγμένες του σημείου 

Ρ τομής , όταν υπάρχει . Ας ε ί ν α ι  x0= x̂0 , y 0 ’ z 0̂  KaL »α2 ,α3) · Η ευθεία (ε )

μπορεί να περιέχετα ι στο επίπεδο (n ) . Tea να συμβαίνει αυτό , πρέπει και α ρ κ ε ί, 

το (Χο»^ο,ζ Ο̂  να ανι κ̂ ε ι  0X0 η KaL επ ·̂ πλέον τα α και ή = (Α ,Β ,Γ ) να ε ί -  

vat κάθετα . Δηλαδή γ ια  να π ερ ιέχετα ι η ( ε )  στο (π ) πρέπει να αρκεί να 

ισχύουν :

AXq+BYq+Γ Zq+Δ = 0 Kat Aa^Bag+Ta-j = 0

Επίσης αν Ax0+By0+rzQ+A i  0 Kat Aai+Ba2+ra3 = 0 τότε η (ε )  ε ίν α ι παράλληλη

roπΐχν.ν π -λ if;
X©• >—

/  ·  / .
Ζ  /<?

ζ

>15 Π' r Τ
s{t\ ■

και δεν περιέχετα ι στο (π ) . Υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ά τ ι  Αα^+Βα2+ Γα3 ;*0 . Τότε η ( ε )  

τέμνει το (π) .θα βρούμε τ ις  συντεταγμένες του σημείου τομής Q .Ξέρουμε ότι παίρ

νουμε τ ις  συντεταγμένες των σημείων της' it )  δίνούτας τ ιμ ές  στο t  σ τ ις  παρα- 

μετρικές της εξισώ σεις :
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( * )  { x  = x 0+ t a ,  , y  = y Q+ t a 2 , z = 2()+ t a 3 }

Τ ι t  πρέπει να βάλουμε ώστε το σημείο να ε ίν α ι  στο (π ) ; Τη τ ιμή  του t  θα 

πάρουμε από το γεγονός ότι το σημείο θα πρέπει να επαληθεύει την εξίσωση του 

επιπέδου . Δηλαδή :

A(xg+ t  a j  )+B(yQ+ t  a 2 )+ r(z Q+ t  α3 )+Δ = 0 

ή

, _ Axo+Byo+rV flt  " · ” ·
Αα|+Βα2+Γα3

Βάζοντας αυτό το t  σ τ ις  ( * )  παίρνουμε τ ις  συντεταγμένες του σημείου τομής Q

Π α ρ ά δ ε ι γμα 3 . Να βρεθεί το σημείο τομής του επιπέδου (.π ): x+2y-z=0 

και της κάθετης προς αυτό ευ θ ε ία ς (ε ) από το σημείο Ρ ( 1 , 2 , 1 )  .

Η ευθεία  ( ε )  ο ρ ίζετα ι από το σημείο Ρ ( 1 , 2 , 1 )  κα ι ε ίν α ι παράλληλη προς το 

διάνυσμα π = ( 1 , 2 , - 1 )  ,  που ε ίν α ι κάθετο στο (π ) . 'Ε τ σ ι ο ι συμμετρικές εξισώ

σ ε ις  της ( ε )  ε ίν α ι  :

i l l  ,  = i l l  .
1 2 -1

θέτοντας τους λόγους ίσους με t  παίρνουμε τ ι ς  παραμετρικές εξ ισ ώ σ εις  της 

ευθείσς

( * * )  { x=1+t , y=2+2t , 2=1- t }

Βρίσκουμε το κατάλληλο t  ώστε το σημείο της ευθεία ς να ε ίν α ι στο (π ) .

Έχουμε :
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V 4 W  *-H ^  -'•i <o λ =- Ή ■
* ' \

.1+ t+ 2(2+ 2t)-(1-t) = 0 =». t.= - |  .......................................

1 3Τώρα το. σημεto τομής Q έ χ ε ι συντεταγμένες Q (· ^  ,* 1 ·, ^ ) που βρίσκουμε θ έ - -
• ι

τοντας σ τ ις  {.**) t = -  ^  .

Παρατήρηση . Στο παράδειγμα , που μόλις είδαμε ε ίν α ι φανερό ότι 

d (P ,n )  = dfP,Q) . Έ τ σ ι  αυτή η διαδικασία μας δ ε ίχ ν ε ι άλλο ένα τρόπο πως να 

βρίσκουμε την απόσταση σημείου Ρ από επίπεδο (π) . Βρίσκουμε τον πόδα Q 

και μετά την d(P,Q) σύμφωνα με τον τύπο (*.) στη σελίδα 19 ,

Απόσταση σ η μ ε ί ο υ  από' ε υ θ ε ί α  στο χώρο . Δ ίνετα ι ευθεία ( ε )  και 

ένα σημείο Ρ έξω από την ευθεία . Φέρνουμε από το Ρ κάθετη στην ( ε )  και

ας ε ίν α ι Q ο πόδας της κάθετης . Λ έμε  απόσταση του___ Ρ___από την ( ε )

κ α ι γράφουμε d ( P,  ε )  την απόσταση των P,Q . Δηλαδή :

ά' (Ρ,ε)  d(P,Q) .

θα εξετάσουμε θεωρητικά το πρόβλημα εύρεσης της απόστασης του Ρ από την

’ Εχουμε d = |QP|
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Το σημείο Ρ και η ( ε )  ορίζουν ένα επίπεδο (π ) . Αν σ ’ αυχό το επίπεδο βρούμε 

ένα διάνυσμα e κάθετο στην ( ε )  τότε ε ίν α ι  φανερό πως :

l i - V I  “  - —d = ---- -—  = |QPI . Αρκεί να βρούμε το e . Το διάνυσμα αχΡρΡ  ε ίν α ι  κά-
|e|

θετό σ'αυτδ το επίπεδο που λέγαμε . Έ τ σ ι  το διάνυσμα : e s ax(axPQP) ε ίν α ι  

αυτό που ζητάμε ( γ ι α τ ί ; )  , Τώρα

le-PpPI |(ή»(ά«Ρ0Ρ) ·ΡρΡ| |5>Ρ0Ρ|2 |5χΡ0Ρ|

|e| |δχ(δχΡ^Ρ)| |ά||δχΡ^Ρ| |δ|

' Αρα : ___

!δχΡ0Ρ|
6 - ----------

|δ |

Στη πράξη όμως ακολουθούμε μια πιο κατανοητή μέθοδο . Την εξηγούμε με 

ένα παράδειγμα .

Παράδ ε ι γ μ α  4 . Ζητάμε να βρούμε την απόσταση του σημείου Ρ ( Ζ , - 3 , - 1 )
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από την ευθεία ί ε ) :  = — ■

Από το Ρ φέρνουμε ένα επίπεδο (π ) κάθετο στην ( ε )  . Βρίσκουμε το σημείο το

μής Q του CnJ με την ( ε )  . Η απόσταση που ζητάμε είνατ η d (P ,Q ) . Το ε π ί

πεδο (π ) έ χ ε ι κάθετο το Β= (.1 ,2 ,2 ) αφού ε ίν α ι κάθετο στην ( ε )  . Η εξίσωση 

του (.π) ε ίν α ι της μορφής : x+2y+2z+A*0 . Επειδή περνά από το Ρ ( 2 , - 3 , - 1 )  θα 

ισχύει : 2+2C-3)+2(.-1 )+Δ'=0 ή. Δ=6 . Έ τ σ ι  η εξίσωση του (π) ε ίν α ι : 

x+2y+2z+6=0 . Το σημείο τομής της Ce) με τό (π) βρίσκεται όπως στο παράδειγμα 

3 , σελίδα 86 και ε ίν α ι το Q ( · ρ  »·“ τ γ )' · ExoL

Στο επόμενο παράδειγμα θα εξετάσουμε ένα πρόβλημα από τη γεωμετρική οπ 

τική .

Παράδε ιγμα 5 . θεωρούμε το επίπεδο (π) :  x+y+z-1=0 σαν καθρέπτη και 

το σημείο Α ( 0 , 0 , 3 )  σαν φωτεινή πηγή . θέλουμε να δούμε που θα χτυπήσει μια 

φωτεινή αχτίνα το π ώστε ανακλώμενη να περάσει από το σημείο Β ( 3 , 3 , 3 )  .

Ζ
/

ψ/ e

//

V
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Λύση 1 . Αν βρούμε το συμμετρικό Δ του Α ως προς το π , τότε η 

ευθεία  , που ο ρ ίζετα ι από τα Δ ,Β τέμ νε ι το π σε ένα σημείο Γ , που ε ίν α ι  

το ζητούμενο , δ ιό τ ι τότε η προσπίπτουσα και η ανακλώμενη σχηματίζουν ίδ ια  

γωνία με την κάθετη ή στο επίπεδο (νόμος ανάκλασης) .

Λύση 2 . Ξέρουμε πως το φως y ta  να φθάσει από το Α στο Β αφού χτυ

πήσει το π , πρέπει να ακολουθήσει την ελάχιστη διαδρομή , Δηλαδή 

IΑ Γ | Γ Β ( « ε λ ά χ ι σ τ ο  . Γ ια  να βρούμε αυτό το Γ πρέπει να κάνουμε τη κατασκευή 

της λύσης 1 .

Λύση 3 . Το σημείο Γ μπορούμε να το βρούμε από τ ις  εξής δύο συνθή

κες :

α) Γ 6 π  , άρα το Γ επαληθεύει την εξίσωση του π 

β) η ,ΓΑ)  = $ (η , ΓΒ )  (νόμος ανάκλασης) 

γ) ΑΓ ,ή , ΓΒ  ε ί ν α ι  γραμμικά εξαρτημένα .

Βάζοντας συντεταγμένες στο Γ και λύνοντας τ ις  εξισώ σεις που θα βγούν ,  θα 

βρούμε τη λύση που θέλουμε . Προσοχή θα βγουν δύο λύ σ εις  , το σημείο που θέ

λουμε καθώς και το σημείο τομής το π με την ΑΒ ( γ ι α τ ί ; )  .

Σ υ μβατ έ ς  κ α ι  α σ ύ μ β α τ ε ς ε υ θ ε ί ε ς  . Όταν δοθούν δύο ευ θ ε ίες  (ε^) 

και ( ε £ ) τότε παρατηρούμε τα παρακάτω : Μπορεί να υπάρχει επίπεδο (π ) , που 

π ερ ιέχ ε ι κα ι τ ις  δύο (συμβα τ έ ς  ε υ θ ε ί ε ς ) ή δεν υπάρχει επίπεδο που να τ ις  

περι έχε ι  ( α σ ύ μ β α τ ε ς  ε υ θ ε ί ε ς ) . Σκοπεύουμε παρακάτω να βρούμε ικανή και 

αναγκαία συνθήκη ώστε δύο ευθε ί ες  να ε ίν α ι συμβατές . Δ ίνονται o l  ευ θ ε ίες  :

(ε^) :  x=x0+ta και ( ε 2 ) :  x ^ + t b  με Χο=(χ0 . ν 0 >ζ0 ) » * ι * ( χ ι >Ζι )
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και ,α 2,α 3 )?ί0 , b=(3  ̂*02» ^ 3 '

a * . . . . · ·

ο

Βλέπουμε ότι ο ι (ε^) , (ε 2 ) ε ίν α ι συμβατές , αν και μόνο αν , τα διανύσμα 

τα PqP̂  ,  δ και b eCvat συνεπίπεδα (γραμμικά εξαρτημένα) ενώ ασύμβατες 

αν ε ίν α ι  γραμμικά ανεξάρτητα .

Έ τ σ ι  :

X 1 X Ο y r y 0 * Γ *
( ε 3) , ( ε 2 ) συμβατές <-=* a J α2 α3

ν ^2 ' %

χ Γ χο y r y o ζ Γ ζ

( . ε^) , ( ε2 ) ασύμβατες α1 α2 α3
•

»1 h

Κο ινή , κάθετη  ασυμβάτων ευ θ ε ι ώ ν : θεω

θ ε ίε ς  : ( ε ^ :  x  = x Q+ t a
 ̂ m

( ε 2 ) :  χ = x-j+1b

= 0

t  0
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Όπως ξέρουμε από τη στερεομετρία υπάρχει, μια ευθεία ( ε )  που τέμ νε ι τ ις  

U j M E g )  και ε ί ν α ι  κάθετη σ ’ αυτές . Η ευθεία ( ε )  λέγετα ι κ ο ι ν ή κά θ ε τη  

των _ _ )  »1 ε 2 ΐ  * Σκοπεύουμε να βρούμε αυτή τη κο ινή κάθετη .

Ένα  διάνυσμα παράλληλο στη κοινή κάθετη ε ίν α ι το αχΕ . Αρκεί να βρούμε 

ένασηυείο της κο ινής κάθετης . Το σηυείο το βρίσκουμε ως εξής . Το επίπεδο 

(π^) που ο ρ ίζ ετα ι από την ( ε -j) και τη κοινή κάθετη τέμ ν ε ι την U g ) σε ένα 

σημείο P2=(x2, y 2*z 2̂  * που e v̂aL °ΠΜείο της κοινής κάθετης . Το επίπεδο 

π1 έχε ι  εξίσωση

Το ( π^) και η (Og) τέμνονται σε ένα σημείο Ρ2 . του οποίου ο ι συντεταγμέ

νες βρίσκονται από την x=x^+tb , αν βάλουμε το t  που επαληθεύει την

' E tol αφού έχουμε ένα σημείο Ρ2( χ2 · - 2̂*Ζ2̂  της K0LVI^  κα0έτου και ένα δ ιά 

νυσμα παράλληλο το a*b , μπορούμε να νράψουμε τ ις  εξισώ σεις της κοινής καθέ

του .

Παρατήρηση . Α ν  η κοινή κάθετος ( ε )  τ έμ νε ι την (ε^) στο Α και 

την ( ε 2 ) στο Β , τότε το μήκος [ΑΒ| λέγετα ι ε λ ά χ ι σ τ η  απόστ αση

a = 0

α2β3” α3β2 α3β Γ α1β3 α1β2 'α2β 1

W t 0 1 y l " V t 3 2 z r 20+ t P 3

α2β3” α3β2 α3βΓ α1β3

a

των ( ε 1 ) , ( ε 2 ) .



κύ κ ή α ε ις  .

j # Να βρεθεί το συμμετρικό του σημείου Ρ ( - 1 , 2 , 0 )  ως προς το επίπεδο

x+2y~r+1=0 .

2 . Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Ρ ( Ί , 1 , - 2 )  από την ευθεία 

( ε ) :  (2Χ-4ζ-3=0 ,  y-2z+5=0) .

3 . Να δ ε ίξ ε τ ε  πώς ο ι ευ θ ε ίες  ( .E j) ; χ-1 _ y+i _  ζ-1 και

^  ) .  ε ίν α ι συμβατές και να β ρ ε ίτ ε  το επίπεδο , που τ ις

περιέχε*· ·

4 . Να β ρείτε το συμμετρικό του σημείου Ρ ( 1 , 1 , 1 )  ως προς την ευθεία 

( ε ) '  ^ Γ
χ - Ι  = .  2=3

5. Να βρεθεί ευθεία (ε )  που περνά από το P (-3 f 5 ,- 9 )  Kat συναντά τ ις  

( ε ^) :  C3x-y+5=0 , 2χ-ζ-3=0) , ( ε £) :

.6, Να βρεθεί το σημείο τομής των ( ε^) :  Z y -  = ,

χ+2 ν-5 ζ+3
(ε2 ): ~ Ζ ~  “ +Γ“ = “2“  * Μετώ να ^ τε ευθεία 0110 αυτό to σημείο και κάθετη

σ τ ις  (ε^) και ( ε ζ ) .

7.  Να β ρείτε επίπεδο που π ερ ιέχ ε ι την (Έ^) :  = ί+3 και

παράλληλο στην ( ε ζ ) ί  — = = -Τ~" ’
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8 . Δ ίν ετα ι τρίγωνο με κορυφές τα σημεία Α { 2 , 2 , 3 )  „ Β ( 6 , 2 , 3 )  , Γ ( 2 , 2 , 6 )  

και ο ι  διχοτόμοι δ^,δ^ όπως στο σχήμα . Να β ρ είτε  τ ι ς  συντεταγμένες του ση-

Αι

μείου G καθώς και τ ις  συμμετρικές εξισώ σεις της δ2 . Επίσης να β ρ ε ίτ ε  τ ις  

α κτ ίνες  της εγγεγραμμένης και περιγεγραμμένης στο τρίγωνο ΑΒΓ περ ιφ έρειας .

9 . Δ ίνοντα ι τα σημεία Α ( 1 , 1 , 2 )  και Β ( 2 , 0 , - 1 )  . Να βρείτε ένα σημείο Μ
✓ Ν

στην ευθεία ( ε ) :  (x=y=z) , έτσ ι ώστε η γωνία ΑΜΒ να ε ί ν α ι  ορθή .

10, Δ ίνονται ο ι ευ θ ε ίες  : ( ε^) :  ~ —g— > ( ε 2 ) :  ·—g~~ = = —g~ -

Να βρείτε το λ ώστε ο ι ορθές προβολές των ( ε ^ ) , ( ε 2 ) στο Oxy επίπεδο να 

ε ί ν α ι  κάθετες μεταξύ τους .

4^_ Σφ α ίρα  .

Η σφαίρα ε ίν α ι το απλοϋστερο παράδεινμσ επιφάνειας μετά το επίπεδο . Η 

επιφάνεια της σφαίρας ε ίν α ι το σύνολο των σημείων του χώρου σε σταθερή απόστα 

ση R από σταθερό σημείο Κ . Η σταθερή απόσταση R λέγετα ι α χτ ίν α  της 

σφαίρας και το σταθερό σημείο Κ λέγετα ι κ έ ν τ ρ ο  της σφαίρας . Αυτή η 

χαρακτηριστική ιδιότητα της σφαίρας θα μας βοηθήσει να βρούμε την εξίσωση



-95-

της σφαίρας . Δηλαδή , να βρούμε εξίσωση της μορφής f ( x , y , z ) = 0  , όπου το

σύνολο των λύσεων της ε ίν α ι τα σημεία της σφαίρας .

Μας· ε ίν α ι εύκολο να γράφουμε την εξίσωση της σφαίρας . Αν χκ=(α ,β , γ )  

ε ίν α ι το διάνυσμα θέσης του κέντρου της σφαίρας ως προς κάποια αρχή 0 και 

x=(x»y>z) το διάνυσμα θέσης του τυχαίου σημείου της σφαίρας τότε :

(.1) |x - x K | = R

Η εξίσωση (.1) λέγετα ι δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ή  ε ξ ί σω σ η  της σφαίρας . Από την (1 ) 

παίρνουμε αμέσως· την κ α ν ο ν ικ ή  ε ξ ίσωσ η  σφαίρας κέντρου Κ ( α , β , γ )  και 

αχτίνας R :

(2 ) (χ -α )2+ (γ -β )2+ (ζ -γ )2 *  R2 .

Ετδικώτερα , αν το κέντρο της σφαίρας ε ίν α ι η αρχή των αξόνων τότε η κανονική 

εξίσωση της σφαίρας π α ίρνει τη μορφή :

x2+y2+z2 = R2

Εκτελώντας τ ις  πράξεις στην (2 ) παίρνουμε :

(3) x2+y2+z2-2ax-23y-2YZ+a2+32+Y2-R2 = 0 

Π οποία ε ίν α ι της γενικής μορφής

(4 ) x2+y2+z2+Ax+By+r ζ+Δ = 0

Έ τ σ ι  ο ι συντεταγμένες-των σημείων της σφαίρας επαληθεύουν μ La εξίσωση την 

(3 ) που ε ίν α ι της μορφής (4 ) xa t που λέγετα ι α ν α λ υ τ ι κ ή  ε ξ ί σ ω σ η  σφαίρας  

θα δείξουμε στη συνέχεια , ότι τα σημεία του χώρου που επαληθεύουν μια 

εξίσωση της μορφής (4 ) ε ίν α ι μόνο όλα τα σημεία μ ιας σφαίρας . Πραγματικά ,



Π (4 )  μετατρέπεται στην ισοδύναμη

(5 )  ( x+ | ) 2 * ( y 4 ) 2 + ( » 7 ) 2 = -

* λ R ΓΌμως π (5 ) ε ί ν α ι  η κανονική εξίσωση σφαίρας με κέντρο Κ (-  ^ >- \  ρ

και αχτίνα Ε ίν α ι φανερό πως αυτή η σφαίρα ε ί ν α ι  πράγματι-

2 2 2κή (δηλαδή το σύνολο των λύσεων της (5 ) ε ίν α ι μη κενό) αν A +Β +Γ -4Δ>0  ,
2 2 2φανταστική(σύνολο λύσεων κενό) αν A +Β +Γ -4Δ < 0 και  εκφ υλίζετα ι σε ένα

2 2 2σημείο , το κέντρο της αν A +Β +Γ -4Δ=0 .

Παρατήρηση . Πολλές φορές η αναλυτική εξίσωση της σφαίρας αναφέρεται 

και ως :

(6) Ε(χ^+γ2+ζ2)+Αχ+Βγ+Γζ+Δ = 0 με Ε/ίΟ

Πραγματικά η (6 )  ε ί ν α ι  ισοδύναμη με μια εξίσωση της μορφής (4 ) , αν δ ια ιρ έ 

σουμε με Ε . Α ξ ί ζ ε ι  να σημειώσουμε εδώ ότι η (6 ) γ ια  Ε=0 παριστάνει ε π ί

πεδο , δηλαδή εκφυλισμένη σφαίρα με κέντρο στο άπειρο .

Παρ ά δ ε ι γ μα 1 . Δίνονται τέσσερα σημεία του χώρου τα , P^ ( x ^ , y ^ , z p  ,

P2 U 2>y2’ z2) » p3( x 3 ’ y 3 ’ z3̂  και P4 ( x 4 , y 4 , z 4 ) τα οποία δεν ε ίν (Κ  συνεπίπεδα· 
Τότε υπάρχει μόνο μια σφαίρα , που περνά και από τα τέσσερα σημεία , με ε ξ ί 

σωση :
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C.7)

2 2 2 x z+yz+ζ X y Z 1

χΖ+ν2+ζ2·x 1+y1+z1 Χ1 y 1 Z.1 1

2 ' 2 α 2 
W z 2 χ 2 y 2 z 2 1

2 2 2 
χ3 ^ 3 +ζ3 χ3 y 3 z3 1

2 2 2 
Φ * *  4 χ4 y 4 z4 1

= Ο

Πραγματικά , αν αναπτύξουμε την ορίζουσα στην (7 ) τότε προκύπτει μ ια  εξίσωση 

της μορφής (5 ) με :

Ε =·

X1 y 1 Z1 1 ΧΓ Χ4 y r y 4 z r z4 0

x 2 y 2 z 2 1 x 2~x4 y 2-y4 z2"z4 0

x 3 y 3 z3 1 x 3” x4 y 3-y4 z 3“ z4 0

x 4 y 4 z4 1 x4 y 4 Z4 1

ΧΓ Χ4 y r y4 ΖΓ Ζ4
= ί̂*

X1CMX

y 2"y 4 z2- z 4 s  O V i • P4P2 . v

x 3"x 4 y 3 'y 4 z3- z 4

όπου η. πρώτη ισότητα παίρνεται με αφαίρεση της τέταρτης γραμμής από τ ις  άλλες.

Είναι.φανερό ότι »·Ρ4Ρ2 ’ Ρ4Ρ3̂  ** ® » αΦ°& σε αντίθετη περίπτωση

τα διανύσματα Ρ^Ρ} »· ^4^2 * Ρ4Ρ3 θα τ̂ο!ν συνεΠ π̂εδα και· συνεπώς τα σημεία 

ρ1 * Ρ2 » ρ3 * Ρ4 ®α τ̂αν 0UV£:n^ 5 a  - Έ τ σ ι  η (7 ) παριστάνει μ ια  σφαίρα . Η 

σφαίρα αυτή περνά από τα ρι »Ρ2*^3*^4 αΦ°^ ετταλπθεύεταε από τ ις  συντεταγμένες 

αυτών των σημείων . Εύκολα προκύπτει ό τ ι η σφαίρα αυτή ε ίν α ι μοναδική (Ήια από
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δ ε ιξη  θα δούμε παρακάτω) .

Το μή σ φα ί ρ α ς  κ α ι  ε π ι π έ δ ο υ  , θεωρούμε μια σφαίρα S κέντρου Κ ( α , β , γ )  

ακτίνας R . Η κανονική της εξίσωση ε ί ν α ι  :

( x - a ) 2 + ( y - 0 ) 2+ ( z - v ) 2 =  R 2

Παίρνουμε επ ί πλέον ένα επίπεδο (π ) :  Ax+By+Tz+A=0 .

Η απόσταση του κέντρου Κ από το (π ) ε ίν α ι : 

d = |Αο+Ββ+Γγ+Δ|

Λ 2+Β2+Γ2

Ε ίν α ι ψανερό όχι η σφαίρα και το επίπεδο έχουν κοινά σημεία αν d < R  .Α ν  

d >R δεν έχουν κοινά σημεία . θέλουμε να βρούμε τ ι  ε ίν α ι η τομή (κο ινά  ση

μεία)  της σφαίρας και του επιπέδου όταν υπάρχει ; Σύμφωνα με όσα είπαμε στην 

αρχή αυτού του κεφαλαίου , η τομή ε ίν α ι μια καμπύλη , Τ ι  καμπύλη όμως ;

Ας ε ίν α ι Λ η προβολή του Κ στο (π ) τότε το Λ ε ίν α ι ένα σταθερό σημείο 

θέτουμε |KA |=d(K ,n)=d . Αν Ρ ε ίν α ι ένα κοινό σημείο σφαίρας και επιπέδου 

τότε : | Λ Ρ | 2=|ΚΡ |^- |ΚΛ |2 , από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΛΡ . Έ τ σ ι :  |A P |2=R2-d2
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Βλέπουμε λοιπόν ό τ ι τα κοινά σημεία σφαίρας και επιπέδου , ανήκουν στο (π) 

και απέχουν από το Λ σταθερά απόσταση ίση με Μ  -d2 . Έ τ σ ι  τα κοινδ ση

μ εία  ε ίν α ι μια περιφέρεια κύκλου στο επίπεδο π με κέντρο Λ , αχτίνα 
ρ = Λ Ώ . Βλέπουμε ό τ ι για d>R η περιφέρεια ε ίν α ι φανταστική (δεν υπάρ

χουν κοινά σημεία) . Αν d = R τότε η περιφέρεια εκφυλίζετα ι σε ένα σημείο , 

δηλαδή σφαίρα και επίπεδο έχουν ένα μόνο κοινό σημείο . Σ ’ αυτή τη π ε ρ ί 

πτωση λ έ μ ε  ό τ ι  το ( π )  ε φ ά π τ ε τ α ι  της  σφαίρας  στο μόνο' κο ιν ό  σ η 

μ ε ί ο  , το οποίο  λ έ γ ε τ α ι '  σημε ίο  επαφής του' (.π) . Παρατηρούμε ότι 

όταν το (π) εφάπτεται της S στο Ρ τότε το ΚΡ διάνυσμα ε ίν α ι κάθετο 

στο επίπεδο . Τέλος αν d<R τότε η σφαίρα και το επίπεδο έχουν τομή μια 

περιφέρεια κύκλου με αχτίνα p=/R2-d2 . Γ ια  να βρούμε τ ις  συντεταγμένες του 

κέντρου Α αυτής της περιφέρειας αρκεί να βρούμε τη τομή του (π ) με την 

ευθεία (ε )  από το Κ που ε ίν α ι κάθετη στο (π) δηλαδή την :

. i i i  -  y -g  _ z -γί ε )  . -a------- β-------ρ -

Στη συνέχεια θα βρούμε την εξίσωση του επιπέδου , που εφάπτεται της σφαί 

ρας'με εξίσωση :

(8 )  ( x - a )2+ (y -£ )2+ (z -Y )2 = R2 ,

στο.σημείο, της ρο^*0’ ^0, ζ (Ρ *

Εφαπτόμενο ε π ί π ε δ ο  σφαίρας  . Αν Κ (α , β , γ )  είνα τ το κέντρο της 

σφαίρας κατ (π ) to εφαπτόμενο επίπεδο στο pq(Xq »yQ*z ô  ’ τ6τε τ0 ^  περ" 

νά από το PQ Kat s iv a t  κάθετο στο KPq . Η εξίσωση του (π ) , σύμφωνα με
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όσα εκθέσαμε στη σελίδα 61 ε ίν α ι :

Ο )  <*-xoM x o-a W y - y o ^ y o " & H z - z 0 ) ( z 0-Y ) = 0

όπου P(x»y»z)  e t va t  τυχαίο σημείο του (π) , Αυτό συμπεραίνεται από την :

ρ7 ·Κ Ρ ο = ° .

Από την (9 ) παίρνουμε θέτοντας : x - x Q= ( x - a ) - ( x Q-a) , y -y Q* ( y - 3 ) - ( y Q-0)  

και 2 -ζ0 = ( ζ - γ ) - ( ζ 0-γ)  ότι  :

( χ - α ) ( χ 0- α ) - ( χ 0- α ) 2+ {γ - β ) ( γ 0- β ) - ( γ 0- β ) 2+ ( ζ - γ ) ( ζ 0- γ ) - ( ζ 0- γ ) 2 =0  ή

(10)  (x-a)(x0-a)+(y-e)(y0-B)+(z-Y)(z0-y) = R2 ,

2 2 2 2αφού (Xg-a) +(yg“ B) +(zq-y) * R  . Έ τ σ ι  η (10)  ε ί ν α ι  το επίπεδο που εφάπτε

τα ι της (7 ) στο P(^x 0 , y 0 ’ z0  ̂ ·

' Οταν π σφαίρα___S____ δ ί ν ε τ α ι  με την  α ν α λ υ τ ι κ ή  τη ς  ε ξ ί σ ω σ η ς

( 1 1 )  x2+y2+z2+Ax+By+rζ+Δ * 0 ,

πο ι ά  ε ί ν α ι  π ε ξ ίσωση του εφαπτόμενου ε π ι π έ δ ο υ σ το___ P Q ( x Q , y 0> z Q)

Η κανονική εξίσωση της σφαίρας ε ί να ι  σ ’ αυτή τη περίπτωση ,

Εφαρμόζοντας την (10)  έχουμε γ ια  την εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου :

(χ+ | ) 2 +(y+ | ) 2 + ( z + £ ) 2 Α2+Β2+Γ2-4Α
4

( χ + 1 ) ( χ0+ £> +(y+ f ) (y0+ 1 )  +(z+ J )  (z0+ vj )  = *Α2+Β2+Γ2-4Δ
4
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ή κάνοντας πράξεις

(12) xx0 + yyo + zzo + i  (·χ+χο^+ Ι  (y+yo^+ ί  Cz+z0)+a = o

Η (12 ) ε ίν α ι  η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου στη σφαίρα με εξίσωση 

την 0 1 )  .

Πριν προχωρήσουμε σε ένα ενδιαφέρον πρόβλημα , ας θυμηθούμε μ ια  ενδια

φέρουσα διαδικασία από τα μαθηματικά του Λυκείου (κο ίτα ξε και πρόβλημα 4 .1 .2 . )

• 2 2
Κατάσταση : Δ ίν ετα ι η έλλειψη + ^7  s1 KQt ν̂α σΠΜεΙ·ο po x̂O’ y Ô

or bz
στο εξωτερικό μέρος της έλλειψης . Από το Pg φέρνουμε τ ις  δύο εφαπτόμενες 

της έλλειψης .  Ο Ι  οποίες εφάπτονται στα σημεία P j f X j . y j )  ,  Ρ2( χ2»^^ · ^η-

Β ; r

Η εξίσωση της ευθεία ς P j PQ , αφού ε ίν α ι εφαπτόμενη στο P j ,  ε ίν α ι η

χχ
Ο)

1
Ρ1Ρ0 : ~~Ύ + =1α b



H (i) ε π α λ η θ ε ύ ε τ α ι  απά το σ ημείο PQ

0 0  = ,j r -  ' Γ2α b

Όμως η ( ϋ )  δηλώνει ότ ι το σημείο Ρ̂  

εξίσωση tn v  :

Έ τ σ τ  έχουμε

βρίσκετα ι πάνω στην ευθεία  ( ε )  με

( ε ) 1

Με τον ίδ ιο  ακριβώς τρόπο δείχνουμε ότι και το σημείο Pg βρίσκετα ι πάνω 

στην ( ε )  . Έ τ σ ι  η εξίσωση της P^Pg ε ίν α ι η εξίσωση (ε )  .

Ανάλογο πρόβλημα έχουμε και γ ια  τη περίπτωση της σφαίρας .

Πρόβλημα . Δ ίν ετα ι μια σφαίρα S με εξίσωση : (χ -α )2+ (γ -β )2+ (ζ - γ )2 = R2 

και ένα σημείο ρο^χΟ’^0’ ζΟ̂  στο E ÛTePLK0 τπς . Από το σημείο PQ μπορού

με να φέρουμε πολλά επίπεδα που εφάπτονται της σφαίρας .  θα δείξουμε ότ ι τα 

σημεία επαφής αυτών των επιπέδων ε ίν α ι πάνω σε ένα επίπεδο και μάλιστα σχη

ματίζουν μ ια  περιφ έρεια  κύκλου .

Ας ε ίν α ι P ^ x ^ . y ^ z ^ )  το σημείο επαφής ενός επιπέδου (π ) από το Pq ^ O ’ ^O’ ^



Η εξίσωση αυτού του επιπέδου , σύμφωνα με την C10) είναι, η :

(13) : Cx- α ) (x^ a J+ C r-P )C y 1-3 )+ (z -Y )( .z i -Y ) = R2

Όμως το (π ) περνά Kat από το σημείο Pg , άρα θα έχουμε :

( 1 4 )  · :  (χ0-α )(χ 1-α )+ (γ0- 3 ) (γ 1-β )+ (ζ0- ν ) ( ζ 1-γ ) - R2

Η (14) μας λ έγ ε ι ότι το σημείο Ρ̂  (,X |*y j *Ζ1 ) £ iv a t  πάνω στο επίπεδο με ε ξ ί 

σωση :

(15 ) : (χο-α )(χ -α )+ (γ ο-0 )Γ γ -0 )+( ζ ο- γ ) (ζ - γ )  = R2

Έ τ σ ι  όλα τα σημεία επαφής ε ίν α ι πάνω στο επίπεδο με εξίσωση την (15 ) . Όλα

λοιπόν τα σημεία επαφής ε ίν α ι η τομή της σφαίρας με το επίπεδο (14) ,  ε ίν α ι 

δηλαδή μια περιφέρεια κύκλου .

Ορ ι σ μ ό ς  : Όταν δοθεί μια σφαίρα S με εξίσωση: (x-a)2+(y-0)2+(z-Y)2*R2 

και ένα σημείο ρο̂ ·χο*·^0*ζ 0̂  X̂L avaYKa(rcLK  ̂ "άνω ϋ*ην S τότε το επίπεδο 

με εξίσωση την

(xo-a)(x-a)+(yor3)(y-0)+(zo-y)(zr.Y) = R2

λέγετα ι π ο λ ι κ ό  ε π ί π ε δ ο  του Pg ως προς την S .

' Παρατήρησή; . Αν _το σημείο Pg ε ίν α ι πάνω στην S τότε το πολικό ε π ί

πεδο του Pg ως προς την S ε ίν α ι το εφαπτόμενο επίπεδο της S στο Pg .

Αν το Pg o iv a t  στο εξωτερικό της σφαίρας , τότε το πολικό επίπεδο του Pg 

έχ ε ι  τη γεωμετρική σημασία που μόλις εκθέσαμε στο προηγούμενο πρόβλημα , Αν 

to σημείο PQ ε ίν α ι στο εσωτερικό της σφαίρας ,  τότε το πολικό επίπεδο του
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Pq δεν μπορούμε να το ερμηνεύσουμε γεωμετρικά , όπως προηγούμενα .

Δύναμη σ η μ ε ί ο υ  ως προς' σφαίρα . θεωρούμε τη σφαίρα S με εξίσωση : 

( χ - α ) 2+ ( γ - β )2+ ( ζ - γ ) 2 = R2 , κέντρου Κ (α ,β , γ )  και αχτίνας R . Γ ια  τυχαίο ση

μείο Ρ()(χο»^ο, ζ θ) του χώρου ° Ρ ίζου ε̂ :

(16) A(Po ,S) = (xo- a ) 2+( V 0)2+(zO_v)2- r2

Η ποσότητα Δ ( Pq , S )  λέγετα ι δύναμη του σ η μ ε ί ο υ ___ PQ___ως προς τη σ φ α ί -

ρα____S .

Παρατηρούμε όχι : A(Pq , S )  = |PqK | -R . Έ τ σ ι  η δύναμη ε ίν α ι θετ ική  , αν 

η απόσταση του Pq από το Κ ε ίν α ι μεγαλύτερη του R (δηλαδή το Pq ε ίν α ι  

στο εξωτερικό της σφαίρας) , αρνητική αν η απόσταση του Pq από το Κ ε ίν α ι  

μικρότερη του R (δηλαδή το PQ ε ί ν α ι  στο εσωτερικό της σφαίρας) κα ι ε ίν α ι  

μηδέν αν το PQ ε ίν α ι πάνω στη σφαίρα ,

2 2 2Ε ι δ ι κ ά  αν S : χ +y +ζ +Ax+By+fz+A = 0 , τότε

A(P0,S) = (Χ0+ j ) 2 * < v  ! > 2+< ν  2 )2 - ~ ~ —  ‘  χο+*ο+ζο+Αν 6ν Γ ν Δ

Γεωμ ε τ ρ ι κ ό ε ρ μ η ν ε ί α  τ η ς  δύνομης Ξέρουμε ότι : 0(Pq,S)= |PqK|2-R2

σχήμα 1
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Όταν το σημείο ε ί ν α ι  στο.εξωτερικό (σχήμα 1) τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 

||Ρ 0ΛΚ έχουμε : A(PQ, S ) = | P qA | 2  .

' Ο U A  ρ

Όταν το σημείο e tva t στο εσυτερτκό (σχήμα ? )  τότε 0 {P q ,S )= - | Ρ^Λ | = - 1V I

Μ Ιϊ * -  ,  όπου ΜΛ ε ίν α ι μια χορδή κάθετη στο PQK

Ορισμός  . Δίνονται δύο σφαίρες και S2 - Λέγεται ρ ι ζ ι κ ό  ε π ί π ε δ ο  

των S j . Sg  το σύνολο των σημείων (ο γεωμετρικός τόπος) που έχουν ίδ ια  δύναμη 

ως προς τ ις  δύο σφαίρες .

Παίρνουμε δύο σφαίρες : S^:x^+y^+z^+AjX+B^y.+r^z+A^ » 0

S2: x 2+y2+z2+A2x+B2y+ r2z+A2 =0

Ας ε ίν α ι Po^x 0 , y O, z Ô  ένα σημε1’0 του χώρου * έτ σ ι 60X6 

- A(,Ρq»-Ŝ ) -  A(PqsS^)

ΐότε : XQ+y § +4 +A1x 0+Bl V r i z0+^  s X 0+yO+zO+A2xO+B2y O+ r2z O+A2 
ή · . ■  ·

CAi "Ag} ^ i ““ B2 )^ο+( Γ ̂  2  ̂  = 0



Έ τ σ ι  κάθε σημείο P ( x , y , z )  του χώρου,που έ χ ε ι  Ιδτα δύναμη ως προς τ ι ς  S j 

κα ι S2 ικα νο π ο ιεί την εξίσωση :

(17) (ΑΓ Α2 )χ+(Β1-Β2)χ+(Γ5-Γ2 )ζ+(Δ1-Δ2) = 0

Υ π οθ έτ ου με  ό τ ι  ( Α  ̂ ,Β^ , Γ  ̂ ) ^ ( Α 2 , Β 2 >Γ 2 ]__ , δηλαδή ό τ ι  ο ι  δεν

ε ί ν α ι  ο μ ό κ ε ν τ ρ ε ς  . Τότε η εξίσωση (17)  παριστάνει ένα επίπεδο , το οποίο 

ονομάσαμε ρ ι ζ ι κό  επίπεδο .

Πάνω στο ρ ι ζ ικό  επίπεδο βρίσκονται και τα σημεία που έχουν δύναμη μηδέν 

και ως προς τ ις  δύο σφαίρες S^,S2 . Τα σημεία όμως που έχουν δύναμη μηδέν 

και ως προς τ ις  δύο σφαίρες ε ί να ι  τα σημεία τομής των και S2 . Έ τ σ ι  τα 

σημεία τομής των και $2 ε ί ν α ι  πάνω στο ρ ι ζ ικό  επίπεδο . Επειδή όμως η 

τομή σφαίρας και επιπέδου ε ί ν α ι  περιφέρεια κύκλου , συμπεραίνουμε ό τ ι : Αν 

δύο σφαί ρ ε ς ___ S  ̂ κα ι  S 2 τ έ μ ν ο ν τ α ι  τ ό τ ε  η τ ομή του ς  ε ί ν α ι  π ε ρ ι φ έ 

ρ ε ι α  κύκλου .

Είμαστε τώρα σε θέση να δείξουμε τη μοναδικότητα της σφαίρας (7 ) στο παρά

δειγμα 1 , σελίδα 96. Πραγματικά αν υπάρχουν δύο σφαίρες S j και S2 που 

περνούν από τα »^2*Ρ3*^4 τ<̂ τε αυτ ζ̂ λ ύ ν ο ν τ α ι σε μια περιφ έρεια  κύκλου 

και τα Ρ1*Ρ2»Ρ3 ,Ρ4 θα ήταν σημεία αυτής της περιφέρειας , σαν κοινά σημεία 

των S^,S2 . Τότε όμως τα Ρ1>Ρ2»Ρ3 ,Ρ 4 θα τ̂αν συνεπ ·̂πεΕ*α σημεία , που ε ίν α ι 

άτοπο

Παρατήρηση . Έχουμε δ ε ι ότι μια ευθεία στο χώρο περιγράφεται με δύο 

εξισώ σεις (τομή δύο επιπέδων) . Το ίδ ιο μια περιφέρεια  στο χώρο παριστάνεται 

με δύο εξισώ σεις (τομή σφαίρας και επιπέδου) ή (τομή δύο σφαιρών) .
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Δέσμη σφαιρών : θεωρούμε δύο σφαίρες S1>S2 με ε ζ ισι σ̂ει-ζ :

5 1 : (1 ) Σ ^ Χ , γ , ζ )  = Ε1(χ 2+γ2+ζ2)+Α1χ+Β1γ+Γ1ζ+Δ1 = 0

52 : (2) r 2Cx,y,z) = E2(x2+y2fz2)+A2x+B2y+r22 Δ2 = 0 »

όπου X j f x . y · , * }  , I 2 CX,y»z)  είναι, τα πρώτα μέλη των (1 ) καί (.2) αντίστοιχα . 

Οι S j , S 2 μπορούν να ε ίν α ι και επίπεδα (δηλαδή σφαίρες με κέντρα στο άπειρο) · 

γ ια  Ε^=0 ή Ε2=0 .

θεωρούμε την εξίσωση :

(3 ) A ^ C x . y . z J + A ^ C x . y . z )  =0 με CA1 , λ 2 )^ ί0 , 0 )

Η (3)  γράφεται ως :

(λ 1 ^ + λ2Ε2) ( x 2+y2f z 2)+ (A 1Al+A2A2 )x+(Al B1+A2B2)y+(A l r  1+λ2Γ ̂ ζ + λ ^ + λ ^  = 0

και παριστάνει σφαίρα.(Αν λ^Ε^+λ2Ε2=0 , παριστάνει επίπεδο : δηλαδή σφαίρα με 

κέντρο στο άπειρο) . Έ τ σ ι  η (3 ) παριστάνει σφαίρα , που περνά από τη τομή των 

S^,S2 . Πραγματικά η (3 ) επαληθεύεται από τα κοινά σημεία των S^,S2 , αφού 

για τέτοια σημεία ισ χύ ει Σ1 ( . x , y , z )=22( x , y , z ) = 0  .

θα δείξουμε τώρα ότι κάθε σφαίρα S που περνά από τη τομή των S j , S 2 

έχε ι  εξίσωση της μορφής (3 ) . Πραγματικά , ας ε ίν α ι  Po^x 0 ,y 0 , z 0̂  ένα σΓ·μ ε*·° 

της S που δεν ανήκει στη τομή των S j και S2 . Τότε η εξίσωση

( 4 )  - Σ 2 t x Q » 2 q ) Σ 1 ( * » y » ζ ) + Σ J  ( x 0 » y 0 » ζ ο ) ^ 2 ( x  » y » ζ )  ~  ®

ε ίν α ι της μορφής (.3) και συνεπώς π ερκπ ά νει σφαίρα [Προσοχή : Τα (x 0 »y o*ζ 0̂  * 

Σ2( χ0^ ο ,ζ 0) ε ίν α ι  αριθμοί όχι Kat ο ι δύο μηδέν , αφού το [Xq . / q» ^ )  δεν ε ^ναί 

σημείο στη τομή των S j , S 2) . Η σφαίρα με εξίσωση την (4 )  περνά από το



P0^x 0 ’ y 0 , z 0̂  (.ν*.οτ£; )  καθώς Kat από τη τομή των ,S 2 ( γ ι α τ ί ; )  . Έ τ σ ι  π 

σφαίρα με εξίσωση την (4 ) πρέπει να ε ίν α ι η S .

Σ υ μπέρασμα : Η ε ξ ί σ ω σ η  ( x . y . z j ' + A o S g C x ^ r Z j a Q ___μιε

(λι_»_λ2 ) ^( °  » ° )  μος δ ί ν ε ι  ό λ ε ς  τ ι ς  σ φ α ί ρ ε ς  που περν ούν  από τη τομή 

των S  ̂ , S ο___κ α ι  μόνο α υ τ έ ς . Το σύνολο αυτών των σφαιρών λέγετα ι δέσμή σφαΐ{

Το παραπάνω συμπέρασμα μας βοηθάει , όταν θέλουμε να αντιμετωπίσουμε 

προβλήματα σε σφαίρες . Γ ta μεγαλύτερη διευκρίνηση δίνουμε ένα παράδειγμα .

Παράδ ε ι γ μ α  : Παίρνουμε τ ις  σφαίρες S ^ , ω ς  :

S j : x 2+y2+z2-2y-4z-40 = 0 

S2 , x 2+y2+z2-4 x-2 y -2 0 = 0

θέλουμε να βρούμε μια σφαίρα που περνά από τη τομή των S j , S 2 καθώς κα ι από 

σημείο 0 ( 0 , 0 , 0 )  . Η εξίσωση της σφαίρας που ζητάμε θα ε ίν α ι της μορφής :

( * )  λ̂  ( x 2+y2+z2- 2 y - 4 z - 4 0 ^ 2 (x 2+y2+z2-4x-2y-20 ) = 0

Επειδή θέλουμε να περνά και από το 0 ( 0 , 0 , 0 )  θα πρέπει να ισ χ ύ ε ι : 

λ^(-40)+λ2 (-20)=0 ή 2λ1+λ2*0 . θέτοντας στην ( * )  συμπεραίνουμε ό τ ι η σφαίρα 

που ζητάμε έ χ ε ι  εξίσωση την

x 2+y2+z2-8x-2y-4z =0

Ερώτημα : Αν δεν ξέραμε τη διαδικασία της δέσμης σφαιρών , πως θα 

αντιμετωπίζαμε το παραπάνω πρόβλημα ; (κο ίτα ξε σελίδα 95, παράδειγμα 1) .
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Α σ κ ,ή σ ε ις  στη, σφαίρα ·,

1.  Να βρεθεί εξίσωση σφαίρας που περνά από τη τομή των σφαιρών : 

x 2+y2+z2-x+y-z-1»0 ,  Sg : x 2+y2+z2r 2x-y+z-2=0 και το σημείο Ρ0 ( 1 , 1 , 1 ) .

31 2.  Να βρείτε την εξίσωση σφαίρας που έ χ ε ι το τμήμα ΑΒ διάμετρο , όπου 

Α ( 5 , 2 , - 1 ) και Β ( - 3 , 4 , 7 )  .

3 .  Μια σφαίρα εφάπτεται του επιπέδου 2x-y+2z+3=0 και έ χ ε ι  κέντρο το 

Κ (3 ,1 ,5 )  . Να β ρ είτε την αναλυτική της εξίσωση .

4 . Να β ρείτε τη σφαίρα που περνά από τη τομή τη σφαίρας
9 9 9S] : χ +y +ζ -4x-6y-8z-30=0 και του επιπέδου (π ) : x+y+z=1 κα ι από το 

I σημείο ( 4 , 3 , 3 )  .

? 2 25 .  Δ ίνετα ι η σφαίρα S1 : χ +y +ζ -4x-6y+8z-21=0 και η ευθεία

(ε )  : χ = ( 2 , 3 , 2 ) + t ( 1 , 0 , - 1 )  . Να βρείτε τα σημεία τομής καθώς και τα εφαπτό- 

μενα επίπεδα της σφαίρας σε αυτά τα σημεία .

6 . Να βρεθεί η σφαίρα , που περνά από το σημείο Α ( 0 , 0 , 2 )  και τέμ νε ι 

το επίπεδο Oxy κατά κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων και αχτίνα 1 .

1 2 2 27 . Δ ίνετα ι η περιφέρεια (c ) : ( ζ =£ ·  , χ +y +ζ =1) . Στα σημεία της c
2 2 2φέρνουμε τα εφαπτόμενα επίπεδα της χ +y +ζ =1 , Να δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι όλα αυτά τα 

επίπεδα τέμνονταε σε ένα σημείο , του οποίου να βρείτε τ ις  συντεταγμένες .
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8 . Δ ίνοντα ι ol σφαίρες S, j ,  S2 ως :

S , :  Σ , ί χ , γ , ζ )  = E l (x 2+y2+z2 )+A1x+B1y+ rl z+fll  =0 ,  E^O

S 2 : S2( x , y , z )  = E2( x 2+y2+z2)+A2x+B2y+ r2z+A2 = 0 , E^ O  .

Όταν αυτές τέμνονται τότε η τομή τους ε ίν α ι κύκλος πάνω σε ένα επίπεδο ,  το 

οποίο λέγετα ι ρ ιζ ικ ό  επίπεδο . Το ρ ιζ ικ ό  επίπεδο ε ίν α ι  λοιπόν μ ια  σφαίρα (με 

κέντρο στο άπειρο) , που περνά από τη τομή των S j , S 2 , Πως θα γράφουμε την

εξίσωση του ρ ιζ ικ ο ύ  επιπέδου με τη μορφή :

λ^Σ  ̂( χ , γ , ζ ) + λ 2Σ2 ( χ , γ , ζ )  = 0 ;

( Υ π ό δ ε ι ξ η  :  Δοκιμάστε για  λ ρ Ε 2 κα ι A2=-Ej ) .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ III ΑΛΛΑΓΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ· -

ΕΙΔΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ .

ι to 

(με

1 Αλλαγή'  α υ σ ΐ ή μ α ΐ ο ς  Σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  .

Πολλές φορές στην αναλυτική γεωμετρία ε ίν α ι σκόπιμο να μεταβαίνουμε 

ιπό ένα σύστημα συντεταγμένων σε άλλο . Έ τ σ ι  για  να μεταφέρουμε ένα πρόβλημα

ιπό ένα σύστημα συντεταγμένων σε άλλο ένα , πρέπει να ξέρουμε πως σχετίζονται
·* . . ,

ι  συντεταγμένες ενός σημείου- Ρ ως προς το ένα σύστημα ,  με τ ις  συντεταγμέ- 

'ες του ίδιου σημείου ως προς το άλλο σύστημα . Οι εξισώ σεις με τ ις  οποίες 

(βρίσκουμε τ ις  συντεταγμένες ενός σημείου ως προς ένα σύστημα ,  όταν ξέρουμε 

τ ις  συντεταγμένες του ως προς άλλο ένα σύστημα λέγονται μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ο ί  

των συντεταγμένων  . Η αναγκαιότητα μετάβασης από ένα σύστημα συντεταγμένων

σε άλλο , βασίζεται στο γεγονός ότι σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων η εξίσωση 

που ιίεριγράφει ένα πρόβλημα ή γεωμετρικό'σχήμα κ , λ .π .  μπορεί να ε ί ν α ι  απλού- 

στερϊι  ̂ Γ id  παράδειγμα , όταν ένα σχήμα έ χ ε ι κέντρο συμμετρίας ή άξονα συμμε

τρ ίας η μελέτη του γ ίν ετ α ι απλοΰστερη αν διαλέξουμε γ ια  αρχή το κέντρο συμ

μετρίας και γ ια  έναν από τους άξονες συντεταγμένων , τον άξονα συμμετρίας . 

(Πόσο απλή ε ίν α ι η εξίσωση σφαίρας με κέντρο την αρχή των συντεταγμένων ί )  .

2 . Μ ετασχηματιαμο  ί  · συ ντ ετ αγμ ένω ν  .

θα κοιτάξουμε μετασχηματισμούς συντεταγμένων γ ια  ορθογώνια συστήματα μιας 

και χρησιμοποιούνται περισσότερο .
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α) Παράλληλη μεταφορά . Παίρνουμε δύο συστήματα συντεταγμένων

{OiXo.yô o5 KCU {0’ ;V W  έτ£Η ώστε : V*o * Yosyo K0L ζο=2ο * Δύ0
τέτοια  συστήματα λέγονται παράλλη λα  και το ένα λέγετα ι παράλληλη  μ ε τ ά-

Το σημείο Ρ έ χ ε ι  συντεταγμένες ( x , y , z )  στο πρώτο σύστημα και ( Χ , Υ , Ζ )  ως 

προς το δεύτερο . Το δεύτερο σύστημα { 0 ' ε ν̂αι  τελείω ς καθορισμέ

νο όταν ξέρουμε τ ις  συντεταγμένες του θ ' .  Ας ε ίν α ι 0 ’ ( α , 3 , γ )  . Έχουμε :

0Ρ = 00'+Ο'Ρ 

ή

xxo+yyo+zio=α V 0 V γ V χ V γ V  ζ ζο

ή λόγω της παραλληλίας (XQ = ’ Υ0 * y 0 ’ ζο “  ζ 0̂

xxo+yV zzo= (a+x)x0+(3+Y)y0+(v+z)i0 
ή



-113-

flio * |C 1 ) {  x = X+q ,  y  = Y+0 , z = Z+y  }

icro- |ΓΟ μοια έχουμε

'(2) {  X = χ-α , Υ = y -β , Ζ * ζ-γ }

ι  Π )  και C2) ε ίν α ι ο ι μετασχηματισμοί συντεταγμένων στη παράλλήλημεταφορά 

ας δίνουν τ ι ς  συντεταγμένες ενός σημείου στο ένα σύστημα όταν ξέρουμε τ ις  

συντεταγμένες του σημείου στο άλλο σύστημα .

β ) Στροφή. . Όταν δύο συστήματα έχουν κοινή αρχή, λέμε ότι το ένα  σύ- 

στημα ε ί ν α ι  στροφή του άλλου (συνήθως μιλάμε γ ια  στροφή ,  όταν ε ίν α ι

κα ι τα δύο δεξιόστροφα ή αριστερόστροφα) . θα βρούμε τους μετασχηματισμούς

V

’j-

συντεταγμένων με' μόνη: τη προϋπόθεση ό τ ι τα συστήματα έχουν κοινή αρχή . Αν 

ξέρουμε τ ις  γωνίες που κάνουν τα Xq»Y0»Zq με τα Xq . Y q . Z q τότε το σύστημα 

{ 0 ; Xq , Yq , Zq> ε ίν α ι τελείω ς καθορτομένο . Επειδή η τριάδα (Xq. Y q . Z q) ε ίν α ι 

βάση έχουμε :



(3)
W o + W V o  
V ¥ o  + W ¥ o  

20 = Y1 V  W V o

κατά μονοσήμαντο τρόπο , όπου (α^,α2 ,α3 ) τα συνημίτονα κατευθύνσεως του XQ, 

( 3 1 f32 »33 ) τα συνημίτονα κατευθύνσεως του Yq κατ ( υ ^,υ 2 >υ 3 ) τα συνημίτονα 

κατευθύνσεως του 2g (κο ίτα ζε σελίδα 26) . Πραγματικά , αν <p s M xq»Xq) χό- 

τε από τη πρώτη των (3 ) παίρνουμε : Xg*x0 = a  ̂ ή |XQ| | x Q| cos φ = α̂  ή

cos(p = a<| . Ό μοια γ ια  τους υπόλοιπους συντελεστές . Έ τ σ ι  η γνώση των 

α^,Θ^Υ^ ( i e1,2,3) μας καθορίζει πλήρως το σύστημα { 0 ;  Xq /Yq . Z q) ,  Τώρα 

το τυχαίο σημείο Ρ έχ ε ι συντεταγμένες ( x , y , z )  στο ένα σύστημα και ( Χ , Υ , Ζ )  

στο άλλο . Έ τ σ ι  παίρνουμε :

ΟΡ = ΟΡ

χ V  y γ0+ 2 *0 = Χ Χ0+ Υ V  Ζ "Ζ0
(3 )

Άρα

(4 )

= X(a1xo+a2yo+a3Zo)+Y(31xo+32yo+03i O)+Zivl V Y2yO+Y3zO)

» (a1X+3lY+VlZ)x0+(a2X+32Y+V2Z)y0+(a3X+33Y+Y3Z)£0 *

χ = α 1Χ+31Υ+Υ) Ζ 

y  = a 2X+32Y+y2Z 

ζ = α3Χ+33Υ+Υ3Ζ

Όμοια επειδή ( γ ια τ ί  ; )
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(.5)

V  W W Yi zo

l Q = a3 V 33 V Y3Z0

παίρνουμε

C.6)

X *a^x + a ^y *  a^z 

Y = 01x+  02y  + 03z 

Z= V ^+  Vzy  + V3z

Ol (4)  και (.6) ε ίν α ι ο ι μετασχηματισμοί συντεταγμένων . 0 παρακάτω πίνακας

X y ζ

X α1 α2 α3
Υ *1 *2 ?3·
Ζ *1 * *

< ΓΟ γ3

0οηθάει την απομνημόνευση . Στη πρώτη γραμμή 0άζουμε τα συνημίτονα κατεύθυν

σης του Xq ,  στη δεύτερη του YQ και στπ τρ ίτη  του ZQ .  Τότε στη πρώτη 

στήλη ε ίν α ι τα συνημίτονα κατεύθυνσης του x Q στο { 0 ; X 0 , Y q , Zq}  ,  στπ δεύτε

ρη στήλη του . y Q κα ι στη τρ ίτη  του Ig  . Μια ματιά σ τ ις  ( 4 ) , ( 6 )  και το π ί

νακα μας δ ίν ε ι το μνημονικό κανόνα .

γ ) Γ ε ν ι κ ή  περ ί πτωση  . Συνδυάζοντας τ ι ς  ία ) και (0 )  μπορούμε να 0ρού- 

με τους μετασχηματισμούς συντεταγμένων στη γεν « ή  περίπτωση (σχήμα) ,  όπου 

το σύστημα με τους διακεκομμένους άξονες ε ίν α ι ένα ενδιάμεσο σύστημα παράλλη

λο προς το {0 ‘, x 0 , y 0 ,Z g } .
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' EtOL με βάοει τα προηγούμενα αν 

^0=( γ1 , ν 2 , ν 3̂  έΧ °υΜε ό τ ι :

(7 )

και

χ = α+ Oj X+Pj Y+Yj Z 

y * β+ α2Χ+β2Υ+Υ2Ζ 

ζ = γ + α3Χ+β3Υ+γ3Ζ

( 8 )

X * α1 (χ-α)+α2(γ-β)+α3(ζ - γ )  

Υ = β1 (χ -α )+β2 (γ-β)+β3 (ζ -γ ) 

Ζ = γ 1(χ-α)+ν2(γ-β)+ γ3 (ζ -γ )

Εφαρμογή στο επΕπεδο
I

■ ε
: ί

r
X
1 i

• Γ

α)  Παράλληλη μεταφορά
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Λ

V

ο

ν

, * = * ·

— i d L .  y
ο'β/,μ Α

(9 )
ί χ = Χ+α 
ί y  = Υ+3

(10) X II X 1 Q

( Υ = y - 0

0 )  Στροφή

V "V
\
\
\
Λ «θ'·

9> V
\

·»

A V -C>

Άρα : 

( 11)

Χ0 · cos φχ0 + s in  v y Q 

Ϋ0 —-s in  φΧρ +cos φ Zq

χ = X cos φ - Υ s in  φ 
y  = X s in  φ + Υ cos φ

και

( 12) X * χ cos φ+ y  s in  φ 
Υ= - x s i n  φ + y  cos φ

V)

>

%.

Γ ε ν ι κ ή  περ ίπτωση

Ο =e»>

*  (13)

. και 

(14)

( χ *  α+Xcos φ - Υ s in  φ 
| y  = 0+Χ s in  φ+ Ycos  φ

( X = (χ-α) cos φ+ (y - 0 )  s in  φ 
1 Υ = - (x r a )  s in  φ+ (y -0 ) cos φ

Α σ κ ή σ ε ι ς  .

1.  Να αποδειχτούν ο ι σχέσεις  ( 7 ) ' , ( 8 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , ( Ί 3 ) και  (14)  .
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2.  Στο σύστημα { 0 ; x 0 , y 0 . z 0J δ ίν ετα ι η ευθεία  U ):x= y= z  . Να β ρ ε ίτ ε  

τ ι ς  συμμετρικές εξισώ σεις τηζ ευθείας στο σύστημα {0;Xq,Yq ,Zq} ·Ηε ·

’ V * 0 ·0·”  ·

3 . Να βρεθεί π εξίσωση -x+ye 1 στο σύστημα ΟΧΥ .

4 . Δ ίνονται δύο συστήματα Oxyz , ΟΧΥΖ με  κοινή αρχή . Υπάρχουν σημεία

του R3 που έχουν ί δ ι ε ς  συντεταγμένες και ως προς τα δύο συστήματα ; Κοιτά-

ξτε ειδικώτερα τψπερίπτωση όπου Χ0 = ( —  , —  , — ) , Υ0 = ( -  —  » ~  »° )
u /Τ  /3  /3  u /Ζ Λ

Ζ - ( —  —  —  )
° /6  ’ /6  ’ /6

3 , Ε ι δ ι κ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  .

α)  Π ο λ ι κ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  στο ε π ί π ε δ ο  . Ξέρουμε ότι τα σημεία του 

επιπέδου ε ίν α ι σε σμφιμονότιμη α ντιστο ιχ ία  με τα διατεταγμένα ζεύγη πράγματι 

κών αριθμών . Αυτή η α ντιστο ιχ ία  π ετ υ χ α ίν ετ ε  με τη βοήθεια ενός συστήματος 

καρτεσιανών συντεταγμένων { 0 ; Xg , yg }  στο επίπεδο . θα δούμε εδώ άλλο ένα 

τρόπο προσδιορισμού της θέσης ενός σημείου στο επίπεδο . Παίρνουμε μ ια  αρχή 

0 και μια ημ ιευθεία  Οχ από το 0 (σχήμα) με μοναδιαίο διάνυσμα πάνω σ ’ 

αυτή το xQ . Στο τυχαίο σημείο Ρ του επιπέδου αντιστοιχούμε τη δ ιατεταγ-
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*· ♦

---!. ----------1..........
VlfXtCVt YiW'CC

ένη δυάδα πραγματικών αριθμών (ρ ,θ)  με ρ=|ΟΡ| και θ= $ ( xQ,OP) . Η γω-

ία  θ μετράται εδώ πάντα κατά τη θετική φορά (αντίθετη της κίνησης των δ ε ι

ρ=0 αλλά π γωνία θ είνα ι; απροσδιόριστη . Το διατεταγμένο ζευγάρι ( ρ , θ ) . 

πραγματικών αριθμών λέγετα ι π ο λ ι κ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του Ρ » το ρ λέ

γετα ι π ο λ ι κ ή  α χ τ ί ν α  του Ρ και το θ λέγετα ι π ο λ ι κ ή  γωνία ή όρισμα 

του Ρ . Το σημείο 0 λέγετα ι πόλος  και η ημιευθεία  Οχ λέγετα ι π ο λ ι κ ό ς  

άξονας  . Αντίστροφα , σε κάθε διατεταγμένο ζευγάρι, (ρ ,θ)  με pj*0 και 

0 < θ < 2 π  α ν τ ισ το ιχ ε ί ένα μόνο σημείο του επιπέδου με πολική αχτίνα τσ ρ καιSEV

πολική γωνία το θ . θεωρούμε τώρα και ένα σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων 

{ 0 ;x 0 ,y 0> (σχήμα) . Το σημείο Ρ έ χ ε ι ( x , y )  καρτεσιανές συντεταγμένες και

6 %*

(ρ ,θ)  πολικές συντεταγμένες .  θα Βρούμε τους μετασχηματισμούς συντεταγμένων

κτών του.ρολογιού) κα ι 0 < θ < 2 π  . Επίσης 0< ρ<<= . Στην αρχή 0 έχουμε
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Από το σχήμα συμπεραίνουμε αμέσως :

5χ = ρ cosO 

y  = p s in 0

Από τ ις  (1 ) λύνοντας ως προς θ παίρνουμε 

(  ρ = / <2+y2
( 2 )  I

' θ = τοξ εφ £

Οι σχ έσ εις  (1 ) κα ι (2 ) ε ίν α ι ο ι μετασχηματισμοί συντεταγμένων . Οι (1 ) δίνουν 

τ ι ς  καρτεσιανές συντεταγμένες ενός σημείου όταν ξέρουμε τ ις  π ολικές του συντε

ταγμένες . Αντίθετα ο ι (2 ) δίνουν τ ις  πολικές συντεταγμένες αν ξέρουμε τ ι ς  

καρτεσιανές . Οι σ χέσ εις  (1 ) και (2 ) ε ίν α ι χρήσιμες στη μεταφορά ενός προβλή

ματος από πολικές σε καρτεσιανές συντεταγμένες και αντίστροφα . θα εξηγήσουμε 

με ένα παράδειγμα .

Παρατήρηση : Σ τ ις  σχέσεις  (2 ) πρέπει να δοθεί ιδ ια ίτερ η  προσοχή . Αυ

τό ,επ ε ιδ ή  υπάρχουν σημεία που μας δίνουν με τ ις  ( 2 ) ίδ ιε ς  πολικές συντεταγμέ

νες . Γ ια  παράδειγμα τα σημεία ( x ,y )  και ( - χ , -y ) από τ ις  (2 ) φ α ίνετα ι να 

έχουν ίδ ιε ς  πολικές συντεταγμένες . Αυτό συμβαίνει λόγω της ιδιομορφίας τηζ 

συνάρτησης τοξ εφ ^ . Έ τ σ ι  πρέπει να προσέχουμε από τα πρόσημα των x ,y  

ποιά γωνία μέσα στο [ θ ,2π) πρέπει να πάρουμε ►

2 2 2Π α ρ ά δ ειγμ α  1 . Ποιά είναι- π εξίσωση της καμπύλης x +y  =α σε πολικές
4

συντεταγμένες ; Επίσης ποιά ε ίν α ι η εξίσωση της καμπύλης Ρ = s~|7>θ~ σε κσρ"

τεσ ια νές συντεταγμένες ;



Από τ ι ς  (1 ) παίρνουμε : x 2+y2=a2 ρ2 cos* θ+ρ2 s 1 η2 θ=α* ==» ρ= |α | . ■<."
ν.-'ΐ-ί v T iS;' ' . · ··.·-**. V.tVr

Λ Ο 2 1·'·"'
Έ τ σ ι  σε πολικές συντεταγμένες , η εξίσωση x*+y =α παίρνει την απλή μορφή'.-Χ>·/;. /_* - /‘>cr»*?0. * ·
ρ= α Οτι παριστάνει ; )  . ''«Τ-Μ**·

(Π (2Γ r j - 2
• A - . . .   ̂ 2ρ - y  = 4 --=»-■ >■ 2 / x*+y* - y=4Από-την ρ -  27 είηθ 2ρ - ρ s in  θ=4

-= N > .2 /x 2+y2 = y+4 =*> 4x2+3y2-8 y- l6  = 0 . Έ τ σ ι  η καμπύλη Ρ -  2_ s in Q *
2 2σε καρτεσιανές συντεταγμένες έ χ ε ι εξίσωση την : 4χ +3y -8y-16 = 0

β )' Κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  . θεωρούμε ένα καρτεσιανό σύστημα 

συντεταγμένων { 0 ;x 0 , y 0»z0 > (όπως στο σχήμα), ώστε στο Oxy επίπεδο ,  το Ο 

να. ε ίν α ι ο πόλος και ο άξονας Οχ να ε ίν α ι ο πολικός άξονας .  Έ τ σ ι  σε ένα 

σημείο Ρ του χώρου αντιστοιχούν ο ι καρτεσιανές συντεταγμένες . Α ντισ το ιχεί

όμως και μ ια  άλλη διατεταγμένη τριάδα αριθμών (ρ ,θ ,ζ )  ως εξής : (ρ ,θ ) ε ί 

να ι ο ι πολικές συντεταγμένες της προβολής Ρ ' του Ρ στο Oxy επίπεδο και 

ζ ε ίν α ι η κατηγμένη του Ρ , Οι συντεταγμένες (ρ ,θ ,ζ )  λέγονται κ υ λ ιν δ ρ ι - . ·  

κ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  του σ η μ ε ίο υ ___Ρ . Οι μετασχηματισμοί συντεταγμένων

δίνονται από τ ις  παρακάτω σχέσεις (3 ) και (4 ) :
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(3)

/ χ = p COS0 

y  = p s in 9  

z = z

(4 )

P = / <2+y2 

θ = τοξ εφ ^ 

z = z

Π α ρ ά δ ε ιγμ α  2 ,  Μια σφαίρα με κέντρο την αρχή κα ι αχτίνα R έχετ ε ξ ί
ρ 2 2 2 *σωση την : χ +y +ζ » R . Ζητάμε να βρούμε την εξίσωση αυτής της σφαίρας σε 

κυλινδρ ικές συντεταγμένες .
ρ ρ ρ ρ

Η χ +y +ζ - R , χρησιμοποιώντας τ ις  (3 ) γ ίνετα ι· :

p2 co s2 θ+ρ2 s in 2 θ+ζ2 = R2 ή ρ2* ζ 2 = R2 

Έ τ σ ι  n p2+z2 = R2 ε ίν α ι η εξίσωση σφαίρας σε κυλινδρ ικές συντεταγμένες .

γ )  Σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  . Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται πως σε 

ένα σημείο P ( x ,y , z )  αντιστοιχούμε μια άλλη διατεταγμένη τριάδα αριθμών .

και 0 = * U O,O P ). Έχουμε :
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* 4

Οκ r  <ί«  

θ £ φ <  2ττ 

0 < θ < it

Η τριάδα Ο ,φ ,Θ Ι λέγονται? α φ α 'ιρ 'ικές  σ υ ν τ ετ α γ μ έν ες  το ιί σ η μ ε ίο υ  Ρ . Ot 

μετασχηματισμόί συντεταγμένων δένονται από τ ις  σχέσ εις  (5 ) και ( 6 ) παρακάτω 

/  x = r s i n 0 cosw

(.5) y  = r  s in  Θ s in  φ 

z = r  cos-θ

(6 )

f r  = / <2+y2+z2 

cp= τοξ εφ .|·

'  θ *  τοξ cos
/ x 2+y2+z2

ο ο ο 2
Παρατήρηση . Από τ ις  (5 ) για  r  * R = σταθερό,παίρνουμε χ +y£+z β R . 

Δηλαδή τα σημεία του χώρου με r  = R = σταθερό ε ίν α ι όλα τα σημεία της σφαίρας 

με κέντρο την αρχή Kat αχτίνα R . Τότε ο ι (5 ί δίνουν :

(7 )

χ * R s in  θ cos φ 

y  * R s in  θ s in  φ 

ζ = R cos θ .

R = σταθερό

από τ ις  οποίες δίνοντας τ ιμ ές  στα φ και. θ παίρνουμε τ ις  καρτεσιανές συν 

τεταγμένες των σημείων τής σφαίρας . Για, το λόγο αυτό ο ι C7) λέγονται κατ 

π α ρ α μ ετ ρ ικ ές · ε ξ ισ ώ σ -ε ις  τή ς  σφ α ίρ α ς α χ τ ίν ά ς  ' Ft r με κ έν τ ρ ο  την

αρχή ·
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Α σ κ ή σ ε ις  .

1. Να β ρ είτε  τ ις  εξισώ σεις των κωνικών τομών σε πολικές συντεταγμένες .

2 . Έ ν α  σύνολο σημείων περινράφεται σε κυλινδρ ικές συντεταγμένες με την εξίσω ση:

2ρ co s0 -3 p  s i ηθ + 3 ζ* 4  . Αφού β ρ ε ίτ ε  την εξίσωσή του σε καρτεσιανές συντεταγ

μένες , να π ε ίτ ε  τ ι  ε ίν α ι αυτό το σημειοσύνολο .*

2 23. Να δ ε ίξ ε τ ε  ότι τα σημεία που ικανοποιούν το σύστημα (x fc+y  ̂= 1 , I

y  = ζ ) ε ίν α ι  τα σημεία μ ιας έλλειψης . ( Υ π ό δ ε ιξ η  . Πως γ ίν ετ α ι το σύστημα I

σε ένα ορθογώνιο σύστημα ΟΧΥΖ , όπου το επίπεδο ΟΧΥ ε ίν α ι  το επίπεδο y=z ; ) .  ;



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  IV : ΕΠΙΠΕΔΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ

θεωρούμε στο επίπεδο ένα σταθερό ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων ■ Oxy 

και ζητάμε να βρούμε τα σημεία P ( x ,y )  τα οποία επαληθεύουν την εξίσωση :

Αυτά τα σημεία θέλουμε να τα σχεδιάσουμε στο επίπεδο και. να πούμε κάτι για . το 

γεωμετρικό σχήμα , που προκύπτει . Πριν προχωρήσουμε σ'αυτή τη μελέτη θά ανα- 

φερθοΰμε σύντομα στη στοιχειώδη θεωρία των κωνικών τομών (κύκλος-έλλειψη-υπερ- 

βολή-παραβολή), ένα αντικείμενο γνωστό από το Λύκειο .

4 .1 . Κύκλος.

0 γεωμετρικός τόπος των σημείων P ( x ,y )  του επιπέδου , που έχουν απόστα

ση R από το σταθερό σημείο Κ (α ,β ) ε ίν α ι μ ια  καμπύλη, που ονομάζεται κύκλος 

με κέντρο Κ k o l  ακτίνα R .

Από την d(P,K)=R παίρνουμε :

Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F = 0 .

ή

(1 ) ( x - a ) 2+ (y-3 ) 2 = R2

/

/

4 ne



Έ τ σ ι  τα σημεία P ( x ,y )  του επιπέδου που επαληθεύουν την εξίσωση ( 1) ε ίν α ι 

τα σημεία κύκλου με κέντρο το Κ (α ,β ) και ακτίνα R . Ε ιδ ικά  γ ια  R=0 ο 

κύκλος εκφ υλίζετα ι στο σημείο Κ (α ,β ) .

Από την (1 ) αναπτύσσοντας παίρνουμε :

x2+y2-2ax-23y+a2+32-R2 =0 .

Έ τ σ ι  τα σημεία κύκλου επαληθεύουν μια εξίσωση της μορφής :

(2 ) x 2+y2+Ax+By+r =0 .

Επειδή όμως κάθε εξίσωση της μορφής ( 2 ) ,  συμπληρώνοντας τα τετράγωνα , γράφε

τα ι και ως :

)2 · * ^  .

συμπεραίνουμε 6t l  : Μια εξίσωση της μορφής (2 ) παριστάνει κύκλο με κέντρο το 

σημείο Κ( - ^ , - )  και ακτίνα R = ^  g- ~4Γ , εφόσον Α2+Β2 ^ 4 Γ  . Ε ιδ ικά

p 2
γ ια  A +Β <4Γ ο κύκλος ε ίν α ι φανταστικός (δεν υπάρχουν σημεία του επιπέδου, 

που επαληθεύουν την ( 2 ) )  .

ο ρ
Παράδειγμα 4 .1 .1 . Η εξίσωση χ +y -8x+4y-5=0 γράφεται και ως :
7  7(χ -4 ) +(y+2) =25 . Έ τ σ ι  λοιπόν ε ίν α ι κύκλος με κέντρο το Κ(4 , - 2 ) κα ι α κ τ ί

να R=5 .

Παρατήρηση 4 . 1 . 1. Τα σημεία P (x ,y )  που επαληθεύουν την ανισότητα :
2 2 2(χ -α ) + (y-3 ) <R ε ίν α ι όλα τα σημεία που βρίσκονται στο εσωτερικό του κύ

κλου ( x - a )2+ (y-3 ) 2 = R2 , αφού η απόστασή τους από το Κ (α ,β ) ε ίν α ι  μικρό
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τερη από το R . Ανάλογα τα σημεία P(x>y) στο εξωτερικό του κύκλου
2 2 2( x - a )2+ (y-3 )2 =R2 ικανοποιούν την ανισότητα (χ -α ) + (y-3) >R .

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με δύο απλά προβλήματα σχετικά με τον κύκλο.

Πρόβλημα 4 .1 .1 . Ας ε ίν α ι Ρ0 (χ 0 »Υ0 ) ένα σημείο του κύκλου : 

( x - a )2+ (y -3 ) 2 = R2 .

θέλουμε να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε )  του κύκλου στο σημείο Pq . 

Η εφαπτομένη (ε )  περνά από το σημείο Pg(Xo,y ô  KaL e v̂aL κάθετη στο διάνυ-

τπς εφαπτομένης ε ίν α ι η : 

( x - x 0 ) ( x 0 - a ) + ( y - y 0 ) ( y 0 - 3 )  = ο  

ή

0 (x - a )- (x o-a)3 (x O” a ;+ *L (y-e )- (yo-0)3 (γ 0“ β)

ή

(3 ) ( x - a ) ( x o- a )+ (y - 3 ) (y o-0 ) =.R2

αφού (x 0- a )2+(yQ- 3 ) 2 = R2 . Έ τ σ ι  η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου 

( x - a )Z+ (y-3 ) 2 = R2 στο σημείο P0 ( x 0 .y 0 ) ε ίν α ι η (3 ) .

Πρόβλημα 4 .1 .2 . θεωρούμε ένα σημείο Ρο (χ < ^ 0 ) στο εξωτερικό του κύκλου 

( x - a )2+ (y-3 )2 = R2 . Κατασκευάζουμε τ ις  δύο εφαπτόμενες του κύκλου από το PQ 

Ας ε ίν α ι P jU j . y j . )  και P2 (x 2 . y 2 ) -*α σημεία επαφής.



θέλουμε να βρούμε την εξίσωση tn c  ευθείας (ε )  που ο ρ ίζετα ι από τα και 

?2 » καθώς και το μήκος του διανύσματος PqP̂  ,  αν ξέρουμε το PQ κα ι τον 

κύκλο .

Η εξίσωση της εωαπτομένης ( ε ^  στο Ρ^( X j ) ε ίν α ι σύμφωνα με την (3 )  :

( * )  ( x - a ) ( x 1-a )+ (y -3 ) ( y 1-0 ) » R2 .

Όμως η (*)  επαληθεύεται και από το σημείο P0 (xQ»y0 ) αιρού η (ε^ ) περνά 

από το Pq . Έ τ σ ι  θα έχουμε :

(* * ) (xo-aM x^ aW yQ -eM yj-B ) - R2 .

Όμως η ( * * )  δ ε ίχ ν ε ι ότ ι το σημείο P j ( X j , y j )  ε ίν α ι πάνω στην ευθεία  ( ε )  με 

εξίσωση την :

(4 ) (x o- a ) ( x - a )+ (y o- 3 )(y - 0 )  = R2 .

Όμοια δείχνουμε ό τ ι το σημείο P g ^ iY g )  ε ν̂α ι π^νω στΓΐν ευθε^α (4 ) . Άρα

η ευθεία που ο ρ ίζετα ι από τα P^.Pg έ χ ε ι  εξίσωση την (4 ) .
Δ

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο P1PQK συμπεραίνουμε ότι
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η

ά

|P0pil =diPo-pi) "^poK!Z-lKPil

= 4 χ ο-α )2*(3'ο-0 )2-κ2 ·

4 .2 . Έλλειψ η .

Λύνονται δύο σημεία Ε | , Eg στο .επίπεδο σε απόσταση 2c (c ^ O ) . 0 γεω 

μετρικός τόπος των σημείων Ρ του επιπέδου , έτ σ ι ώστε το άθροισμα των απο

στάσεων του Ρ από τα Ε̂  , Eg να ε ίν α ι σταθερό 2α , λέγετα ι έλλειψη με 

εσ τ ίες  τα σημεία Ε̂  και Eg .

Ρ

I Ej^Eg | * 2c 

|PE1 | + |P E g j= 2 a

Παρατήρηση 4 .2 .1 . Επειδή , 2a= d (P ,E j)+ d (P ,Eg ) > d (E j,Eg )= 2 c  συμπεραίνου

με ό τ ι : a > c  . Η περίπτωση a*c δ ίν ε ι  εκφυλισμένη έλλειψη , το ευθύγραμμο 

τμήμα E^Eg . Η περίπτωση c=0 δ ίν ε ι  E^=Eg=K kol έτσ ι η έλλειψη ε ίν α ι κύ

κλος με κέντρο το Κ και ακτίνα a .

Id

ότι:

Έ τ σ ι στη συνέχεια θα υποθέσουμε πως a > c >0  . 

θα βρούμε την εξίσωση , που ικανοποιούν τα σημεία της έλλειψης σε ένα 

ε ιδ ικ ό  ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένως Oxy . Σαν αρχή 0 παίρνουμε το μέσο 

του ευθΰγραμμου τμήματος EjEg και σαν άξονα των χ την E jEg  .
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ΡΕ1 Ι + |ΡΕ2 | =2α

E j E2 ! = 2c

Από την | P E j |+ |Ρ Ε2 | = 2α έ χ ο υ μ ε :

( * )  / ( χ + c ) 2+y2 + / {x -c )2+y2 = 2α

ή τετραγωνίζοντας την ( * )  και απλοποιώντας παίρνουμε

✓ fx+c)2+y2 = α + |  χ ,

από όπου και πάλι τετραγωνίζοντας και απλοποιώντας έχουμε ,

2 2 
*_ + Λ ___*1
_2 2 2 1 ’  α α -c

ο ο ο 2 2 2
Θέτουμε τώρα α -c =b (b > 0 ) ή α -b -c παίρνουμε

(5 )
2 2

V J r * ’ ·α b

Η (5 ) ε ίν α ι π εξίσωση έλλειψης σε κανονική θέση ως προς το σύστημα συντετα

γμένων (δηλαδή στο ε ιδ ικ ό  σύστημα που διαλέξαμε παραπάνω) και λ έγετα ι κανόνι 

κή εξίσωση της έλλειψης . Οι ποσότητες a ,b  λέγονται αντίστοιχα μεγάλος 

ημιάξονας και μικρός ημιάξονας της έλλειψης . Η ποσότητα e = |  ονομάζεται

- ί
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εκκεντρότητα (e c c e n t r ic i t y )  της έλλειψης .

Τα σημεία P ( x ,y )  που επαληθεύουν την (5 ) αν τα παραστήσουμε στο Oxy 

σύστημα δίνουν το παρακάτω σχήμα

Τ
'"^.Παρατήρηση 4 .2 .2 .  Η εξίσωση της έλλειψης σε σύστημα συντεταγμένων δια-
V.*\ ι ι ·.  ■.■■■ — ι~ *■* Τ - ','νίί

φορέτικό από αυτό που διαλέξαμε θα ε ίν α ι διαφορετικό και όχι της μορφής (5 ) . 

θα το δούμε αργότερα .

Παράδειγμα 4 .2 ;,1 . Τα σημεία P (x ,y )  του επιπέδου ,  που επαληθεύουν την 

εξίσωση 4x2+9y2=36 ε ίν α ι έλλειψη της οποίας η κανονική εξίσωση ε ίν α ι η :
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Παρατήρηση 4 .2 .3 . Ε ίν α ι φανερό ότι 0<ε<1. Επίσης καθώς to  c-H), τότε e-HD 

και η έλλειψη τ ε ίν ε ι  να γ ίν ε ι  κύκλος ωηού ο ι εσ τ ίες  πλησιάζουν μεταξύ τους . 

Επίσης e-»-l καθώς c-hj και η έλλειψη τ ε ίν ε ι  να γ ίν ε ι  το ευθύγραμμο τμήμα Ε ^  .

Σημείωση 1. Από την κανονική εξίσωση (5 ) της έλλειψης συμπεραίνουμε ό τ ι , 
αν το σημείο ( x ,y )  επαληθεύει την (5 ) τότε και τα σημεία ( - x , y ) , ( x , - y ) , ( - x , - y )  
επαληθεύουν την ( 5 ) .  Έ τ σ ι  η έλλειψη ε ίν α ι ένα σημειοσύνολο, που έ χ ε ι δύο ά
ξονες συμμετρίας (τους άξονες χ και y ,  όταν ε ίν α ι σε κανονική θέση) και ένα 
κέντρο συμμετρίας (την αρχή 0 , όταν ε ίν α ι σε κανονική θέσ η ), που λέγετα ι και 
κέντρο έλλειψ ης. Επίσης από την (5 ) προκύπτει (πω ς;) ότι η έλλειψη ε ίν α ι 
Φραγμένο σύνολο (τα σημεία της μπορούμε να τα κλείσουμε σε ένα ορθογώνιο πα
ραλληλόγραμμο).

Σημείωση 2 . Η κανονική εξίσωση (5 ) της έλλειψης έχ ε ι a>b και ο μεγάλος 
ημιάξονας της ε ίν α ι πάνω στον άξονα των χ. Αν παίρναμε τ ις  εσ τ ίες  στον άξονα 
των y ,  δηλαδή ο μεγάλος ημιάξονας να ε ίν α ι στον άξονα των y  τότε η κανονική 
εξίσωση της έλλειψ ης θα ήταν

b a

θεωρούμε τώρα μια  έλλειψη σε κανονική 
θέση και με κανονική εξίσωση την :

a b

της ε ίν α ι τα σημεία E j ( - c ,0 ) ,  E g (c ,0 )

Οι ευ θ ε ίες  :

a
c
2 . ‘ aκαι d2 ; x s -

2

λέγονται διευθετούσες της έλλειψ ης .
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Τα ευθύγραμμα τμήματα Ε^Ρ , Ε^Ρ 

εστιακές ακτίνες του σημείου Ρ

όπου Ρ σημείο της έλλειψης λέγονται

Μια ενδιαφέρουσα ιδιότητα της έλλειψης δ ίνετα ι από το παρακάτω θεώρημα

~ θεώρημα 4 . 2 . 1. 0 λόγος των αποστάσεων τυχόντος σημείου της έλλειψης 

από την εστία  E . , ( - c ,0 )  και από τη διευθετούσα d j (ή από την εστία  Ε? 

καε τη διευθετούσα d2) ε ίν α ι σταθερός και ίσος με την εκκεντρότητα της 

έλλειψης . Δηλαδή :

d iP .E j )  d (P ,E 2). 
d (Ρ »d1) = d(P,“d2 ) =e *

Απόδειξη . Ας ε ίν α ι X p d (E p P )  , x 2=<j(E2 ,P ) . 'Εχουμε τότε : 

τ 2=(χ+ό)2+γ2 και τ |= (χ -ο )2+γ2 . Συνεπώς χ2-τ 2=4οχ ή (τ,|+τ2) ( τ 1-τ2 )=4εχ

Επειδή όπως τ ^ τ ^ α  έχουμε :
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τ - r  - 2cx 
T1 τ2 " —  ·

Έ τ σ ι από τ ι ς  τ 1* V 2“ • τ Γ τ 2
Ρρν

= =— ■ συμπεραίνουμε ό τ ι :

(7 ) τ 1 = α+ CX C
α "  α

και

(8 ) τ 2 = α- CX β ο 
α "  α 4 - * > * e ( V “ X)

Όμως : d iP .d j )  = ° 2 .
Τ +χ και ·

2
^ - - x  = d (P ,d 2 ) . Άρα από τ ις  (7 ) κα ι ( 8 )

έχουμε •
Φ

— " -  S  —  —

d iP .d j )  d (P ,d 2)

Πρόβλημα 4 .2 .1 . θεωρούμε μ ια  έλλειψη σε κανονική θέση και με κανονική 

εξίσωση την :

Αν P ^ U j .y j )  ε ίν α ι ένα σημείο της έλλειψ ης ,  τότε η εξίσωση της εφαπτομέ 

νης της έλλειψης στο σημείο P ^ X j .y j )  ε ίν α ι η : 

χχ, yy,

{ 9 >  +  " 1 = 0  ’ α b

Λύση . Στο β ιβ λ ίο  του Λυκείου .
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Αφού έχουμε την εφαπτομένη της έλλειψης σε κάθε σημείο της μπορούμε να 

μιλάμε και γ ια  τη κάθετη ευθεία της έλλειψης σε κάθε σημείο P ^ ix j .Y j )  της 

και θα εννοούμε βέβαια την ευθεία από το Ρ .̂ , που ε ίν α ι κάθετη στην εφαπτο

μένη της έλλειψης στο .

Το παρακάτω θεώρημα μας δ ίν ε ι μ ία  ακόμη ενδιαωέρουσα ιδιότητα της έλ

λειψης .

της

θεώρημα 4 .2 .2 . Η κάθετη έλλειψης μέ εσ τ ίες  E^.Eg στο τυχαίο σημείο 

Ρ1( χ ι»Υχ ) δ ιχοτομεί την γωνία E jP jEg  ·

•χ-

Απόδειξη . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε την έλ-
-------------------  2 2X Vλειψή σε κανονική θέση και με κανονική εξίσωση την : - ς  + ^  =1 · Η εφαπτο-

<λ b

μένη της.;στο έχ ε ι εξίσωση την — £ 4-----f  * Έ τ σ ι  το διάνυσμα
χχ

α
1 , yyi - t

ζ  b'
X1 yi

η β ( “ Σ  * “Τ )  E v̂aL κάθετο της εφαπτομένης,δηλαδή παράλληλο στη κάθετη της έλλειψης 
a b

στο Ρ1 . Τώρα η γωνία <ρ̂ που σχηματίζει το ή με το διάνυσμα Ε ^  έχ ε ι 

συνημίτονο :



αφού

Όμως

Έ τ σ ι

+1

y \ ---
^ “ *1Ει ριΙ

(c+ xl ) x l  + Α  .  CX1 + X1 + A  m CX1 
— —  Χ ' Χ  X  ^7" Xα d α α b α

+ 1

ΐΕ χ Ρ ιΙ = τ ι “ β ί ^ ·  +Χχ) σύμφωνα με την (7 ) και συνεπώς

!ΕιριΙ=| ί τ +χι)βσ+Ι χΓ α(1+· Γ χι) :·

cosqij 1

Ανάλογα βρίσκουμε ό τ ι :



-1
cos92 =

Όμως,επειδή Oop,] ,φ2:<π και ^εφ,| = c o s <p 2  έχουμε ότι φ^=φ2 ·

Φυσική ερμηνεία του παραπάνω θεωρήματος . Αν η έλλειψη θεωρηθεί ως 

κάτοπτρο και τοποθετήσουμε μ ια  φωτεινή πηγή στη μ ια  εστία της έλλειψης , τότε 

κάθε φωτεινή ακτίνα ανακλώμενη στην έλλειψη , θα περάσει από την άλλη εσ τ ία .

4 .3 .  Υπερβολή .

Δίνονται δύο σημεία Ε^ ,Ε2 στο επίπεδο σε απόσταση 2c ( c >0) . 0 γεω· 

μετρικός τόπος των σημείων Ρ του επιπέδου , έτσ ι ώστε | J ΡΕ^|- 1PEg||=2α , 

όπου α σταθερός θετικός αριθμός , λέγετα ι υπερβολή με εσ τ ίες  τα σημεία

Ε1 κοα Ε2 ' ο

1Ε1Ε2 ! = 2c .



Από τη τριγωνική ανισότητα έχουμε ό τ ι :

Ι |Ρ Ε 1 | - |Ρ Ε 2 | Ι < | Ε 1Ε2 | ή 2α< 2ε .

Συνεπώς για  να μην ε ίν α ι κενός ο γεωμετρικός τόπος θα πρέπει να ισ χ ύ ε ι a ^ c .  

Ε ίν α ι φανερό πως γ ια  a = c ο γεωμετρικός τόπος (δηλαδή η υπερβολή) ε ίν α ι  

ο ι η μ ιευθ είες  που σχεδιάζονται παρακάτω (εκφυλισμένη υπερβολή) .

6a.

Έ τ σ ι  στη συνέχεια  θα υποθέσουμε πως a < c  . θα βρούμε τώρα την εξίσωση 

που ικανοποιούν τα σημεία της υπερβολής σε ένα ε ιδ ικ ό  ορθογώνιο σύστημα συν

τεταγμένων Oxy . Σαν αρχή 0 διαλέγουμε το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος

συντεταγμένων γ ια  τη συγκεκριμμένη υπερβολή και η εξίσωση της σ ’ αυτό το σύ-
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στημα λέγετα ι κανονική εξίσωση της υπερβολής .

Η κανονική εξίσωση της υπερβολής βρίσκεται με ανάλογο τρόπο , όπως η 

κανονική εξίσωση της έλλειψης . Δηλαδή, από την } |ΡΕ^ |- ] ΡΕ2 11 = 2α παίρνουμε:

/(x + c )2+y2 - / ( x - c ) 2+y2 =±2α 

η τετραγωνίζοντας , απλοποιώντας , κ .λ .π . έχουμε :

ή θέτοντας a2-c 2=-b2 (b >0 ) , αφού a < c  θα πάρουμε :

( 10) χ2
7 S -

Σημείωση ΐ .  Όπως και στην περίπτωση της έλλειψης προκύπτει από την 

εξίσωση ( 10) ό τ ι η υπερβολή ε ίν α ι συμμετρική ως προς τους άξονες συντεταγ

μένων και έ χ ε ι κέντρο συμμετρίας την αρχή του κανονικού συστήματος συντεταγ

μένων , το οποίο λέγετα ι και κέντρο της υπερβολή .

Παριστάνοντας τα σημεία που επαληθεύουν την ( 10) παίρνουμε :
1 *

Ο
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ς
Τα σημεία Α ,Α ' λέγονται κορυφές της υπερβολής και η ποσότητα e = -  λ έ 

γετα ι καί εδώ εκκεντρότητα της υπερβολής και μάλιστα , αφού α < c ,  έχουμε 

πάντα e > 1 .

Παρατήρηση 4 .3 .1 . Αν πάρουμε την ευθεία  , που ορίζουν ο ι εσ τ ίες  

σαν άξονα των y  , τότε η εξίσωση της υπερβολής σ ’ αυτό το κανονικό 

σύστημα θα ήταν :

(10' )

‘ Ασκηση . Να διερευνηθεί η εξίσωση (10 ) και να δ ε ίτ ε  ό τ ι η υπερβολή 

δεν ε ίν α ι φραγμένο σύνολο , δηλαδή έ χ ε ι σημεία όσο μακριά θέλουμε από την 

αρχή 0 .
2

Όπως κα ι στην περίπτωση της έλλειψης ο ι ευ θ ε ίες  d j . ' x * -  ί—· και 2
2

d2 : χ= —  λέγονται διευθετούσες της υπερβολής κα ι ισ χ ύ ε ι ανάλογο θεώρημα 

όπως το θεώρημα 4 .2 .1 .  (Διατυπώστε το και αποδείξτε γ ια  άσκηση) .

Πρόβλημα 4 .3 .1 .  θεωρούμε μια υπερβολή με κανονική εξίσωση την :



Η εφαητόμενη ευθεία  (ε )  στο σημείο P ^ X j .y ^ · xnc υπερβολής έ χ ε ι εξίσωση 

την :

Απόδειξη . Ανάλογη διαδικασία-.με-αυτή της απόδειξης τουθεωρήματος 4 .2 .2

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με μ ια  έννοια ,  που όμοια της δεν ορ ίζετα ι 

γ ια  την έλλειψη . Ε ίν α ι η έννοια της ασύμπτωτης (των ασυμπτώτων) της υπέρ·

βολής . Δεν θα δόσουμε γενικό ορισμό της ασύμπτωτης ευθείας μιας καμπύλης ,
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αλλά θα περιοριστούμε μόνο στη περίπτωση της καμπύλης(υπερβολής) , που μας 

ενδ ιαφ έρει . Έ τ σ ι  θεωρούμε υπερβολή με κανονική εξίσωση την :

Οι δύο ευ θ ε ίες  που δίνονται από την εξίσωση

>

δηλαδή ο ι ευ θ ε ίες  :

( 12) y - ± | x

λέγονται ασύμπτωτες ευ θ είες  της υπερβολής . Η ονομασία οφ είλετα ι στο γεγονός 

ό τ ι , λύνοντας την εξίσωση ( 10) της υπερβολής ως προς y  έχουμε :

ή

Επομένως lim  %- s± ^ 
χ-+±“  χ α

τ ε ίν ε ι  προς το σημείο

. Με άλλα λόγια το σημείο ( x ,y )  t f lC υπερβολής ( ίο )  

( x ,y )  της ευθείας y = j j x  ή της ευθείας y  = -

όταν το χ τ ε ίν ε ι  στο άπειρο .



ΙΗζ

Έ τ σ ι  στο παραπάνω σχήμα μπορούμε να δείξουμε (δ ε ίξ τ ε  το γ ια  άσκηση) ότι 

11m ά(Ρν Ρ2) =0 .

o p ?Ε ιδ ικά  μια υπερβολή με a=b , έ χ ε ι κανονική εξίσωση την χ -y  -α* και 

λέγετα ι ισοσκελής υπερβολή. Οι ασύμπτωτοι σ ’ αυτή την ε ιδ ική  περίπτωση ε ίν α ι 

ο ι : y  = +x , δηλαδή ο ι διχοτόμοι των κανονικών αξόνων . Έ τ σ ι  στην ισοκελή 

υπερβολή ο ι ασύμπτωτοι σχηματίζουν ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων ΟΧΥ 

με την ίδ ια  αρχή το κέντρο της ισοσκελούς υπερβολής . Να βρούμε την εξίσωση 

της υπερβολής στο ορθογώνιο σύστημα ΟΧΥ των ασυμπτώτων . Αυτό το σύστημα 

ε ίν α ι  στροφή του Oxy κατά γωνία - £  . Σύμφωνα με τους τύπους (11) της σ ελ ί 

δας 117) θα έχουμε-:

= X c o s ( - - J ) - Y s in ( -  J )  =4 " ( χ+γ) '

y  = X s i n ( - J ) + Y c o s ( - £ )= - ^ (- Χ + Υ )  .

ή θέτοντας στην εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής
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Έ τ σ ι  συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ό τ ι η εξίσωση xy = C παριστάνει ισο

σκελή υπερβολή με άξονες συντεταγμένων τ ις  ασυμπτώτους .

4 .4 . Παραβολή .

Δ ίνετα ι ένα σημείο Ε και μια ευθεία  d ,  που δεν περνάει από το Ε .

0 γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου , που ο ρ ίζετα ι από το σημείο  Ε 

και την ευθεία d , και τα οποία σημεία έχουν ίση απόσταση από το σημείο Ε 

και την ευθεία  d , ε ίν α ι μια καμπύλη που ονομάζεται παραβολή με εσ τ ία  το 

Ε κ'"· ν ;υθετούσα την d .

JXUMO' 0
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Ανάλογα με τη θέση του σημείου Ε σε σχέση με τη διευθετούσα d , μπο 

ρούμε να βρούμε τέσσερες κανονικές θέσεις για την παραβολή . Η πιο συνηθι

σμένη κατάσταση ε ίν α ι αυτή που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα , όπου ρ ε ίν α ι 

Π απόσταση

της εστίας Ε από τη διευθετούσα , δηλαδή p= d(E,d ) >0 . Γ ια  αυτή τη κανόνι 

κή θέση της παραβολής η κανονική εξίσωσή της βρ ίσκετα ι αμέσως κα ι ε ίν α ι :

d (P ,E )  = d (P ,d )

ή , ----------------------------

A t·- | ) z+y2= lx4  I
ή μετά από πράξεις

(13 ) y 2 = 2px .

Αϊτό τη διερεύνηυη της (13) ,  δηλαδή όταν έχουμε παραβολή στη κανονική 

θέση που συζητάμε , προκύπτει ότι ο άξονας των χ ε ίν α ι άξονας συμμετρίας 

της παραβολής kol μάλιστα λέγετα ι άξονας της παραβολής . Η αρχή 0 ε ίν α ι ση

μ ε ίο  της παραβολής και λεγετα ι κορυφή της παραβολής .



Ά λ λ ες  κανονικές θ έσ ε ις  ,  ο ι αντίστο ιχες κανονικές εξισώ σεις και ο ι 

αντίστο ιχο ι άξονες (ραίνονται στα παρακάτω σχήματα :

• *

»ι
I

I
I
ι

ν

ι

* νΧ

Ε ίν α ι σχεδόν (ρανερό μελετώντας την (13) ότ ι η παραβολή δεν ε ίν α ι  σύν

ολο φραγμένο , δηλαδή έ χ ε ι σημεία όσο μακριά θέλουμε από την αρχή .

Πρόβλημα 4 .4 .1 . Παίρνουμε τη παραβολή με κανονική εξίσωση την 

y^»2px . Τότε η εφαπτομένη της ( ε )  στο σημείο P ^ ix j .y j )  έ χ ε ι εξίσωση

(14) y y x “ P ix+ X j) .

Απόδειξη . Στο β ιβ λ ίο  του Λυκείου .

Μια ενδιαφέρουσα ιδιότητα της παραβολής η οποία εξη γ ε ί και τη κατασκευή 

των φαναριών των αυτοκινήτων δ ίν ετα ι από το παρακάτω θεώρημα .

θεώρημα 4 .4 .1 . Η κάθετη σε τυχόν σημείο Ρ1 της παραβολής με εσ τ ία  Ε , 

διχοτομεί τη γωνία που σχημοτίζει το διάνυσμα Ρ^Ε και η ευθεία από το Ρ.
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Απόδειξη . Με την ίδ ια  διαδικασία όπως γ ια  την απόδειξη του θεωρήματος

4 .2 .2 .

Φυσική ερμηνεία του θεωρήματος 4 .4 .1 . Σύμφωνα με το θεώρημα 4 .4 .1  , αν 

στην εστία  Ε της παραβολής βάλουμε μια  ιοωτεινή πηγή , τότε κάθε φωτεινή 

ακτίνα ανακλώμενη πάνω στην παραβολή θα σ υ νεχ ίσ ει παράλληλα προς τον άξονα 

της παραβολής φ*

4 ,5 . Καμπύλες δευτέρου βαθμού στο επίπεδο .

Η γενική εξίσωση δευτέρου βαθμού στο επίπεδο ε ίν α ι η :

(* )  Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 ,

όπου A ,B - ,C ,D ,E ,F  σταθεροί συντελεστές και P (x ,y )  ένα σημείο του επιπέδου 

το οποίο αναφέρεται σε γνωστό ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων . Ερώτημα : 

Μπορούμε να βρούμε όλες τ ις  λύσεις της ( * )  (όλα τα σημεία P (x ,y )  που επαλη

θεύουν την ( * ) )  ; Αν τ ις  σχεδιάσουμε αυτές τ ις  λύσεις στο επίπεδο , ποιά τα 

γεωμετρικά σχήματα που προκύπτουν ; Στη περίπτωση που A=B=C=0 η απάντηση



- Η β -

στο ερώτημα μας ε ίν α ι γνωστή , αφού η ( * )  ε ίν α ι  ισοδύναμη με την :

2Dx+2Ey+F = 0 ,

η οποία όπως ξέρουμε εκφράζει μια ευθεία  στο επίπεδο . Έ τ σ ι  στη συνέχεια  θα 

μελετήσουμε την

( 1 ) Ax2+2Bxy+Cy2+20x+2Ey+F* 0  , (A ,B ,C )  + ( 0 ,0 ,0 )  .

Η εξίσωση (1 ) παριστάνει στο επίπεδο μια καμπύλη , που λέγετα ι καμπύλη δευτέ

ρου βαθμού . Έ τ σ ι  ο ι καμπύλες έλλειψ η , υπερβολή, παραβολή ε ίν α ι καμπύλες 

δευτέρου βαθμού . Αν το πρώτο μέλος της εξίσωσης (1 )  μπορεί να αναλυθεί σε 

γινόμενο δύο πρωτοβάθμιων πολυωνύμων ως προς χ κα ι y  , γ ια  παράδειγμα αν 

η ( 1) γράφεται ως :

{ A jχ+Βjy +γ )̂ ( a x̂ b̂ 2  ̂ *

όπου κάποιο από τα Α .., Β . ,  ί \  ( ί - 1 ,2 )  μπορεί να ε ίν α ι μ ιγαδικός αριθμός ,  

τότε η ( 1) παριστάνει δύο ευ θ είες  πραγματικές ή φανταστικές (π ο ιέ ς ;)  .

Παράδειγμα 4 .5 .1 . Η x 2-y 2=0 , γράφεται (x+ y )(x -y )= 0  και έτ σ ι παριστά

ν ε ι  δύο πραγματικές ευ θ είες  τ ις  : { ε^) : x+y=0 και (82 ) : x-y=0 . Αντίθετα 

η x2+4y 2=0 , γράιοεται (x+2i y ) ( x - 2 i y ) =0 και παριστάνει δύο φανταστικές ευ

θ ε ίε ς  , που τέμνονται σε πραγματικό σημείο το ( 0 , 0 ) .

Παρακάτω θα δούμε πως η εξίσωση (1 ) μπορεί να παριστάνει μόνο (πραγματική 

ή φανταστική) έλλε ιψ η , υπερβολή, παραβολή, ή ζευγάρι ευθειών.

Δεν θα επιδοθούμε σε ένα τυπολόγιο όπως γ ίν ετ α ι συνήθως , αλλά θα παρα

θέσουμε μια τεχν ική  μελέτης της ( 1) .
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Μελέτη της εξίσωσης Ax2+Cy2+2Dx+2Ey+F = Ο . 

θεωρούμε την εξίσωση .

(2 ) Ax2+Cy2+2Dx+2Ey+F =0 .

Σκοπεύουμε να δούμε t l  καμπύλη παριστάνει η (2 ) , που ε ίν α ι μ ια  ε ιδ ικ ή  π ερ ί

πτωση της (1 ) (έ χ ε ι  Β=0) . Πρέπει να παρατηρήσουμε , ότι η καμπύλη που παρι

στάνει η (2 ) ή η (1 ) δεν αλλάζει αν αλλάξουμε το σύστημα αναφοράς . Αυτό που 

αλλάζει ε ίν α ι μόνο η εξίσωση της καμπύλης . Έ τ σ ι  θα επιδιώξουμε να βρούμε ένα 

καινούργιο σύστημα αναφοράς , ως προς το οποίο η εξίσωση (2 ) να γ ίν ε ι  πιό απλή, 

γ ια  να τη μελετήσουμε ευκολώτερα . Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις .

ι

Περίπτωση 1 . AĈ O . Υποθέτουμε ότι η (2 ) αναφέρεται στο σύστημα αναφοράς 

Oxy . θεωρούμε ένα καινούργιο σύστημα Ο'ΧΥ ,  παράλληλη μεταφορά του Oxy 

στο Ο’ (σ ,β ) . θα κοιτάξουμε να βρούμε πως γ ίν ετα ι η εξίσωση (2 )  στο καινούργιο 

σύστημα . Ol εξισώ σεις που μας δίνουν τα ( x ,y )  από ta  (Χ ,Υ ) ε ίν α ι  ο ι  (9 ) της 

σελίδας 117. Δηλαδή : χ=Χ4ο , y=Y+0 . Έ τ σ ι  η (2 ) στο καινούργιο σύστημα γ ίν ε 

τα ι :

• A(X+a)2+C(Y+0)2+2D(X+a)+2E(Y+3)+F « 0  

ή μετά από πράξεις

(2 ' )  AX2+CY2+2('aA+O)X+2(3C+E).Y+Aa2+Ce2+2Da+2E0+F = 0 .

Διαλέγοντας a * -  j|· . » β β Τ § ·  τ ° τ ε  01:0 καινούργιο σύστημα Ο'ΧΥ η. (2 ) γ ίν ε τ α ι: 

AX2+CY2+F=0 ,(3)
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2 2 D Eόπου F = Αα +C0 +2Da+2E0+F με a -  - j  και 0 = -  ■£■ .

Η εξίσωση (3 ) ε ίν α ι τώρα εύκολο να μελετηθεί . Όπως ξέρουμε η (3 ) παριστάνει 

έλλειψη (πραγματική ή φανταστική) αν AC > 0 η υπερβολή αν A C <0 ,  γι,α F^O , 

ακ«ύ γράφεται

F F 
A " C

Η (3 ) παριστάνει ζευγάρι ευθειών αν F = 0 , α^ού γράφεται 

AX2+CY2 = 0 .

Συμπέρασμα . Η εξίσωση (2 ) στη περίπτωση που εξετάζουμε (AC^O) παριστά 

ν ε ι μόνο έλλειψη , υπερβολή ή ζευγάρι ευθειών .

Περίπτωση 2 . 'Ενα από τα A,C ε ίν α ι μηδέν . Έστω Α=0 και Ĉ O 

(ανάλογα θα ισχύουν , αν Aj*0 και Ο Ο ) . Σ ’ αυτή τη περίπτωση η εξίσωση (2 ) 

γ ίν ε τ α ι : Cy +2Dx+2Ey+F=0 και η (2 ’ ) αν κάνουμε τ ις  ίδ ιε ς  δ ια δ ικ α σ ίες  

όπως στη περίπτωση 1 θα γ ίν ε ι  :

CY2+2DX+2(0C+E)Y+C$2+2Da+2E0+F* 0 .

Διαλέγοντας β * - | ·  τότε η εξίσωση θα γ ίν ε ι  στο καινούργιο σύστημα Ο'ΧΥ 

ως εξής :
2

(4 ) CY2+2DX+20a+ =0 .

Η τελευτα ία  εξίσωση που εκφράζει την ίδ ια  καμπύλη αλλά στο σύστημα Ο'ΧΥ 

μπορεί εύκολα να μελετηθεί . Πραγματικά , γ ια  D=0 , η (4 ) γ ίν ετ α ι : 

γ 2 _ E2-FC I
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που παριστάνει δύο ευ θ είες  πραγματικές ή φανταστικές (ανάλογα με το πρόσημο
7 E^-FCτου Ε -FC) , που ε ίν α ι παράλληλες . Γ ια  D̂ O , διαλέγουμε α= 2pc- , οπότε

στο καινούργιο σύστημα Ο'ΧΥ η (2 ) γ ίν ετα ι :

CY‘ +2DX = 0

που όπως ξέρουμε ε ίν α ι παραβολή .

ΓΕΝΙΚΟ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ . Η εξίσωση (2 ) παριστάνει μόνο έλλειψ η , υπερβολή, 

παραβολή ή δύο ευθείες  .

Παράδειγμα 4 .5 .2 . θέλουμε να δούμε τ ι  παριστάνει η εξίσωση : 

x^+4y^+2x+16y+13 = 0 ;

Είμαστε εδώ στη πρώτη περίπτωση . Στο καινούργιο σύστημα Ο'ΧΥ με 0 ’ ( - 1 ,- 2 )  

θα γ ίν ε ι  , αφού χ = Χ-1 » y = Y-2 :

ή

ή

(Χ -1 )2+ 4(Υ-2)2+ 2(Χ-Ι)+ 16(Υ-2)+ 13= 0

Χ2+4Υ2-4 = 0

2
4ρ  + Υ2 = 1 , που ε ίν α ι όπως ξέρουμε μ ια  έλλειψη .

Παράδειγμα 4 .5 .3 . Να δούμε τ ι  -παριστάνει η εξίσωση : 

9x2-4y2+24y-18x+45 ■ 0 ;

Είμαστε πάλι στη πρώτη περίπτωση . Έ τ σ ι  η εξίσωση σε παράλληλο σύστημα με 

θ ' ( 1 , 3 )  θα γ ίν ε ι  αφού χ = Χ+1 ,  y=Y+3 :
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ή

ή

9(Χ+1)2-4(Υ+3)2+24(Υ+3)-18(Χ+1)+45 = Ο

9Χ2-4ΥΖ+72 = 0

Υ2 X2 . 
Τ ϊ  ’ Τ  _1 ’ που είναι όπως ξέρουμε μια υπερβολή .

Ένα σχέδιο δίνει το παρακάτω σχήμα .

Παράδειγμα 4 .5 .4» Να δούμε τ ι παριστάνει η εξίσωση : 

x2+4y-6x+l = 0 ’»

Είμαστε εδώ στη περίπτωση 2 με Α*0 και C=0 . Η Εξίσωση στο παράλληλο σύ

στημα Ο'ΧΥ με Ο'(α,β) γίνεται ;

(Χ+α)2+4(Υ+β)-6( χ + α ) +1 = 0
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ή
Χ2+2(α-3)Χ+4Υ+α2+4β-6α+1 =0 

ή διαλέγοντας α=3

Χ2+4Υ+4β-8 = 0 .

ή διαλέγοντας και β=2

χ ^ + 4 Υ  =  0  ,

που όπως ξέρουμε είναι μια παραβολή Ένα σχέδιο στο παρακάτω σχήμα·.

Μελέτη της εξίσωσης Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F = Q .

Γνωρίζουμε από τη προηγούμενη παράγραφο-τι περιστάνει η εξίσωση (1) για. 

Β=0 . Έτσι εδώ θα υποθέσουμε ότι Β̂Ο . Όπως και στη προηγούμενη παράγραφο, 

έτσι και εδώ θα επιδιώξουμε να βρούμε ένα καινούργιο σύστημα συντεταγμένων , 

ως προς το οποίο η εξίσωση μας να γίνει πιο απλή , για να μελετηθεί ευκολώτερα. 

θεωρούμε λοιπόν Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων , ως προς το οποίο μια
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καμπύλη έχει εξίσωση την :

(5) Ax^+Bxy+Cy^+2Dx+2Ey+F=Ο με Bf Ο .

θα κοιτάξουμε να δούμε πως γίνεται η (5) σε ένα σύστημα ΟΧΥ , που είναι στρο 

φή του Oxy κατά γωνία φ . Οι εξισώσεις που μας δίνουν τα (χ,ν) από τα 

(Χ,Υ) είναι οι (11) της σελίδας Π 7. Δηλαδή :

( 6 )
χ = X cos φ - Υ sin φ

y  = X s i η φ + Υ cos φ

Η (5) στο καινούργιο σύστημα συντεταγμένων γίνεται (αντικαθιστάμε τ ις  (6 ) στη

(5)) :

A(X cos φ-Υ sin φ)2+2Β(Χ cos φ-Υ sin«o)(X sin ®+Υ cos <p)+C(X sin φ+Υ cos <p) 2

♦2D(X cos φ-Y sin cp)+2E(X sin (p+Y cos <p)+F = 0 

ή μετά από εκτέλεση των πράξεων

(7) (A cos6(p +2Β costps

+ (Asin2<p-2Bsi n<pcos<p+Ccos2<p) Y2+2( Dcos'p+Esi ηφ)X+2( -Dsi mp+Ecostp) Y+2C * 0 

0 συντελεστής του XY στην (7) είναι :
ο ο-2Acos(psinco+2Bcos (p-2Bsin (p+2Ccos<psin(p =

* 2
= 2Β(cos φ-s i n φ) - (A-C) 2cos<ps i ηφ

«

= 2Bcos2<p - (A-C)sin2<p .

Βλέπουμε λοιπόν ότι μπορούμε να βρούμε γωνία φ έτσι ώστε 

2Bcos2<p- (A-C)sin2<p5 0 .
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ραγματικά αφού Β^Ο , συμπεραίνουμε πως sin2(ps*0 . Έτσι αρκεί να πάρουμε :

9 0
(8) tan2<p = ̂ ·  και 0 ,<2φ<π .

Διαλέγοντας λοιπόν το φ από τη σχέση (8 ) τότε η  εξίσωση της καμπύλης στο 

σύστημα ΟΧΥ θα είναι της μορφής

A' X2+C' Ŷ +2D' Χ+2ΕY+F = 0

now όπως ξέρουμε από τη προηγούμενη παράγραφο παριστάνει μόνο έλλειψη, υπερ

βολή, παραβολή ή ζευγάρι ευθειών .

ΤΕΛΙΚΟ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ. . Η ΕΞΙΣΩΣΗ (1) ΠΑΡΙΣΤΑΝΕΙ : ΕΛΛΕΙΨΗ,ΥΠΕΡΒΟΛΗ,ΠΑΡΑΒΟ

ΛΗ, ΖΕΥΓΑΡΙ ΕΥΘΕΙΩΝ ΚΑΙ ΜΟΝΟ .

Παράδειγμα 4.5.5. Να σχεδιάσουμε τη καμπύλη , που στο σύστημα Oxy έχει 

εξίσωση της μορφής : 5x2-6^5xy-y2+16 * 0 ; θα:βρούμε την εξίσωση της καμπύλης 

σε ένα σύστημα ΟΧΥ , που είναι στροφή του Oxy κατά γωνία φ , η οποία δ ί

νεται από τη σχέση :

γ τ ’ ~λ ·

Έτσι για 2φ=120 , δηλαδή <ρ=60° βρίσκουμε :

Λ  1ει’η φ * ·^  Kai cosq>=-g- .

Έτσι έχουμε :

x = f " T Y KaL y s T x + i Y ·

Τώρα η εξίσωση της καμπύλης στο σύστημα ΟΧΥ θα είναι :



5 ( ^ ) 2 - 6 Λ ( ^ ) ( ^ ) - ( 4 ^ ) 2 *16 = 0

ή μετά από πράξεις

-4Χ2+8Υ2+16=0

ή

X  '  Ύ =1 »

που όπως ξέρουμε είναι μια υπερβολή . Ένα σχέδιο είναι το παρακάτω :

θέλουμε να σχεδιάσουμε μια καμπύλη , που σε ένα σύστημα αναφοράς Oxy 
2 2έχει εξίσωση την : χ -4xy+y +10x-8y+7=0 . Πρώτα θα φέρουμε την εξίσωση 

μας στη μορφή (2) (της σελίδας 149). Έτσι αρκεί να βρούμε την εξίσωση της 

καμπύλης μας οε ένα σύστημα ΟΧΥ , που είναι στροφή του Oxy κατά γωνία φ , 

η οποία δίνεται από τη σχέση :
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___ο__2Β _ -4ί β η Ζ φ - ^ · . -  j r f

Ετσι 2(0=90 και συνεπώς φ=45° . Άρα οι εξισώσεις μετασχηματισμού θα είναι 

χ = Xcos45° - Ysfn45° = ^  (Χ-Υ)

y = Xsin45° +Ycos45" = ^(Χ+Υ) .

Η εξίσωση λοιπόν στο καινούργιο σύστημα θα γίνει :

1
1

-Χ2+3Υ2+/§Χ-9^Υ+7 = 0 .

\  (Χ-Υ)2-2(Χ-Υ)(Χ+Υ)+ \  (Χ+Υ)Ζ+5/ί(Χ-Υ)-4^(Χ+Υ)+7 = 0

ή

(*)

Τώρα η (*) είναι της μορφής (2) (και μάλιστα με και ξέρουμε να την

επεξεργαστούμε . θεωρούμε ένα καινούργιο σύστημα συντεταγμένων Ο’ΧΥ παράλ

ληλη μεταφορά του ΟΧΥ στο Ο'(α,β) Με :
ά  ΓD J I  Λ  . » Ε

Α“  -1α =  - χ  =--?-= - γ  και 3 = - · ς = --- 3
2 _ 3^2 

~ 2

θέτοντας λοιπόν : X = 5 U ^  και Υ = Ϋ + ^  στην (*) βρίσκουμε την εξί

σωση της καμπύλης στο σύστημα Ο'ΧΥ που είναι η :

)2 +3(Ϋ+ i ^ ) 2 +^ (X +  -9/?(Ϋ+ ^ } + 7  = 0 .

ή μετά από πράξεις

(**) -Χ2+3Υ2-6=0 .

Η (**) όπως ξέρουμε είναι υπερβολή με άξονα κύριο τον Ϋ , αφού γράφεται : * 
~2 -2

=1 . Το σχέδιο της καμπύλης μας φαίνεται στο παρακάτω σχήμα :
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προς to Oxy έχει συντεταγμένες τ ις  (-1,2) (γιατί;) .

Παράδειγμα 4,5.7. θέλουμε να σχεδιάσουμε τη καμπύλη , που σε ένα σύστημα 

συντεταγμένων Oxy έχει εξίσωση την : y = ax +βχ+γ (με α?ίΟ) . Είναι ήδη 

γνωστό από το Λύκειο ότι το γράφημα αυτής είναι μια παραβολή (γραΦίκή παράστα- 

ση δευτεροβάθμιου τριωνύμου) . Η εξίσωση της καμπύλης γράφεται αχ +βχ-γ+γ=0 

και είναι της μορφής 2 (σελίδα 149) με C=0 . Η εξίσωση αυτής της καμπύλης σε 

ένα σύστημα Ο’ΧΥ παράλληλο προς το Oxy με Ο'ίχρ,Υη) θα είναι , αφού

χ = χ+χ0 , y * Y +y0 :

α(Χ+χ0 )2+β(Χ+χ0 )-(Υ+γ0 )+γ*0

ή
(*) αΧ2+(2αχ0+β)Χ-Υ+αχρ+βχ0-γ0+γ=0 ·

Διαλέγοντας χ0 = - · ^  η ^  θα γίνει :
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αχ2' Υ*'1 έ -s,o+Y* °

«x2- v - ^ a - y 0 - n

2
ή διαλέγοντας και yQ = -  ̂ ^ αγ· θα γίνει 

αΧ2-Υ = 0 ,

που όπως ξέρουμε είναι μια παραβολή . Έτσι η ,γ=αχ2+βχ+γ παριστάνει- μια 

παραβολή με κορυφή το σημείο 0 '( -  , - ^ - )  . Ένα σχέδιο φαίνεται στο

παρακάτω σχήμα (για α < 0  και β -4αγ>0 ) .

Σ’αυτή τρ παράγραφο θα δώσουμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η 

εξίσωση

(9) Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 (Α,Β,Ο^Ο,Ο,Ο)
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να παριστάνει ζευγάρι ευθειών, θα αποδείξουμε λοιπόν την παρακάτω πρόταση .

Πρόταση 4 .6 .1 . Η εξίσωση (9) παριστάνει ζευγάρι ευθειών (πραγματικών ή 

φανταστικών) , αν και μόνο αν ισχύει ,

(*)
A Β 
Β C 
0 Ε

0
Ε
F

* 0

Προτού κάνουμε την απόδειξη της πρότασης , ας δούμε ένα παράδειγμα που θα μας 

κατευθύνει k o l  στην απόδειξη της πρότασης .

Παράδειγμα 4.6.1. Αφού διαπιστώσουμε ότι η εξίσωση :

7 7χ +xy-2v -x+4y-2 = 0

παριστάνει ζευγάρι ευθειών , να βρούμε αυτές τ ις  ευθείες .

Παρατηρούμε ότι : Α=1 , Β= , 0 -2  , D=- j  , Ε=2 και 0 -2  .

Έτσι έχουμε :

1 1 1
7 " 7

1
7 -2 2

1
“ 7 2 -2

δηλαδή ισχύει η σχέση (*) της πρότασης . Τώρα παίρνουμε της εξίσωση της κα

μπύλης και τη διατάσσουμε ως προς χ :

(**) x2+(y-l)x-2y2+4y-2 = 0 .

θεωρούμε σαν δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς χ και κοιτάζουμε να βρούμε τις  

ρίζες της . Η διακρίνουσά της είναι :
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(y-l)2-4(-2y2+4y-2) = 9y2-18y+9 = (3y-3)Z 

δηλαδή είναι τέλειο τετράγωνο . Τώρα οι λύσεις της.είναι :

ή ΐ -1 ϊ *ί% - η  =y~! και -2(y-i) .

Έτσι η εξίσωση που μας δόθηκε γράφεται ως :

(xry+l)(x+2y-2 ) = 0  ,

που παριστάνει τ ις  δύο πραγματικές ευθείες

(e^):x-y+ l = 0 και (ε^) : x+2y-2  = 0 .

Το κλειδί στην όλη υπόθεση είναι ότι η διακρϊνουσα είναι τέλειο τετράγωνο και 

συνεπώς οι ρίζες είναι πολυώνυμα πρώτου (το πολύ) βαθμού ως προς y .

Απόδειξη της πρότασης 4.6.1. Χωρίζουμε την απόδειξη σε δύο περιπτώσεις. 

Περίπτωση 1. Έστω (A#C)^(0,0) . Ας είναι AjiQ . Η εξίσωση (9) γράφεται

(10) Ax2+2(By+D)x+Cy2+2Ey+F *0 .

θεωρούμε την ( 10) σαν δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς χ και’βρίσκουμε τ ις  ρ ί

ζες της που είναι :

.. _ - (By+D)± /(By+D)2-A(Cy2+2Ey+F)
A

Για να-παριστάνει η (9) δύο -ευθείες , πρέπει καν αρκεί, να. αναλύεται-σε γινόμενο 

πρωτοβάθμιων πολυωνύμων ως προς χ και y . Με άλλα λόγια , πρέπει και αρκεί 

η (10) να έχει λύσεις πρωτοβάθμια (το πολύ) πολυώνυμα του y . Για να γίνει 

αυτό πρέπει και αρκεί η διακρϊνουσα
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(11) Δ = {By+D)Ζ - Α ( Cy2+2Ey*F)

= (B2-AC)y2+2(BD-AE)y+DZ-AF

να είναι τέλειο τετράγωνο . Αυτό όμως γίνεται αν και μόνο αν , ισχύει :

(12) (BD-AE)2-(B2-AC)(D2-AF) =0 .

Το πρώτο μέλος της (12)είναι ίσο με : -AJ  ̂ .

Έτσι η (12) ισχύει (αφού Α#)) , αν και μόνο αν, J3=0 . Έχουμε λοιπόν σ'αυτή 

τη περίπτωση ότι η (9) παριστάνει ζευγάρι ευθειών , αν και μόνο αν , ισχύει 

η (*) .

Περίπτωση 2. Έστω A*C=0 . Έχουμε εδώ Β?<0 , αφού (A,B,C)j*(0,0,0) . Η

(9) γράφεται τότε :

(13) 2Bxy+2Dx+2Ey+F=0 

και η (*) γίνεται

J3 * 2BED-B2F = Β(2ED-BF) =0 

ή (αφού Β̂ Ο)

(14) 2ED-BF * 0 .

Έτσι λοιπόν θέλουμε να δείξουμε πως π (13) παριστάνει ζευγάρι ευθειών , αν 

και μόνο αν , ισχύει η (14) :

Η εξίσωση (13) γράφεται :

2x(By+D)+ ψ (By+D)+F - ψ * = 0
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ή

(15) (2χ+ ψ )  (By+D)+ -~g2— =0 .

Έτσι αν ισχύει n (14) τότε n (13) και συνεπώς η (15) γράφεται 

(2χ+2 | )  (By+D) =0 ,

που παριστάνει δύο ευθείες (ποιές;) ..Αντίστροφα αν η (13) παριστάνει ζευγάρι 

ευθειών θα είναι ισοδύναμη με μια εξίσωση· της μορφής : (χ+α)(γ+β) = 0  , 

δηλαδή :

(16) xy+ax+3y+a0 * 0 .

Όμως οι (13) και (14) είναι ισοδύναμες , αν και μόνο αν , ισχύει :

1 0 _ a _ αβ
W  ~  Ή )  2F ~ Τ

από όπου παίρνουμε με απαλοιφή των α,β την 2ED-EF = 0 δηλαδή την (14) .

Παράδειγμα 4.6.2. Στο Oxy επίπεδο θεωρούμε την εξίσωση

x2+6xy+y2+6x+2y ^  = 0 .

Για να παριστάνει αυτή ζευγάρι ευθειών , πρέπει και αρκεί να ισχύεί :

1 3 3
3 1 1

3 1 λ

δηλαδή λ β 1 . Οι ευθείες που παριστάνει για λ * 1 βρίσκονται ως εξής : 

Έχουμε x2+6xy+y2+6x+2y+l = 0  ή διατάσσοντας ως προς χ :

(*) x2+6 (y+1)x+y2+2y+ l= 0  .



-164-

θεωρώντας αυτή ως δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς χ , βρίσκουμε τ ις  λύοεις που 

είναι  :

,-3(yn)±/9(yn)^-,(yzi5 !iii = . 3(γ+ι ) «  ̂ (y+1)

(2^-3)(y+l)

(3+2^)(y+l) .

Έτσι π (*) είναι ισοδύναμη με την

{x-(2^-3)(y+l)).{x+{3+2^)(y+l)>=0 

και παριστάνει τ ις  ευθείες :

(ε,) :x -(2 ^ -3 )(y + l)-0  και (ε2) : x+(3+2^)(y+l) = 0 .

Παράδειγμα 4.6 .3 . Στο επίπεδο Oxy δίνεται η εξίσωση : 

x2+2xy-y2+2λx+^μy = 0 ,

όπου λ,μ παράμετροι . Για τ ις  διάφορες τιμές των λ,μ η εξίσωση παριστάνει 

μια κωνική τομή (έλλειψη, υπερβολή, παραβολή, ζευγάρι ευθειών) . θέλουμε να 

δούμε για ποιές τιμές των λ,μ παριστάνει ζευγάρι ευθειών . Σύμφωνα με την πρό

τασή μας για να παριστάνει η εξίσωση ζευγάρι ευθειών,πρέπει καί αρκεί να ιοχύει

ή

1 1 λ

1 - 1 μ

λ μ 0

λ2 -μ2+2λμ = 0 .
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Έτσι βλέπουμε πως η εξίσωση παριστάνει ζευνάρι ευθειών για πολλά ζευγάρια 

(λ,μ) των παραμέτρων . Έχουμε ισοδύναμα {λ+(1-*^)μ>{λ+(1+/?)μ> = 0  . Συνε

πώς τα ζευγάρια (λ,μ) , για τα οποία η εξίσωση παριστάνει ζευγάρι ευθειών , 

βρίσκονται πάνω στις ευθείες :

(Pj) : λ+(1-ν£)μ = 0

(ε2) : λ+(1+^)μ = 0 ,

σε ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων με άξονες λ και μ . Επί πλέον οι 

(ε^) και (ε2) είναι κάθετες (γιατί;) .

4.7. Αναλλοίωτοι καμπύλης 2ου βαθμού .

θεωρούμε τη γενική εξίσωση δευτέρου βαθμού στο επίπεδο Oxy με 

(A,B,C) f (0 ,0 ,0 )

(1) Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 .

Όπως μέχρι τώρα έχουμε αναφέρει η (1) παριστάνει μια κωνική τομή . Επίσης 

έχουμε εκθέσει μια τεχνική να βρούμε τ ι ακριβώς παριστάνει » θεωρούμε τώρα 

ένα καινούργιο σύστημα συντεταγμένων το ΟΧΥ που προκύπτει μετά από στροφή 

κατά γωνία φ του Oxy και παράλληλη μεταφορά στο σημείο Ο'(α,β) . Σύμφωνα 

με τ ις  σχέσεις (13) της σελίδας 117οι συντεταγμένες ενός σημείου ως προς το 

σύστημα Oxy και οι συντεταγμέν.ες:...του ιδίου σημείου ως προς το σύστημα,Ο'ΧΥ 

συνδέονται με τις σχέσεις :

χ = α + Xcostp - Ysirup
( 2 )

y = 3 +X si^ + Ycoscp
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θέτοντας τ ις  (2 ) στην (1) βρίσκουμε την εξίσωση

(3) Α' Χ2+2Β' XY+C Y2+2D'X+2E' Y+F* =0 .

Η (3) μας δίνει, την εξίσωση της καμπύλης στο σύστημα Ο'ΧΥ 

με :

(4)

2 2A'=Acos <p+2Bcos(psino>+Csin φ

Β' = -Acoscps i πφ+8εθδ 2(p+Cs i mpcosip
2 2C' =As i n φ-2B s i ηφςο εφ+Ccos φ

0' = (Αα+Ββ+D) cos<p+ (Ba+C3+E) s i ruo

E1 =-(Αα+Ββ+D) s \ nq>+( Ba+Οβ+Ε) εοεφ

F 'e(Αα+Ββ+D)a+(Ba+C3+E)β+ϋα+Εβ+F .

Επίσης θα έχου-

’Υστερα από αρκετές πράξεις μπορούμε να δείξουμε πως ισχύουν :

(5) A+C = A' +C'

(6 ) AC-B2 = A’C'-B' 2

A Β 0 Α' Β' D'
Β C Ε = Β' C' Ε'
D Ε F D' Ε' F'

Οι σχέσεις (5), (6 ) και (7) δείχνουν ότι αν δοθεί μια καμπύλη 2ου βαθμού με 

εξίσωση την ( 1) τότε οι ποσότητες :

Jj s A+C t
Α Β

Β C

A B D 
B C E  
D E F

δεν αλλάζουν αν γράφουμε την εξίσωση της καμπύλης σε άλλο σύστημα συντεταγμέ
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νων που είναι στροφή και παράλληλα μεταφορά του πρώτου .

Ορισμός . Οι ποσότητες * J3 άγονται αναλλοίωτοι της δευτε

ροβάθμιας καμπύλης:

Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F = 0 , (A,B,C)j«(0,0,0) .

Παρατηρήσεις : 1. Όπως φαίνεται από τις σχέσεις (4) οι συντελεστές 

A', Β', C’ δεν επηρεάζονται από την παράλληλη μεταφορά .

2. Σύμφωνα με γνωστή μας πρόταση η δευτεροβάθμια καμπύλη είναι ζευγάρι 

ευθειών , αν και μόνο αν , η τρίτη αναλλοίωτος είναι μηδέν , δηλαδή J3 = 0 ·

Συνήθως η δεύτερη αναλλοίωτος J2 λένεται και διακρίνουσα της καμπύλης, 

επειδή από το πρόσημο της J2 μπορούμε να πούμε αμέσως αν η καμπύλη είναι έλ

λειψη, υπερβολή ή παραβολή . Πραγματικά αν η καμπύλη (1) δεν είναι ζευνάρι

ευθειών (J^O) τότε θα είναι έλλειψη, υπερβολή ή παραβολή . Όμως κάνοντας
2Βμια στροφή του συστήματος συντεταγμένων κατά γωνία φ ώστε tan2<p τότε

θα έχουμε στο καινούργιο σύστημα ότι Β'=0 και ^ A ’C1. Όμως σύμφωνα με τη 

περίπτωση 1 της σελίδας 149 η καμπύλη είναι έλλειψη (πραγματική ή (ρανταστική) 

αν J 2=A'C'>0 και υπερβολή'αν J 2=A'C'<0 . Τέλος σύμφωνα με τη περίπτωση 2 

της σελίδας 150 η καμπύλη είναι παραβολή αν J2 =A'C'=0 .

Παράδειγμα 4.7. Γ. Η δευτεροβάθμια καμπύλή με εξίσωση' την :
Ρ 2

χ -4xy+y +10x-8y+7 =0 είναι μια υπερβολή . Πραγματικά , αφού 
2 2J2 = AC-B =1*1-2 =-3 <0 . Για να τη βρούμε και να τη σχεδιάσουμέ πρέπει να 

κάνουμε τη διαδικασία , που κάναμε στο παράδειγμα 4 . 5.1 , της σελίδας 156 . .
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'Ασκηση . Να βρείτε τις ασύμπτωτους της υπερβολής 

x2-4xy+y2+10x-8y+7=0 .

(Υπόδειξη . Μετά από στροφή και παράλληλη μεταφορά να βρείτε την εξίσω- 

• ση της υπερβολής στο κανονικό σύστημα συντεταγμένων . Να βρείτε τ ις  εξισώσεις 

των ασύμπτωτων στο κανονικό σύστημα και μετά να τις  μετατρέψετε στο αρχικό 

σύστημα) .

4.8. Εφαπτομένη μιας δευτεροβάθμιας καμπύλης .

Σε αυτή τη παράγραφο θα κοιτάξουμε να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης 

σε ένα σημείο της δευτεροβάθμιας καμπύλης ,

(1) Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 , (Α,Β, C)j«(0,0,0) .

Σχόλιο . θα μπορούσαμε να αντιμετωπίσουμε το παρακάτω πρόβλημα ως εξής: 

Σύμφωνα με τη παράγραφο 4.5. μπορούμε να βρούμε (μετά από στροφή και παράλλη

λη μεταφορά) τη κανονική εξίσωση της καμπύλης (1) στο κανονικό σύστημα συντε

ταγμένων . Να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης (πρόβλημα 4.2.1 , πρόβλημα 

4.3.1 και πρόβλημα 4.4.1) στο κανονικό σύστημα συντεταγμένων και έπειτα να 

μετατρέψουμε αυτές τ ις  εξισώσεις στο αρχικό σύστημα .

Όμως η παραπάνω διαδικασία θα απαιτεί κάθε φορά αρκετούς λογαριασμούς. 

Έτσι θα προσπαθήσουμε να βρούμε ένα τύπο για την εφαπτομένη της (1) , ο 

οποίος μπορεί να εφαρμοστεί και στα προβλήματα 4 .2 .1 ., 4.3.1. και 4.4.1.

Πριν όμως θα πρέπει να πούμε τ ι σημαίνει εφαπτομένη της καμπύλης (1) σε 

ένα σημείο της Pj(Xj,yj) ; 0 ορισμός που θα δώσουμε αναφέρεται μόνο για δευ-
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τεροβάθμι,ες καμπύλες . Εξ άλλου θα αντιμετωπίσουμε αυτό το πρόβλημα για τη 

περίπτωση , που η (1) δεν παριστάνει ζευγάρι ευθειών, αφού όταν η Π) παρι

στάνει ζεύγος ευθειών, αυτές οι ευθείες μας δίνουν ανάλογα και την εφαπτομένη .

Ορισμός . Δίνεται η δευτεροβάθμια καμπύλη (1) και ένα σημείο της το 

Ρ ι(χι,Υχ) . Μια ευθεία (ε) από το Pj με εξίσωση την αχ+βγ+γ = 0 ονομάζεται 

εφαπτομένη της καμπύλης (1) στο Ρ ̂  , αν το σύστημα :

έχει το Pj ως διπλή λύση .

Παρατήρηση 4.8.1. Πρέπει να δόσουμε σημασία σ’αυτό τον ορισμό για να 

αποφύγουμε λάθη της μορφής : H ευθεία (ε) λέγεται εφαπτομένη της κωνικής το

μής (1) στο Ρ1 , αν τέμνονται μόνο στο Ρ̂  . Αυτό είναι λάθος , αφού για

σημείο τομής , αλλά ο άξονας y = 0  δεν είναι εφαπτομένη . Το σύστημα ( y = o  ,

ως διπλή λύση · Έτσι η ευθεία χ=0 είναι εφαπτομένη της παραβολής y^=2ox 

στο σημείο (0 ,0 ) .

( 2 )

Ο
παράδειγμα ο άξονας y=0 και η παραβολή y =2ρχ , έχουν το (0 ,0 ) ως μόνο

y2=2ρχ) δεν έχει το
i s . 9

(0 ,0 ) ως διπλή λύση . Αντίθετα το σύστημα (χ=0 , y2=2px) έχει το (0,0)



Σχόλιο πριν οπό τη λύση του προβλήματος · Επειδή το σημείο P^(x^»yj)

είναι πάνω στην καμπύλη (1) θα έχουμε :

(3) Ax̂ +2Bx1y1+Cyj+2Dx1+2Ey1+F = 0

ή

(4) (Ax1+By1+D)x1+(Bx1+C.V1+E)y1+Dx1+Ey1+F=0 .

Παρατήρηση 4.8.2. Δεν μπορεί στο σημείο P1(x1 ,y1) να ισχύουν συγχρό

νως : Ax1+By1+D = 0 , BXj+Cyj+E-O , αφού από την (4) θα έχουμε και

Dxj+Eyj+F * 0 . Όμως οι τρείς σχέσεις :

Axj+Byj+D = 0 

Bxj+Cyj+E =0 

Oxj+Eyj+F = 0

ισχύουν συγχρόνως , αν και μόνο αν ,

A Β 0

CD C Ε
0

UJ F
=0

δηλαδή , αν και μόνο αν , η (1) παριστάνει ζευγάρι ευθειών , σύμφωνα με τιι 

πρόταση 4.6.1. Αυτή όμως η περίπτωση συμφωνήσαμε να μη την εξετάσουμε στο πρό 

βλήμα εύρεσης εφαπτομένης .

Έχουμε λοιπόν την παρακάτω πρόταση .

Πρόταση 4.8.1. Δίνεται δευτεροβάθμια καμπύλη (6xl ζευγάρι ευθειών) με

εξίσωση την :



(5)

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Ρ ^ χ ^ χ )  είναι :

(6 ) Axx1+B(xy1+x1y)+Cyy1+D(x+x1)+E(y+y1)+F = 0

ή ισοδύναμα

(7) (AXx+Byx+Djx+iBxj+Cyj+Ejy+DXx+Eyj+F =0 .

Απόδειξη : Όλες οι ευθείες του επιπέδου που περνούν από το σημείο

pl ( xl ,yl) Etvai 0L : ί χ=χι KaL y -y i^ (x -xi) Υΐα λ6Ρ> . θα ψάξουμε να 
δούμε αν μεταξύ αυτών υπάρχει μια (και ποιά;) , η οποία τέμνει την (5) στο 

σημείο Ρ^(Χχ^χ) δύο φορές . Κοιτάζουμε αν υπάρχει λ έτσι ώστε το σύστημα

( Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F = 0
(8) , t

I y - y ^ ix - x j )

να έχει το P^X j.y^ ως διπλή λύση ·

Αντικαθιστώντας το y ^ y ^ x -X j)  στη πρώτη των (8 ) έχουμε μετά από πράξεις :

Ax2+2Bxy1+Cy2+2Dx+2Ey1+F+2λ8x(x-Xj)+0λ2 (x-Xj) 2 

+2CAy1( χ-χ1)+2Ελ (χ-χ^ )̂ =0 ,

ή επειδή Cy2+2Eyx+F = -Ax^BXjyj^Dxj από-την (3) ,

Ax2+2Bxy j+2Dx-Ax2- 2Β x ^  j - 2Dx χ+2λΒχ (χ- χ ̂ ) +Q2 (χ- ) 2

+2CAy1(x-x1)+2EA(x-x1) = 0

Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F = Ο , (A,B,C)^(0,0,0) .



-172-

ή

(*) (x-Xj) [A(x+x1)+2By1+2D+2ABx+CA2 (x-x1)+2CAy1+2EA] =0 .

Η (*) είναι δευτεροβάθμια ως προς χ και πρέπει να έχει το Xj ως διπλή 

λύση . Αυτό σημαίνει ότι η αγκύλη θα πρέπει να μηδενίζεται θέτοντας χ=χ^ . 

Πρέπει λοιπόν να έχουμε :

(9) Axj+Byj+D+AiBxj+Cyj+E) =0 .

Ax,+By,+D
Περίπτωση 1. Για Bxj+Cyj+E^O , π ευθεία y-yj =- gx~+cy1 (x-Xj)

είναι εφαπτομένη της καμπύλης (5) στο σημείο P jix^y j) 'αφού το σύστημα (8 ) 

έχει το P^ixj.yj) ως διπλή λύση . 'Ομως η

Axi+By,+D
y_yl *“ Bxj+Cyj+E (χ- χ1}

μετά από πράξεις γίνεται :

(Axj+Byj+Djx+iBXj+Cyj+Ejy-iAXj+Byj+Djxj-iBXj+Cyj+Ejyj = 0 

ή λόγω της (4)

(Ax1+Byj+D)x+(BxjL+Cŷ +E)y+Dx1+Eyj+F = 0  ,

που είναι η (7) ή ισοδύναμα η (6 ) . Έτσι στη περίπτωση που BXj+Cyj+E t 0 , 

δείξαμε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης δίνεται από την (6 ) ή ισοδύναμα την (7).

Παρίπτώση 2 . Για Bx1+Cy1+E = 0 , θα δούμε πως το σύστημα :



! Ax2+2Bxv+Cy2+2Dx+2Ey+F = Ο 

X = Xj

έχει to P^Xj.yj) ως διπλή λύση και συνεπώς η ευθεία x=Xj είναι η εφαπτο

μένη . Τότε όμως από την (4) θα έχουμε πως η εφαπτομένη είναι η :

DXi+Eyj+F 
χ = Χ1 = " AXj+Byj+D

*

ή ισοδύναμα

(Ax1+By1+D)x+Dx1+Ey1+F = 0

ή επειδή Bx2+Cyl + E = 0

(Ax1+By1+D)x+(Bx1+Cy1+E)y+Dx+Ey1+F = 0 ,

η οποία είναι ακριβώς η (7) . Έτσι και σ’αυτή τη περίπτωση η εφαπτομένη θα 

δίνεται από την (7) ή ισοδύναμα τη (6 ) . Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι το 

σύστημα (10) έχει το P^Xj.yj) ως διπλή λύση με τη υπόθεση Bxj+Cy^F =0 . 

(Κάντε το σαν άσκηση) .

'Ασκηση . Εφαρμόστε τη πρόταση 4.8.1. για να λύσετε τα προβλήματα .

4.2.1. , 4.3.1 και 4.4.1.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ V: ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ

Όπως είδαμε στη σελίδα 55 , επιφάνεια με τη στοιχειώδη έννοια λέγεται 

ο γεωμετρικός τόπος (το σύνολο) των σημείων του χώρου , των οποίων οι συντε

ταγμένες ικανοποιούν μια εξίσωση της μορφής f(x ,y ,z )=0 , που λέγεται εξίσω

ση της επιφάνειας . Μέχρι τώρα έχουμε μελετήσει δύο απλές επιφάνειες . Την 

επιφάνεια επίπεδο , της οποίας τα σημεία επαληθεύουν μια εξίσωση της μορφής : 

Αχ+Β.γ+Γζ+Δ=0 . Επίσης την επιφάνεια σφαίρας , της οποίας τα σημεία επαληθεύ-
0 Ο Οουν μια εξίσωση της μορφής : χ +y^+z +Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 . Οι επιφάνειες μπορούν να 

θεωρηθούν και ως ο γεωμετρικός τόπος των σημείων τα οποία έχουν μια γεωμετρι

κή ιδιότητα. Για παράδειγμα η επιφάνεια της σφαίρας ορίσθηκε με τη χαρακτηρι

στική ιδιότητα των σημείων (απέχουν σταθερή απόσταση από σταθερό σημείο) και 

μετά βρέθηκε η εξίσωση της . Πολλές φορές (ίσως τις  περισσότερες) μια επιφά

νεια ορίζεται δίνοντας ένα τρόπο κατασκευής των σημείων της . 

θα δόσουμε στη συνέχεια δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα .

Παράδειγμα 1. θεωρούμε μια σφαίρα με κέντρο το σημείο 0(0,0,0) και ακτί 

να R . Από το σημείο B(0,-R,0) φέρνουμε όλες τις  χορδές ΒΡ της σφαίρας . 

Πάνω στη χορδή ΒΡ παίρνουμε σημείο Μ , έτσι ώστε (ΒΡΜ)=λ , όπου λ σταθε

ρός αριθμός . θέλουμε να βρούμε τον γεωμετρικό τόπο (σύνολο των σημείων) Μ * 

όταν το Ρ κινείται πάνω στη σφαίρα .

Έστω Μ(χ0 >γη,ζ0) τυχαίο σημείο του τόπου . Τότε έχουμε :

- 1 7 4 -
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Ο+λζ
zo ' T f T

Επειδή όμως to σημείο P(x,y,z) είναι σημείο της σφαίρας θα έχουμε :

X2+y2+Z2=R2 ή U t * L  x2 + ^ [ ( i +My0+R ] 2+H l ^ _ z 2 =R2

ή μετά από πράξεις

2 , 2
}f2 j. (ν j. R \2 2 _ R λ
χο + (ν ι + λ ) +Ζ0 " · ^ Γ  ·

Έτσι το τυχαίο σημείο M(Xg,y0 ,Zg) του τόπου επαληθεύει την εξίσωση :

A ' ( y + X ) 2+z2 = ^ L
1+λ (1+λ)2

και συνεπώς ο τόπος είναι σφαίρα με κέντρο το σημείο (0 ,- γρρΟ) και ακτίνα

R l r a ·  ·

Παράδειγμα 2, Στο Oxy επίπεδο παίρνουμε μια ευθεία (ε) . Μια άλλη 

ευθεία (ε^) κάθετη στο Oxy επίπεδο περπατάει (κινείται) πάνω στην (ε) .

Τα σημεία που σκουπίζει η (ε^) είναι μια επιφάνεια . Είναι φανερό ότι αυτή η



επιφάνεια είναι ένα επίπεδο (σχήμα α) . Αν στη θέση της (ε) πάρουμε μια πε

φάνεια (c) (σχήμα 0 ) , τότε π (ε^) σαρώνει άλλη επιφάνεια , ένα βαρέλι 

(κύλινδρος) .

Έτσι αρκετές φορές μια επιφάνεια μπορεί να θεωρηθεί ότι παράγεται από 

τα σημεία μιας καμπύλης , που κινείται σύμφωνα με κάποιο νόμο . Στο παράδειγ

μα 2 π καμπύλη που κινείται είναι η (ε^) , ενώ ο νόμος κίνησης περιγράφεται 

με την έκφραση : Η (ε^) κινείται κάθετα στο Oxy και συναντά την ε (ή c 

αντίστοιχα).

5.1. Επιφάνειες που γίνονται με συνεχή κίνηση καμπύλης .

Όπως ξέρουμε (σελίδα 55) μια καμπύλη στο χώρο παριστάνεται σαν τομή δύο 

επιφανειών . Έτσι τα σημεία του χώρου που επαληθεύουν τ ις  f(x,y,z)=0 και 

g(x»y»*)O είναι γενικά μια καμπύλη (c) που περιστάνεται ως :

(1 ) (c) : (f(x ,y ,z )=0 , g(x,y,z)=0 ) .

Η καμπύλη (1) έχει συγκεκριμμένη θέση στο χώρο . Αντίθετα η καμπύλη :



( 2 ) (f(x»y»z * λ  ̂  ι λ £ > ι . .  » λ β )  ®  ο  >. 9 ( χ  > y  > ?  » j A g » . . .  >λη) -  ο )  >

όπου λ^,λ2 »...»λη είναι παράμετροι,δεν έχει συγκεκριμμένη θέση στο χώρο.

Η θέση της γίνεται συγκεκριμμένη αν δόσουμε κάποιες τιμές στις παραμέτρους. 

Έτσι αλλάζοντας τ ις  τιμές στις παραμέτρους αλλάζει και η θέση της καμπύλης 

στο χώρο , δηλαδή κινείται η καμπύλη στο χώρο . Το πως κινείται η καμπύλη στο

χώρο εξαρτάται από το πως μεταβάλλονται οι παράμετροι . Για να δίνει η καμπύ-
♦ 1 , 

λη με τη κίνησή της μια επιφάνεια πρέπει o l  παράμετροι λ ^ ,. . . ,λ η να συνδέ

ονται με (η-1)-σχέσεις :

(3) φ^(λ^,...»λ^) = 0 , ,  Φρ_^(λ|»λ2 ».*·λ^)-0 .

Οι σχέσεις (3) μας λένε πως μεταβάλλονται οι παράμετροι , δηλαδή πως κινείται 

η καμπύλη .  Η καμπύλη (2) λέγεται κινούμενη καμπύλη o l  δε σχέσεις (3) λέγο

νται νόμοι κίνησης της καμπύλης .

Για τη κατανόηση αυτής της διαδικασίας θα κάνουμε ένα παράδειγμα .

Παράδειγμα 5,1.1. Μια ευθεία (ε ^  είναι κάθετη στο επίπεδο Oxy k o l  κι

νείται ώστε να συναντά την ευθεία (ε) : (Ax+By+r=0 , ζ=0) . Αν (xq »yg»ζο) ε "̂ 

ναι τυχαίο σημείο του Oxy επιπέδου , τότε η ευθεία από αυτό το σημείο και
χ-χό y-y0 ζ-ζ0

κάθετη στο Oxy επίπεδο έχει συμμετρική εξίσωση : —g— = —g— = —γ -  ή 

αναλυτικές εξισώσεις :

(*) (ε^) : (χ-χ0=0 , y-y0=o) .

Η (*) είναι η κινούμενη καμπύλη , όπου x0 ,y0 είναι οι παράμετροι 

(λ1=χ0 » λ2=Υ0) · Η (ε^) κινείται ώστε να συναντά την (ε) δηλαδή το.σημείο
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(Χθ,Υο»0) να ανήκει στην (ε) . Έτσι έχουμε :

(**) Αχ0+Βγ0+Γ=0 .

Η (**) είναι ο νόμος κίνησης της U j) .

Ξαναγυρίζουμε τώρα στη γενική θεωρία . Αν μεταξύ των εξισώσεων (2) και

(3 ) (που είναι σε πλήθος π+1) κάνουμε απαλοιφή των παραμέτρων λ.,,λ2 ........λη

παίρνουμε μια εξίσωση της μορφής :

(4) F(x,y,z) = 0 .

Η εξίσωση (4) είναι η εξίσωση της επιφάνειας που παράγεται με τη κίνηση της 

καμπύλης (2) , σύμφωνα με τους νόμους (3) . Πραγματικά , κάθε σημείο της επι

φάνειας που παράγεται από τη κίνηση της καμπύλης επαληθεύει την (4) . Επίσης 

κάθε σημείο που επαληθεύει την (4) ικανοποιεί τ ις  (2) για κάποιες τιμές των

λ| ,λ2 ........λη που ικανοποιούν τις (3) . Αυτό συμβαίνει γιατί η (4) προέκυψε

από τις (2) και (3) κάνοντας απαλόκρή .

Έτσι για το παράδειγμα 5.1.1 η εξίσωση της επιφάνειας που παράγεται 

με τη κίνηση της (ε^) βρίσκεται από τ ις  (*) και (**) με απαλοιφή των πα

ραμέτρων Xq.Yq και είναι :

Ax+By+Γ = 0 ,

που είναι ένα επίπεδο κάθετο στο Oxy επίπεδο , όπως περιμέναμε .

Στις παρακάτω παραγράφους θα κοιτάξουμε μερικές επιφάνειες που γίνονται 

με κίνηση μιας καμπύλης .
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5.2. Κωνικές επιφάνειες .

Ορισμός 5.2.1. Μια επιφάνεια λέγεΐάι κωνική όταν παράγεται από μια ευ

θεία π οποία κινείται έτσι ώστε να περνά από ένα σταθερό σημείο και να συνα

ντά μια σταθερή καμπύλη ή να εφάπτεται μιας σταθερής επιφάνειας .

Το σταθερό σημείο λέγεται κορυφή της κωνικής επιφάνειας* η σταθερή κα

μπύλη λέγεται οδηγός της επιφάνειας και η ευθεία που κινείται λέγεται γε-
ι  , . -

νέτειρα (αφού παράγει την επιφάνεια) της επιφάνειας .

θα κοιτάξουμε, να βρούμε τρν εξίσωση της κωνικής επιφάνειας όταν, ξέρουμε 

τη κορυφή , την οδηγό ή την επιφάνεια στην οποία εφάπτονται οι γενέτειρες .
. .  .  ι

Προτού όμως γίνει αυτό θα δώσουμε ένα ορισμό χρήσιμο .

Ορισμός 5.2.2. Μια συνάρτηση F(x,y,z) λέγεται ομογενής βαθμού k 

ως προς x,y,z αν για κάθε t ^ 0  ισχύει :
*» i

F(tx ,ty ,tz) = t kF(x,y,z) .

Πρόβλημα 5.2.1. Να βρούμε την εξίσωσή της κωνικής επιφάνειας με κορυ

φή το σημείο k(x0 *y0 *z0) και οδηγό τη καμπύλη
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(5 ) (c) : (f(x ,y ,z) = 0  , g(x,y,z) =0 ) .

Αφού η γενέτειρα περνά από τη κορυφή K(xo»yg»zo) έχει συμμετρική εξίσωση 

την :

x-x0 y-y0 ζ-ζ0

α β γ

Έτσι η (6 ) είναι η κινούμενη καμπύλη με παραμέτρους α,β και γ . Οι νόμοι 

κίνησης (σχέσεις μεταξύ των παραμέτρων) θα βρεθούν από το γεγονός ότι η (6 ) 

συναντά την (5) . Αφού η (6 ) και (5) έχουν κοινή λύση , αν κάνουμε απαλοιφή 

των x,y,z θα βρούμε τη σχέση που επαληθεύουν οι παράμετροι . Αυτή είναι μια 

σχέση της μορφής :

( 7)  Φ ( § . £ ) · 0  

ή ακόμη

(8) F(a,0,Y) =0 .

Παρατήρηση . Έχουμε βρει μόνο ένα νόμο κίνησης ενώ έπρεπε να έχουμε 

δύο , αφού οι παράμετροι είναι τρείς ! (γ ιατί;) .

Η F(a,8,Y) όπως φαίνεται από την (7) είναι ομογενής ως προς α ,β,γ, 

ας πούμε βαθμού k . Η εξίσωση της επιφάνειας που ζητάμε θαπροκύφει με απα

λοιφή των α,β και γ από τις  (6 ) και (8 ) . Έτσι θέτοντας τους λόγους στην

(6 ) ίσους με t παίρνουμε :

x-x0 = ta  , y-y0 = t 8 και z-zQ = ίγ .
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Έτσι θα έχουμε : . . .

F ομογενής ν (8 )
F(x-x0 .y-yo‘z_zô  =F^t a »t0,tY  ̂ " ·' -----t KF(a,3,Y) —  0 .

/

Άρα η εξίσωσα ταζ επιφάνειας που ζητάμε είναι της μορφής :

(9) F(x-x0,y-y0 ,z-z0) =o ,

όπου η F(x-x0 ,y-y0 .z-z0) είναι ομογενής ως προς τ ις  διαφορές x-xQ , y-yQ 

και ζ - ζ 0  με K(x0 ,y0 >zQ) τη κορυφή της κωνικής επιφάνειας .

Παράδειγμα 5.2 .1 . Να βρούμε την εξίσωση κωνικής επιφάνειας με κορυφή το 

Κ(0,0,1) και οδηγό τη καμπύλη (c):{x2+y2=l , ζ=0> .

Η γενέτειρα έχει εξίσωση :

(*) χ-0
a

y- 0  _ ζ-1
"0 Γ

Η απαλοιφή των x,y,z από τ ις  (*) και τ ις  εξισώσεις της (c) μας δίνει τη σχέ

ση μεταξύ των παραμέτρων α,β και Υ · Από τι,ς (*) έχουμε : x=at , y=3t ,

ζ=1+γτ . θέτουμε στις εξισώσεις της (c) και παίρνουμε : t 2 (a2+0 2M  και
1 2 21+yt=0 . Συνεπώς t  = - -  και άρα : -y(a +0. )*1 ήγ γ

(**) α2+β2 -γ2 = 0

Η (**) είναι η (8 ) και F ta .M ^ a W -Y 2 , που είναι ομογενής ως προς 

α,β,γ βαθμού 2 . Η εξίσωση της επιφάνειας θα προκύψει από τ ις  (*) και (**) 

με απαλοιφή των α,β,γ . Από τη (*) έχουμε : x=at , y=01 και z-l=vt . 

Έτσι παίρνουμε :

x2+y2-(z-l)2=a2t2+3ZtZ-Y2t2=t2{a2+02-Y2) =  0 .

J
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t

Άρα η εξίσωση της επιφάνειας είναι η : 

x2+y2- ( z - l ) 2 = 0 ,

που είναι ομογενής ως προς : χ= χ - 0  , y a y-0  και ζ-1 .

Εύλογο είναι το ερώτημα : Αν έχουμε μια εξίσωση F(x-x0 ,y-y0 ,z-z0)=0 ,

όπου η F(x-x0 ,y-y0 ,z-z0) είναι ομογενής ως προς x-xQ , y-yQ και z-zQ , 

παριστάνει αυτή κωνική επιφάνεια με κορυφή το σημείο K(xQ>y0 »ZQ) *

Η απάντηση είναι ναι και θα δούμε αμέσως γιατί .

Πραγματικά , ας είναι P1(x1 ,y1 ,z 1)/K(x0 ,y0 ,z0) ένα σημείο της επιφά

νειας με εξίσωση :

F(x-x0 ,y-y0 . z-z0) =° .
δηλαδή :

(10) F(xi - x0 ,yi-y0 ,z1-z0) =° ,

όπου Pj/K . θα δείξουμε πως κάθε σημείο της ευθείας Ρ̂ Κ είναι σημείο της 

επιφάνειας , οπότε π επιφάνεια θα είναι κωνική . Ας είναι P2 (x2 »y2 *z2 ) ^να 

τυχαίο σημείο της ευθείας Ρ̂ Κ . Τότε :

xg'XQ+tixj-XQ) , y2=y0+t(yry()) * z2=zo+t^zr zô  ·

Συνεπώς :

F(X2_xo ,y2“yO'z2“zÔ  = F(t(x^-x

------  t
F ομογενής

0 ) , t (y r y0 ) , t ( 2 l ,z 0))

Άρα



F(x2_x0 ,y2'y0 * V z0  ̂ =0 »

που σημαίνει ότι το τυχαίο σημείο Ρ̂  της ευθείας Ρ̂ Κ είναι σημείο της 

επιφάνειας , αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε .

Τώρα αν θέλουμε να βρούμε μια οδηγό καμπύλη αρκεί να κόψουμε την επι

φάνεια με ένα επίπεδο Αχ+Β/+Γζ+Δ=0 που δεν περνά από τη κορυφή Κ . Έτσι 

μια οδηγός καμπύλη είναι η :

(c) : (Ax+By+Γζ+Δ = 0 , F(x-x0>y-y0,z^z0) *0) · .

με Ax0+By0+rz0+A φ 0 .

7 ' ? 7Παράδειγμα 5.2.2. ,Η εξίσωση , 3χ +5y - ( ζ -1) -0 παριστάνει κωνική επι-
2 2 2οάνεια με κορυφή το σημείο Κ(0^0,1) . Πραγματικά , αφού η 3χ +5y -(ζ-1)

I

είναι ομογενής ως προς , χ-0 , y-Ο , ζ-1 . Μια οδηγός καμπύλη βρίσκεται αν 

κόψουμε την επιφάνεια με ένα επίπεδο που δεν περνά από το Κ , ας πούμε το 

ζ=0 . Έτσι μια οδηγός καμπύλη είναι η (c) : (ζ=0 , 3x^+5y^-l=0) που είναι 

μια έλλειψη στο επίπεδο Oxy .

Πρόβλημα 5.2.2. Να βρούμε την εξίσωση κωνικής επιφάνειας με κορυφή το 

σημείο K(Xq,yQ, Zq) και της οποίας οι γενέτειρες εφάπτονται της,επιφάνειας 

με εξίσωση.:

(11) f(x.y»z)*0 .

Η εξίσωση της γενέτειρας όπως στο πρώτο πρόβλημα είναι :

χ-χ0 y-y0 ζ-ζ0 
" I T  s Τ  ~(12) Υ
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Ol νόμοι κίνησης θα βρεθούν από ίο γεγονός ότι : Οι γενέτειρες εφάπτονται 

της (11) . Τα κοινά σημεία γενέτειρας και επιφάνειας (11) δίνονται από τις  

τιμές του t  που είναι λύσεις της

(13) f(x0+at»y0+3t,z0+Yt) = 0  .

Για να είναι εφαπτόμενη η γενέτειρα στην (11) πρέπει η (13) να έχει τουλά

χιστο διπλή ρίζα ως προς t . Η (13) είναι μια εξίσωση του t  . Για να έχει 

διπλή λύση πρέπει και αρκεί να ισχύει μια σχέση της μορφής :

(14) F(a,0,Y) *0 .

Η (14) έχει την ιδιότητα ότι : (*) Γ(λα,λβ,λγ)=0 . Πραγματικά , αν στη θέση

των α,β,γ της (12) είχαμε αντίστοιχα τα λα,λβ,λγ τότε π (14) θα ήταν :

F(λα,λβ,λγ)-0 . Τώρα η εξίσωση της ζητούμενης επιφάνειας θα προκόψει από την

απαλοιφή των α,β.Υ στις (12) και (14) . Έτσι έχουμε :
(*>

F(x-x0 ,y-y0 ,z-z0) s F(ta ,t0,t:Y) =  0 ,

δηλαδή

F ( x - x 0 , y - y 0 » z - z 0 ) = 0  ·

Παοάδεινμα 5.2.3. Να βρούμε την εξίσωση της κωνικής επιφάνειας με κο

ρυφή το σημείο Κ{6 ,9 , 12) και της οποίας ol γενέτειρες εφάπτονται της επιφά

νειας : x2+2y2+3z2=5 .

Η γενέτειρα έχει παραμετρικές εξισώσεις : x s 6 + a t  ,  y = 9 + 0 t  , z = 1 2 + Y t .

Τα κοινά σημεία της γενέτειρας και της δοσμένης επιφάνειας βρίσκονται από 

τ ις  τιμές του t  που είναι λύσεις της :



(6+at-)^+2(9+^t).2+3 (12+yt) 2 = 5

ή της
(*) (α2+2β2'*3γ2 ) t-2+2(6a+18β+36γ;) t*625 = Ο .

Για να έχει διπλή λύση η {*,). πρέπει, καΐ'.αρκεί* π διακρί.νουσα της (είναι 2ου 

βαθμού ως προς t)  να είναι μηδέν .Δηλαδή :

.,(**) (6α+18β+36γ)2-β25(α2+2β2+γ2) = 0  .

Η (**) είναι για τη γενική περίπτωση η (14) . Η εξίσωση της. επιφάνειας που 

ζητάμε θα προκύψει με απαλοιφή των .α*β,γ από τ ις  (**) και τ ις  εξισώσεις 

της γενέτειρας . Είναι δε η :

ή
[6(x-6)+18(y^9)+36(z-12)]2 -625 [(x-6)2+2(y-9)2+3(z-12)2:] =0 ,

(αν θέλουμε κάνουμε και τις πράξεις) που είναι ομογενής ως προς χ-6  , y -9 ', 

ζ-12  .

βασικές.Παρατηρήσεις . . (i) Αν η κορυφή μιας κωνικής επιφάνειας είναι η 

αρχή 0 (Ό,0.,0 ) ντόχε η-εξίσωση Γτης κωνικής επιφάνειας είναι της μορφής 

F(x,y,z) =0 και είναι ομογενής ως προς x,y,z . Επίσης κάθε ομογενής εξίσωση 

της μορφής F(x,y,z) =0 παριστάνει-κφνική επιφάνεια με κορυφή την αρχή των 

συντεταγμένων .~ I ' *

(ϋ )  Για τρ πρόβλημα 5.2.2 .·, η μεγάλη (δυσκολία είναι· στην εύρεση της
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εξίσωσης (14). Αυτό είναι πολύ εύκολο μόνο αν η εξίσωση (13) είναι δευτερο

βάθμια ως προς t  , δηλαδή η (11) είναι δευτέρου βαθμού ως προς τ ις  μεταβλη

τές x,y και ζ . Γ ι’αυτό στις εφαρμογές μας ασχολούμαστε συνήθως με προβλή

ματα που η ( 11) είναι δευτέρου βαθμού , όπως στο παράδειγμα 5 .2 .3 .

( i i i )  Για μια κωνική επιφάνεια , ενώ η κορυφή είναι μοναδικό σημείο η 

οδηγός δεν είναι μοναδική καμπύλη . Στο επόμενο παράδειγμα εξηγούμε περισσό

τερα .

Παράδειγμα 5.2.4. θέλουμε να βρούμε τη κωνική επιφάνεια με κορυφή το ση-
2 2μείο 0 (0 , 0 , 0 ) και οδηγό τη καμπύλη (c):(z=l , x +y =1) .

Η εξίσωση της γενέτειρας είναι η :

Με απαλοιφή των x,y,z από τ ις  εξισώσεις τ η ς  (c) και τ ις  (*) βρίσκουμε τον 

νόμο κίνησης » που είναι η

(**) α2+β2-γ2 = 0 .

Τώρα με απαλοιφή των α,β,γ από (*),(**)
2 2 2επιφάνειας που είναι n : x +y -ζ * 0 .

βρίσκουμε την εξίσωση της κωνικής

οα»ι  ̂ uvu*
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2 2ECναι φανερό πως με την ίδια κορυφή και με οδηγό την (c^) : ( ζ=2 , x.+y -4) 

κατασκευάζουμε την ίδια κωνική επιφάνεια .

Ασκήσεις για τ ις  κωνικές επιφάνειες .

1. Να βρεθεί η εξίσωση της κωνικής επιφάνειας με κορυφή το σημείο (0,0,0) 

και οδηγό τη καμπύλη (c):{x^+y^=x , ζ=1} .

2. Να δείτε ότι η επιφάνεια με εξίσωση ; z^+4xy=0 είναι κωνική . Να 

βρείτε τη κορυφή της και μια οδηγό καμπύλη . Να εξετάσετε το ίδιο πρόβλημα
Ο

για την επιφάνεια με εξίσωση : xy+z - 2x-y+2=0 .

3. Δίνεται η ευθεία

3λχ+γ-2λζ=0

ελ
x-2y+Az=0

Να δείξουμε ότι η (ε^) με την κίνηση της παράγει κωνική επιφάνεια της οποίας 

να βρούμε τη κορυφή .

4. Να δείξετε ότι μια εξίσωση της μορφής :

F
Α1χ+Β1γ+Γ1ζ+Δ1

A3x+B3y*r 3z+A3

Α2χ+Β2γ+Γ2ζ+Δ2 ' 

A3x+B3y+r3z+A3 )
=0

χαρακτηρίζει τ ις κωνικές επιφάνειες με-κορυφή το.σημείο τομής των-ι.επιπέδων

Α^χ+Β^γ+Γ^ζ+Δ^ =0

α2χ+β2υ +γ 2ζ+δ2 =0

A3x+B3y+I*3z+A3 = ° '

ο
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5. Να δείξετε ότι π εξίσωση :

παριστάνει κωνική επιφάνεια της οποίας να βρείτε τη κορυφή και μια οδηγό .

5.3. Κυλινδρικές επιφάνειες .

Ορισμός 5.3.1. Μια επιφάνεια λέγεται κυλινδρική όταν παράγεται από μια 

ευθεία η οποία κινείται έτσι ώστε να είναι συνέχεια παράλληλη προς ένα στα

θερό διάνυσμα α=(α,β»ν) και να συναντά μια σταθερή καμπύλη ή να εφάπτεται 

μιας σταθερής επιφάνειας .

Η ευθεία που κινείται και παράγει την επιφάνεια λέγεται γενέτειρα της 

κυλινδρικής επιφάνειας , ενώ η  σταθερή καμπύλη που συναντά η  γενέτειρα λέγε

ται οδηγός της κυλινδρικής επιφάνειας .

θα κοιτάξουμε να βρούμε την εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας όταν ξέ

ρουμε το διάνυσμα δ και την οδηγό ή την επιφάνεια στην οποία εφάπτονται οι 

γενέτειρες . θα διακρίνουμε και εδώ δύο προβλήματα .
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Πρόβλημα 5.3.1. Να βρούμε την εξίσωση κυλινδρικής επιφάνειας με γενέ

τειρες παράλληλες προς το διάνυσμα α=(α,β»Υ) και οδηγό τη καμπύλη :

(15) (c):(f(x,y,z)=0 , g(x,y,z)=0) .

Ας είναι (χ^,γ^,ζ^) ένα τυχαίο σημείο της οδηγού . Τότε η εξίσωση της 

γενέτειρας από αυτό το σημείο είναι η :

(16) X-*! _ y-yx ζ-*!
α “ ' β 3 γ

Η (16) είναι η εξίσωση της κινούμενης καμπύλης και χ̂ ι »ζι  είναι οι παρά

μετροι . Επειδή το σημείο (x^y^.z^) ανήκει στην οδηγό θα ισχύουν :

(17) f(xj_»y1 »z1) e0 και g ix j .y ^ z ^ ^  .

Οι (17) είναι οι νόμοι κίνησης . Η εξίσωση της επιφάνειας που ζητάμε θα προ

κόψει από τ ις  (16) και (17) με απαλοιφή των παραμέτρων. χ^ ι >ζι  -Έτσι από 

τ ις  (16) εξισώνοντας με - t  παίρνουμε χ^χ+αΐ , yj=y+8 t  και ζ^=ζ+γί . 

θέτοντας στις (17) έχουμε :

(18) f(x+ at ,y + 8 t , z+Yt) =0 και g(x+at , y+βί , ζ+γί) -0  ,

από τ ις  οποίες με απαλοιφή του t  παίρνουμε μια εξίσωση της μορφής Fix.y.zJ^O, 

που είναι η εξίσωση της επκράνειας που ζητάμε .

Παράδειγμα 5.3.1. Να βρούμε την εξίσωσή της κυλινδρικής επιφάνειας , της 

οποίας οι γενέτειρες είναι παράλληλες προς το διάνυσμα δ=(1,2 , - 1 ) και έχει 

οδηγό την καμπύλη :

(c):(3x2+5y2=l , ζ=0) .



Η εξίσωση της γενέτειρας είναι :

(*)
χ- χ! y-yj z-Zj
ΗΓ = ~ΊΓ = ~Τ~ · ’

όπου (x j.y j.Z j) είναι τυχαίο σημείο της οδηγού και συνεπώς

(**)

Η απαλοιφή των xi»yj*zj από τ ις  (*) και (**) θα μας δώσει σε πρώτο βήμα : 

3(x+t)2+5(v+2t)Z=l , z-t=0 ,

από όπου με απαλοιφή του t  παίρνουμε την εξίσωση της επιφάνειας και η 

οποία είναι :

Ενδιαφέρουσα περίπτωση : θα εξετάσουμε τη περίπτωση , που οι γενέτειρες 

είναι παράλληλες προς το διάνυσμα α=(0 ,0 , 1) , δηλαδή οι γενέτειρες είναι πα

ράλληλες προς τον άξονα Οζ . Τότε οι εξισώσεις (18) του προβλήματος 5.3.1. 

γίνονται :

Η απαλοιφή του t  μεταξύ αυτών θα απαλείψει ταυτόχρονα και το ζ , έτσι η 

εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας θα είναι της μορφής :

(19) F(x,y) = 0 ,

δηλαδή θα λείπει η μεταβλητή ζ (δηλαδή ο άξονας προς τον οποίο είναι παράλ

ληλες οι γενέτειρες).

3(x+z)2+5(y+2z) 2 * 1 .

f(x.y,z+t)=o , g(x,y,z+t)=o .
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Ισχύει όμως και, το αντίστροφο , δηλαδή μια επιφάνεια με εξίσωση της μορφής (19) 

είναι κυλινδρική με γενέτειρες παράλληλες προς τον άξονα οζ . Πραγματικά , αν 

κατασκευάσουμε τη κυλινδρική επιφάνεια με οδηγό την (c):{F(x,y)=0  , .ζ=0 } 

και γενέτειρες παράλληλες προς το ά=(0 ,Ό,1) βλέπουμε ότι η εξίσωση της είναι 

Π : F(x.»y)=0 -

Όμοια συμπεράσματα έχουμε για κυλινδρικές επιφάνειες που η γενέτειρα 

είναι παράλληλη προς τον άξονα Oy ή Οχ . Έτσι έχουμε το Παρακάτω συμπέρασμα: 

Κάθε εξίωσση στην οποία δεν εμφανίζεται ο ένας από τους αγνώστους π.χ. ο χ 

(ή y ή ζ) παριστάνει κυλινδρική επιφάνεια με γενέτειρες παράλληλες προς τον 

άξονα Οχ (ή ΟγήΟζ αντίστοιχα) .

Παράδειγμα 5,3,2. Η εξίσωση x̂ +y^=R  ̂ παριστάνει κυλινδρική επιφάνεια 

με γενέτειρες παράλληλες προς τον άξονα οζ . Η τομή αυτής της επιφάνειας με 

το επίπεδο Oxy επίπεδο είναι μια περιφέρεια κύκλου αχτίνας R και κέντρου 

το σημείο (0,0,0) · Η επιφάνεια αυτή είναι γνωστή σαν ορθός κυκλικός κύλιν

δρος .αχτίνας R .

Η ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι ειδική περίπτωση'μιας γενικώτερης κατάστα

σης που αντιμετωπίζουμε στις κυλινδρικές επιφάνειες και θα εξετάσουμε αμέσως 

τώρα .

Πρόβλημα 5.3.2. θέλουμε-να βρούμε την εξίσωση κυλινδρικής επιφάνειας με 

οδηγό τψκαμπύλη

(2 0 ) (c): (f(x ,y ,z )«0 , g(x,y,z)=0 )

και της οποίας ol γενέτειρες είνα ι παράλληλες προς την ευθεία
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(2 1 ) (ε ) : (A^+Bjy+rjZ^-Δ^Ο , Α2χ+Βγ2+Γ2ζ+Δ2=0 ) .

Η γενέτειρα (κινούμενη καμπύλη) είναι η :

(2 2 ) ε(λ,μ) : ( χ+Β̂ y+Γj ζ+Δ̂  =λ , Α2χ+Β2γ+Γ2ζ+Δ2=μ) ,

αφού για τις διάφορες τιμές των λ.μ η (22) δίνει ευθεία παράλληλη προς την 

(ε) .

0 νόμος κίνησης (σχέση μεταξύ των λ,μ) θα βρεθεί από το γεγονός ότι η

(22) συνατά την (c) . Έτσι απαλοιφή των x,y,z από τ ις  (20),(22) δ ίνει το 

νόμο κίνησης :

(23) Ρ(λ,μ) = 0 .

Τώρα, απαλοιφή των λ,μ από τις (22),(23) δίνει την εξίσωση της κυλινδρικής 

επιφάνειας , που είναι η :

(24) Ρ(Α1χ+Β1γ+Γ1ζ+Δ1 , Α2χ+Β2.ν+Γ2ζ+Δ2) = 0  .

Στη συνέχεια θα δείξουμε , πως κάθε επιφάνεια με εξίσωση της μορφής (24) είναι 

κυλινδρική επκράνεια με γενέτειρες παράλληλες προς την ευθεία (21) . Πραγμα

τικά , τέμνοντας την (24) με το επίπεδο ζ=0 παίρνουμε τη καμπύλη :

(25) (Cj): ( ζ=0 , Ρ(Α1χ+Β1ν+Γ1ζ+Δ1 , Α2χ+Β2γ+Γ2ζ+Δ2 )=0) .

Τώρα με οδηγό την (25) k o l  γενέτειρες παράλληλες προς την (21) κατασκευάζουμε 

μια κυλινδρική επιφάνεια της οποίας η εξίσωση (ακολουθώντας την διαδικασία 

του πρώτου μέρους) είναι η

F(AjX+Bjy+r1ζ+Δ1 , Α2χ+Β2υ+Γ2 ζ+Δ2) =0 ,
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δηλαδή π (24) .

Παρατηρήσεις, ( ι ) Η f(x,y)=0 , θα παριστάνει, λοιπόν κυλινδρική επίφά- 

νεια με γενέτειρες παράλληλες προς την ευθεία (ε): (χ=0 , y=0 ) , δηλαδή 

προς τον άξονα οζ . Αυτό το περιμέναμε σύμφωνα με την ενδιαφέρουσα περίπτω

ση .

(Ή) Και στις κυλινδρικές επιφάνειες (όπως στις κωνικές) η οδηγός δεν 

είναι μοναδική . Κάθε τομή της επιφάνειας με επίπεδο κάθετο στις γενέτειρες, 

δίνει οδηγό για αυτή την κυλινδρική επιφάνεια . Επίσης κάθε τομή με επίπεδο 

που δεν είναι παράλληλο της γενέτειρας δίνει οδηγό της επιφάνειας . Έτσι 

προηγουμένως , τέμνοντας την (24) με το ζ=0 , υποθέσαμε σιωπηρά πως η (21) 

δεν είναι παράλληλη προς το επίπεδο ζ=0 .

Παράδειγμα 5.3.3. θεωρούμε την εξίσωση : 

y2+(z-x)2-4(zrx) =0 .

Η εξίσωση αυτή παριστάνει μια επιφάνεια . Επειδή είναι της μορφής ,

F(.y,z-x) = 0 , θα είναι μια κυλινδρική επιφάνεια με γενέτειρες παράλληλες 

προς την ευθεία (ε): (y=0 , ζ-χ=0 ), δηλαδή παράλληλες προς το διάνυσμα 

α=(1,0,1) . Τέλος μια οδηνός αυτής θα προκόψει αν κόψουμε την επιφάνεια 

y2+(z-x)2 -4(z-x)=0 με ένα επίπεδο , που δεν είναι παράλληλο προς το 

ά=(1,0,1) . Ένα τέτοιο επίπεδο είναι το ζ=0 , για παράδειγμα .. Άρα η κα

μπύλη :

(ζ=0 , y2+x2+4x=0)

είναι μια οδηγός καμπύλη της κυλινδρικής επιφάνειας y2+(z-x)2-4(z-x)=0 .
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Πρόβλημα 5.3.3. Να βρούμε την εξίσωση κυλινδρικής επιφάνειας με γενέτει

ρα παράλληλη προς το διάνυσμα ά=(α,β,γ) και της οποίας οι γενέτειρες εφάπτο

νται της επιφάνειας με εξίσωση :

(26) f(x ,y ,z ) = 0  .

Ας είναι (xQ»y0 »zô  ^να τυΧα^° σημείο της επιφάνειας που ζητάμε . Η 

γενέτειρα (ε) , που περνά από αυτό το σημείο έχει παραμετρικές εξισώσεις :

(27) (ε): {x=xQ+at , y=yQ+3t , ζ=ζ0+γέ} .

Τα σημεία τομής της (26) και της (27) βρίσκονται λύνοντας ως προς t  την 

εξίσωση :

(28) f(xg+at , yQ+0 t  , z0 +yt) = 0  .

Για να είναι η (27) εφαπτόμενη της (26) πρέπει η (28) να έχει διπλή λύση ·

Αυτό συμβαίνει , αν και μόνο αν , ισχύει μια σχέση της μορφής :

F(xo ,yo*zo ) =0 ’ |

Έτσι το τυχαίο σημείο της ζητούμενης επιφάνειας ικανοποιεί την εξίσωση j
F(x.y.z) = 0  και συνεπώς αυτή είναι η εξίσωση της επιφάνειας που ζητάμε . j

I1
Παράδειγμα 5.3.4. Να βρούμε την εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας με j 

γενέτειρες παράλληλες προς το διάνυσρα α«(1»2,3) και εφαπτόρενες στην επι- 

φάνεια : x2+y2+z2 = 1 . Ας είναι (χ0 ^ ο, ζΟ̂ IU*ato σημείο της ζητούμενης 

επιφάνειας . Τότε η (28) γίνεται

< V t )2+(V 2 t ) 2+(zo+ 3 t )2 ’ 1 = 0  ·
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ή
14t2+2(x0+2/0+3z0) t  + x2+yo+z2 -1= 0  ,

η οποία για να έχει διπλή λύση πρέπει να ισχύει :

(xo+2yo+3zo) “ 14< V y0+20 " ^  = 0  ■

Έτσι π εξίσωση της ζητούμενης επιφάνειας είναι η 

(x+2y+3z) 2 - 14(x2+y2+z2 - 1) = 0 .

Παρατήρηση . Ισχύουν και εδώ ότι είπαμε στη παρατήρηση ( i1) της σελί

δας 185 .

Ασκήσεις για κυλινδρικές . επιφάνειες .

1. Η σφαίρα με εξίσωση την x2+y2+z2 = 4z φωτίζεται με μια δέσμη φωτει

νών αχτίνων παράλληλων προς την ευθεία (ε): (χ=0 , y=z) . Να βρείτε την

εξίσωση του περιγράμματος της σκιάς στο επίπεδο Oxy .
* ·

2. Να βρείτε την εξίσωση κυλινδρικής επιφάνειας με γενέτειρες παράλληλες 

προς το διάνυσμα α=(1 , - 1 ,2 ) και οδηγό την καμπύλη :

{xy=l , ζ=0> .

3. Να διαπιστώσετε ότι η .εξίσωση 17x2+2y2+z2-8xy-6xz-2 -0  παριστάνει 

κυλινδρική επιφάνεια . Να βρείτε μια οδηγό της και τη διεύθυνση προς την οποία 

οι γενέτειρες είναι παράλληλες (Γράψτε την εξίσωση ως : 2(2x-y)c+(3x-z) -2=0).

4. Να βρείτε την ορθή προβολή της καμπύλης
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(c):(x2+y2+z2 =4 , x+3y+z-2 = 0) 

πάνω στο επίπεδο : x-y+z = 0 .

5. Να βρείτε την ακτίνα της περιφέρειας

(c):(2x-y-2z+13=0 , x2+y2+z2-2x-4y-4z-l=0)

καθώς και την εξίσωση του ορθού κυκλικού κυλίνδρου , που έχει σαν κάθετη το

μή την περιφέρεια (c) .

5.4. Επιφάνειες εκ περιστροφής .

Ορισμός 5 .4 .1 . Μια επιφάνεια λέγεται επιφάνεια εκ περιστροφής όταν πα- 

ράνεται με περιστροφή μιας καμπύλης γύρω από μια ευθεία .

Η καμπύλη που περιστρέφεται λέγεται γενέτειρα της επιφάνειας ενώ η ευ

θεία γύρω από την οποία γίνεται η περιστροφή λέγεται άξονας περιστροφής .

Σπουδαία παρατήρηση . Είναι φανερό , πως κάθε σημείο της γενέτειρας κα- 

τα τη περιστροφή γράφει μια περιφέρεια κύκλου με κέντρο πάνω στον άξονα πε

ριστροφής και της οποίας το επίπεδο είναι κάθετο στον άξονα περιστροφής . 

Έτσι μπορούμε να πούμε ότι μια επιφάνεια εκ περιστροφής γίνεται από μια περιφέρεια



Η παρατήρηση αυτή μας βοηθάει για να 

περιστροφής .

κύκλου,η οποία έχει κέντρο στον άξονα 

περιστροφής,το επίπεδο της είναι κάθε

το στον άξονα περιστροφής , και η 

οποία κινείται έτσι ώστε (δηλαδή 

μικραίνει ή μεγαλώνει η αχτίνα της ) 

να συναντά μια καμπύλη . 

βρούμε την εξίσωση μιας επιφάνειας εκ

Πρόβλημα 5.4.1. Να βρούμε την εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας ,, 

η οποία παράγεται με περιστρο(ρή της καμπύλης:

(29) (c) : (f(x,y,z)=0 , 9 (ζ,Υ,ζ)=0 }

γύρω από την ευθεία :
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θα βρούμε πρώτα τ ις  εξισώσεις της κινούμενης καμπύλης (κινούμενης περιφέ

ρειας εδώ) με βάση όσα είπαμε στη παρατήρηση . Ένα επίπεδο κάθετο στην (ε) 

(τον άξονα) έχει εξίσωση : αχ+βγ+γζ=λ , όπου λ κάποια παράμετρος . Επίσης 

μια σφαίρα με κέντρο το (χο>^ο,ζ0  ̂ KaL αχτ^να ρ έχει εξίσωση :
ο 9 ο 2

( x - X q )  +(y-yQ) +(ζ-ΖφΓ=ρ , όπου το ρ είναι κάποια παράμετρος . Τώρα μια 

περιφέρεια π με κέντρο πάνω στην (ε) και επίπεδο κάθετο στην (ε) δίνεται 

με τ ις  παρακάτω εξισώσεις :

(31) (π): {(x-x0 )2+(y-y0 )2+(z-z0 )2=p2 , αχ+βγ+γ2 =λ} .
ο

Η (31) είναι η κινούμενη περιφέρεια με παραμέτρους τα ρ ,λ . Οι νόμοι κίνη

σης (σχέσεις μεταξύ των παραμέτρων) βρίσκονται από το γεγονός ότι η (31) 

συναντά την (c) με εξισώσεις τ ις  (29) . Έτσι με απαλοιφή των x,y,z από 

τ ις  (29) και (30) βρίσκουμε μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων της μορφής :

(32) Φ(ρ2 ,λ)=0 .

Τώρα η εξίσωση της επιφάνειας που ζητάμε θα προκόψει από τις  (31) και (32) 

με απαλοιφή των παραμέτρων ρ ,λ και είναι μια εξίσωση της μορφής :

(33) Φ((χ-χ0 )2+(y-y0 )2+(ζ- ζ0 ) 2 , αχ+βν+γζ)=0 .

Παράδειγμα 5.4.1. Να βρούμε την εξίσωση επιφάνειας εκ περιστροφής που 

παράγεται με περιστροφή της καμπύλης

(*) (c) : {y=x3 , ζ=0 )

γύρω από την ευθεία



-199-

(**) (ε) : (y=0 , ζ=2 ) .

Ol εξισώσεις του άξονα περιστροφής γράφονται και ως :

χ-0 y-Ο ζ-2
1 ------- 0------- *

Έτσι η κινούμενη περιφέρεια έχει εξισώσεις (εξισώσεις (31) της γενικής θεω 

ρίας)

(***) (n) : {x2+y2+(z-2)2=p2 , χ=λ} .

Με απαλοιφή των x,y,z από τις (*) και (***) βρίσκουμε τη σχέση μεταξύ των 

παραμέτρων (σχέση (32) της γενικής θεωρίας) :

λ2+λ6+4=ρ2
* X 9

ή ·■'

(****) λ2+λ6Μ-ρ2*0  ’ ·

Με απαλοιφή των παραμέτρων από τ ις  (***) και (****) βρίσκουμε την εξίσωση της 

επιφάνειας που ζητάμε :

χ2+χ 6+4- [x2+y2+(z-2)2] *0 

x6-y2-(z-2)2+4=0 .

Ενδιαφέρουσα περίπτωση .θα κοιτάξουμε να βρούμε την εξίσωση επιφάνειας 

εκ περιστροφής που παράγεται με περιστροφή της καμπύλης : {f(x,y)=0  , ζ=0} 

γύρω από την ευθεία ε:{γ=ζ=0 } . Δηλαδή έχουμε μια καμπύλη που βρίσκεται σε 

ένα επίπεδο συντεταγμένων (το Οχν στη προκειμένη περίπτωση) και περιστρέ
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φεται γύρω από ένα άξονα συντεταγμένων του επιπέδου της (τον άξονα Οχ στη 

προκειμένη περίπτωση) . Σ’αυτή τη περίπτωση οι εξισώσεις (31) γίνονται :

(x2+y2+z2=p2 , χ-λ) .

Η εξίσωση (32) γίνεται :

f(A,± /ρ 2-λ2 )=0 .

Και η εξίσωση (33) της εν λόγω επιφάνειας γίνεται : 

f(x,± /y 2+z2 ) s 0 .

Παρατηρούμε λοιπόν ότι για να βρούμε την εξίσωση της επιφάνειας δουλεύουμε 

ως εξής : Παίρνουμε την εξίσωση της καμπύλης (όχι εκείνη που μας δ ίνει το 

επίπεδο συντεταγμένων) και αντικαθιστάμε σ’αυτή , τη μεταβλητή που δεν μετρά 

στον άξονα περιστρο(ρής με ± τη τετραγωνική ρίζα του αθροίσματος των τετρά- ί1
γώνων των μεταβλητών που δεν μετράνε στον άξονα περιστροφής .

Έτσι η εξίσωση της επιφάνειας που παράγεται με περιστροφή της (y=l , \

χ=0 ) γύρω από τον άξονα Οζ είναι σύμφωνα με αυτό τον κανόνα η : ± / y 2+x2=l |
ρ  ρ !

ή x*+y£=i 9 δηλαδή ένας ορθός κυκλικός κύλινδρος . ]
i
<1?

Παράδειγμα 5.4.2. Δίνεται η ευθεία (ε) : (y=az , χ=0) . Την περιστρέφου

με γύρω από-τον άξονα οζ . Σύμφωνα 

με τον παραπάνω κανόνα η εξίσωση της 

επιφάνειας που παράγεται είναι η : ι

* / x 2+y2=az ή x2+y2-a2z2=0 ,
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n οποία είναι ομογενής ως προς x,y,z kol συνεπώς είναι και κωνική επιφάνεια. 

Αυτή η επιφάνεια λέγεται και κώνος εκ περιστροφής .

Παράδειγμα 5.4.3. Στο Oyz επίπεδο με κέντρο το σημείο (Ο,α,Ο) και 

αχτίνα ρ (ώστε ρ<α) έχουμε μια περιφέρεια κύκλου (c) με εξισώσεις

(c) : (χ=0 , (y-a£-z2=p2} .

Περιστρέφουμε αυτή τη περιφέρεια γύρω από τον άξονα Οζ . Τότε η εξίσωση της

επιφάνειας που παράγεται , σύμφωνα 

με τον κανόνα που αναφέραμε είναι η :

(± / x 2+y2-a)2+z2=p2 ή μετά από πρά

ξεις :

(x2+y2+z2+a2-p2 )2=4a2 (x2+y2) .

Η επιφάνεια αυτή λέγεται Σπείρα (τόρος) 

εκ περιστροφής .

Ονομασία Στις επιφάνειες εκ περιστροφής οι περιφέρειες που γράφουν τα
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σημεία της γενέτειρας λέγονται παράλληλοι της εκ περιστροφής επιφάνειας . 

Επίσης οι τομές μιας εκ περιστροφής επιφάνειας με επίπεδα που περιέχουν τον 

άξονα περιστροφής λέγονται μεσημβρινοί της εκ περιστροφής επιφάνειας .

Είδαμε πως μια επιφάνεια εκ περιστροφής έχει εξίσωση της μορφής (33). 

θα εξετάσουμε στη συνέχεια το αντίστροφο πρόβλημα .

Πρόβλημα 5 .4 .2 . θεωρούμε μια επιφάνεια με εξίσωση της μορφής :

(34) Φ( (x-x0 )2+(y-y0 )2+(z-z0 ) 2 , αχ+β.γ+γζ)=0 .

θα δείξουμε , πως π (34) παριστάνει επιφάνεια εκ περιστροφής με άξονα την 

ευθεία (ε) που περνά από το σημείο A(x0 »yg»zo) Kat K<*®exri 0X0 επίπεδο 

αχ+βγ+γζ=0 , δηλαδή :

(35) (ε) χ- χ0 _ y_y0 _ ζ"ζ0 
a " γ

Πραγματικά , έστω ένα επίπεδο Αχ+Βγ+Γζ+Δ=0 που περνά από την ευθεία (ε) .

Τότε θεωρούμε τη καμπύλη :

(36) (Cj): (Λχ+Βγ·*Τζ+Δ=0 , Φ((x-x0 )2+(y-yQ)2+(ζ-ζ0 )2 ,αχ+β.ν+γζ)=0) ·

θα βρούμε την εξίσωση της επιφάνειας , που παράγεται με περιστροφή της κα

μπύλης (cj) γύρω από την ευθεία (ε) .

Η κινούμενη περιφέρεια είναι η :

(37) (c) : ((x-x0 )2+(y-y0 )2+(z-z0 )2=p2 , αχ+βγ+γζ-λ) . |

Με απαλοιφή των x,y,z από τις  (36) και (37) έχουμε τον νόμο κίνησης : |

• '/3
%
■ ι ίϊ
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(38) Φ(ρ2 ,λ)=0 .

Έτσι η εξίσωση της επιφάνειας θα προκύψει με απαλοιφή των ρ,λ από τ ις  (37) 

και (38) και είναι η

0 ((x-x0 )2+(y-y0 )2+(z-z0 ) 2 , ax+8y+yz)=0 ,

που είναι η εξίσωση της επιφάνειας με την οποία είχαμε ξεκινήσει . Έτσι η 

(34) παριστάνει εκ περιστροφής επιφάνεια με άξονα την ευθεία (ε) που δίνεται 

από τις (35) .

Παράδειγμα 5.4.4. Η εξίσωση :

(x-4)2+y2+(z-3)2-(y+z+14)2+ ( ) 12+ ( 3z(ytV ) =0 

είναι της μορφής :

Φ((χ-4)2+y2+(ζ-3) 2 , y+z)=0 .

Έτσι αυτή η εξίσωση παριστάνει εκ περιστροφής επιφάνεια με άξονα την ευθεία 

χ-4 y-0 ζ-3
Ί Γ = ν = -Τ " *

Παρατήρηση . Για να βρούμε γενέτειρα μιας επιφάνειας εκ περιστροφής 

πρέπει, να.κόψουμε την επιφάνεια με ένα επίπεδο , που περνά από τον άξονα 

περιστροφής .·
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Ασκήσεις στις επιφάνειες εκ περιστροφής .

1. Η ευθεία (ε^):
2x+3y+7z+5=0

x+y+z+10=0
στρέφεται περί την ευθεία

ευθεία (ε2) :
χ-ν+ζ-7=0

2x+y-z-5=0

Να βρεθεί η εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας .

2. Να βρεθεί η επιφάνεια , που παράγεται με περιστροφή της

(c) : {x2+(y-2 )2+z2=l , y=2x)

γύρω από τον άξονα Οζ .

3. Δίνεται μια επιφάνεια με εξίσωση την :

2 2 ζ2χ +y + χ  =ι ,
α) Να δείξετε ότι είναι εκ περιστρο<οής .

β) Να βρείτε τον άξονα περιστροφής και τ ις  εξισώσεις μιας γενέτειρας .

5.5. Επιφάνειες δευτέρου βαθμού .

Η γενική δευτεροβάθμια εξίσωση στο χώρο έχει τη μορφή :

(1 ) α1^x2+a22y2+a33z2+2a12xy+2a13xz+2a23yζ+2α14x+2a24y+2a34z+a44=0 .

Το σύνολο των σημείων του χώρου που επαληθεύουν μια εξίσωση της μορφής (1) 

λέγεται επιφάνεια δευτέρου βαθμού . Έτσι για παράδειγμα η σφαίρα είναι μια 

επιφάνεια δευτέρου βαθμού . Ένα σημαντικό πρόβλημα είναι η ταξινόμηση των 

επιφανειών δευτέρου βαθμού , δηλαδή να δούμε ποιές είναι όλες οι επιφάνειες 

δευτέρου βαθμού .
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Ένα άλλο σημαντικό πρόβλημα , με το οποίο θα ασχοληθούμε εν μέρει πα

ρακάτω , είναι το εξής :

Αν δοθεί μια επιφάνεια δευτέρου βαθμού (δηλαδή μια εξίσωση της μορφής (1)> 

να πάρουμε μια ιδέα του γεωμετρικού της σχήματος . Για μια τέτοιου είδους 

μελέτη εξετάζουμε συνήθως τα παρακάτω ερωτήματα :

(1) Κατά πόσο η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς επίπεδα συντεταγμένων , 

άξονες συντεταγμένων , αρχή συντεταγμένων .

( ϋ )  Ποιά είναι τα σημεία τομής της επιφάνειας με τους άξονες συντεταγμένων ; 

( ϋ ί )  Τι είναι οι τομές της επιφάνειας με τα επίπεδα συντεταγμένων καθώς και 

με επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα συντεταγμένων ;

(i ν) Κατά πόσο μπορούμε να οριοθετήσουμε την επιφάνεια .

θα κάνουμε αυτή τη μελέτη για ειδικές μορφές της εξίσωσης (1 ) .

Ελλειψοειδές . Μια επιφάνεια,που σε κάποιο ορθογώνιο σύστημα συντεταγμέ

νων έχει εξίσωση της μορφής :

2 2 2
(2 ) ρ =1 » με α ,β ,γ > 0  ,

ατ Ίά

λέγεται ελλειψοειδές .

Από την εξίσωση της επιφάνειας γίνεται αμέσως φανερό ότι η αρχή των συντε

ταγμένων είναι κέντρο συμμετρίας για την επιφάνεια (αν επαληθεύεται η (2 ) από 

τη σημείο (x,y,z) τότε επαληθεύεται και από το σημείο (-x,-y,-z)). Επίσης οι 

άξονες συντεταγμένων και τα επίπεδα συντεταγμένων είναι αντίστοιχα άξονες 

συμμετρίας k o l  επίπεδα- συμμετρίας .



Βλέπουμε επίσης ότι ο άξονας των χ τέμνει την επιφάνεια στα σημεία

Α(α,Ο,Ο) και Α'(-α,Ο,Ο) . 0 άξονας των y στα σημεία Β(Ο,β,Ο) , Β’(Ο,-β,Ο)

και ο άξονας των ζ στα σημεία Γ(Ο,Ο,γ) και Γ’(Ο,Ο,-γ) .
χ2Από την εξίσωση αυτής της επιφάνειας βλέπουμε ότι ^ < , 1  δηλαδή | χ | 4 α ·

α
Όμοια Jyl^P και |ζ | £γ . Δηλαδή η επιφάνεια είναι μέσα σε ένα ορθογώνιο

παραλληλεπίπεδο με έδρες τα επίπεδα χ=±α , ,ν=±β και ζ=±γ .

Εξετάζουμε τώρα τις  τομές της επιφάνειας με τα επίπεδα συντεταγμένων 

καθώς και με επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα συντεταγμένων :

Τομή με το Oxy επίπεδο : Είναι η καμπύλη 

μια έλλειψη .

(ζΌ  . 4  + 4 =1)
or β *

που είναι

Τομή με επίπεδο ζ=λ : Είναι η καμπύλη (ζ=λ , ^  + Κ ς  =1 - ^  ,
oc \>ά s

η οποία είναι μια έλλειψη για |λ | <γ , ένα σημείο για |λ|=γ και το κενό 

σύνολο για |λ { >γ . Όμοια δουλεύουμε για τομές με τα άλλα επίπεδα συντεταγ

μένων .

Η παραπάνω μελέτη μας βοηθάει να κατασκευάσουμε χοντρικά το γεωμετρικό 

σχήμα επιφάνειας , ελλειψοειδές, που είναι το παρακάτω :
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Μονόχωνο υπερβολοειδές . Μια επιφάνεια που σε κάποιο ορθογώνιο σύστημα 

συντεταγμένων έχει εξίσωση της μοριοής :

(3)
2 2 2

^  + *7  - τ  =1 > με α»^*Υ>0
ΌΓ 3^ Υ

2 2 2 
r  a  X . Υ , Ζ(η --ο + 9 + Τ '

αΓ 3 Ί
. X2η - ν  ο 

ατ 3

2 2

λέγεται μονόχωνο υπερ3ολοειδές με άξονα τον Οζ (ή Οχ ή Oy , αντίστοιχα) .

0 άξονας καθορίζεται από το ποια μετα3λητή έχει το πρόσημο -.Τα παρακάτω αναφέ- 

ρονται για τη μελέτη της εξίσωσης με - στη μεταθλητή z . Όμοια μελετάμε 

τ ις  άλλες περιπτώσεις .

Η εξίσωση της επιφάνειας δείχνει ότι το μόνοχωνο υπερθολοειδές είναι 

συμμετρικό ως προς τα επίπεδα συντεταγμένων , άξονες συντεταγμένων και αρχή 

συντεταγμένων .

Επίσης από την εξίσωση (3) φαίνεται ότι ο άξονας των χ τέμνει την επι

φάνεια στα σημεία Α(α,Ο,Ο) , Α'(-α,Ο,Ο) και ο άξονας των y στα σημεία

Β(0,3,0) και Β'(0,-3»0) . Τέλος ο άξονας των ζ δεν τέμνει την επιφάνεια ,
Λ

γιατί 3άζοντας x=y=0 έχουμε - ·=«■ *1 , που δεν έχει λύση ως προς z .
Υ

2 2
Τομή με το επίπεδο ζ=0 : Είναι η καμπύλη (ζ=0 , — -1) , που είναι

ac 3
μια έλλειψη .

χ2 2 . 2
Τομή με το επίπεδο ζ=λ : Είναι η καμπύλη (ζ-λ , - τ  + ^  =1+ — )

αΓ 3^ Ί
είναι πάλι μιά έλλειψη για οποιαδήποτε τιμή του λ .

που
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Τομή με το επίπεδο χ=0 : Είναι η καμπύλη (χ=0 » - %  =1) που είναι μια
r  ν

υπερβολή . Έτσι η επιφάνεια έχει σημεία στο άπειρο . Η υπερβολή αυτή έχει 

κύριο άξονα τον Ον .

, ν2 72 λ2Τομή με το επίπεδο χ=λ : Είναι π καμπύλη (χ=λ , ^  =1- ^  ) · Η καμπύ-
β* r  αΖ

λη αυτή είναι υπερβολή με κύριο άξονα παράλληλο του Oy για |λ | <α , μια 

υπερβολή με κύριο άξονα παράλληλο του Οζ για |λ | >α και για λ=α ή -α

είναι δύο ευθείες κάθε φορά (ποιές;) .

Όμοια αποτελέσματα έχουμε για τομές με επίπεδα y=0 ή y - \  .

Ένα χονδρικό σχήμα για το μόνόχωνο υπερβολοειδές είναι το παρακάτω :

Δίχωνο υπερβολοειδές . Έτσι λέγεται μια επιφάνεια που σε κάποιο ορθογώνιο 

σύστημα συντεταγμένων έχει εξίσωση της μορφής :

με α,β,γ > 0(4)
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χ2 ν2 ζ2 χ2 J  J
( ή ----ν  + — η  " —γ  -1 Π --- ο " + — ν  =1) ·

α 3 Υ y*

Λεπτομερέστερα λέγεται δίχωνο υπερ3ολοειδές με άξονα Οχ (ή 0y ή Οζ αντί

στοιχα) . Εδώ ο άξονας καθορίζεται από τη μεταθλητή με το πρόσημο + . Τα πα

ρακάτω αναφέρονται για τή μελέτη της εξίσωσης με το + στη μετα3λητή χ . 

Όμοια μελετάμε τις άλλες περιπτώσεις .

Και αυτή η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τα επίπεδα συντεταγμένων , 

τους άξονες συντεταγμένων και την αρχή των συντεταγμένων .

Είναι φανερό ότι μόνο ο άξονας των χ τέμνει την επιφάνεια στα σημεία 

Α(α,0,0) και Α'(-α,Ο,Ο) ·

Τομές με επίπεδα συντεταγμένων : Το επίπεδο χ=0 δεν τέμνει την επιφάνεια ,

2 2
γιατί η εξίσωση γίνεται - ^  ^  =1 , που δεν έχει λύση . Το επίπεδο y=0

3Ζ ΥΖ
2 2

τέμνει την επιφάνεια στη καμπύλη (y=0 =1} που είναι μια υπερ3ολή
ατ γ*

με κύριο άξονα τον Οχ . Όμοια το ζ=0 τέμνει την επιφάνεια σε μια υπερ3ολή 

πάλι με κύριο άξονα τον Οχ .

Τομές με επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα συντεταγμένων . Το επίπεδο χ=λ

V2 ζ2 λ2τέμνει την επιφάνεια στη καμπύλη (χ=λ Λ + · τ β - τ - 11 · Αυτή είναι το κε-
3 V a

νό σύνολο για |λ | <α. Έλλειψη για ]λJ >α και εκφυλίζεται στα σημεία A 

και Α' για λ=α , λ=-α αντίστοιχα . Βλέπουμε εδώ ότι η επιφάνεια δεν έχει 

σημεία ανάμεσα από τα δύο επίπεδα χ=α και χ=-α . Έτσι η επιφάνεια απότέ-
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λείται από δύο κομμάτια (δύο χωνιά) , από όπου και η ονομασία δίχωνο . Το

επίπεδο y=A τέμνει την επιφάνεια κατά τη καμπύλη (y=A , χ
7

,2  λ2—  =1+ —  1 2 1 2 * V 3

που είναι πάντα υπερβολή . Όμοια η τομή με επίπεδο ζ=λ δίνει υπερβολή .

Το παρακάτω σχήμα δίνει μια χοντρή προσέγγιση στο σχήμα του δίχωνου 

υπερβολοειδούς .

Ελλειπτικό παραβολοειδές .'Ετσι λέγεται μια επιφάνεια που σε κάποιο ορθογώνιο 

σύστημα συντεταγμένων έχει εξίσωση της μορφής :

(5) X2

7
2

+ =2γζ 
β

με α,β > 0  , γ i 0

(H
2 2

^7 + ^7 =2ΥΧ
αΖ F

χ2 ζ2ή - 7  + ~7 =2yy)
•ad r

θα μελετήσουμε μόνο τη (5) . Η μελέτη των άλλων γίνεται όμοια . Η επιφάνεια



-211-

αυτή είναι συμμετρική ως προς τα επίπεδα Οχζ και Oyz καθώς και προς τον 

άξονα Οζ . Επίσης περνά από την αρχή των αξόνων γιατί επαληθεύεται από το 

σημείο (0,0,0) . Για γ>0 έχουμε πάντα ζ>0 , έτσι σ'αυτή τη περίπτωση 

δεν έχει σημεία κάτω από το επίπεδο Oxy . Αντίθετα για γ<0 , έχουμε πά

ντα ζ <̂ 0 και η επιφάνεια έχει σημεία μόνο κάτω από το επίπεδο Oxy .

Τομές με επίπεδα συντεταγμένων . Το επίπεδο ζ =0 τέμνει την επιφάνεια μόνο 

στην αρχή των συντεταγμένων . Τα επίπεδα χ=0 και y=0 τέμνουν την επιφά

νεια σε παραβολές .

Τομές με επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα συντεταγμένων . Το ζ=λ^0 τέμνει

2 2
την επιφάνεια στη καμπύλη {ζ=λ , ~  + C  =2γλ} , που είναι έλλειψη για γλ>0

ατ β*

και κενό σύνολο για γλ <0 . Τα επίπεδα χ=λ ή ν=λ είναι εύκολο να διαπι

στωθεί πως κόβουν την επιφάνεια σε παραβολές .

Τα παρακάτω σχήματα μας δείχνουν το ελλειπτικό παραβαλοειδές για γ>0 και 

για γ < 0
·*.

7*
%



Υπερβολικό παραβολοειδές . Μια επιφάνεια που σε κάποιο ορθογώνιο σύστημα συντε

ταγμένων έχει εξίσωση της μορφής :

2 2
(6 ) ^  =2γζ , με α ,β > 0  , γ i 0

α β^

λέγεται υπερβολικό παραβολοειδές . Είναι φανερό πως η (6 ) για γ=0 παριστά

νει δύο επίπεδα (ποιά;) .

Και αυτή η επιφάνεια περνά από την αρχή των συντεταγμένων και είναι συμ

μετρική ως προς τα επίπεδα Οχζ , Oyz και τον άξονα Οζ .

Το επίπεδο ζ=0 τέμνει την επιφάνεια στις δύο ευθείες: =0 ,

ζ=0) . Τα επίπεδα χ=0 και γ=0 τέμνουν την επιφάνεια σε παραβολές . Κάθε
2 2

επίπεδο ζ*λ τέμνει την επιφάνεια στην υπερβολή (ζ=λ , - Υ =2γλ) με

κύριο άξονα παράλληλο του Οχ για γλ>0 και παράλληλο του Ον για γλ<0.  

Αντίθετα τα επίπεδα χ=λ τέμνουν την επιφάνεια σε παραβολές .

Μια χοντρική παράσταση του υπερβολικού παραβολοειδούς δίνει το παρακά

τω σχήμα στη περίπτωση που το γ > 0 .
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Κώνοι-Κύλινδροι. Μια επιφάνεια , η οποία σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων

έχει εξίσωση της μορφής :

2 2 2
m  V * 2  - h =0or <Γ

λέγεται ελλειπτικός κώνος. Οι τομές αυτής της επιφάνειας με επίπεδα z=kji0 

είναι ελλείψεις (σχήμα 1). Η τομή με το επίπεδο ζ=0 είναι ένα μόνο σημείο,

η αρχή 0 (0 ,0 ,0 ) των συντεταγμένων. 
»1~

σχήμα 1 σχήμα 2

Ειδικά,για a=b , η επιφάνεια, είναι ο κυκλικός· κώνος (σχήμα 2); . Παρατήρηση 

Η εξίσωση (7) είναι ομογενήχρως προς χ,γ,ζ και έτσι η επιφάνεια με~εξίσωση 

την (7) είναι κϋνική επιφάνεια (κοίταξε σελίδα 182) .

Επιφάνειες, που σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων έχουν εξίσωση μιας των 

παρακάτω μορφών : *
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(8)
α

+ -1 =0 
t r

(9)
7 b 2 ’ 0

( 1 0 ) - 2my = 0

λέγονται κύλινδροι . Ειδικώτερα , ελλειπτικός κύλινδρος , υπερβολικός κύλιν

δρος , παραβολικός κύλινδρος αν η επιφάνεια έχει εξίσωση της μορφής (8 ) , (9), 

(10) αντίστοιχα. Σημειώνουμε πως η (8 ) για a=b παριστάνει τον ορθό κυκλικό 

κύλινδρο (κοίταξε παράδειγμα 5.3.2) .

✓

I c- 
h

U\unut0) fcvjl\vfpo

A.,
ο

YHfpprfWl

I

op>aS



'Ασκηση .

Η εξίσωση : — + —^—*- + ~  =1 για κάθε πραγματικό αριθμό A€R-{3>
4 (λ -3Γ  9

παριστάνει ελλειψοειδές . Για ποιές τιμές του λ η επιφάνεια είναι έκ περι

στροφής (ελλειψοειδές εκ περιστροφής) .

5.6. Ευθειογενείς επιφάνειες .

Έτσι λέγονται οι επιφάνειες που παράγονται από τη κίνηση ευθείας γραμ

μής . Τέτοιες επιφάνειες είναι οι κωνικές , οι κυλινδρικές . Δεν είναι οι μό

νες . Αξίζει το κόπο να πούμε και να δείξουμε , όσο και αν φαίνεται παράξενο , 

ότι το μονόχωνο υπερβολοειδές και το υπερβολικό παραβολοειδές είναι και αυτές 

ευθειογενείς (δύο σπουδαία παραδείγματα επιφανειών για το μάθημα "Στοιχεία 

Διαφορικής Γεωμετρίας") .

Το μονόχωνο υπερβολοειδές είναι ευθειογενής επιφάνεια . Πραγματικά από την 

εξίσωση του μονόχωνου υπερβολοειδούς παίρνουμε διαδοχικά :

(7)

ή ισοδύναμα

2 2 2
χ + Ζ -1 
~7  + 2  2

(8 ) < F f > <
θεωρούμε τώρα την ευθεία (ελ) με αναλυτικές εξιάώσεις :

(9) (ελ): i  = λ(1+ |  |  " f.= χ  ί 1" J  ) )  ·

Είναι φανερό πως κάθε σημείο της (7) είναι και σημείο μιας (ελ) για κάποιο λ,
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καθώς επίσης κάθε σημείο της (ελ) είναι και σημείο της (7) . Εξάλλου με 

απαλοιφή του λ από τ ις  εξισώσεις της (ελ) παίρνουμε την (7) , που σημαί

νει ότι το μονόχωνο υπερβολοειδές πσράγεται με τη κίνηση της (ελ) . Για τ ις  

διάφορες τιμές του λ από την (9) παίρνουμε ένα σύνολο (σύστημα) ευθειών , 

που όλες είναι πάνω στο μονόχωνο υπερβολοειδές , και το οποίο λέγεται σύστη

μα την ευθειών λ .

Τα ίδια μπορούμε να πούμε και για την ευθεία (εμ) με αναλυτικές ε ξ ι

σώσεις :

( 10) (ε„): ( ·

Έτσι έχουμε και ένα σύστημα ευθειών μ πάνω στο μονόχωνο υπερβολοειδές . 

Με απλή άλγεβρα διαπιστώνουμε(πως;) , ότι δύο ευθείες του ίδιου συστήματος 

δεν τέμνονται . Επίσης κάθε ευθεία του ενός συστήματος τέμνει όλες τ ις  ευ

θείες του άλλου συστήματος .

Το υπερβολικό ποραβολοειδές είναι ευθειογενής επκοάνεια : Γράφουμε και εδώ 

την εξίσωση :

( 11) χ2
7

ν2

ως

π * )  + ·

Όπως για τη προηγούμενη περίπτωση παίρνουμε και εδώ δύο συστήματα ευθειών : 

(Π ) (ελ): ( |  + ^  =2γλζ



SS&
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και

(14) (εμ): ( £ + £ = £  . έ ' ^ =2γμζ >' *

Παράδειγμα άλλης ευθειογενούς επιφάνειας : Στο ορθογώνιο σύστημα συντε

ταγμένων Oxyz , θεωρούμε τα σημεία Ρ των οποίων ol συντεταγμένες εξαρτώ- 

νται από δύο παραμέτρους u,v (u.vGR) . Ας είναι P(u,v)=(vcosu,vsinu,u) . 

Είναι (οανερό πως αλλάζοντας τις τιμές των παραμέτρων αλλάζει και π θέση του 

σημείου στο χώρο . Όλα αυτά τα σημεία για τ ις  διάφορες τιμές των u,v συν- 

ιστούν μια ευθειογενή επιφάνεια . Πραγματικά , το διάνυσμα θέσης του ση|)είου 

P(u,v) είναι :

r(u,v) =r(P(u,v)) = (vcosu,vsinu,u) 

= (0 ,0 ,u)+v(cosu,sinu,0 ) .

Έτσι :

r(u,v) = (0 ,0 ,u)+v(cosu,sinu,0 ) .

Η τελευταία εξίσωση είναι η διανυσματική εξίσωση ευθείας' ε(ιι,ν) που περνά 

από το σημείο (0 ,0 »u) και είναι παράλληλη στο διάνυσμα α = (cosu,sinu,0 ) .
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Έτσι η επίίράνεια παράγεται από την κίνηση μιας ευθείας έτσι ώστε να συναντά 

κάθετα τον άξονα Οζ στο (0 ,0 ,u) και να είναι παράλληλη στο διάνυσμα α . 

Ένα σχήμα για την επιφάνεια αυτή είναι η ελικοειδής τσουλήθρα του παραπάνω 

σχήματος .

5.7. Εφαπτόμενο επίπεδο μιας επιφάνειας δευτέρου βαθμού .

θα κλείσουμε αυτό το κεφάλαιο βρίσκοντας την εξίσωση του ε<ραπτόμενου 

επιπέδου σε ένα σημείο μιας επιφάνειας δευτέρου βαθμού . θα αντιμετωπίσουμε 

το πρόβλημα γενικά . Παίρνουμε την επιφάνεια με εξίσωση την :

2 2 2(15) f(x,y,z)=a11x +a22y +α33ζ +2a12x.y+2a13xz+2a23yz+2al4x+2a24y+

+2α34ζ+α44= 0  *
Ας είναι pq(x0 »yQ·ζο̂  ένα °ΠΜείο της (15) . Δηλαδή

(16) W zo) =0 ’

Για ένα τυχαίο σημείο Ρ^χ^,Υ^,ζ^) του χώρου διαφορετικό από το Pq , θεω

ρούμε την ευθεία (ε) από τα Pq.Pj Π οποία έχει παραμετρικές εξισώσεις τ ις  :

(17) (ε): x=x0n ( x 1-xQ) , y=yQ+t(y1-y0) , z^Zq+^Z j-Zq) .

Για να βρούμε τα κοινά σημεία της (15) με την (17) αρκεί να βρούμε τ ις  τιμές 

του t  για τ ις  οποίες ισχύει

(18) fiXg+tixj-XQ) , y0+t(yj-y0) , Zg+tizj-Zg)) = 0  .

Μετά θέτοντας αυτές τις τιμές του t  στην (17) παίρνουμε τ ις  συντεταγμένες 

των κοινών σημείων . Η (18) είναι δευτέρου βαθμού ως προς t  , άρα η (17)

V;

_ί>·



-219-

με την (15) έχει το πολύ δύο κοινά σημεία , γιατί υπάρχουν το πολύ δύο λύσεις 

του t  . Από τη κατασκευή μας ξέρουμε πως το Pg είναι ένα σημείο τομής ,· 

δηλαδή το t=0 είναι λύση της (18) . Αν το t=0 είναι διπλή λύση τότε το 

Pg είναι διπλό κοινό σημείο των (15) και (17) και συνεπώς η P^PQ εφάπτεται 

της (15) στο Pg . Ποιά είναι όμως η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η (18) 

να έχει το t =0 σαν διπλή λύση ;

θέτουμε : c^Xj-Xg , και y=Zj-Zq · Τ<̂τε η ί 18) » λαμβάνοντας

υπόψη την (15) γίνεται :

ή λαμβάνοντας υπόψη ότι f(Xg»y0 >Zg) = 0  (δηλαδή ο σταθερός όρος στη δευτερο

βάθμια ως προς t  εξίσωση είναι μηδέν) έχουμε :

α 1 1  ( x 0 + t a )  2 + q 2 2  ( y Q + t 3 )  2 + α 3 3 ( Z g + t Y  >2 + 2 α 1 2 ( x o + t a )  ( y o + t ®  )

+2α13(Xg+ta)(zQ+tY)+2α23(yQ+t8)(zQ+tY)+2α14(xQ+ta) 

+ 2 a 2 4 ( y 0 + t P ) + 2 a 3 4 ^ z 0 + t Y ) + a 4 4  =  0

ή κάνοντας πράξεις και διατάσσοντας ως προς t

+σ11 x0+a22y0+a33z0+2a12X0y0+2a13x0Z0+2a23y0Z0

+2a14x0+2a24y0+2a34z0+a44 * 0
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(19) ^  1α2+α22β2+α33γ2+2α12αβ+2α13αγ+2α230 γ ^ 2

+2 [ αι ιαχ0+α22βν α33γζΟ+α12{αν βχΟ)+α13{αΖ0+νχΟ)

+α23(γγ0+βζ0,+α14α+σ24β+α34γ]  1 = ° *

^ ^ 9) για να έχει το tsQ διπλή λύση πρέπει και αρκεί :

(20> a u aV a22PV a33vz0 ^ 1 2 , % +exo’ *°13(azOtvxO)

ta23(vy0+Bz0)*at4a*°248*a34¥ ’  0

(°11χ0+α12¥0*α13ζ0+α14^α+ α̂22¥0+α12χ0+α23ζ0+α24^

*(<133z0*a t3x0«,23y0+a34)v = 0 

ή αντικαθιστώντας : a=x1-xQ , 0=y1-yg , Y=z1-zQ

(21) â i1x0+a12y0+a13z0+a14^xr x0^+^a22y0+a12x0+a23z0+a24^yr y0̂

+ ̂ α33ζ0+α13χ0+α23γ0+α3 4 ^ ζ Γ ζ0^ =0 *

H (21) μας λέγει ότι : Αν PqUq^ q^ q) είναι σημείο της (15) τότε π P^Pq 

εράπτεται της (15) στο PQ t αν και μόνο αν , το Ρ^ΧρΥχ.ζ^) ικανοποιεί 

την :

(22) ‘a11χ0+α12y0+a13z0'*‘a14̂  ̂ χ“χΟ̂ + â22y0+a12x0+a23z0+a24^y-y0̂
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t(a 33z0W13x0+o23y0+a34)(z' z0) ' 0 ·

που είναι η εξίσωση ενός επιπέδου . Αυτό το επίπεδο λέγεται εφαπτόμενο επί

πεδο της (15) στο σημείο PQ(x0 »y0 ,z0) .

0α δόσουμε στην συνέχεια μια άλλη έκφραση για την εξίσωση του εφαπτόμε- 

νου επιπέδου σε ένα σημείο μιας επιφάνειας δευτέρου βαθμού .

Κάνοντας πράξεις στην (22) έχουμε :

a11xOx+a22J'oJ'+a33zOz+al2(xOy+yOx)+al3(xOz+zOx)

^ 2 3 (yOz+zOy)+a14(x+xO!^2 4 (ytyO)+V ZV +a44

' aU x0"a22y0"<,33z0 '2a12x0y( f 2a 13x0z0”2a23y0z0

"2a 14x0"2a24yCf2a34z( f a4 4 ·

Όμως από την (16) παίρνουμε ότι :

a 11xf c 22y0ta 33z0+2a12:W 2a13x0z0+2a23y0z0 

+2α14χ0+2α24^0+2α34ζ0+α44 =0

Έτσι το ειοαπτόμενο επίπεδο της (15) στο. σημείο ^ο.(χ0*^0 *ζ0 ) δίνεται, και 
με τη μορφή :

(23) a 11x0x+a22y0y+a33z0z+a12^y0x+x0y^+a13^z0x+x0z)

+ “23t z0y+y0z > +a14C x+x0)+a24(y+y0}+a34(ϊ +ζο> +a44 ’ 0 ·
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Παρατήρηση : Συγκρίνετε την εξίσωση (23) με την εξίσωση (12) της σελί

δας 101 για το εφαπτόμενο επίπεδο σφαίρας και προσπαθείστε να συμπεράνετε 

ένα μνημονικό κανόνα για την (23) .

Θα τελειώσουμε με ένα ορισμό .

Ορισμός . Έστω Ρο^χΟ’̂ 0*ζΟ̂ ^να σπμε£° Μ«·ας επιφάνειας S . Η 

ευθεία που περνά από το Pq και είναι κάθετη στο εφαπτόμενο επίπεδο της S 

στο Pq , λέγεται κάθετη ευθεία της S στο PQ .

Ασκήσεις .

1. Να βρείτε την εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου σε ένα σημείο των 

παρακάτω επιφανειών : Ελλειψοειδές - Μονόχωνο και δίχωνο υπερβολοειδές - 

Ελλειπτικό και Υπερβολικό παραβολοειδές .

2 72. θεωρούμε επιφάνεια με εξίσωση την χ +y +-̂ - =1 . Οι προβολές (ορθές) 

του σημείου (0 ,0 , Jz) στα εφαπτόμενα επίπεδα της επιφάνειας είναι πάνω σε 

σφαίρα με κέντρο το σημείο 0 (0 ,0 ,0 ) και ακτίνα 2 .

3. Δίνεται η έλλειψη (c):(x=0 , y2+2z2-2=0) . Ας είναι S η επιφάνεια, 

που παράγεται με περιστροφή της (c) γύρω από τον άξονα 0y και Pq x̂0 ’^0 , zÔ  

τυχαίο σημείο της S .

(i)  Να βρείτε το συμμετρικό P^tXj.yj.Zj) του σημείου Α(0,-1,0) ως 

προς το εφαπτόμενο επίπεδο της S στο Pq και να δείξετε ότι η ευθεία Ρ^Pq 

περνά από το σημείο 8 (0 , 1 ,0 ) .

( ϋ )  Να δείξετε,ότι η διχοτόμος της γωνίας APqB είναι ευθεία κάθετη



στην επιφάνεια S στο σημείο Pg .

( ii i)  Να δείξετε ότι αν το PQ κινείται στην S , τότε το Ρ̂  κινεί

ται (βρίσκεται) πάνω σε σφαίρα με κέντρο το Β .

5.8. Μελέτη νενικής εξίσωσης δεύτερου βαθμού στο χώρο.

Η γενική εξίσωση δεύτερου βαθμού στο χώρο είναι η

( 1) α11x2+a22y2+a33z2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2al4x+2a24y+2a34z + α44 = 0 , 

όπου a ..( i,j= l,2 ,3 ,4 )  είναι σταθεροί συντελεστές και Ρ(χ,ν,ζ) σημείο του* J
χώρου , που αναφέρεται σε γνωστό τρισορθογώνιο δεξιόστροφο σύστημα συντεταγ

μένων Oxyz . Ερώτημα : Μπορούμε να βρούμε όλες τις λύσεις της (1)(όλα τα ση

μεία P(x,y,z) που επαληθεύουν την (1)); Αν όλες τις λύσεις της (1) τις σχε

διάσουμε στο χώρο , ποιό είναι το γεωμετρικό σχήμα που προκύπτει ;

Σκοπεύουμε σ’αυτή τη παράγραφο να αντιμετωπίσουμε το παραπάνω ερώτημα .

Για αι Γ α22=α33=α12=α13=α23=0 KaL (αΐ4 ,α245α3 4 ^ 0,0,0  ̂ η απάντηση 01:0 

ερώτημα είναι γνωστή , α<?ού η (1) γίνεται τότε

σ44
αΊ4χ+α24^+α34ζ + 2 S ^ ’

η οποία όπως γνωρίζουμε παριστάνει ένα επίπεδο στο χώρο .

Οι επιφάνειες-που παριστάνει η (1) για τις διάφορες τιμές-των σταθερών 

συντελεστών α^. λέγονται επιφάνειες δευτέρου βαθμού ή τετραγωνικές επι

φάνειες .

θα αρχίσουμε τη μελέτη μας με ένα παράδειγμα .
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Παράδειγμα 5.8.1. Η επιφάνεια με εξίσωση , στο ορθογώνιο σύστημα συντε

ταγμένων Oxyz , την :

x2+2y2-3z2-2x-8y+18z-24 =0

είναι ένα μονόχωνο υπερβολοειδές . Πραγματικά , π εξίσωση γράφεται ισοδύνα

μα ως :

(x -l)2+2(y-2)2-3(z-3) 2 * 6 

ή

(χ - ι?-2 + (y-2 )2 (ζ -3 )2 ^

(/δ)2 (/5)2 (/ ? ) 2

Έτσι στο σύστημα Ο’ΧΥΖ , που είναι παράλληλη μεταφορά του Oxyz στο σημείο 

0 '( 1,2,3) , η επιφάνεια έχει εξίσωση την :

X2 Υ2 ζ2—-—  + — --------- —  = 1 ,
(/δ)2 ( , ^ ) 2 ( Λ ) ζ

που είναι της μορφής (3) με α=Λ , β= /ϊ και γ=»/? .

Μετά το παραπάνω παράδειγμα είναι σχεδόν φανερό κατά ποιο τρόπο μπορού

με να μελετήσουμε (να δούμε τι επιφάνεια παριστάνει;) μια εξίσωση της Μορφής 

(1) όταν αΐ2=α13=α23=0 *

Μελέτη της εξίσωσης :

α 11x2+a22y2+a33z2+2a14x+2a24y+2a34z+a44 " 0 ’( 2 )
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Για αυτή τη μελέτη θα διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις .

Περίπτωση 1 . Οι τρεις συντελεστές α^  , , α33 είναι μη μηδενικοί

Τότε η εξίσωση (2) γράφεται ως :

2 2 2
m  π  , ν + α Η , 2 Α η  Λ , + α 2 4 . 2 Α „  / , . α 3 4 ν 2 _  α 1 4  α 2 4  α 3 4  n

' 3> α11(χ 57Γ ^  « 4 4 - 0 ^ - ^ - ^  - «

θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων Ο'ΧΥΖ παράλληλο προς το Oxyz με 

α,

α = α44 α

α24 α34
* °22 ’ α33

„ 2 „ 2
α14 _ α24
α 11 α 22

34
α33 *

ως :

(4) α^Χ2 +<*22^ +a33Ẑ + q e ° *

Η (4) για α=0 παριστάνει , ανάλογα με τα πρόσημα των α ^»α22*α33* ένα 

σημείο (την αρχή των συντεταγμένων) ή ένα κώνο .

Η (4) για α?ίΟ γράφεται

α11 α22 α33

και παριστάνει , ανάλογα με τα πρόσημα των α^ , α22 . α33 ,α  , ελλειψοειδές 

(πραγματικό ή φανταστικό) , μονόχωνο υπερβολοειδές ή δίχωνο υπερθολοειδές .



Περίπτωση 2 . Δύο από τους συντελεστές , >033 είναι μη μηδε

νικοί και ο άλλος είναι μηδενικός .

θα εξετάσουμε μόνο τη περίπτωση α ^ Ο  , α22^0 και α33=0 * ° L άλλες 

περιπτώσεις δίνουν όμοια συμπεράσματα . Η (2) σ'αυτή τη περίπτωση γράφεται 

ως :

° , )*Z+a22i'2*2ol4>,*2a24y+2a34z*a44 * 0

( 5 )  ' · , Ι < Χ + ^ ) 2 + ° 2 2 < ^ 5 ^ ) 2 * 2 ο 3 4 ζ * α * 0  ·

α. . 2 α? 4 2
όπου θέσαμε α = α ,. - —̂ —  — —

4 4  α 1 1  α 2 2

Η (5) για α34=0 , στο σύστημα Ο’ΧΥΖ που είναι παράλληλο στο Oxyz με 

α14 α24
0 ' ( - - — — , 0 ) , γράφεται ως : 

α 11 α 22

2 2αη Χ + α22Υ + α=0 ,

που παριστάνει , ανάλογα με τα πρόσημα των α^ ,α 22 ,α  , ελλειπτικό κύλιν 

δρο (πραγματικό ή φανταστικό) , ένα μόνο σημείο , δύο επίπεδα ή υπερβολικό 

κύλινδρο. (Εξετάστε για ποιά πρόσημα των α^ , α ^  ,α  έχουμε τ ις  παραπάνω 

καταστάσεις;) .
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Η (5) για α ^ Ο  ’ στο σι̂ στημα που e v̂aL παράλληλο arco Oxyz με

0 '( -^ 1Α , -^?4 # - “ ! ) · ;  γίνεται i 
α11 σ22 Ζα34

αΐ ί χ2 + α22γ2 + Ζα34Ζ = 0 '

που παριστάνει ανάλογα με τα πρόσημα των » α2Ζ  ,α 34 ’ ^να ελλειπτικό ή 

υπερβολικό παραβολοειδές (κοίταξε σελίδα 210 και 212) .

Περίπτωση 3 . Δύο από τους συντελεστές α^  , α^ρ >033 ε ν̂αί μηδενικοί 

και ο άλλος μη μηδενικός.
I ·

θα εξετάσουμε μόνο τη περίπτωση α ^ Ο  και σ22=α33=0 * 0ι ώλλες περι

πτώσεις αντιμετωπίζονται όμοια και δίνουν ανάλογα συμπεράσματα. Η (2) σ’αυτή 

τη περίπτωση γραφέται ως :

a11Χ +2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0

ή

Ο
(6) α11*χ + +2a24y+2a34z+a “ °

α142
όπου θέσαμε α = α . , — —  .α ,,

Η (6) για α24=σ34=0 * 0X0 σόστπμα Ο’ΧΥΖ που είναι παράλληλο προς το Oxyz 

σ14.
Μ£ 0 ' (“τϊ— γίνεται : . 

α11
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α^Χ^+α^Ο ,

που παριστάνει δύο επίπεδα (πραγματικά ή φανταστικά) ανάλογα με τα πρόσημα 

των α11 , a .

Αν ένας τουλάχιστον από τους συντελεστές α24 » α 34 ε^ν£α ύΠ μηδενικός , θέ-

α34 δ™θη α34τουμε θ0=τοξεφ—  οπότε m Q = —  = —  η

(*) a24sino0 - a 34cos« 0 = 0 .

Θεωρούμε το σύστημα Ο'ΧΥΖ , που είναι συγχρόνως στροφή και παράλληλη

σ14μετακρορά του Oxyz , με 0 '( - -— .0 ,0) και XQ = (1.0,0) , Yq = ( 0 , cosOq . sIMq), 

V (0 ’*sinV cosV  # Έχ°ϋΡε τ^τε (κοίταξε περίπτωση γ στη σελίδα 115) 

α14X β “ 77“  + X 
α11

y β 0 + Ycoson - Zsin.(

ο - — 0 *

Ό Μ ,,"Ό 

ζ * 0 + Ysin.„ + Zcoso

Έτσι η (6 ) στο Ο'ΧΥΖ σύστημα γίνεται

α^Χ* + 2a24(Ycos«0 - Zsina0 )+2a34(Ys1r>o0 + ZcosaQ) + α = 0

α^Χ2 + 2 (a24cos«0 + a34sinaQ)Y +2 (~α24δ ίη θ 0 +a34cos®0 Ẑ + α = 0
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ή λόγω τ η ς  (*ϊ και θέτοντας 0=2 (a24cos*o +a34sineQ)

(7 ) a11X2 + 3Y + a=0 .

Είναι φανερό ότι 0#) (γιατί;) . Έτσι η (7) γράφεται :

(8 ) αη Χ2 +0(Υ+ £) =0 .

Η (8 ) στο σύστημα 0"ΧΥΖ , που είναι παράλληλο προς το Ο'ΧΥΖ με (0 ,-^ ,0 )  , 

γίνεται

an X2 +0Y = O ,

που παριστάνει ένα παραθολικό κύλινδρο .

Συμπέρασμα . Η εξίσωση (2) για τις διάφορες τιμές των συντελεστών παριστά

νει , εκτός από τετριμμένες περιπτώσεις , μια από τ ις  επιφάνειες δεύτερου βαθ

μού που εξετάσαμε στη παράγραφο 5.5 .

Παράδειγμα 5.8.2 . Στο σύστημα Oxyz δίνεται π εξίσωση 

y2+x+2y+/1 z - l  = 0  .

θέλουμε να δούμε τ ι  παριστάνει αυτή η εξίσωση . Έχουμε εδώ τη περίπτωση 3 με 

α11=α33=0 * α22=1?ί0 * Ετσι 11 εξίσωση γράφεται :

(y+l)2+x+/5z-2 = 0  .

θέτουμε εφθ0 = ^ = / 5  . 'Αρα θ0· = 60° . Θεωρούμε το σύστημα Ο'ΧΥΖ με
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με O '(ο ,- 1 ,0 ) και XQ = (cos60° , 0,sin60°) YQ = (0,1,0) ,

Zg = (-sin60° , 0,cos60°) . Τότε

x =Xcos60° - Zsin60° = j  X - - y  Z 

y = - 1+X = -1+Y

z =Xsin60° + Zcos60°=-y X+^ Z ·

Έτσι στο σύστημα O’XYZ η εξίσωση της επιφάνειας γίνεται :

Υ2 +7 Χ ~ Ύ  1 + ^  ( Ύ  Χ +7  Ζ , ' 2 = 0  

ή

Υ2 + 2Χ - 2 * 0 

ή

(*) Υ2 + 2(Χ-1)=0 .

Στο σύστημα 0" ΧΫΖ , παράλληλα του Ο’ΧΥΖ με 0" (1,0,0) , η (*) γίνεται 

Ϋ2 ♦ 2Χ * 0 ,

που παριστάνει ένα παραβολικό κύλινδρο .

Άσκηση . Πως δίνεται το σύστημα 0” ΧΫΖ ως προς το αρχικό σύστημα

Oxyz ;

Μελέτη της εξίσωσης (1).

Η εξίσωση (1) αναφέρεται σε ένα σύστημα συντεταγμένων Oxyz . θεωρούμε

ένα σύστημα ΟΧΥΖ , που είναι στροφή του Oxyz (κοίταξε σελίδα 113) , με



Χ£)=(α1 ,α2 ,α3) , Yo=(3r 32 *03) KaL V (Yr v2,Y3} · Τότε έχουμε » αφθύ η βάσπ 

{Χ0 ,Ϋ0 ,Ζ0} είναι ορθοκανονική , ότι. :

(9)

7 7 7
1 + α2 +α3

ή * 4 * 4  ■ '
7 7 7

Υ 1 + γ2 + γβ =1

α1β1 +α202 +α303

α1γ 1 +α2ν2 +α3γ3 

31γ1 +02γ2 +33γ3

= 0 

= 0 

= 0

Επίσης έχουμε (σελίδα 114, σχέσεις (4)) ότι :

( 10)

χ  = α ^  + β , | Υ  + γ^Ζ

y = α2Χ + β2Υ + γ2Ζ 

ζ = α3Χ + β3Υ + γ3Ζ

θέτοντας τις (10) στην (1) , παίρνουμε τη,ν εξίσωση της επιφάνειας , στο σύστη

μα ΟΧΥΖ , που είναι, της μορφής :

(11) SjX2 + s2YZ + s3Z2 +

+^ α1 1α1̂ 1+α22α2̂ 2+α33α3 3̂+α12 α̂1̂ 2+α2̂ 1 +̂α13 α̂1̂ 3+α3̂ 1 +̂α23(α2 3̂+α3 2̂^ ^

*2{a,,a1Y,*a22a2v2+a33a3V3*a,2(a,V2+a2v,)+a13(a,V3*a3V,)*a23(o2V3*a3v2HXZ
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+2 {α113 1 υ1 +σ22^2ν2+α33^3ν3+α12^1 V2+̂ 2V 1 +̂α13^1 Y2+̂ 3Y 1 )+α23^2γ3+̂ 3γ2 ^ ΥΖ

♦2(α14α1*α24α2+σ34α3 )Χ*2(α14β1+α24β2+θ34β3)Υ * (α Η Υ1*α24Υ2+α34Υ3)Ζ+α44 = 0 ·

όπου

s 1 = α11 +α22α2+α33α3+2α12α1σ2+2α13α1α3+2α23σ2α3

52 = α1101+σ22β2+α3303+2α1201Ρ2+2α130103+2α230203

53 =α11γ1+σ22γ2+α33γ3+2α12γ1γ2+2α13γ1γ3+2α23γ2γ3 *

θέτουμε το ερώτημα : Υπάρχει σύστημα ΟΧΥΖ , ως προς το οποίο π (11) έχει μη 

δενικούς συντελεστές των όρων ΧΥ , ΧΖ , ΥΖ ; Η απάντηση στό ερώτημα είναι 

καταφατική αν το σύστημα των εξισώσεων (9) και των

( 12)

α 1 ΐ α ΐ^ 1 +α22α2^2+α33α3^3+α12^α 1^2+α2^1*+σ13*α Α +α3^1^+α23^α2^3+α3^2^ 

αη σΙν 1*α22α2ν2*α33°3ν3*α12(α1ν2*α2ν1)’α23(α2ν3*α3ν1)*α23|α2ν3*α3ν2)

°1 10 ,ν ,*ο 2 2$2ν2+α3303»3*ο,2 (Β,ν2*Β2ν, Η α ^ Ι Β ^ ^ Ι  )+a23(B2v3-̂ e3v2 »

έχει λύση με αγνώστους τα α^, , γ. (1*1,2,3) . Με πολλή μεγάλη διαδικασία

μπορεί κάποιος να δείξει ότι το σύστημα των εξισώσεων (9) και (12) έχει πάντο

τε λύση . Έτσι πάντα υπάρχει σύστημα ΟΧΥΖ ως προς το οποίο η εξίσωση (1) 

γίνεται της μορφής :

(13). s1X2+s2Y2<-s3Z2+2014X+2P24Y+2334Z+044 =0 .

Όμως η εξίσωση (την οποία μελετήσαμε προηγουμένως) παριστάνει μια από τ ις
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επιφάνειες της παραγράφου 5.5 . Έτσι έχουμε :

Τελικό συμπέρασμα : Η εξίαίωσπ (1) για τις διάφορες τιμές των συντελεστών πα

ριστάνει , εκτός από τετριμμένες περιπτώσεις , μια από τ ις  επιφάνειες δευτέ

ρου βαθμού που εξετάσαμε στη παράγραφο 5.5 .

Παρατήρηση . Η αναγωγή της εξίσωσης(Ι) στη μορφή (13) με μεθόδους της

Γραμμικής Άλγεβρας , όπου δίνεται και μια ερμηνεία των συντελεστών , Sg »
»  ^  ^

Sg και των διανυσμάτων Xg , Yq , » είναι απλούστερη και κομψότερη . Έτσι

στη Γραμμική Άλγεβρα θα δει κανείς ότι τα Sj , s2 »Sg και XQ , YQ , ZQ 

είναι αντίστοιχα οι ιδιοτιμές και ορθοκανονική βάση .ιδιοδιανυσμάτων του συμ

μετρικού πίνακα

α12 α22 α22

α23 α33

Παράδειγμα 5.8.3 . Στο σύστημα Oxyz δίνεται η εξίσωση 

3x2+3y2+2z2+3xy-2 =0 .

θέλουμε να δούμε , τ ι επιφάνεια παριστάνει αυτή η εξίσωση . 

Το σύστημα.των εξισώσεων (12) αφού ,

γίνεται
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(*)

j  3α131 + 3α232+2α3β3+ |  ( α ^ + α ^  )=0 

3 0 ^ ^ 3 0 ^ 2+2 0 3 7 3 + |  <^ιΥ2+02γ1 )=0 

30^+30^2+20373+ \  (01 )=0

Το σύστημα των εξισώσεων (*) και των (9) έχει λύση (αη ,α7 ,α~)=(— , — , 0 ) ,
w  J /2 SZ

(0̂  ,02 >03) = (— , ,0) και (ΥρΥ2 ,Υ3 )=(0,0,1) (επαληθεύατε το .') .

1 1Έτσι η  εξίσωσή μας στο σύστημα ΟΧΥΖ με Χη= ( — , — ,0) , Ϋ η =  ( — ,-  — , ο ) ,

υ Λ  Π  u Λ  Λ

2η - (0,0,1) , αφού χ =— (Χ+Υ) , y =— (Χ-Υ) , ζ = Ζ γίνεται :
Λ Λ

3· | (  Χ+Υ) 2+3 * (̂Χ-Υ) 2+2Ζ2 +3 ·1( Χ+Υ) (Χ-Υ)-2 = 0

9Χ2 +3Υ2 + 4ΖΖ -4=0

X2 Υ2 Ζ2—  + —  + — = 0 ,
4 4 1
7  7

που όπως ξέρουμε είναι ένα ελλειψοειδές .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ VI : ΙΣΟΜΕΤΡΙΕΣ ΤΟΥ ΕΠΙΠΕΔΟΥ ΚΑΙ ΤΟΥ ΧΩΡΟΥ

Στη Στοιχειώδη Γεωμετρία ονομάζουμε , ως γνωστόν , δύο γεωμετρικά σχήμα

τα 11 ίσα" (congruent) , αν μπορούμε να μετατοπίσουμε το ένα , έτσι ώστε να 

συμπέσει με το άλλο . Η μετατόπιση αυτή σημαίνει εποπτικά , ότι μετακινούμε 

το σχήμα χωρίς να. το παραμορφώσουμε ή αλλιώς , χωρίς να μεταβάλλουμε τις 

αποστάσεις μεταξύ τυχόντων σημείων του . Σ'αυτό το Κεφάλαιο σκοπεύουμε να 

περιγράφουμε μαθηματικά αυτή τη μετατόπιση (μετακίνηση) . θα προσπαθήσουμε να 

κάνουμε αυτή τη μελέτη » με τα μέχρι τώρα διαθέσιμα εργαλεία και να αποφύγου- 

με την Γραμμική 'Αλγεβρα . Πρέπει' όμως , να σημειώσουμε ότι η μελέτη με τον 

μηχανισμό της Γραμμικής Άλγεβρας είναι περισσότερο κομψή και απλή .

6.1. Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί.
3 2Σημειώνουμε με Ε , Ε και Ε το σύνολο των σημείων του περιβάλλοντα

χώρου , του επιπέδου και της ευθείας , αντίστοιχα . Μια απεικόνιση 
3 3f :E  -»·Ε , Ρ -► f (Ρ) = Ρ' , λέγεται γεωμετρικός μετασχηματισμός των σημείων

του χώρου . Αντίστοιχα , απεικονίσεις f  : Ε -*-Ε , P+ f(P )=P ' και

f :Ε->·Ε, P-*f(P)=P’ , λέγονται γεωμετρικοί μετασχηματισμοί του επιπέδου

και της ευθείας . Στη συνέχεια αν Ρ(χ,ν,ζ) είναι ένα σημείο του χώρου , ως

προς κάποιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz , τότε την εικόνα του θα συμβολίζουμε

με f(P) ® P '(x ',y ',z ’) , ως προς το ίδιο σύστημα συντεταγμένων . Αντίστοιχους

συμβολισμούς έχουμε για γεωμετρικούς μετασχηματισμούς επιπέδου ή ευθείας .
3 3Έτσι,αν f : Ε Ε , P+f(P) =Ρ' είναι ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός 

του χώρου και Oxyz ένα σταθερό ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων , τότε έχου

με :
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(1)

χ '  =  « p ^ x . y . z )  

y '  =  <P2 (x,y.z) 

z ' =  w 3 ( x , y » z )

όπου P(x,y,z) , P’(x '.y ’ .z ')  και. f(P )=P ' .

Οι σχέσεις (1) λέγονται αναλυτικές εξισώσεις του γεωμετρικού μετασχημα

τισμού , ως προς το σύστημα Oxyz . Αντίστροφα , σχέσεις της μορφής (1) πε

ριγράφουν ένα γεωμετρικό μετασχηματισμό , ως προς κάποιο σύστημα συντεταγμέ

νων .

Ανάλογα , ισχύουν για το επίπεδο και την ευθεία . Έτσι οι αναλυτικές 

εξισώσεις ενός γεωμετρικού μετασχηματισμού του επιπέδου , ως προς κάποιο σύ

στημα συντεταγμένων Oxyz , είναι :

ι χ* *<p.(x,y)
( 2 ) 1

( y ' s «P2 (x»y) · όπου P(x,y) , P '(x ’ .y ')

και ενός γεωμετρικού μετασχηματισμού της ευθείας είναι :

(3) χ *~ φ(χ) , όπου Ρ(χ) , Ρ'(χ')  ·

Παρατήρηση . Οι αναλυτικές εξισώσεις ενός γεωμετρικού μετασχηματισμού 

αλλάζουν , καθώς αλλάζει το σύστημα συντεταγμένων .

Παράδειγμα 6.1.1. Στον περιβάλλοντα χώρο θεωρούμε ένα επίπεδο π .
3 3θεωρούμε τον γεωμετρικό μετασχηματισμό f : Ε -*Έ , P-*f(P) =Ρ* * ορθογώνια 

προβολή του Ρ πάνω στο π .
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θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων Oxyz , ως προς χο οποίο , το επίπεδο π 

έχει εξίσωση την

Ax+By+Γζ+Δ = 0 .

θέλουμε να βρούμε τις αναλυτικές εξισώσεις του γεωμετρικού μετασχηματισμού ,

f(Pl) = ρ ;  είναι η τομή του επιπέδου π και της ευθείας από το Ρ̂  κάθετης 

στο π . Οι παραμετρικές εξισώσεις αυτής της ευθείας είναι :

(χ  * Xj+tA , y^yj+tB  , ζ = Zj+tO .

Η τομή ευθείας και επιπέδου δίνεται από τ ις  παραμετρικές εξισώσεις με t  = t Q , 

όπου tQ είναι λύση της

ο
ως προς το σύστημα Oxyz . Ας είναι Ρ ,ίχ ,ι.ν ,.ζ ,) ένα σημείο του Ε ·. Το1ΙΛΓ · Γ ‘ 1

A(x1+tA)+B(y1+tB)+r(z1+tD+A = 0 .

Αχ1+Βγ1+Γζ1+ΔΈτσι
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Άρα το Pj έχει συντεταγμένες :

Ρ1ίχ 1
Axj+By^+rZj+A

Α* 2+Β2+Γ2

Ax.+By.+Γζ,+Δ Ax.+By.+Γζ.+Δ
 ̂ * _ j ο  ̂ — * * * γ ΊΟ Ο---Ο----  ο I fci ο ο ο 1 / ·

a2+b2+F α2+β2+γ2

Συνεπώς οι αναλυτικές εξισώσεις του γεωμετρικού μετασχηματισμού είναι :

Β2*Γ2

α2+β2+γ2

AB
α2+β2+γ2

y- ΑΓ ΑΔ
Α2+Β2+Γ2 α2+β2+γ2

ΑΒ α2+γ2 βγ

α2+β2+γζ α2+β2+γ2 ' Α2+Β2+Γ2
ζ - ΒΔ

α2+β2+γ2

ζ = - ΑΓ
Τ Ι — 7

Α£+Β*+η
χ - ΒΓ

Α2+Β2+Γ2
y + α2+β2

α2+β2+γ2
Ζ - ΓΔ

α2+β2+γ2

Παράδειγμα 6 .1 .2 . Στο επίπεδο θεωρούμε κύκλο κέντρου Α και ακτίνας
2 2R . θεωρούμε τον γεωμετρικό μετασχηματισμό σημείων f  :Ε -»·Ε , Ρ f (Ρ) * Ρ ',

όπου Ρ' είναι το μοναδικό σημείο της ημιευθείας από το Α προς το Ρ , έτσι
2ώστε να ισχύει : ΑΡ·ΑΡ’ =R
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Να βρούμε τ ις  αναλυτικές εξισώσεις αυτού του μετασχηματισμού , ως προς, ένα 

σύστημα συντεταγμένων Oxy με 0=Α (δηλαδή , η αρχή συμπίπτει με το κέντρο 

του κύκλου) . Είναι ιρανερό , ότι ο μετασχηματισμός ορίζεται για όλα τα ση

μεία του επιπέδου , εκτός από το σημείο A . Επίσης : (χ ’.y ')=(λχ,λγ) με

λ>0 . Από AP*AP’ =R2 έχουμε : λ/χ2+γ2 · ✓ i2+y2 =R2 ή λ= - J - ?  .
χ +y

Έτσι οι αναλυτικές εξισώσεις είναι οι :

χ ’ = R2x

x2+yz

y' - R2y
xZ+y2

θ', παραπάνω μετασχηματισμός λέγεται αντιστροφή (inversion) του επιπέδου ως- 

προς τον κύκλο K(A,R) , και είναι βασικός μετασχηματισμός για τη μελέτη της 

Υπερβολικής Γεωμετρίας .

Παράδειγμα 6.1.3. Στο επίπεδο θεωρούμε μια ευθεία ζ  . Ορίζουμε τον
2 2γεωμετρικό μετασχηματισμό : f  : Ε -*-Ε , ρ -*f(p) * Ρ' = συμμετρικό του Ρ , ως

προς την ευθεία ζ . θα βρούμε τ ις  αναλυτικές εξισώσεις αυτού του μετασχημα 

τισμού ,
, ε
\I
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ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων Oxy , το οποίο έχει αρχή 0 πάνω στην 

I και η ί κάνει γωνία θ/2 με τον άξονα Οχ .

*

/

ί
Ο

Η ευθεία έχει εξίσωση : y = χεφ γ  . Η ευθεία P^Pj έχει εξίσωση : 

y -y i« -  • " 'gy-g (x-Xj) . Οι δύο ευθείες τέμνονται στο σημείο

y χ
Q(xj cos2 θ/2  + -j-sin  θ , -^ -sin 0 + yj sin2

Έτσι το σημείο Pj έχει συντεταγμένες Pj(xjcos0 +yj sin0 ,Xj sinO-y^ cos0 ). 

Συνεπώς οι αναλυτικές εξισώσεις αυτού του γεωμετρικού μετασχηματισμού , ως 

προς το συγκεκριμμένο σύστημα συντεταγμένων Oxy , είναι οι

(4) {χ'= χ cos0 +y sin0 

y ’= χ sin0 -y cos0

Στις επόμενες παραγράφους , θα εξετάσουμε ειδικές κατηγορίες γεωμετρικών με 

τασχηματισμών .

Τελειώνουμε την παράγραφο αυτή με έναν ορισμό .
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Ορισμός 6.1.1». θεωρούμε τον γεωμετρικό μετασχηματισμό σημείων 

f :E  -*Ε , Ρ -*-f(P) * Ρ’ . Ένα σημείο PQeE , λέγεται σταθερό σημείο ως 

προς τον μετασχηματισμό f  ή σταθερό σημείο του f  , αν ·Ρ{Ρ̂ ) = Pg , 

δηλαδή Pq = Pq .·.

Παρατηρήσεις : 1. Ανάλογους ορισμούς έχουμε για γεωμετρικούς μετασχη

ματισμούς σημείων επιπέδου kol ευθείας .

2. Ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός σημείων μπορεί να μην έχει σταθερό ση

μείο ή μπορεί να έχει πολλά σταθερά σημεία . Στο παράδειγμα 6.1.1. , όλα τα 

σημεία του επιπέδου π , είναι σταθερά σημεία . Επίσης στο παράδειγμα 6.1.2 

τα σημεία του κύκλου είναι σταθερα σημεία του μετασχηματισμού .

6.2. Γραμμικοί Μετασχηματισμοί στο.επίπεδο .

Ορισμός 6.2.1. Έστω L:E^ + Ê  , P-*L(P) =Ρ’, ένας γεωμετρικός με

τασχηματισμός σημείων επιπέδου και Α ένα σταθερό σημείο ως προς L . 0 L 

λέγεται Γραμμικός Μετασχηματισμός (σύντομα Γ.Μ.) ως προς A , αν ως προς 

ένα ορθογώνιο σύστημα Axy , έχει αναλυτικές εξισώσεις της μορφής :

( x' sanx+ai2y
(D

ν y '= a 21x+a22y .

Οι σχέσεις (1) γράφονται σύντομα με μορφή πινάκων :
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όπου ο πίνακας L =
\2 1  α22

(χρησιμοποιούμε ίδιο σύμβολο , όπως για

του Γ.Μ. L) λέγεται πίνακας του Γ.Μ. L ως προς το σύστημα Axy .

Παρατηρήσεις . 1. Ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός του επιπέδου χωρίς

σταθερά σημεία δεν μπορεί να είναι γραμμικός (από τον ορισμό) . Όμως και 

στη περίπτωση , που έχει σταθερό σημείο , πάλι μπορεί να μην είναι γραμμικός .

2. Αν ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός L έχει , ως προς ένα σύστημα 

συντεταγμένων Oxy , αναλυτικές εξισώσεις της μορφής (1) , τότε το 0 είναι 

σταθερό σημείο και ο L είναι γραμμικός μετασχηματισμός ως προς 0 (γ ια τί;) .

Πρόταση 6.2,1. Έστω ο L είναι Γ.Μ. ως προς Α και Axy το ορθο

γώνιο σύστημα , ως προς το οποίο οι αναλυτικές εξισώσεις του L είναι οι 

(1) . Τότε,ως προς κάθε ορθογώνιο σύστημα ΑΧΥ , οι αναλυτικές εξισώσεις του 

L είναι της μορφής (1) .

Απόδειξη . Επειδή το σύστημα ΑΧΥ , θα είναι στροφή του Axy κατά γω

νία φ θα έχουμε (σελίδα 117 , σχέσεις (11))

χ = X cosq> - Υ sirup 
y =Χ sirup + Ycos φ

και

χ'= X' costp-Υ* sirup 
y ’ = X' s i rup +Y' cost?

όπου
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θέτοντας στις (1 ) έχουμε :

X'cosw - Υ' s 1 ηφ =α'^( Xcos? - Ysincp) + α ^( X sin? + Υ cos?) 

X’sin(? + Y'cosm = a ^ (  Xcostp - Y sin?) ■**a22  ̂ + Y cos?)

( 2 )

X'cos<p - Y'sintp = (<i|| cos? + a ^  sin? )X ♦ (a^cos?  - a ^

X'sinn + Y’cos? = (a2j cos? + a,,,, sin? )X + (a?? cos? -a22 '22 ‘21

Λύνοντας το σύστημα (2) ως προς X', Υ' παίρνουμε

(3)
X' =Αη Χ + Α12Υ

υ' = α21χ + α22υ ,

si ήφ)Υ 

sincp) Υ ·

όπου τα A.j ( i , j= l ,2 ) εξαρτώνται από τα a .j  ( i , j= l ,2 ) 

Οι (3) είναι οι αναλυτικές εξισώσεις του L , ως προς το 

μορφής (1) .

, cos? και sin? · 

ΑΧΥ και είναι της

Παρατήρηση . Η παραπάνω πρόταση διευκρινίζει ότι το σύστημα Axy στον 

ορισμό 6 . 2.1 δεν παίζει σημαντικό ρόλο . . .

θα δούμε μια σημαντική πρόταση .

2 2Πρόταση 6 . 2 . 2 . Δίνεται ο γεωμετρικός μετασχηματισμός f:E -+Ε ,Ρ -*-f(P)sP’ 

που έχει δύο σταθερά σημεία Α και Β . Αν ο f  είναι Γ.Μ., ως προς A , 

τότε ,

1) Όλα τα'σημεία*της ευθείας Ί  , ΠΌυ ορίζεται από τα Α,Β εέναι σταθε-



ρά ως προς f  .

2) 0 f  είναι Γ.Μ. ως προς κάθε σημείο της ι .

3) Οι αναλυτικές εξισώσεις του f  ως προς ένα σύστημα ΓΧΥ με Γ 6 Ζ 

και άξονα ΓΥ την i είναι της μορφής :

Υ'= α21Χ+Υ .

Απόδειξη . Αφού f  είναι Γ.Μ ως προς A , τότε οι αναλυτικές του 

εξισώσεις , ως προς ένα σύστημα Axy (άρα ως προς κάθε σύστημα ΑΧΥ) με άξο-

να Ay την ζ , θα είναι της μορφής :

( χ ' βα11χ +α 12*
(4)

( y ' =α21χ +a22y

*
y

e>(ojC)

A.

Γ (4>ρ)
X

Σε αυτό το σύστημα το Β θα έχει συντεταγμένες (0,c) με c^O , αφού Β ^Α. 

Επειδή όμως το Β είναι σταθερό θα είναι B’(0,c) . 'Etol από τ ις  (4) παίρ

νουμε :
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0 * 0 ^ -0 ' +<«i2,c
(

c =σ2 Γ °  +a22*c .
9

ή,αφού c^O , a12e ° Kat a22 

vaL της μορφής

Συνεπώς οι αναλυτικές εξισώσεις θα ε ί-

χ = αη χ
(5) ί : a21*ty

•Έστίι) τώρα Γ(Ο,ηι) ένα σημείο της 1 . Οι συντεταγμένες x ',y ' toll Τ ’

θα είναι :

χ ' = α ^ · 0 .= 0 

y ' = σ2Γ °  +Γη = ΓΠ ·'

δηλαδή Γ'(Ο,πι) . Άρα κάθε σημείο Γ της Ζ είναι σταθερό ως προς f  . 

Οι αναλυτικές εξισώσεις του f  ως προς το Axy είναι οι (5) . Ποιές οι 

αναλυτικές εξισώσεις , ως προς ένα σύστημα ΓΧΥ παράλληλο προς το Axy 

στο Γ(Ο,ρ)·; Ισχύουν·

οπότε θέτοντας στις (5) παίρνουμε :
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r  =αη χ

Υ '=α21Χ + Υ .

Έτσι ο f είναι Γ.Μ. ως προς Γ για κάθε Γ £ 1 και έχει αναλυτικές 

εξισώσεις της μορφής , που θέλαμε να δείξουμε .

Παρατήρηση . Αν οι αναλυτικές εξισώσεις ενός γεωμετρικού μετασχηματι- 

σμού f:E -*Έ , ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων είναι της μορφής (5) ,

τότε όλα τα σημεία του άξονα των y είναι σταθερά σημεία για τον μετασχημα

τισμό και ο f είναι Γ.Μ. ως προς κάθε σημείο του άξονα των y .

2
Παράδειγμα 6.2 .1 . Έστω Α ένα σημείο του επιπέδου Ε . θεωρούμε τον

2 7γεωμετρικό μετασχηματισμό fg :E -*Έ ,Ρ-*-fg(P) = Ρ 'βστροφή του Ρ περί το 

Α (κατά τη θετική φορά) κατά γωνία θ . θέλουμε

$

να μελετήσουμε αυτόν το γεωμετρικό μετασχηματισμό . Είναι φανερό ότι 

fθ(Α) =Α . Έτσι το σημείο Α είναι σταθερό σημείο,ως προς το f g . θεωρούμε 

ένα ορθογώνιο σύστημα Axy . θα βρούμε τ ις  αναλυτικές εξισώσεις του fg , 

ως προς αυτό το σύστημα .
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Έχουμε : x  ̂= ΐΑΡ^Ιοοείθ+ωΗΑΡ^ςοείθ+ωΗΑΡ^εοεθςοεω- lAPjIsinflsinu

sXj cos0- yj sin0

yj = |APj||sin(0+o) = |AP1 |sin(0+{o) = |AP1 !sinBcos(o + |AP1 |cos0 slnw 

= Xj sin0 +yj cos0 .
# I *

Έτσι οι αναλυτικές εξισώσεις του f 0 ως προς.το Axy (όπου Α είναι σταθε

ρό σημείο του f0) είναι οι :

( 6) ί χ ' - χ cos0 - y sin0 

y ' = x s1n0 + ycos0

O' μετασχηματισμός - f0 είναι λοιπόν Γ.Μ. ως^προς- Α συμβολίζεται με- R0 (A) 

και λέγεται στροφή κατά γωνία 0 περί το Α .

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε , ότι οι αναλυτικές εξισώσεις της στροφής R_0 (A) 

είναι οι :



χ* = x cos0 +y s in 0  

y ’ B -x  s in e  +y cos0 ,

που δ ίνονται από τ ις  (6 ) θέτοντας αντί 0 το -θ. .

Παράδειγμα 6 .2 .2 . Στο παράδειγμα 6 .1 .3 .  τα σημεία της .1 ε ίν α ι σταθε

ρά σημεία , ως προς τον γεωμετρικό μετασχηματισμό f  : Ε2 -*Ε2 , P-*-f(P ) = Ρ ’ = 

συμμετρικό του Ρ ως προς την I  . Οι αναλυτικές εξισώ σεις αυτού του μετα

σχηματισμού ως προς ένα σύστημα Oxy με 0 6 £ και ♦(Xq .A )s 0/2 ε ίν α ι ο ι :

(
χ'= χ cos0 + y s in 0

y '=  χ s 1 ηθ - y  cos0 .

Έ τ σ ι  αυτός ο γεωμετρικός μετασχηματισμός ε ίν α ι Γ .Μ . ως προς κάθε σημείο 

της £ , συμβολίζετα ι με κα ι λέγετα ι κατοπτρισμός του επιπέδου ως προς 

. Ε ιδ ικά  , όταν ο άξονας Ον συμπίπτει με την £ , τότε ο ι αναλυτικές

εξισώ σεις ε ίν α ι ( γ ια τ ί ; )

χ -χ

y’ =y

? (-V 3 )
1

0
1 X,
I
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Ε ίν α ι της μορφής (5 ) με α ^ - 1  καί α12=0 .

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ό τ ι αν $ (χ^,Α)=-· θ/2 , τότε ο ι αναλυτικές εζισώ- 

σ ε ις  του Γ.Μ . ε ίν α ι, ο ι
I

χ* = x c o s0 -y s1 n 0  

y '  = -χ s in 9  -y  cos0 »

ο ι οποίες προκύπτουν από τ ις  (7 ) βάζοντας αντί 0  το -θ .

Στη συνέχεια  θα δούμε ιδ ιότητες και εφαρμογές των Γ.Μ του επιπέδου .

Ας ε ίν α ι λοιπόν L ένας Γ.Μ ως προς το σημείο Ο ,  με αναλυτικές εξισώ σεις
.·

ως προς το σύστημα O x y ,tu ; :

χ ' ^ α ^ χ + α ^

.. y ' ®σ21χ+α22γ '

θεωρούμε τρία σημεία P ^ . y , )  , P2 ( x 2 ,y 2 ) , P3( x 3*y 3̂  του επιπέδου · 

Τότε γ ια  τ ις  ε ικό νες P j ( x j . y j )  ,  P2( x ' , y 2 ) , Ρ3( χ ^ 3 ) * αφού

Χ1 el l x t 4o12y i  \

a2 lx i +a22y i  >
για 1 ,2 ,3

θα έχουμε :

! α11χ 1*°1^1 α21χ|*<,2^1
I *
; * 2 1 * 2 ^ 2  ' I
• I I

I α11χ3+α22*3 a21x3+a23y3 1 ί1
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°11 α12 Χ1 y1 1

°21 σ22
χ2 y2 1

χ3 y3 1

ή

(8)

»ί 1 X, y, 1
α11 a12

xj yj 1 s x2 ^
a21 a22

*3 >3 1 x3 v3 1

Παρατήρηση . Από την (8 ) συμπεραίνουμε ό τ ι : Αν τα σημεία Ρ^*Ρ2 »Ρ3 £ί “ 

να ι συγγραμμικά , τότε και ο ι ε ικό νες των Ρ^»Ρ2 >Ρ3 είναι- συγγραμμικά σημεία . 

Έ τ σ ι  ο ι Γ.Μ απεικονίζουν ευ θ είες  σε ευ θ είες  . Μπορεί όμως μη συγγραμμικά

σημεία να απεικονίζοντα ι σε ευθεία αν α11 α12 
α21 α22

= 0

Από την (8 ) παίρνουμε ό τ ι :

(9) εμβαδόν (P j Ρ£ P j)  *
11

21

12

'22
•εμβαδόν (Ρ 1 Ρ? Ρ3 )

Επειδή » κάθε κλειστό πολύγωνο Κ χω ρίζεται σε τρίγωνα
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από την (9 ) έχουμε ότι :

( 10) εμβαδόν Κ'=
α11 α12 

α21 α22
εμβαδόν Κ 9

όπου Κ' ε ίν α ι η εικόνα του Κ με τον L .

Τέλος , δοθέντος ότι το εμβαδόν κάθε κλειστής καμπύλης του επιπέδου ε ίν α ι το
t

όριο του εμβαδού ενός εγγεγραμμένου πολυγώνου

έχουμε ό τ ι : 

(11 ) Ε '*
α11 α12 

α21 α22
Ε ,

όπου Ε ε ίν α ι το περικλειόμενο εμβαδόν από την c και Ε ’ το περικλειόμενο 

εμβαδό υπό της c '= L (c ) .
2 2

Εφαρμογή της (11) . Στο επίπεδο Οχν θεωρούμε^την. έλλειψη ~7 + Jr =1*
α b

θεωρούμε τον γεωμετρικό μετασχηματισμό f  : Ε2 -► Ε2 , Ρ (χ ,γ )-* ’ ρ' ( χ ' · Υ ' )  » 0 

οποίος έ χ ε ι αναλυτικές εξισώ σεις ,  ως προς το σύστημα Oxy » ttQ  :



-252-

»
X X

α

= I
b

Ε ίν α ι φανερό ότι , αυτός ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το 0 με πίνακα , ως προς το 

Oxy , τον

2 , 2 χ 2 γ2
Επειδή ( x ' )  H y ' )  = ~~2 + % = 1 » Π εικόνα τπς έλλειψης ε ίν α ι κύκλος ακτίνας

α b
1 . Έ τ σ ι  σύμ<ρωνα με την (11) έχουμε :

π ® 3  0

0 3

εμβαδόν έλλειψης ,

άρα

εμβαδόν έλλειψης = nab .

2 2’ Ασκηση . Στο Oxy επίπεδο δ ίνετα ι η έλλειψη : χ +4y +2x+16y+13 = 0 .

Να β ρ ε ίτ ε  το εμβαδόν , που π ε ρ ικ λ ε ίε ι  .

Ορισμός 6 .2 .2 . Ένα ς Γ.Μ L λέγετα ι κανονικός » αν ε ίν α ι αμφιμονοσή- 

μαντος (1 -1 ) .

Έ τ σ ι  ,  όταν δοθεί ένας κανονικός Γ.Μ ,  L : Ε2 -»Έ2 ,  Ρ -*-L(P) * Ρ ' ,  μπο

ρούμε να κατασκευάσουμε ένα νέο γεωμετρικό μετασχηματισμό , τον αντίστροφο , 

ως εξής : L " 1 : Ε 2 -*Έ2 , Ρ ’ -*-L_1 ( P ' )  =Ρ , όπου L ( P ) = P ’ . Σκοπεύουμε στη συν-

•Λ
ΚΗ

ΚΛ
Γ
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έχεια  να μελετήσουμε αυτόν τον γεωμετρικό μετασχηματισμό . Προς τούτο δ ε ί

χνουμε πρώτα την ακόλουθη πρόταση .

Πρόταση 6 ,2 ,3 ,  0 L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το σημείο 0 με πίνακα , ως 

προς ένα σύστημα Oxy , τον :

■ < ■ ( ' "  " ' ή  .
\ σ21 α22 /

0 L ’ ε ίν α ι κανονικός ,  αν κα ι μόνο αν , d e tL^ O  , όπου d e tL  ε ίν α ι η ορί 

ζουσα του πίνακα L .

Απόδειξη · Έστω d e tL^ O  . Οι αναλυτικές εξισώ σεις του L ,  ως προς 

το Oxy , ε ίν α ι : ·

/ χ '  = a n x +a 12y 
( 12) <

( y '  = a2l x+a22y

Γ ια  τα σημεία Ρ ^ χ ^ )  , P2( x 2 ,y 2 ) θα έχουμε :

Χί = a11x1+a12y1 ) ( *2* a11x2'K,21y2 \

yi = a21xi*°22yl f  * y2 s a21x2+a22y2 J

xi~x2 *
V y 2 * a2 i (X i- x 2 ) +a22i y r y 2̂  '

ή



Ε ιδ ικά  , γ ια  P j= L (P j)= L (P 2)=P2 θα έχουμε :

ί  αΐ ΐ ί χ Γ χ2^+σ12ίγ Γ-ν2̂  = 0
(*) )

'  α21^χ 1*χ2^+σ22^γ 1~γ 2̂  = ® *

Επειδή d e tL  7*0 , το ομογενές , ως προς . x^-Xg * Υ Γ Υ 2 ’ σ σ̂τΠ̂ α ( * )  έχ ε ι 

μόνο μια  λύοη την χ^-Χ2 = 0 και y j - o ^ O  · Έ τ σ ι  Ρ^=Ρ2 και συνεπώς ο 

I  ε ίν α ι 1-1 ,  δηλαδή κανονικός . Αντίστροφα,έστω ο L ε ίν α ι κανονικός , 

θα δείξουμε ότ ι d e t l^ O  . Ας ε ίν α ι d e tL = 0  ,  τότε το ομογενές σύστημα :

α11χ +α12γ Β° 

α 21χ + α 22γ " ?

έ χ ε ι και άλλη λύση ( χο*νο̂  ^ (0 ,0 )  εκτός από την (0 ,0 )  . Τότε όμως

L (P q ) e L (0 )  =0 ,  όπου Ρο(χο»·ν0 ) * που δ ε ίχ ν ε ι ό τ ι ο L δεν ε ίν α ι 1-1 ,  δη

λαδή όχι κανονικός . Άτοπο ! Έ τ σ ι  πρέπει det 1. 7*0 .

Παρατηρήσεις. 1 . Από την ( 8 ) , στη σελίδα 2 5 0 ,συμπεραίνουμε ό τ ι ένας κανο

ν ικός Γ.Μ σ τέλ ν ε ι ευ θ είες  σε ευ θ είες  και μη συγγραμμικά σημεία σε μη 

συγγραμμικά σημεία .
2 22. Έ ν α ς  κανονικός Γ.Μ , L : Ε -*·Ε ε ίν α ι μια απεικόνιση επ ί , αφού το

σύστημα (12 ) έ χ ε ι πάντα μία λύση ( x .y )  γ ια  δοθέντα ( x ’ , y ' )  .

Τώρα , αν ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς 0 και κανονικός , με λύση των
- 1 2  2(12 ) ως προς x ,y  βρίσκουμε τ ις  αναλυτικές εξισώ σεις του L : Ε +Ε , 

P ’-*L“ 1(P ’ ) » Ρ  , ως προς το σύστημα Oxy . Αυτές ε ίν α ι :
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(13)
χ * 22

det L
12

m r *

°21 «11
y = " d i f r  x’+ ^ " ydet L

Επειδή L -1 (0 ) =0 , το 0 ε ίν α ι σταθερό σημείο και ως προς τον L ' 1 . Έ τ σ ι  

ο». (13) μας δείχνουν ( γ ια τ ί ; )  ό τ ι και ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το 0 .

0 πίνακας του I / '  ως προς το σύστημα Oxy ε ίν α ι ο

L- ' .

'  σ22 . α12 \
d e t l det L 1

α21 V  J
detL d e tL  /

0 πίνακας L " 1 λέγετα ι αντίστροφος (επειδή ακριβώς ε ίν α ι πίνακας του αντί-

L =

' L ) του

α11

CMcT

α21 α22

\ι
I

> /  .

Ε ίν α ι εύκολο να δ ε ι κανείς ό τ ι γ ια  το γινόμενο των πινάκων L , L ” 1 ισ χύ ει

L - L " 1 = L” 1-L - !
/ 1 0 \

’ 0
ί = Ι „  = ο μοναδιαίος 2*2 πίνακας .

ι ;

Ορισμός 6 .2 .3 . 0 γεωμετρικός μετασχηματισμός Ι 2 : Ε2 ->Ε2, Ρ -► 12(Ρ ) =Ρ 

λέγετα ι ταυτοτικός μετασχηματισμός του επιπέδου .

ο
Όλα τα σημεία του Ec ε ίν α ι  σταθερά ως προς τον Ι 2 . Οι αναλυτικές
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εξισώ σεις του Ι 2 ως προς κάθε σύστημα Oxy ε ίν α ι  ο ι : χ ' =χ και
7

y '  - y  . Έ τ σ ι  ο Ι 2 ε ίν α ι Γ.Μ ως προς κάθε σημείο του Ε και ο πίνακας 

του ως προς κάθε σύστημα Oxy ε ίν α ι ο μοναδιαίος πίνακας Ι 2 . Επίσης ο 

Γ.Μ Ι 2 ε ίν α ι κανονικός .

2 2Συμβολίζουμε τώρα με L (E  ,0 )  το σύνολο των Γ.Μ του Ε ως προς
7

ένα σημείο 0 . Στο σύνολο L ( Ε ,0 )  θεωρούμε μ ια  πράξη την σύνθεση α π ει-
2

κονίσευν , την οποία συμβολίζουμε με » . Έ τ σ ι  αν L j , L 2 e L ( E  ,0 )  , τότε 

( L 2 * L 1) (P )  = L 2( L n(P ) )  . Ας ε ίν α ι :

Λ ι ι  αι ζ \  β12\

1' \ ' *  °ζζ) ’ hz )

ο ι πίνακες των , 12 ως προς ένα σύστημα Oxy . Ε ίν α ι φανερό ότι ο γεω 

μετρικός μετασχηματισμός ί 2 " L 1 ε χ ε ι επίσης το 0 ως σταθερό σημείο . 

Ποιές όμως ε ίν α ι ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L 2 » L j  ως προς το σύστημα 

Oxy ; Ας ε ίν α ι L j ( P )  = P ' ( x ' , y ' )  . Τότε :

χ' = α , ι χ + ° i 2y

y ~ α21χ + α22χ

Αν ε ίν α ι επιπλέον L (P ' )  = P ” ( x "  , y ”  ) . Τότε :

x" = &n x'+312y'=&l l (a11x+a12y)+&12(a21x+a22y) 

y = 02 x̂ +̂ 22  ̂ =̂ 21^a 11x+a12-v +̂̂ 22^a21x+a22y ^
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ή

( x’f “ ί0 11αΠ*012α21}χ + (011α12+012α22,ν
( 14)

¥ ~ ^ 2 1 α 11+^22α21^χ + ^ 2 1 α12+^22α2 2 ^

Έ τ σ ι  από τ ις  (14) προκύπτει ό τ ι ο L2 « L j ε ίν α ι επίσης . Γ.Μ ως προς 0 και 
2Lg» 6 L ( Ε ,0 )  με πίνακα ως προς το σύστημα Οχ.ν τον

/  β11α11+012π21 

V  021α11+322α21

Ρ 11α 12+0 12"22 , . ( Β" *12
J

Ρ21α 12*22α22 ) V *21 β 22

α11 α12 \
I s 4 * Li ·

a21 α22 /

Έ τ σ ι  πίνακας του (L 2 » L^) = L2 *L1 .

Επειδή όμως d e t(L 2 *L^) = detL2 *detL^ A 0 , συμπεραίνουμε ό τ ι ο L 2 e L j e v̂aL 

κανονικός Γ.Μ όταν ο ι L^ ,L2 ε ίν α ι κανονικοί . Συμβολίζουμε με GL(E ,0 ) 

το σύνολο των Γ.Μ ως προς 0 , που ε ίν α ι κανονικοί .

2
Η παρακάτω πρόταση μας δ ιευ κ ρ ιν ίζ ε ι τη δομή του συνόλου GL(E ,0 ) ως

t

προς την πράξη * .

2Πρόταση 6 .2 .4 . Το σύνολο GL(E ,0 ) με πράξη εσωτερικής σύνθεσης , την 

σύνθεση « , ε ίν α ι ομάδα .

Απόδειξη . Να γ ίν ε ι  σαν άσκηση . .

2θεωρούμε στη συνέχεια δύο ευ θ είες  1  ̂ ,  Jt2 του Ε που τέμνονται στο

σημείο 0 . Επειδή ο ι κατοπτρισμοΐ Κ . , Κ„ ε ίν α ι Γ.Μ ως προς 0 (παρά-
*1 λ2
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δειγμα 6 .2 .2 )  , συμπεραίνουμε ό τ ι και ο Κ οΚ  ε ίν α ι Γ.Μ ως προς 0
*2 Α1

θεωρούμε ένα σύστημα Oxy έτσ ι ώστε ^ (^ ,£ ,^ = 1  και υποθέτουμε ό τ ι

* ( W =U ' ^

' Λ:α>
---------_  _  - μ ^ . ) 4

Χφ

Ε ίνα ι γνωστό από τα παραπάνω ότι ο πίνακας του Κβ ,  ως προς το σύστη
*1

μα Oxy ε ίν α ι  :

cosG s 1ηθ

s in 0  -cos0

Αντίστοιχα ο πίνακας του Κ . θα ε ίν α ι

cos(0+2(d) ε1η(θ+2ω)

s i  η(θ+2ω) -cos(0+2io)

Έ τ σ ι  ο πίνακας του Γ .Μ ^ Κ . ·  Κ . , ως προς το σύστημα Oxy , θα ε ίν α ι  ο
*2 *1

ςοε(θ+2ω) sin(0+2u>)\ /co s0  s i  ηθ 

sin(0+2u>) -co s(θ+2ω)/ \ s i  ηθ -cos0
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c o s (6+2(d)cos0+ s in (8+2<o)sin0 cos(0+ 2u)sin9-sin (0+ 2u)cos0

sin(G+2io)cos0>cos(0+2u )s in 0 s in ( 0+2{i>)sin0+cos(0+2(ii)cos0

cos2(d - s in 2ii> 

s in 2u cos2(i)

Έ τ σ ι  ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του K , « Κ ,  ως προς το Oxy ε ίν α ι :
h  *1

χ ' = cos2(i>x - sin2tdy 

y '  = sin2(dx+  cos2ojy

Συγκρίνοντας με τ ις  ( 6 ) (παράδειγμα 6 .2 .1 )  συμπεραίνουμε ό τ ι Κ ο Κ.ζ2 ly

δηλαδή αυτή η σύνθεση ε ίν α ι μ ία  στροφή περί το 0 κατά γωνία 2ω .

=*2ω( 0 ) ’

Άσκηση .

α) Βρείτε τ ι  Γ.Μ ε ίν α ι η σύνθεση Rfl (0 ) β R0
°2 Ί

β) Βρείτε τ ι  Γ.Μ ε ίν α ι η σύνθεση Κ . © Κ„ ,
*1 *2

λετήσαμε παραπάνω ;

γ) Δ είξετε ,  ό τ ι το σύνολο των στροφών Rq( 0) 

ξη την σύνθεση , ε ίν α ι αβελιανή ομάδα .

(0 ) ;

των κατοπτρισμών που με- 

γ ια  0 < θ < 2 π  , με πρά-

6 .3 . Γραμμικοί Μετασχηματισμοί οτο Χώρο .

Σ ’ αυτή τη παράγραφο θα εξετάσουμε θέματα , ανάλογα με αυτά της παραγρά

φου 6 .2 . Έ τ σ ι  σε πολλά σημεία θα παραλείπουμε σχόλια και α π οδείξεις  .
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Ορισμός 6 .3 .1 . Έστω L : Ε3 -»·Ε3 , P -* -L (P )s P' ένας γεωμετρικός μετασχη

ματισμός σημείων του χώρου και Α ένα σταθερό σημείο του L . 0 L λ έγετα ι 

Γραμμικός Μετασχηματισμός (σύντομα Γ.Μ ) ως προς A ,  αν ως προς ένα ορθογώ

ν ιο  σύστημα Ax.yz ,  έ χ ε ι αναλυτικές εξισώ σεις της μορφής :

( 1)

* ' =αη χ+α12ν+α13ζ 

y ’ = a21x+a22y+a23z

ζ '  = a31x+a32y+a33Z ·

Οι σχέσ εις  (1 )  γράφονται σύντομα με μορφή πινάκων

λέγετα ι πίνακας του Γ.Μ L ως προς το σύστημα Axyz .

Παρατήρηση . Με όμοιο τρόπο , όπως στη περίπτωση Γ.Μ στο επίπεδο , 

δείχνουμε ό τ ι ένας Γ.Μ ,  ως προς A ,  στο χώρο έ χ ε ι αναλυτικές εξισώ σεις 

της μορφής (1 )  ,  ως προς κάθε σύστημα ΑΧΥΖ (Να γ ίν ε ι  σαν άσκηση) .
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Παράδειγμα 6 .3 .1 . Στο παράδειγμα 6 .1 .1  τα σημεία του επιπέδου π ε ίν α ι
ο Ο

σταθερά σημεία του γεωμετρικού μετασχηματισμού f  : Ε Ε , P -»-f(P )= P '=  ορθο

γώνια προβολή του Ρ πάνω στο π . Οι αναλυτικές εξισώ σεις αυτού του μετα

σχηματισμού ,  ως προς ένα σύστημα Oxyz με 0 6 π  (το 0 ε ίν α ι σταθερό 

σημείο του f )  ε ίν α ι :

χ '= Β2+Γ2
ΑΖ+ΒΖ+Γ2

X - ΑΒ
α 2+β 2+γ 2

ΑΓ
Α2+Β2+Γ2

<  y
ΑΒ + Α2+Γ2

α2+β 2+γ 2 Α2+Β2+Γ2
y - ΒΓ

Α2+Β2+Γ2

ΑΓ
α2+β 2+γ 2

X - ΒΓ
α2+β 2+γ 2

y + α2+β 2
α2+β 2+γ 2

Οι εξισώ σεις αυτές προκύπτουν ( γ ια τ ί ; )  , βάζοντας σ τ ις  τ ελ ικ ές  εξισώ σεις του 

παραδείγματος 6 .1 .1  Δ = 0 .

Έ τσ ι,α υ τό ς  ο γεωμετρικός μετασχηματισμός ε ίν α ι Γ.Μ ως προς κάθε σημείο του 

επιπέδου π . Ε ιδ ικά  , ol αναλυτικές εξισώ σεις αυτού του Γ.Μ ,  ως προς ένα 

σύστημα Oxyz με OGn και άξονα Οζ κάθετο στο επίπεδο π , ε ίν α ι ( γ ια τ ί ; )  

ο ι :

χ = χ

y'e y
ζ '=  0

3 3Ορισμός 6 .3 .2 . 0 γεωμετρικός μετασχηματισμός 13 : Ε Ε , Ρ-*·Ι3(Ρ )= Ρ  3
3

λέγεται ταυτοτικός μετασχηματισμός του Ε .
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Παρατήρηση . Ο ταυτοτικός μετασχηματισμός Ι 3 έ χ ε ι σταθερά σημεία , 

όλα τα σημεία του Ε . Οι αναλυτικές του εξισώ σεις ως προς κάθε σύστημα 

Oxyz ε ίν α ι χ ’ =χ , y ' = y  ,  ζ '  =ζ . Έ τ σ ι  ο Ι 3 ε ίν α ι Γ.Μ ως προς.κάθε
3

σημείο του Ε και ο πίνακας του Ι 3 ως προς κάθε σύστημα Oxyz ε ίν α ι  ο 

μοναδιαίος πίνακας

3 3Πρόταση 6 .3 .1 . Έστω L : Ε **Έ ένας Γ.Μ ως προς το σημείο 0 (το  0 

ε ίν α ι συνεπώς σταθερό σημείο του L ) . Αν ένα σημείο Α ? 0  ε ίν α ι  σταθερό 

σημείο του L , τότε η ευθεία  ί, που ο ρ ίζετα ι από τα Ο,Α α π ο τ ε λ ε ίτ ε  από 

σταθερά σημεία του L και ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς κάθε σημείο της Ζ . 

Επίσης ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L , ως προς ένα σύστημα ΒΧΥΖ με Β G ζ 

και άξονα ΒΖ την Ζ ε ίν α ι τ η ί μορφής :

( 2 )

Χ’β α^Χ+α^Υ 

Υ' = α21Χ+α22Υ

1 ~ σ31Χ+α32Υ* Ζ

Απόδειξη . Οι αναλυτικές εξισώ σεις του L ως προς ένα σύστημα Oxyz 

με άξονα Οζ την Ζ θα ε ίν α ι  tnc  μορφής ( γ ια τ ί ; )
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x ’ s  a t1X+a12y+°13z 

y '=  a21x+a22y+a23z 

2 "  a 31x+a32y+a33z

To σταθερό σημείο A έχ ε ι ως προς αυτό το σύστημα συντεταγμένες ( 0 ,0 ,c ) με 

c# ) . Επειδή το Α ε ίν α ι σταθερό σημείο , .  θά ε ίν α ι και A ' ( 0 ,0 ,c )  . Έ τ σ ι  

ο ι { * )  γίνονται γ ια  τα Α ,Α '.

0 » ·0+α^2*0+α^

0 = α2 j-O+a^-O+a^c

c s a 3 r 0+a32*0+a33c

από όπου παίρνουμε (αφού c^O) ό τ ι : a i 3 s a 2 3 s °  και α33 *  1 . Έ τ σ ι  ο ι 

αναλυτικές εξισώ σεις του L ως προς το σύστημα Oxyz ε ίν α ι ο ι :

χ'= a1tx+a12y

y = a21x+a22y

ζ ' = a31x+a3?y+z

Έ ν α  τυχαίο σημείο Γ της ϋ έ χ ε ι  συντεταγμένες ,  ως προς το Oxyz , τ ις  

( 0 ,0 ,λ ) . Από τ ις  ( * * )  βρίσκουμε ό τ ι Γ ’ (Ο ,Ο ,λ ) . Άρα όλα τα σημεία της Λ 

ε ίν α ι σταθερά σημεία του L . Ας ε ίν α ι τώρα Β(Ο ,Ο ,α) ένα τυχαίο σημείο της 

I  . θεωρούμε ένα σύστημα ΒΧΥΖ παράλληλο προς το Oxyz . Τότε έχουμε :

χ = X , y = Υ , ζ = Ζ+α 

καί
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x '  =X* , y ’ -Υ *  , τ = Ζ'+α

Από τ ις  ( * * )  συμπεραίνουμε ότι ο ι α να λυτικές .εξ ισώ σεις του L , ως προς το 

σύστημα ΒΧΥΖ με άξονα ΒΖ την & , ε ίν α ι της μορφής :

Χ ’ = αη Χ+α12Υ

Υ = α21Χ+α22Υ

V -  ag,jX+a32Y+Z ,

από όπου προκύπτει ότ ι ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το τυχαίο σημείο Β της I .

3 3Πρόταση 6 .3 .2 . Έστω L : Ε -+-Ε ένας Γ.Μ ως προς το σημείο 0 (το 

0 ε ίν α ι συνεπώς σταθερό σημείο του L ) . Αν ένα επίπεδο π δια του 0 απο- 

τ ε λ ε ίτ α ι από σταθερά σημεία του I  , τότε ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς κάθε ση

μ είο  του π κα ι ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L , ως προς ένα σύστημα ΑΧΥΖ 

με Α 6 π  και ΑΧΥ επίπεδο το π , ε ίν α ι της μορφής :

(3 )

X '= Χ+α13Ζ

Υ 5 Υ+α23Ζ 

Ζ =  α33Ζ

Απόδειξη . θεωρούμε ένα σύστημα Oxyz με Oxy επίπεδο το π . Οι ανα

λυ τ ικ ές  εξισώ σεις του L ως προς το Oxyz ε ίν α ι ( γ ια τ ί ; )  της μορφής :

(4)

. χ · .  α , , χ ^ + α ^ ζ  

y .  a21x ta22y taJ3z

*'■ α3Ιχ+α32̂ +α33ζ
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Τα σημεία του π ε ίν α ι σταθερά σημεία του L . Έ τ σ ι  τα σημεία Α {1 ,0 ,0 )  

και Β (Ο ,Ι ,Ο ) ως προς το Oxyz ε ίν α ι σταθερά σημεία του L , άρα Α ' ( 1 ,0 ,0 )  

και Β '(Ο ,Ι ,Ο )  . Έχουμε λοιπόν :

1 = α ^ 'Ι + α ^ Ό + α ^ Ό

0 = α2 ΐ ' 1+a22‘0+a23‘®

0 = α3 Γ 1+α3 2 ·0+α3 3 '°

KOL

0 = α ^ -Ο + α ^‘ Ί+α^-0

1 = α21·0+α22· 1+α23*°

0 = α31·0+α32*1+α33*0

Άρα ,  α] ] =α2ζ=  ̂ και α21=α31=α12=σ32=® · Συνεπώς ο ι εξισώ σεις του L ως 

προς το Oxyz ε ίν α ι της μορφής :

(5).

χ'= χ+α13ζ

y ,= y+a23z

ζ ' = α33ζ

Ας είναι-τώρα ΑΧΥΖ ένα σύστημα, παράλληλο προς το O xyz.με A G n  . Τότε το 

ΑΧΥ επίπεδο ε ίν α ι το π και ισχύουν :

χ = Χ+α 

y  = Υ+3 

ζ = Ζ

και

χ ’-  Χ'+α

y'= r+3
ζ'= ν
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Λαμβάνοντας υπόφη τ ις  (5 ) συμπεραίνουμε ό τ ι , ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του 

L ως προς το ΑΧΥΖ ε ίν α ι της μορφής :

Χ ’ = Χ+α13Ζ

Υ'- Υ+α23Ζ 

Ζ =  α33Ζ ’

από όπου προκύπτει ό τ ι ο L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το τυχαίο σημείο Α του π .

Πρόταση 6 .3 .3 . Έστω L : Ε 3 -*Έ3 , P-^ L(P) = Ρ ' ένας Γ.Μ ως προς το ση- 

μ είο  0 . Δ ίν ετα ι ένα σημείο PQ 6 Ε , διαφορετικό του 0 . Αν το Pq ε ίν α ι 

το συμμετρικό του PQ ως προς το 0 , τότε ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L , 

ως προς ένα σύστημα Oxyz με άξονα Οζ την ευθεία που ο ρ ίζετα ι από τα 

0 , Pq , ε ίν α ι της μορφής : 

χ · -  ο , , χ * . , ^

( 6 ) y · ·  o2 , x « 22y  

z · ·  a31x * °32y -z

Απόδειξη .  Οι αναλυτικές εξισώ σεις του L ,  ως προς αυτό το σύστημα 

συντεταγμένων,εέναι της μορφής :

x ' .a , , x + a 12y+ a ,3z

y ' - a21x+a22y+a23z

z ’ “ °31x+a32y+a33z
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Έστω Pq ( 0 ,0 ,z 0 ) Με ζ^Ο , ως προς το Oxyz . Σύμφωνα με την υπόθεση θα 

etvau Pq( 0 ,0 ,- Z q) .θ έτο ν τα ς σ τ ις  αναλυτικές εξισώ σεις έχουμε : 

ο - <.11· 0 « 12·ΙΗα)3Ζ0 

0 = α2] · 0 +α22 '0+α23ζ0 

- V  α31*0+α32,0+α33ζ0

ή , αφού zQtf) , .θ α  έχουμε : αΐ3 =α23=0 και α33=-1 . Έ τ σ ι  ο ι αναλυτικές 

εξισώ σεις ε ίν α ι της μορφής 

χ '=  α ^ χ + α ^

y ' ~  αι\ * + αζ £

ζ '  = a 31x+a32y-z

3
Παράδεινμα 6 .3 .2 . Έστω ί, μία ευθεία του Ε . θεωρούμε το γεωμετρικό

3 3μετασχηματισμό f : E  -*Έ , Ρ -*-f(P) = Ρ'= στροφή του Ρ περ ί την I  κατά 

γωνία θ . θέλουμε να μελετήσουμε αυτόν

το γεωμετρικό μετασχηματισμό . Ε ίν α ι Φανερό ότι τα σημεία .της I  ε ίν α ι στα

θερά σημεία του f  . Οι αναλυτικές εξισώ σεις αυτού του γεωμετρικού μετασχη

ματισμού ως προς ένα σύστημα Oxyz με 0 6 £  και άξονα Οζ την λ ε ίν α ι 

(γ ια τ ί ; )
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ι

**

(7 )

x '= xcos0 - ysinO  

y '=  xs in 0  + ycos0

I
z = 2

Έ τ σ ι  αυτός ο γεωμετρικός μετασχηματισμός ε ίν α ι Γ.Μ ως προς κάθε σημείο 

της I  , συμβολίζεται με R (J I,0 ) και λέγετα ι στροφή του Ε περί την I  κα

τά γωνία θ .

Παρατήρηση . Συγκρίνετε τ ις  (7 ) με τ ις  (2 ) (σελίδα  262) κα ι σχολιάστε.

Παράδειγμα 6 .3 .3 . Έστω π ένα επίπεδο του Ε  ̂ . θεωρούμε τον γεωμετρι- 

κό μετασχηματισμό f : E  -*Έ , P * f ( P )  =Ρ ' = συμμετρικό του Ρ ως προς το 

π . Ε ίν α ι φανερό ότι όλα τα σημεία του π ε ίν α ι σταθερά σημεία του f  . Οι 

αναλυτικές εξισώ σεις αυτού του μετασχηματισμού ,  ως προς ένα σύστημα Oxyz 

με 0 £ π και επίπεδο Oxy το π ε ίν α ι ο ι :
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(8) ( x ’ = χ · ,  y '  = y  , z ‘ =.-z)

Έ τ σ ι αυτός ο μετασχηματισμός ε ίν α ι Γ.Μ , ως-προς κάθε σημείο τόυ επιπέδου
3

π , συμβολίζεται με Κπ και λέγεται κατοπτρισμός του Ε ως προς το επίπε·

δο π . '· ·*------- · >

Παρατήρηση . Συγκρίνετε τ ις  (8 ) με τ ις · (3 ) και σχολιάστε .

3 3Έστω τώρα L : Ε. -*·Ε ένας Γ.Μ ως προς το 0 . Υποθέτουμε ότι ο ι 

αναλυτικές εξισώ σεις του L .ως προς ένα.σύστημα O xyz. ε ίν α ι ο ι  :

(9 )

χ·* α11χ+α12Υ+α13Ζ: 

y '= -a21x+a2^v+a23r

ζ a 31x+a32y+a32z *

Είνα ι εύκολο να δ ε ι κάποιος πως αν Ρ ^ χ ^ , ζ , )  , Ρ2(χ 2 ,ν 2 , ζ 2) , P3(x 3 ,y 3 ’ ζ3^» 

P4 ( x4 ;y 4 ,z 4 ) ε ίν α ι τέσσεΡα σΠύεία του Ε3 και P j ( x j , y j , z j )  , K [ x ' ty ' z ' )  ,
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, Ζ3) * Ρί y4.z

χ ί y i z i 1

Χ2 y2 z2 1

Χ3 y3 z3 1

Χ4 y4 Zi 1

α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

Χ1 y 1 Ζ1

χ2 y2 ζ2 1

χ3 ν3 ζ3

*4 y4 ζ4 1

x2"xi y2"y 1 z2”z1 °11 a 12 °13 X2~X1 y2~y 1 V Z1

xr xi y3‘y i z3"z i s °21 a22 a23 X3"X1 y 3-y1 z3“z 1

x4"xi y4"y i zi - z i °31 a32 °33 X4~X1 y4"y 1 Z4"Z1

( 10)
[  ρ; ρέ ·  ρ; ρ3 ·  ρί ρ; ]  ■

° 1 1 a 1 2 a 13

CM
D

a 2 2 a23

a31 a32 a33

[  Ρ1Ρ2 ·  Ρ1Ρ3 ·  Ρ1Ρ4 ]

π̂ου [» » ]  σημαίνει μ ικτό γινόμενο διανυσμάτων

Η (10 ) δ ε ίχ ν ε ι ότ ι , εάν τα σημεία Ρ1 , Ρ2 ,  Ρ3 * ρ4 ε ίν α ι συνεπίπεδα τότε 

και τα Pj ,  Ρ£ » Ρ3 » Ρ4 ε ίν α ι συνεπίπεδα . Έ τ σ ι ,έ ν α ς  Γ.Μ του στέλ 

ν ε ι επίπεδα σε επίπεδα . Επίσης από την (10 ) λαμβάνοντας υπόψη ό τ ι το μικτό 

γινόμενο τριών διανυσμαίων εκβράζει τον όγκο παραλληλεπιπέδου με ακμές αυτά 

τα διανύσματα συμπεραίνουμε ότι :
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V'(όγκος παραλληλεπιπέδου με ακμές Ρ|Ρ£ , P jP j » Ρ ^ )  *

σ11 α12 α13

°21 α22 α23

α31 α32 α33

V(όγκος παραλληλεπιπέδου με ακμές Ρ^ρ2 » Ρ ^ 3 » Ρ ^ )

Άσκηση . Δουλεύοντας όπως σ τ ις  κλειστές καμπύλες του επιπέδου β ρ είτε
3

πως αλλάζει ο όγκος που π ε ρ ικ λ ε ίε ι μια κλειστή επιφάνεια του Ε .

Άσκηση · Δ ε ίξετε  ότι ο όγκος που π ερ ικλείετα ι από ένα ελλειψ οειδές.

2 _2· 4 ·
+ 9 + %  =1 ε ίν α ι V = ?·πα  be . 

ar bd c£ J

Ορισμός 6 .3 .3 . Ένα ς Γ.Μ λέγετα ι κανονικός.αν ε ίν α ι αμφιμονσσήμαντος 

( 1- 1) .

Η παρακάτω πρόταση δ ε ίχ νετα ι όπως ακριβώς στη περίπτωση του επιπέδου 

(πρόταση 6 .2 .3 )  .

Πρόταση 6 .3 .4 . 0 L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το σημείο 0 με πίνακα , 

ως προς το σύστημα Oxyz τον

α11 σ 12 α13

α21 α22 α23

α3ΐ α32 α33

0 L ε ίνα ι κανονικός , αν και μόνο αν , d e tL jiQ  , όπου d e t l .  ε ίν α ι η ορ ί- 

ζουσα του πίνακα L .
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3 ο
Σημειώνουμε με GL(F. ,0 )  το σύνολο των κανονικών Γ.Μ του ως προς 

το σημείο 0 . Ε ίν α ι φανερό ό τ ι Ι 3 6 G L(E3 ,0 )  . Ας ε ίν α ι L G G L (E 3 ,0 )  , ο 

οποίος,ως προς το σύστημα O xyz, έχ ε ι αναλυτικές εξισώ σεις τ ις  :

χ ’= a n x+a^2y+ai3z

01) y'= a21x+a22y+a23z

z ' s a31x+a32y+a33z *

Επειδή o L ε ίν α ι κανονικός , ο ρ ίζετα ι τότε ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός 

σημείων του Ε , ο L :Ε  -*Ε , P'-»-L (̂ Ρ * )=Ρ , όπου 1 (Ρ ) * Ρ ' .  Ε ίν α ι φανερό 

( γ ια τ ί ; )  ο L  ̂ έχ ε ι το Ο σταθερό σημείο . Οι αναλυτικές εξισώ σεις του 

L , ως προς το σύστημα Oxyz, βρίσκονται με λύση του συστήματος (11 ) ως προς 

x , y , z  και ε ίν α ι  :

_ α22α33"α32α23 
χ ~ detA  ’ χ + q32a 13~q 12q33

detA
. . . .  a 12a23‘ q22q13 _ 
y 3etA z

( 12) < .. _ a 31a23~a 21a33 
y ---------- d i o —

. . . .  q 11a 33‘ q31q13 .. 
x + -------- d iF A ---- y

. a21a 13 'q 11q23 _ 
detA  z

όπου

,  = q21q32~q31q22 . . . .  q31a 12"q 11a 32 . . . .  q11a 22“ q21a 12 _• ™ ~ -» - ̂  * x t  1 — y * — i j _  i. zdetA detA det A 9

d e tA  ■ det
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Λόγω της μορφής (12) των αναλυτικών εξισώσεων του Ι_’ 1 ως προς το σύστημα

Oxyz , συμπεραίνουμε ό τ ι ο L~̂  ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το 0 και μάλιστα κα-

νονικός αφού ε ίν α ι αμφιμονοσήμαντος . Έ τ σ ι,α ν  LG G L (E  ,0 )  , τότε 
-1 3 -1L e GL(E ,0 )  . 0 L λέγετα ι αντίστροφος του L και ο πίνακας του ως 

προς το σύστημα Oxyz ε ίν α ι ο :

-1 _

q22q33"q32a23 
det A

q31q23~q21a33 
det A

a32q13~a 12q33 
det A

a 11q33"q31q13
det A

q12q23"a22a 13 
det A

q21a 13"a 11q23
det A

q21q32~q31a 22 
det A

ο οποίος λέγετα ι αντίστροφος του

q31a 12~q 11α32· 
det A

q11q22~q21q22 
det A

L =

α11 α12 α13

σ21 α22 σ23

α31 α32 α33

'Ασκηση · Να γ ίν ε ι  επαλήθευση ότι

Ασκηση . Αν ε ίν α ι Γ.Μ του ως προς 0 με π ίν α κ ες ·, ως
1

προς τό σύστημά Oxyz , τους ’
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/  α11 °12 α13 \ * ι ι *12

L 1 - α21 σ22 α23 , l 2 = *21 022

\ α31 α32 α33 / \  *31 0 32

Να δ ε ιχ θ εί ό τ ι η σύνθεση L 2 °  L 1 ε ίν α ι Γ.Μ του Ε3

κα ως προς το σύστημα Oxyz το γινόμενο των πινάκων

6 .4 .  Παράλληλη Μεταφορά. .
.  2

θεωρούμε ένα ελεύθερο διάνυσμα α στο Ε . Δίνουμε τον ακόλουθο ορι

σμό .

ί':
S,

Ορισμός 6 .4 .1 . 0 γεωμετρικός μετασχηματισμός f  : Ε ·*Ε , P - * f (P )= P ' ,

έτσ ι ώστε ΡΡ'=α λέγετα ι παράλληλη μεταφορά στο χώρο κατά διάνυσμα α και 

συμβολίζεται με Τ- .

Παρατηρήσεις . 1. θεωρούμε ένα αυθαίρετο σημείο Α του Ε . Αν ΑΡ 

ε ίν α ι το διάνυσμα θέσης του Ρ ως προς Α , τότε το διάνυσμα θέσης του 

Ρ '* Τ - (Ρ )  ως προς Α ε ίν α ι : ΑΡ*=ΑΡ+ά . Πραγματικά ,  αφού ΡΡ ' =α , τότε 

ΑΡ ’ -ΑΡ=α ή ΑΡ'=ΑΡ+α .

2 . Κάθε παράλληλη μεταφορά Τ- ε ίν α ι αμφιμονοσήμαντος (1 -1 ) γεωμετρι

κός μετασχηματισμός . Πραγματικά , αν P '= T-(P )= T-(Q )= Q ', τότε PP ’ =a=QQ'=QP'

ή ρ ρ ' +ρ 'Q-0 ή pq=o ή p=q .

3 . Κάθε παράλληλη μεταφορά Τ- ε ίν α ι μ ια  απεικόνιση επ ί . Πραγματικά , 

αν Ρ 6 Ε3 , τότε Τδ (Τ _δ (Ρ ) )= Ρ  .
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Στη συνέχεια θα βρούμε τ ις  αναλυτικές εξισώ σεις μιας παράλληλης μετά- 
ο

φοράς Τ- του· Ε ,  ως προς ένα τυχαίο ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων 

{ 0 , xQ, yQ» J · Ας ε ίν α ι 5 = ax^+by^+c^ , τότε επειδή 0Ρ'=0Ρ+3 θα έχουμε :

χ'= χ+α

( ΐ )  y '=  y+b

ζ'= z+c

όπου P ( x , y , z )  , P ' ( x ' » y ' . z ' · )  , ως προς το Oxyz . Έ τ σ ι  ο ι (1 ) ε ίν α ι ο ι ανα

λυτικές εξισώ σεις της παράλληλης μεταφοράς Τ- ως προς το σύστημα Oxyz .

Αντίστροφα , αν ο ι αναλυτικές εξισώ σεις ενός γεωμετρικού μετασχηματισμού 

σημείων f  : Ε  -*-Ε , P - * f (P )= P ', ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων Oxyz ,

δίνονται από τ ις  (1 ) τότε ο f  ε ίν α ι μ ια  παράλληλη μεταφορά Τ- ,· όπου 

a=axQ+byQ+cz0 . Πραγματικά , αφού από τ ις  (1 ) θα έχουμε : OP'=OP+(a,b,c) ή 

O P'-O P=(a,b ,c)=a ή ΡΡ'=α .

Μια παράλληλη μεταφορά Τ- δεν έ χ ε ι σταθερό σημείο , εκτός αν δ=0 ,
3

οπότε η παράλληλη μεταιρορά ε ίν α ι ο ταυτοτικός μετασχηματισμός του Ε . Ας 

υποθέσουμε , γ ια  παράδειγμα ό τ ι π Τ- έ χ ε ι σταθερό σημείο το A , τότε 

Α'=Τ-(Α)=Α . Έ τ σ ι  AA‘ =0 . Όμως ΑΑ'=δ , από τον ορισμό της παράλληλης με

ταφοράς Συνεπώς 5=0 . Όμως τότε ΡΡ'=α=0 , δηλαδή Ρ'=Ρ και συνεπώς 

πρόκειται γ ια  τον ταυτοτικό μετασχηματισμό του Ε  ̂ .

Επίσης συμπεραίνουμε ότι η παράλληλη μεταφορά Τ- με δ?Ό , δεν μπορεί 

να ε ίν α ι Γ.Μ του Ε ως προς κανένα σημείο (πραγματικά αψού δεν υπάρχει 

σταθερό σημείο) . Μπορείτε να τοΓάυμπέράνετε αυτό από τ ις  αναλυτικές εξισώ

σ ε ις  (1 ) ;
Ο
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Παρατήρηση . Ανάλογα ισχύουν για  παράλληλες μεταφορές του επιπέδου . 

Έ τ σ ι  γ ια  παράδειγμα , ο ι αναλυτικές εξισώ σεις μ ιας παράλληλης μεταφοράς 

Τ- του επιπέδου , ως προς το σύστημα Oxy ε ίν α ι ο ι

( 2 )

χ ’ = χ+α 

y ' = y + b  ,

όπου a = (a ,b ) ως προς το Oxy .

Ας θεωρήσουμε τώρα δύο παράλληλες μεταφορές Τ- και Tg . Τότε η σύν

θεση T g β Tg ε ίν α ι πάλι παράλληλη μεταφορά η Τ -+£ . Πραγματικά , ας ε ίν α ι 

Tg(P)=P' και Τ—( Ρ ’ )=Ρ”  . Τότε , από τον ορισμό παράλληλης μεταφοράς έχουμε :

PP’ =b και Ρ ' Ρ ”  =ά . Όμως , ΡΡ" =ΡΡ'+Ρ'Ρ” =b+a =a+b . Έ τ σ ι  , πάλι από
3 3τον ορισμό της παράλληλης μεταφοράς ο γεωμετρικός μετασχηματισμός Ε -*Έ ,

Ρ Ρ "  ε ίν α ι η Tg+- . όηλαδή Τ- « Tg = T -+g . Επειδή ά+b = b+a συμπεραί

νουμε ότι T5+b=Tb+a * ΕπΕσης Τ - . Τ _ -  = Ι3 ’ ®πλαδή (Τ - )~ 1=Τ_- ,  όπου

( Τ - ) - 1 ε ίν α ι η αντίστροφη απεικόνιση της Τ- . Επ ί πλέον , επειδή η πρό

σθεση διανυσμάτων ε ίν α ι προσεταιριστική πράξη , συμπεραίνουμε ό τ ι η σύνθεση 

παράλληλων μεταφορών ε ίν α ι προσεταιριστική πράξη . Σαν συμπέρασμα των παρα

πάνω έχουμε τη παρακάτω πρόταση .

3
Πρόταση 6 . 4 . 1 . Έστω Τ το σύνολο των παραλλήλων μεταφορών στο Ε . 

Το σύνολο Τ με πράξη τη σύνθεση ο ε ίν α ι αβελιανή ομάδα .

*·.?■ϊ.

Παρατήρηση . Ανάλογα ισχύουν γ ια  παράλληλες μεταφορές του επιπέδου .
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6 .5 . Ομοπαραλληλικοί Μετασχηματισμού♦
3 3Ορισμός 6 . 5 . 1 .. Ένα ς γεωμετρικός μετασχηματισμός f : E  -*Έ , P -* f(P )= P '

λέγεται ομοπαραλληλικός μετασχηματισμός (σύντομα γράφουμε Ο.Μ),αν έχ ει τ ις  

παρακάτω ιδ ιότητες :

(α) Στέλνε ι ευ θ ε ίες  σε ευθείες  .

(β ) Δ ιατηρεί τον απλό λόγο κάθε τριάδας συγγραμμικών σημείων . Δηλαδή , 

αν »^2*^3 e v̂aL τρ α̂ συγγραμμικά σημεία με (P j Pg Ρ3 )=λ . τότε 

(PJ Ρ ^ 'λ  , όπου P := f (P i ) (1 - 1 ,2 .3 )  .

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να βρούμε τ ις  αναλυτικές εξισώ σεις ενός 

Ο.Μ , ως προς ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz . Γ ια  τα επόμενα , αν 

P ( x , y , z )  ε ίν α ι ένα σημείο με τ ις  συντεταγμένες του ,  ως προς το Oxyz θα 

συμβολίζουμε με P ' ( x i y l z ' )  το σημείο P '= f(P ) , ως προς το ίδ ιο  σύστημα 

συντεταγμένων Oxyz .

θεωρούμε τα σημεία 0 ( 0 , 0 , 0 )  , Α ( Ι ,Ο ,Ο)  , Β ( 0 , 1 , 0 )  , Γ ( 0 , 0 , 1 )  και ας

ε ίν α ι ί 0 ( α , β , γ )  , A *^12*^13^ *  ̂ ^21*^22*^23^ και Γ (a ^ j’ ^32*^33^ *

Η εύρεση των αναλυτικών εξισώσεων,ως προς το Oxyz , θα γ ίν ε ι  σε τρία 

βήματα .

Ιο βήμα . Ας ε ίν α ι ΟΡ=λΟΡ1 . Τότε ,  τα σημεία 0 , Ρ , Ρ 1 ε ίν α ι συγγραμ- 

μικά . Συνεπώς , λόγω της ιδιότητας, (α) και ο ι εικόνες.τω ν , δηλαδή τα σημεία 

0 ' , P ’ , P j  ε ίν α ι συγγραμμικά . Επίσης , λόγω TnC..ιδ ιότητας (β ) θα έχουμε :

0 'Ρ '= λ 0 ’ Ρ| ή 0Ό+0Ρ'=λ(0Ό+0Ρ^') 

ή

ο



2ο βήμα · Ας ε ίν α ι ΟΡ=ΟΡ1+ΟΡ2 . Τότε , από τ ι ς  ιδ ιότητες (α ) και (0 )  

συμπεραίνουμε ότι : 0 'P '= 0 ’ P,j+0'P2 (σχήμα)

ή 0'0+0P'=0'0+0Pj+0O+0P2 

ή

(2 ) ΟΡ'=ΟΡ* +0Ρ2 - 0 0 ’ .

3ο βήμα . Έστω τέλος , OP=OP1+OP2+OP3=OQ+OP3 , όπου θέσαμε 

OQ=OP1+OP2 . Τότε με τη βοήθεια της (2 )  έχουμε :

OP' =0Q' +0Ρ3-00'

ή επειδή (με τη βοήθεια της ( 2 ) )  OQ^OPj+OP^-OO’ έχουμε : 

OP'^OPj^OP^-OO’ +OPj-OO'

ή

(3 ) 0Ρ'=ΟΡ'+0Ρ'+0Ρ3-20Ο'

Ας ε ίν α ι τώρα , ως προς το σύστημα Oxyz , P ( x , y , z )  . Τότε ,
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ή θέτοντας OPj =χ ΟΑ , ΟΡ2 ~y » ΟΡ3 ~ζ 0Ι* 

ΟΡ = ο ρ1 + ορ2 + ορ3 .

Με την (3 ) παίρνουμε :

(4 ) OP'=OPj+ΟΡ2 + ΟΡ3 -2 0 0 ’ .

Όμως,από τ ις  (1 )  έχουμε :

(5 )

OPj =χΟΑ' + (1 -χ ) 00' . 

OP2 =yOB' + (1 -y ) 00'. . 

Ο Ρ '= ζΌ Γ' + (1 -ζ ) 00'

Αντικαθιστώντας τ ις  (5 ) στην (4 ) έχουμε :

0Ρ'= xQ A '+ y0 B '+ z0 r'+ (1 -o c-y-z )0 0 * 

ή σε συντεταγμένες

( x '  , y ’ ,ζ ')= χ (α 11 »a12,a13)+y(a21 »α22α23)+ζ( σ31 ,a32,a33)+(1-x-y-z)(a,0,Y) 

ή

x '=  (a ^ - a )x + (a 2^-a)y+(a3^-a)z +a 

y  -  ( a 12-0 )x +(a 22-B )y+ (a32-B )z + 0

z  ~ (a 13"Y)x+(a23-Y)y+(a33rV)z + V

Έ τ σ ι  ένας ό.Μ , f : , P-* - f (P )=P '  έχ ει,ω ς  προς τυχαίο σύστημα 

συντεταγμένων. Oxyz , αναλυτικές εξισώ σεις της μορφής :



-280-

(7)

x '= A^x+A12y+Al3z+a 

y'= A21x+A22y+A23z+3 

z·» A3,x+A32y*A33z.v

όπου 3έ3αια : f (0)=0' (a,3»Y) kol συνεπώς 00'=(α,3,γ) , A’(Α^+α,Α21+3,Α31+γ) 

B ' (Α12+α,Α22+3,Α32+γ) , Γ ' (Α^3+α,Α23+3»Α33+γ) με Α(Ί,Ο,Ο) , Β(0,1,0) και 

Γ(0,0,1) ως προς το σύστημα Oxyz .

Αντίστροφα , θα δούμε πως αν οι αναλυτικές εξισώσεις ενός γεωμετρικού 

μετασχηματισμού f  : Ε Ε , P-^f(P) =Ρ' ,  ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων 

Oxyz , είναι της μορφής (7) , τότε ο γεωμετρικός μετασχηματισμός f είναι Ο.Μ. 

Ας είναι , προς τούτο , PjtXj.yj.Zj) , P2^x2’y2*z2̂  K0L p(x»y *z) έτσι 11,01:6

(8) OP=mOP^+nOP2 , με m+n=1

Τότε

(9)

χ = m x,j+ nx2 

y = m v 1+ n y 2 

z = m z^ + n z2

Επίσης ,
(7)

O P 'M x ly l z ' ) ---- = (A n x+Al2 y+A13z+a ,  ,  A31x+A32y +A33z+Y)

(9)
= — « ( Α ^ χ ^ Α ^ + Α ^ + α  , Α2ΐΧΐ+Α2^ 1 +Α2321+® » A31x1+A32y1+A33z 1+Y  ̂

•vn (A^Xg+A^yg+A^Zg+a , A21x2*A22y2*A23z2*t* , A31x2+A32y2+A33z2+Y)
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= πι(χ·̂ >y ̂  ̂J+niXg *3̂2» ̂ 2^
« mOPj+ nOPg'

Άρα

(10 ) OP'=mOPj+ nOPg , με m+n=1 .

Βλέπουμε έτσ ι , ό τ ι η (9 ) , η οποία σημαίνει ό τ ι τα P j.P g .P  ε ίν α ι συγγραμ- 

μικά και (P jPgP^n/m  ,  συνεπάγεται την (1 0 ) ,  που σημαίνει ό τ ι , τα P j.P ^ .P ' 

ε ίν α ι συνγραμμικά και (Ρ^ Ρ^ ΡΉ  ^ . Συμπερασματικά , ο ι  (7 ) ε ίν α ι αναλυτικές 

εξισώ σεις ενός Ο.Μ , ως προς το σύστημα Oxyz , α«ού στέλνει ευ θ είες  σε ευ

θ ε ίες  και δ ιατηρεί τον απλό λόγο .

Συμπέρασμα . Κάθε Ο.Μ έ χ ε ι αναλυτικές εξισώ σεις της μορφής (7 ) σε κάθε 

ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz και αντίστροφα σχέσεις της μορφής (7 ) . 

σε κάποιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz , ε ίν α ι αναλυτικές εξισώ σεις ενός Ο.Μ . .

Παρατήρηση . Κοιτάζοντας τ ις  αναλυτικές εξισώ σεις παράλληλης μεταφοράς 

και Γ.Μ ,  συμπεραίνουμε ότι , ο ι παράλληλες μεταφορές και ο ι Γ.Μ ε ίν α ι Ο.Μ .

Η παρακάτω πρόταση ε ίν α ι σημαντική .

3Πρόταση 6 .5 .1 . Δ ίνετα ι ένα σημείο 0 του Ε . Κάθε Ο.Μ

f  : Ε 3 -*·Ε3 , P - * f (P )= P '  ε ίν α ι σύνθεση ενός Γ.Μ ί : Ε 3 -*·Ε3 ,_ως προς το δοθέν
3 3σημείο 0 , και μ ιας παράλληλης μεταφοράς , Τ1 _ :Ε^-*-Ε . Δηλαδή ,



όπου L ε ίν α ι Γ.Μ ως προς το σημείο 0 και 0 '= f (0 )  ·

3 3Απόδειξη . θεωρούμε τον γεωμετρικό μετασχηματισμό Τ____ - f  : Ε  ·*Ε  .
ΟΌ

Αυτός ο γεωμετρικός μετασχηματισμός έχ ε ι το 0 ,  ως σταθερό σημείο . Πραγμα

τ ικά  , ας ε ίν α ι Τ____ (0 ')= Β  . Τότε 0 'Β=0Ό  , άρα 0=Β . Έ τ σ ι  ,
0*0

0=Τ____ (0 ')= Τ ____ ( f ( 0 ) )= (Τ____ ° f ) ( 0 )  . θα βρούμε τ ις  αναλυτικές εξ ισ ώ σ εις  του
ΟΌ ΟΌ ΟΌ

Τ____ * f  , ως προς ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz . Ας ε ίν α ι ,
ΟΌ

P ( x .y .z )  

προς το

, P'(x;y;z'K(P) , P'’(x",y”.z") =Τ___(Ρ ') και
ΟΌ

Oxyz . Από τ ις  (7 ) συμπεραίνουμε ότι :

0 0 '= (α ,β ,γ ) ως

χ '= A^x+A12y+A13z+a

(11) y ’= A21x+A22y+A23z+B

* ’·  A3 lX+A32y *A332+V

Επίσης , λόγω παράλληλης μεταφοράς έχουμε :

( 12)

χ = χ -α

y*'- y'-e
ζ ” = ζ '- γ  .

Συνδυάζοντας τ ι ς  (1 1 ) ,(1 2 )  παίρνουμε

(13)

* ” ■ Α11χ+Α12^+Α]3* 

y "  * Α21χ+Α22^+Α23ζ 

ι "  * Α31Χ+Α32^+Α33Ζ
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Οι (13) ε ίν α ι ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του Τ____ * f  ως προς το σύστημα
ΟΌ

Oxyz . Επειδή όμως το Ο ε ίν α ι σταθερό σημείο αυτού τόυ μετασχηματισμού

συμπεραίνουμε ό τ ι ο γεωμετρικός μετασχηματισμός Τ____« f  ε ίν α ι Γ.Μ ως
ΟΌ

προς το 0 . Συμβολίζουμε L = T ____ » f  . Άρα
Ο'Ο

f  -  T l l _  ·  L -  Τ ____ « L = Τ___ <» L ,
Ο’ Ο -ΟΌ 00*

ό τ ι θέλαμε να δείξουμε .

Παρατήρηση . Ανάλογα , ισχύουν για  0.Μ του επιπέδου . Έ τ σ ι  ο ι αναλυ-
2 2τ ικ έ ς  εξισώ σεις ενός Ο.Μ , f  : Ε -*Έ του επιπέδου,ως προς ένα σύστημα συντε 

ταγμένων Oxy , ε ίν α ι της μορφής :

(1 4 )
χ '=  A^ x+ A^ y+α 

y '=  A21x+A22y+3

όπου 0 ’ = f(0 ) και 0 Ο '= (α ,β ), ως προς το Oxy . 

Άσκηση . Η σύνθεση Ο.Μ ε ίν α ι επίσης Ο.Μ .

6 .6 . Ισομετρίες του επιπέδου ή του χώρου .

Ορισμός 6 .6 . Γ. Ισομετρία ή ευ κλε ίδ ε ιο ς  μετασχηματισμός του επιπέδου ή 

του χώρου λέγετα ι ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός του επιπέδου ή του χώ

ρου , ο οποίος διατηρεί τ ις  αποστάσεις μεταξύ των σημείων . Δηλαδή ν· αν 

f(P) « Ρ \  f(Q) *Q· τότε d(P,Q) - |PQh [PTI = d(P",Q') .
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Παράδειγμα 6 .6 .1 . θεωρούμε μια τυχαία παράλληλη μεταφορά Τ .  . Αν 

Τ - ( Ρ) = Ρ ' και Tq (Q) -  Q * , τότε PP'=QQ' =ά , από τον ορισμό της παράλληλης 

μεταφοράς . Έ τ σ ι  , το PP'QQ' ε ίν α ι παράλληλόγραμμο κα ι συνεπώς PQ = P 'Q ' ,  

δηλαδή |P Q |= |P ‘Q ' | ·  Άρα κάθε παράλληλη μεταφορά ε ίν α ι ισομετρία .

Συμβολίζουμε με 1 ( E )  το σύνολο των ισομετριών του επιπέδου και με
3

1 ( E )  το σύνολο των ισομετριών του χώρου . Σ ’ αυτή τη παράγραφο θα ασχολη-
2 3

θούμε με τη δομή των συνόλων Ι ( Ε  ) , I ( Ε ) με πράξη , τη σύνθεση α π εικον ί

σεων .

θα αποδείξουμε τη παρακάτω πρόταση .

Πρόταση 6 .6 .1 . Κάθε ισομετρία του επιπέδου ή του χώρου ε ίν α ι Ο.Μ (ομο- 

παραλληλικός μετασχηματισμός) . Επ ί πλέον κάθε ισομετρία ε ίν α ι αμφιμονοσήμα- 

ντη (1 -1 ) απεικόνιση .

Απόδειξη . Έστω P ^ P g » ^  τρ α̂ συΥνραμμικά σημεία ,  έτσ ι ώστε το Ρ  ̂

να κ ε ίτ α ι μεταξύ των Ρ1 ,Ρ 3 · Τότε , I P1Ρ3 1~^Ρ1Ρ2 1+1Ρ2Ρ3̂  * Θα ισχ ε̂ *· » 

Ι Ρ ί Ρ3 ΐ~ ΙΡί Ρ2ΐ + Ρ̂2Ρ3̂  * α®01* 11 ισ °ύετρ ία  δ ιατηρεί τ ι ς  αποστάσεις . Έ τ σ ι  θα 

έχουμε ότι τα σημεία ρί» Ρ2*Ρ3 e v̂aL συγγραμμικά και ( pj P2P3 ^ Pi P2P3̂  * 

δηλαδή η ισομετρία στέλνει ευ θ είες  σε ευ θ ε ίες  και δ ιατηρεί τους απλούς λό

γους . Σύμφωνα με τον ορισμό του Ο.Μ , κάθε ισομετρία θα ε ίν α ι Ο.Μ . Έστω 

τώρα Ρ Ρ ' και. Q-*-Q' με P'=Q' . Τότε |PQ| = |P 'Q ' |=0 και συνεπώς P=Q , 

δηλαδή κάθε ισομετρία ε ίν α ι και αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση .

θεωρούμε τώρα μια ισομετρία f  του επιπέδου ή του χώρου , η οποία μόλις 

είδαμε ε ίν α ι και Ο.Μ . Σύμφωνα με τη Πρόταση 6 .5 .1  θα έχουμε :
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(1 ) f  = T _  - L  ,
00'

όπου 0 τυχαίο σημείο ,  0 '= f (0 )  , Τ___ ε ίν α ι παράλληλη μεταφορά και L·
00'

ε ίν α ι Γ.Μ , ως προς το 0 . Έ τ σ ι  από την (1 ) παίρνουμε :

(2 ) L = T l l o f  = τ _ . f  = Τ ____o f
00' -00 ' Ο'Ο

και συνεπώς ο Γ.Μ L ε ίν α ι 1-1 , δηλαδή κανονικός , σαν σύνθεση των 1-1

απεικονίσεων Τ____  και f  . Γνωρίζουμε ό τ ι κανονικοί Γ.Μ και παράλληλες
0 Ό

μεταφορές ε ίν α ι α π εικο ν ίσεις  επ ί . Έ τ σ ι  από την (1 ) συμπεραίνουμε ό τ ι κάθε 

ισομετρία ε ίν α ι απεικόνιση επ ί .

Κάθε ισομετρία f  , ε ίν α ι απεικόνιση 1-1 και επ ί . Ο ρ ίζετα ι έτσ ι η αντί 

στροφή απεικόνιση f  , που ε ίν α ι γεωμετρικός μετασχηματισμός του επιπέδου 

ή του χώρου . Εύκολα διαπιστώνουμε (πως;) ότι και η f -1 ε ίν α ι ισομετρία . 

Επίσης η σύνθεση ισομετριών ε ίν α ι πάλι ισομετρία . Από την άλλη πλευρά ο ταυ 

τοτικός μετασχηματισμός του επιπέδου ή του χώρου ε ίν α ι ισομετρία .

Με όσα αναφέραμε παραπάνω συμπεραίνουμε τη πρόταση .

2
Πρόταση 6 .6 Έ .  Με πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων , τα σύνολα 1 ( E )  και

3
1 ( E )  ε ίν α ι ομάδες .

ρ
Ορισμός 6 .6 .2 . Η ομάδα 1 ( E )  λέγετα ι ομάδα ισομετριών του~επιπέδου 

3και η ομάδα 1 ( E )  λέγετα ι ομάδα ισομετριών του χώρου .

Έστω τώρα , Τ- μια τυχαία παράλληλη μεταφορά . Επειδή η Τ- ε ίν α ι 

ισομετρία σύμφωνα με το παράδειγμα 6 .6 .1  , από την (2 ) συμπεραίνουμε ό τι ο 

Γ.Μ L ε ίν α ι κα ι αυτός ισομετρία , σαν σύνθεση ισομετριών . Από την (1 )



λοιπόν προκύπτει όχι : Κάθε ισομετρία f  προκύπτει , από ένα Γ.Μ L ,  ο

οποίος ε ίν α ι ισομετρία και μ ια  παράλληλη μεταφορά . Γ ια  να βρούμε λοιπόν 

όλες τ ις  ισο μετρ ίες  του επιπέδου ή του χώρου , αρκεί να βρούμε όλους τους 

Γ.Μ ως προς 0 , που ε ίν α ι συγχρόνως και ισομετρίες .

θα δείξουμε στη συνέχεια δύο σημαντικές προτάσεις .

3 3Πρόταση 6 .6 .3 . Έστω L : Ε  -*·Ε ένας Γ.Μ του χώρου,ως προς το σημείο 

0 , με πίνακα ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων τον :

/  α11 α12 α13

L = I α21 α22 α23

V  α31 α32 α33

0 Γ.Μ ε ίν α ι ισομετρία του χώρου , αν και μόνο αν

®1ί*°21*°31 - '
„2 Έ  2 .
α 12 α22 α3 2 "  1
«2 ._2 2 .
αΐ3 +α23+α33 *

ισχύουν :

(3 )
α11σ12+α21α22+α31σ32 = 0 

α11α13+α21α23+α31α3 3 * °  

α12α13+α22α23+σ32α33 = 0

Απόδειξη . Οι αναλυτικές εξ ισώ σ εις  του L ως προς το σύστημα Oxyz
* # «

ε ίν α ι ο ι :
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(4 )

χ'= αη χ+α12γ+α13ζ 

y '= a21x+a22y+a23z

ζ = a 31x+a32y+a33z

Έστω 0 (0 ,0 ,0 )  , A (U 0 ,0 )  , Β (0 ,1 ,0 )  και Γ (0 ,0 ,1 )  ως προς το Oxyz . Από

τ ις  (4 ) συμπεραίνουμε : Ο '(Ο ,Ο ,Ο ) , A ' (α^  ̂»α2 ΐ * α31̂  ’ 8 α̂12’α22 ,α32̂  Kau 

Γ ’ (α^3,α 23’ α33̂  * 0 ε ν̂αι ισομετρία τότε πρέπει : |OA|=JO 'A'j ,

|0Β|β|'θΓΒ' | , |0Γ| = )0 Τ Ί  . |ΑΒ| = | 0 ' |  , |A T j= |A T ' |  και |Β Γ Η Β Τ Ί .

Σε συντεταγμένες αυτές ο ι σχέσεις μας δίνουν ακριβώς τ ις  (3 ) .

Αντίστροφα , ας υποθέσουμε πως ισχύουν ο ι (3 ) . Τότε γ ια  P j i x ^ y ^ Z j )  ,

Ρ2(χ2»^2’ζ 2̂  * pj ( xj»yj>z i) και p£^χ2*y2’ζ2  ̂ έχουμε :

|p jP J |2 » ( x ^ x ; ) 2+(y2-y;)2+ (z ^ z j)2 —

= [a11(x2-x 1)+a12(y2-y l )+al3(z2- z 1) ]2+[a21(x2-x l )+a22(y2-y 1)+a23(z2- z 1) ] 2+ 

+ Γα3 ΐ ίχ2-χ ΐ ) +α32^2-·>' ΐ )+α33(ζ2·ζ 1)] 2

= (a11+an ^ 1 )(x2 'x1)2+(aV 4 2 +4 2 )(y2-y 1)2+(a13+a23+a33)(z2-Zl ) 2 +

+ 2 ( α 11σ 12+α2 1 ?22+α31 α32  ̂^χ2 "χ 1 2_y 1 ^

+ 2 ία 11α13+α21α23+α31σ3 3 ^ χ2"Χ1 ^ Ζ2"ζ 1̂

+ 2 (α 12α13+α22α23+α32α33) (y 2' y 1^  ζ 2" ζ 1)



r
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(3 )
( x g - x ^ + iy g - y ^ + iz g - z ^ 2 = |P1P2 | 2

Έ τ σ ι  , IP-|P21 = I pi p2l KaL ouveT,f c  0 Γ-.Μ L ε ίν α ι ισομετρία ,  αν ισχύουν ο ι

(3 ) .

2 2Πρόταση 6 .6 .4 . Έστω L : Ε  ·*·Ε ένας Γ.Μ του επιπέδου,ως προς το 

σημείο 0 , με πίνακα ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων τον

α11 α12
L =

α21 α22

0 Γ.Μ L ε ίν α ι ισομετρία του επιπέδου , αν και μόνο αν , ισ χ ύ ε ι :

(5 )

α11+α21 " 1
2 2

°12*°22 * '

α )1α ,2 « 2 ,α 22=0

Απόδειξη . Αποδεικνύεται , όπως η πρόταση 6 .6 .3  , παίρνοντας 0 (0 ,0 )  , 

Α (1 ,0 ) και Β ( 0 , 1) .

α11 α12 α13

α21 α22 α23

°31 α32 α33

σ 11 α21 α31

α12 α22 α32

α 13 α23 α33
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στήλες , λέγετα ι ανάστροφος το» πίνακα L . Με απλές πράξεις διαπιστώνει κα 

ν ε ίς  ό τ ι d e tL s detLT . Όμοια αν :

“ ' Λ  ,  τότέ ° 21
α2Ι α22 /  \ α12 α22

Παρατήρηση . Όταν ο Γ.Μ L ε ίν α ι ισομετρία  τότε ο ι σχέσεις (3 ) ή ο ι

(5 ) συνεπάγονται ό τ ι :

LT -L = I= o  μοναδιαίος πίνακας του επιπέδου ή του χώρου . Έ τ σ ι  ο 

LT ε ίν α ι ο αντίστροφος πίνακας του L , δηλαδή L =L-  ̂ . Επί πλέον , αφού 

detLT = detL , θα έχουμε :

(d etL)^  = 1 

ή

(6 ) |d e tL | *  1 .

Ορισμός 6 .6 .3 . Ένα ς Γ.Μ ως προς 0 , που ε ίν α ι συγχρόνως και ισομε- 

τρία  , λέγετα ι κανονική στροφή στο 0 , αν detL = 1 κα ι ψευδοστροφή στο 

0 αν detL = -1 .

Συμπερασματικά έχουμε : Κάθε ισομετ-ρία του επιπέδου ή του χώρου ε ίν α ι 

μ ια  κανονική στροφή ή μ ια  ψευδοστροφή σε κάποιο σημείο ,  που ακολουθείται 

από μια  παράλληλη μεταφορά .

θα κλείσουμε την παράγραφο με έναν ακόμη ορισμό .

Ορισμός 6 .6 .4 . Δύο γεωμετρικά σχήματα Κ , Κ ' του επιπέδου ή του χώρου 

λέγονται ίσα (congruent), αν υπάρχει μια ισομετρία f  του επιπέδου ή του 

χώρου , έτσ ι ώστε f (K )= K '  .

και detL =detL



Έστω τώρα Κ ένα γεωμετρικό σχήμα του επιπέδου ή του χώρου . Συμβολί

ζουμε με I  ( Κ) τ ις  ισομετρίες του επιπέδου ή του χώρου που στέλνουν το Κ

στον εαυτό του . Ε ίν α ι εύκολο να δ ε ι κάποιος (πω ς;) ό τ ι το σύνολο I ( Κ) με 

πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων ε ίν α ι ομάδα και λέγετα ι ομάδα ισομετριών του 

Κ .

6 .7 . Ταξινόμηση των ισομετριών του επιπέδου .

Γνωρίζουμε , παράδειγμα 6 .6 .1  , ότι κάθε παράλληλη μεταφορά ε ίν α ι  ισο- 

μετρία του επιπέδου . θα δόσουμε ακόμη δύο παραδείγματα .

2
Παράδειγμα 6 .7 .1 . Έστω AG E . Τότε γ ια  κάθε θ η στροφή Rg(A ) του 

επιπέδου ε ίν α ι ισομετρία του επιπέδου . Πραγματικά , ως προς ένα σύστημα 

Axy ,ο  πίνακας της Rq(A ) ε ίν α ι ο :

Έ τ σ ι  σύμφωνα με τη πρόταση 6 .6 .4  η R0(A ) ε ίν α ι ισομετρία , αφού ικανοποι

ούνται οι (5 ) . Επίσης

detR0 (A) =1

δηλαδή η στροφή R0 (A) ε ίν α ι μια κανονική στροφή σύμφωνα με τον ορισμό 6 .6 .3  .

ε ίν α ι επίσης ισομετρία , αφού ο πίνακας του , ως προς ένα σύστημα Oxy 

με Ο G ί, ,  ε ίν α ι  ο :

2
Παράδειγμα 6 .7 .2 . Ο κατοπτρισμός του Ε , ως προς μια ευθεία  1

Κ



-291-

όπου θ/2 ε ίν α ι η γωνία που σχηματίζει ο άξονας Οχ με την I  . Ικανοποι

ούνται λοιπόν ο ι (5 ) της πρότασης 6 .6 .4  και απί πλέον detKA = -1 . Άρα ο 

κατοπτρισμός ε ίν α ι μια ψευδοστροφή .

Σκοπεύουμε στη συνέχεια να βρούμε τ ις  κανονικές στροφές και ψευδοστρο-

φές στο OGE^ . Αν

L = (  α11 α12

'  σ21 α22

ε ίν α ι ο πίνακας μιας κανονικής στροίρής ή ψευδοστροφής στο 0 6 τότε έχουμε

(1 ) α11+α21 ’  1

(2) °12+α22 *  ’

(3) α11α 12+α21α22

(4 ) detL = α̂  ^ 22~ {

και *

(5)

τ
L =

“ 1 Γ  d it L

_ _ α21
a i 2" " a i t r

22”  d lt T  

n -  ° 12
α2 Γ "  d lt T

/  α22 α12
11 α2 ΐ \ I  detL

. L - ' .
detL

♦
α ) •V α21 α11

12 α22 ' \  detL detL

α22 » .  a n

J
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Περ(.πτώση 1 . detL=1 . Λόγω της (1 ) θέτουμε a^= cos0 , οπότε a21=+ sin0 . 

Τότε από τ ις  (5 ) έχουμε : a ^ c o s O  και a 12=±sin0 . Έ τ σ ι  για  κανονικές
ρ

στροφές στο 0 G E  ο ι δυνατοί πίνακες ε ίν α ι ο ι

(
cos0 - s iηθ\ /  cos0 s i πθ

s in 0  cos0/ \ - s in 0  cos0

Η δεύτερη περίπτωση προκύπτει από την πρώτη βάζοντας στη θέση του θ το -0  . 

Έ τ σ ι  κάθε κανονική στροφή στο 0 έ χ ε ι  πίνακα της μορφής

(
cos0 - s i  πθ

s i ηθ cos0

Συγκρίνοντας με το παράδειγμα 6 .2 .1  , συμπεραίνουμε ότι : κάθε κανονική στροφή 
2

στο 0 ε Ε ε ίν α ι μια στροφή Rg(0) .

Περίπτωση 2 . detL = -1 . Πάλι , λόγω της (1 ) θέτουμε a^= cos0 , οπότε 

a 2 ^=±sin0 . Τότε από τ ις  (5 ) έχουμε : a „= - c o s 0  και a 1<7=±sin0 . Εδώ ο ι δυ22 12
νατές περιπτώσεις ε ίν α ι :

cos0 ε ίη θ \  ί  cos0 - s in 9

s in 0  -cosB j  \ - s in 0  -cos0

όπου και πάλι η δεύτερη περίπτωση προκύπτει από την πρώτη βάζοντας όπου θ 

το -θ . Έ τ σ ι  κάθε ψευδοστροφή στο 0 έ χ ε ι  πίνακα της μορφής :

cos0 s i ηθ 

s in 0  -cos0

Συγκρίνοντας με το παράδειγμα 6 ,2 .2  , συμπεραίνουμε ότι : κάθε ψευδοστροφή 

στο 0 G Ε  ̂ ε ίν α ι ένας κατοπτρισμός πάνω σε μια ευθεία  I  δια του 0 .
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2 2Συμπέρασμα . Κάθε ισομετρία f : E  ·»Ε έ χ ε ι  αναλυτικές εξισώ σεις , ως 

προς κάθε σύστημα Oxy , της μορφής :

χ'= xcos0 -ysfn0+ a
(6 )

y ’~ xsin0+ycos0+b ,

ή

x'=  xcos8 +ysin0+a ·
(7)

y ’ = xs in0-yco s0+ b  ,

όπου f (0 )  = 0 '(a ,b )  .

Άσκηση . Στο παρακάτω σχήμα , δίνονται δύο τρίγωνα . Να

εξετάστε , αν ε ίν α ι ίσα .

Άσκηση .  Να βρείτε την Ο4ΐάδα::ισομετρτών ενός τετραγώνου,ισοπλεύρου τ ρ ι

γώνου , ορθογωνίου παραλληλογράμμου και κύκλου στο επίπεδο .

6 .8 .  Ταξινόμηση των ισομετριών του χώρου .

Σκοπεύουμε να βρούμε πρώτα , πο ιές ε ίν α ι ο ι κανονικές στροφές ή ψευδό-
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στροφές στο Ο e Ε3 . Έστω λοιπόν 0 € Ε3 και L :E 3 -»-E3 ένας Γ.Μ ως προς 

0 , με αναλυτικές εξισάισεις ως προς το σύστημα Oxyz , τ ι ς  :

χ '= a i1x+a 12y+a 13z

( 1) y '=  a 2 i x+a22y+a23z

, 2 ' = a 31x+a32y+a332

0 πίνακας του L , ως προς το σύστημα Oxyz , ε ίν α ι ο :

/ α11 σ12 α 13 

L = ( α21 α22 α23

\  α31 α32 α33

Υποθέτουμε πως ο L ε ίν α ι επ ί πλέον και ισομετρία . Τότε όπως ξέρουμε 

θα ισχύουν :

( 2 )

f

<

\

„2 α„2 αλ2 .
α11+α21+α22 = 1
„2 . _2 2 ,
α12 α22 α32 = 1

2 2 2 ,
α13 σ23 σ3 3 = 1

α11α12+α21σ22+α31σ32

α11α13+α21α23+α31α33

α12α13+α22α23+α32α33

= 0 

= 0 

= 0

και

(3 ) detL = ±1 .
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Έ τ σ l για μια κανονική στροφή ή ψευδοστροφή' ισχύουν οι (2 ) και (3 ) , ως 

προς οποιοδήποτε σύστημα Oxyz ; ■

θέτουμε το ερώτημα : Υπάρχει σημείο P ( x ,y ,z )  , έτσ ι ώστε Ρ Τ λ χ ,λ γ ,λ ζ )  

με λ β R ; Προς τούτο , πρέπει και αρκεί , να υπάρχει μη τετριμμένη λύση 

στο ομογενές σύστημα :

(4 )

(αη -λ)χ+α12γ+α13ζ =0 

a2jX+(a12-A)y+a23z = 0 

α31χ+α32*+ία3 3 ·λ , ζ * °

Το ομογενές σύστημα (4 ) έ χ ε ι  μη τετριμμένη λύση 

πραγματική λύση η εξίσωση :

(5 )
αι Γ λ α12 σ

α21 ĉ 22™̂ a

α31 α32 a

13

23

33'

= 0

αν και μόνον αν , έ χ ε ι

Η εξίσωση (5 ) ε ίν α ι τρίτου βαθμού και συνεπώς έ χ ε ι τουλάχιστον μια πραγμα

τική  λύση , έστω λ0 . Έστω ρο (χο ’^ο,ζ Ο̂  μία μη λύση του (4 )

γ ια  λ=λ0 . Έ τ σ ι  για  το P0 ( x0 ,y o ,z 0̂  θα έχουμε p0 ( V o ’ V o ,AOzO* ■ 

Επειδή όμως πρέπει | OPq | =| OPq | ,  αφού η L ισομετρία , θα έχουμε :

και συνεπώς |λ 0 |=1 . Ειδικώτερα , γ ια  λ0=1 έχουμε p q(^0 *·̂ ο*ζ Ο̂ =Ρ0 kql 

γ ια  λ0=-1 έχουμε Ρ0 (-χο ,- γ ο ,- ζ ο )=συμμετρικό του PQ , ως προς το 0 .
I

Έχο'υμ'ε λοιπόν τη"ν πρόταση .
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Πρόταση 6 .8 .1 . Έστω L μια κανονική στροφή ή ψευδοστροφή στο 0 e Ε3 .
ο

Υπάρχει τότε ένα σημείο PQ e Ε , διαφορετικό του 0 ,  έτ σ ι ώστε Pq = pQ ή

Pq = συμμετρικό του Pq ως προς το 0 .

θεωρούμε στη συνέχεια  ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων ΟΧΥΖ με ά

ξονα ΟΖ την ευθεία  Aq , που ο ρ ίζετα ι από τα σημεία 0 και PQ . θα δια

κρίνουμε τ ις  παρακάτω δύο περιπτώσεις .

Περίπτωση 1η - Έστω λ0=1 . Τότε Pq=Pq » δηλαδή το Pq ε ίν α ι σταθερό 

σημείο του L .  Σύμφωνα με τη πρόταση 6 .3 .1  , όλα τα σημεία της AQ ε ίν α ι 

σταθερά σημεία του L και ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L ως προς το σύστη

μα ΟΧΥΖ ε ίν α ι  της μορφής :

Επειδή n L ε ίν α ι κανονική στροφή ή ψευδοστροφή θα έχουμε γράφοντας τ ις  (2 )

Χ'= Αη Χ+Α12Υ

( 6 ) γ'= α21χ+α 22υ

Ζ ·-  Α31Χ+Α32Υ+Ζ

A * 1

aL + aL + a?0 = 1

0 + 0 + 1  = 1

Α« λΑλ λ+ΑλλΑλλ+Α^λΑ<>λ s  011 12 21 22 31 32

Α1 Γ °  +Α21"° +Α31  ̂ =0 Α3 1 =0

Αΐ 2*0 +Α22·0 +Λ32*1 =0 ·* · ^ 22 *0
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η·

(7)

Α11+Α2 1 a 1 

Α12+Α22 “ 1

Α11Α12+Α21Α22 = 0

r =  α21χ+α22υ

κα ι ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L ως προς το ΟΧΥΖ ε ίν α ι της Μορφής : 

|  Χ*= Α^ χ+Α12γ

(8)

( Ζ '-  Ζ

κα ι ο πίνακας του L ως προς το ΟΧΥΖ ε ίν α ι 6

/ Α11 Α12 0

L =

V
Α21 Α22 0

Συνεπώς έχουμε και

Α11Α22~Α21Α12 = =

Τώρα , γ ια  τον πίνακα A11 A12

A21 A22
έχουμε ακριβώς τ ις  ίδ ιε ς  σχέσεις ,

όπως στη περίπτωση ισομετριών του-επιττέδου , και συνεπώς ο ι μόνες δυνατές πε 

ριπτώσεις YLa αυτό το πίνακα ε ίν α ι :

cos0 - s in 0  λ /  cos0 s in 0
και

si'n0 cos0 ειηθ  ' -cos0



Άρα λοιπόν , ο ι αναλυτικές εξισώ σεις του L ως προς το σύστημα ΟΧΥΖ ε ίν α ι 

μ ιας των παρακάτω μορφών :

Χ ’ = Xccs0 - Y s iηθ

(9) Υ'= X s1ηθ + Ycos0

Ζ'= Ζ

Χ'*= Xccs0 + Ys1ηθ

( 10) Υ ’s X s iηθ - YcosO

Ζ'= Ζ

Ε ίν α ι (ρανερό ότι ο ι (9 ) ισχύουν αν πρόκειται γ ια  κανονική στροφή κα ι ο ι (10) 

αν πρόκειται ν ια  ψευδοστροφή .

Περίπτωση 2η . 'Εστω λ0=-1 . Τότε Pg = συμμετρικό του Pg ως προς το 

0 . Σύμωωνα με τη πρόταση 6 .3 .3  , ως προς το σύστημα ΟΧΥΖ , ο ι αναλυτικές 

εξισώ σεις του L ε ίν α ι της μορφής :

Επειδή η L ε ίν α ι κανονική στροφή ή ψευδοστροφή , εφαρμόζοντας γ ια  τ ι ς  (11) 

τ ις  (2 ) , όπως στη προηγούμενη περίπτωση παίρνουμε ό τ ι ο ι αναλυτικές εξισώ

σ ε ις  του L ως προς το ΟΧΥΖ ε ίν α ι  μιας των παρακάτω μορφών :

Χ ’ = Αη Χ+Α12Υ

( 11)

ζ*= α 31χ+α 32υ - ζ
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X ’ = Xcos9 - Υδίηθ

( 12) Y '= Χδΐηθ + Υσοδθ

Ζ'= - I

Χ'= Χσοδθ+Υδίηθ

(13) Υ'= Xs1n0-Ycos0

Ζ'= -Ζ

Ε ίν α ι φανερό ό τ ι ο ι (12 ) ισχύουν αν ο L ε ίν α ι ψευδοστροφή και ο ι (13) 

ισχύουν αν ο L ε ίν α ι κανονική στροφή .

3 3Συμπέρασμα . Έστω f  : Ε -*·Ε , Ρ-*·Ρ’ μ ια  ισομετοία του χώρου και.
3

0 6 Ε  . Υπάρχει ένα κατάλληλο σύστημα ΟΧΥΖ , έτσ ι ώστε ο ι αναλυτικές εξισώ

σ ε ις  της f  ε ίν α ι  μ ιας των παρακάτω μορφών :

Χ'= Xcos0 - Υεΐηθ+  α

(14) Υ ’ = Χδίηθ + Ycos0 + 0

Ζ'= Ζ+ γ

Χ'= Xcos0 + Ysin0  + a

(15) Υ ’ = Xs 1 η8 - YcosO + β 

Ζ'= ζ + γ



X'= XcosO - YsinO +α

(16)

(17 )

Y'= Xs 1 ηθ +Ycos0 +β 

Ζ' = - Ζ + γ

Χ'= Xcos9 + Y s in 0  +α 

Υ'=  X s iηθ -YcosG +β 

Ζ ' = -Ζ  + γ

όπου Ο Ο '= (α ,0 ,γ ) κα ι O '= f(0 ) .

»

Άσκηση . Οι (1 4 ) γ ια  0 = 0 ή 2π γ ίνοντα ι :

X ’ =Χ+α

Υ'=Υ+0 

Ζ'=Ζ+γ

πρόκειται γ ια  μεταφορά .

Γ ια  θ/0 ή 2π και γ=0 , να δ ε ίξ ετ ε  ό τ ι υπάρχει σύστημα συντεταγμένων 

ΑΧΥΖ , ως προς το οποίο ο ι (14)  γ ίνοντα ι :

Χ '= XcosO - Y s iηθ

Ϋ'=  Xsin0  + Ys1n0

Ζ'= Ζ

Έ τ σ ι  συγκρίνοντας με το παράδειγμα 6 . 3 . 2  , πρόκειται γ ια  μια στροφή του Ε 

περί τον άξονα ΑΖ .

3
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Γ ια  Θ̂ Ο ή 2π και γ^ό ,  να δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι υπάρχει σύστημα συντεταγμένων 

ΑΧΫΖ , ως προς το οποίο ο ι (.14) γ ίνοντα ι :

Χ·'= XcosO -Y s in 9  

Γ *  jCsinO + YcosO 

Ζ'= Ζ+γ.

Μια ισομετρία της οποίας οι αναλυτικές εξισώσεις ως προς κάποιο σύστημα 

συντεταγμένων είναι της μορφής. (*) λέγεται ελικοειδής κίνηση (helicoidal 

motion) .

•ΟΤυπογροφείο 
,μίου ΙωαννΙνων.

J
Λτητές.



Τυπώθηκε στο Πανεπιστημιακά Τυπογραφείο 
με δαπάνη του Πανεπιστημίου ΙωαννΙνων.

Διανέμεται Δωρεάν στους φοιτητές.
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