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1. ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 
 
1.1 Γραµµικός (διανυσµατικός) χώρος, είναι ένα σύνολο στοιχείων που µπορούν να 
προσθαφαιρούνται µεταξύ τους και να πολλαπλασιάζονται µε αριθµούς µε το 
αποτέλεσµα των πράξεων να ανήκει πάλι στο χώρο. Επιπλέον, για τις πράξεις αυτές 
ισχύουν οι συνήθεις ιδιότητες (ουδέτερο στοιχείο, αντιµεταθετικότητα,…). Συνοπτικά 
και διαισθητικά ένας γραµµικός χώρος «αντιγράφει» τις ιδιότητες των διανυσµάτων 
(π.χ. του επιπέδου ή του χώρου των τριών διαστάσεων) και συχνά τα στοιχεία του τα 
αποκαλούµε και διανύσµατα. Οι αριθµοί που πολλαπλασιάζουν τα στοιχεία του 
γραµµικού χώρου καλούνται και «βαθµωτά µεγέθη» και έχουν το ρόλο των 
συντελεστών των διανυσµάτων. Γενικά, τα βαθµωτά µεγέθη ανήκουν σε κάποιο 
σύνολο F που έχει αντίστοιχες ιδιότητες µε αυτές των πραγµατικών αριθµών και στην 
Άλγεβρα καλείται «σώµα». Η συνήθης επιλογή είναι F=  (οι πραγµατικοί αριθµοί) ή 
F=  (οι µιγαδικοί αριθµοί) αλλά υπάρχουν και άλλες επιλογές. ∆ιαισθητικά αρκεί να 
έχουµε υπ’ όψιν την περίπτωση F= . Σε όλες τις περιπτώσεις το F έχει προ-επιλεγεί, 
προκειµένου να ορισθεί γραµµικός χώρος, σύµφωνα µε τον ακριβή ορισµό που 
ακολουθεί. 
 

Ορισµός Γραµµικού Χώρου. Γραµµικός χώρος είναι ένα σύνολο V για το οποίο 
ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 
 

α) Έχει ορισθεί µια απεικόνιση που για κάθε ζεύγος στοιχείων του V παράγει   
ακριβώς ένα στοιχείο του V. Η απεικόνιση καλείται πρόσθεση και συµβολίζεται 
µε «+». Η εικόνα ενός ζεύγους (v, w) ∈ VxV συµβολίζεται µε v+w, καλείται 
«άθροισµα» των v, w (και επίσης ανήκει στο V). 
 
β) Έχει επιλεγεί ένα σώµα F και έχει ορισθεί µια απεικόνιση που καλείται 
«πολλαπλασιασµός µε βαθµωτό µέγεθος ή πολλαπλασιασµός µε αριθµό» και 
για κάθε ζεύγος (α,v) ∈ FxV παράγει ακριβώς ένα στοιχείο που συµβολίζεται µε 
αv και ανήκει στο V. 
 
γ) Για την πρόσθεση ισχύουν: 

• Η αντιµεταθετική ιδιότητα: v+w = w+v, ∀ (v,w) ∈ VxV. 
• H προσεταιριστική ιδιότητα : v+(w+z) = (v+w)+z, ∀ (v,w,z) ∈ VxVxV. 
• Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο που το συµβολίζουµε µε 0 και ανήκει στο V, 

δηλαδή ισχύει 
 

v+0 =v, ∀ v∈V. 
 

• Για κάθε v∈V υπάρχει ένα στοιχείο που το καλούµε «αντίθετο του v» και 
το συµβολίζουµε µε -v, για το οποίο ισχύει  

 
v+(-v) = 0. 

 
Απλοποιούµε το συµβολισµό στην πρόσθεση του αντιθέτου γράφοντας w-v 
αντί του w+(-v) και καλούµε την πράξη αυτή «αφαίρεση» και το αποτέλεσµα 
της «διαφορά». 

  
 

δ) Για τον πολλαπλασιασµό µε βαθµωτό µέγεθος ισχύουν: 
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• 1v=v, ∀ v∈ V, όπου 1 η µονάδα του F. 
• (α+β) v = αv+βv, ∀α,β ∈ F και ∀ v∈V. 
• (αβ) v = α(βv), ∀α,β ∈ F και ∀ v∈V. Άρα, αφού δεν έχει σηµασία η 

σειρά υλοποίησης των πράξεων µπορούµε να γράφουµε αβv. 
• Επιµεριστική ιδιότητα: α(v+w)= αv+αw, ∀α ∈ F και ∀ (v,w) ∈ VxV. 

 
 
Άσκηση 1.1 Αποδείξτε ότι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης είναι ένα και µοναδικό. 
Επίσης, αποδείξτε ότι κάθε v∈V έχει µόνο έναν αντίθετο στο V. 
 
Άσκηση 1.2 Ας είναι S ⊂ V, όπου ο V είναι διανυσµατικός χώρος. Τι πρέπει να ισχύει 
ώστε και ο S να είναι διανυσµατικός χώρος; 
 
Άσκηση 1.3 Έστω V={v}, δηλαδή ο διανυσµατικός χώρος V περιέχει ένα µόνο 
στοιχείο. Ποιο είναι το v;    
 
 
1.2 Παράδειγµα: Ο διανυσµατικός (γραµµικός) χώρος ΙRn. Έστω n φυσικός 
αριθµός. Ορίζουµε ως διάνυσµα v µήκους n µια διαταγµένη n – άδα στοιχείων 
(συνήθως αριθµών πραγµατικών ή µιγαδικών) που τα τοποθετούµε σε µια στήλη, τα 
αποκαλούµε συνιστώσες του v και τα αριθµούµε µε τη σειρά που εµφανίζονται από 
πάνω προς τα κάτω. Συνήθως (όχι όµως υποχρεωτικά) η συνιστώσα στη θέση j 
συµβολίζεται µε v(j) ή vj. Εκτός από περιπτώσεις που θα έχει σαφώς ορισθεί κάτι 
διαφορετικό, θα θεωρούµε στη συνέχεια ότι οι συνιστώσες των διανυσµάτων είναι 
πραγµατικοί αριθµοί. 

 
Αναστροφή, είναι η µετατροπή των στηλών σε γραµµές και των γραµµών σε στήλες. 
Για µας διάνυσµα v θα σηµαίνει εξ’ ορισµού µια στήλη, οπότε vT θα σηµαίνει γραµµή. 
Έτσι αν οι συνιστώσες ενός διανύσµατος v είναι (για n=3) οι v(1)=-1, v(2)=2.3, v(3)=4 
το διάνυσµα είναι 

 

v = =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

4
3.2
1

 [-1  2.3  4]Τ, 

 
αφού η αναστροφή (δεξιά) σηµαίνει ότι δεν πρόκειται για γραµµή αλλά για στήλη. 
 
Άθροισµα διανυσµάτων και πολλαπλασιασµός διανύσµατος µε αριθµό. Ορίζουµε ως 
άθροισµα δυο διανυσµάτων µήκους n το διάνυσµα που έχει ως συνιστώσες το 
άθροισµα των συνιστωσών τους. Έτσι π.χ. αν v=[-1, 2, -3]Τ (στήλη) και w=[2, 1, 3]Τ 
τότε v+w=[1  3  0] T . Ορίζουµε ως γινόµενο αv του αριθµού α επί το διάνυσµα v, το 
διάνυσµα που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε όλες τις συνιστώσες του v επί α, π.χ. 
αν α=2 και v=[-1,2,3]Τ τότε αv =[-2,4,6]Τ 

 
Άσκηση 1.4. ∆είξτε ότι µε τους προηγούµενους ορισµούς πρόσθεσης και 
πολλαπλασιασµού όλα τα διανύσµατα ίδιου µήκους n ≥ 1 αποτελούν γραµµικό χώρο. 
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1.3 Παράδειγµα: Ο γραµµικός χώρος των πινάκων mxn. Ορίζουµε ως πίνακα 
διάστασης mxn µια διάταξη στοιχείων µε m γραµµές και n στήλες. Αν ο A είναι 
πίνακας mxn το στοιχείο στη γραµµή j και στη στήλη k συχνά (όχι όµως υποχρεωτικά) 
συµβολίζεται µε A(j,k) ή αjk. Όταν m=n ο Α καλείται τετραγωνικός αλλιώς καλείται 
παραλληλόγραµµος. Ο πίνακας  
 

    Α = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

31237
2146
1523

 

 
 
είναι 4x3 και π.χ. Α(3,2)=-3, Α(1,3)=-5.  
 
Όπως και µε τα διανύσµατα ορίζεται και ο ανάστροφος πίνακας, όπου οι γραµµές 
γίνονται στήλες και αντίστροφα. Ο ανάστροφος του Α συµβολίζεται µε AT. Έτσι, για τον 
προαναφερόµενο πίνακα Α ο ανάστροφος είναι   
 

    ΑΤ = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

321
1215
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763

 

 
 
και είναι 4x3. Γενικότερα, αν ο A είναι mxn, o AT = είναι nxm. 
 
Άθροισµα πινάκων και πολλαπλασιασµός πίνακα µε αριθµό: Ως άθροισµα πινάκων 
ορίζουµε τον πίνακα που προκύπτει αν αθροίσουµε τα στοιχεία τους ένα προς ένα. 
 
Έτσι, αν 
 

Α= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 765
123

 και  Γ= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 712

014
, τότε Α+Γ= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
073
137

. 

 
Για να έχει νόηµα ο ορισµός αυτός, πρέπει οι δύο πίνακες να έχουν την ίδια διάσταση. 
 
Ορίζουµε ως γινόµενο αΑ, όπου α βαθµωτό µέγεθος, τον πίνακα που προκύπτει αν 
πολλαπλασιάσουµε όλα τα στοιχεία του Α µε το βαθµωτό α. Έτσι π.χ. για τον 
προαναφερόµενο A ισχύει 
 

-2A=
6 4 2
10 12 14

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

 
 
Άσκηση 1.5. ∆οθέντων των φυσικών αριθµών m ≥ 1, n ≥ 1, δείξτε ότι οι πίνακες mxn 
(µε στοιχεία π.χ. αριθµούς πραγµατικούς ή µιγαδικούς) αποτελούν ένα γραµµικό 
χώρο.  
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Ένας πίνακας mxn µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από n διανύσµατα – στήλες 
µήκους m σε συγκεκριµένη σειρά εµφάνισης από αριστερά προς τα δεξιά. Αν n=1 τότε 
ο πίνακας mx1 είναι απλά ένα διάνυσµα – στήλη µήκους m, ένα στοιχείο του m . 
 
 
1.4 Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων, γινόµενο πινάκων και αντίστροφοι. Τα 
διανύσµατα και οι πίνακες πολλαπλασιάζονται και µεταξύ τους. Ο πολλαπλασιασµός 
αυτός δεν απαιτείται για τον ορισµό του αντίστοιχου γραµµικού χώρου όµως 
χρειάζεται. Αργότερα θα αναγνωρίσουµε τα γινόµενα αυτά σαν παραδείγµατα 
γενικότερων ορισµών και ιδιοτήτων. 
 
Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων του n . Ένα διάνυσµα v (στήλη) του m  ορίζει µια 
γραµµή ενός πίνακα 1xm. Μια γραµµή ενός πίνακα Α mxn είναι το ανάστροφο 
διάνυσµα vΤ ενός διανύσµατος (στήλη) v∈ n . Μια στήλη ενός πίνακα Β mxn είναι ένα 
διάνυσµα w∈ m . 
 
Το γινόµενο γραµµή * στήλη = vTw καλείται εσωτερικό γινόµενο του v και w και 
ορίζεται ως 
 

vTw = v(1)w(1)+…+v(n)w(n) 
 
όπου v(j), w(j), j = 1,…,m είναι οι (πραγµατικές) συνιστώσες των διανυσµάτων αυτών. 
Παρατηρείστε ότι vTw = wTv. Το ίδιο γινόµενο συµβολίζεται και µε <v,w> (=<w,v>). 
 
 
Γινόµενο πινάκων. Το γινόµενο ΑΒ δύο πινάκων ορίζεται µόνο όταν ο αριθµός των 
στηλών του Α ισούται µε τον αριθµό των γραµµών του Β. Ορίζεται δηλαδή για πίνακες 
mxk (ο Α) και kxn (ο Β) και είναι πίνακας mxn. Το στοιχείο του πίνακα γινοµένου στην 
οποιαδήποτε θέση (i,j) δηλαδή στη γραµµή i=1,…,m και τη στήλη j=1,…,n είναι το 
εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος που ορίζεται από τη γραµµή i του Α µε το 
διάνυσµα που ορίζεται από τη στήλη j του Β. Έτσι, αν ΑΒ = Γ, 
 

B(1,j)
.

Γ(i,j) = [A(i,1)....A(i,k)]
.

B(k,j)

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥∗ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ( ,1) (1, ) ... ( , ) ( , )A i B j A i k B k j∗ + +  

 

Για παράδειγµα, αν 
1 2 3

Α=
4 5 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
3 1

Β= 5 4
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, το γινόµενο ΒΑ δεν ορίζεται αλλά 

ορίζεται το ΑΒ=Γ είναι 2x2 και πχ στη θέση (1,2) του πίνακα Γ το στοιχείο είναι: 

[ ]
1

Γ(1,2)= 1 2 3 4
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=15. Επαληθεύστε ότι Γ=
19 15
49 36

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Παρατηρείστε ότι αν m=1 και n=1 τότε το γινόµενο των πινάκων ΑΒ γίνεται εσωτερικό 
γινόµενο διανυσµάτων του k . Εξετάστε ιδιαίτερα την περίπτωση που µόνο ο Β είναι 
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διάνυσµα, δηλαδή πίνακας κx1 (άρα διάνυσµα του k ). Συµβολίζοντας τότε τον Β µε v 
έχουµε το γινόµενο πίνακα επί διάνυσµα, το αποτέλεσµα του οποίο είναι πίνακας mx1, 
δηλαδή πάλι διάνυσµα (αντί για τον πίνακα Γ) έστω  w. Τώρα w∈ m . Έτσι έχουµε Αv 
= w. Σύµφωνα µε τον ορισµό παρατηρούµε ότι η συνιστώσα j του w είναι απλά το 
εσωτερικό γινόµενο της γραµµής j του Α µε το διάνυσµα v. Έτσι, αν οι γραµµές του Α 
είναι τα διανύσµατα γ1

Τ,…,γm
Τ (έχει επιβληθεί αναστροφή ώστε τα γj - στήλες να γίνουν 

γραµµές) η συνιστώσα w(j) είναι γj
Τv. 

 
Επίσης, παρατηρείστε ότι αν σ1,…,σm είναι οι στήλες του Α, που είναι διανύσµατα του 

m  (Στήλη r = διάνυσµα σr∈ m ) και α = [α1,…,ακ]Τ τότε Αα = α1σ1+…+αjσj+…+ακσκ. 
Τότε Αv = v1σ1+…+vjσj+…+vkσk. 
 
Παρατηρούµε εποµένως ότι: το γινόµενο πίνακας * διάνυσµα ταυτίζεται µε το 
γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων στηλών του πίνακα µε συντελεστές τις 
συνιστώσες του διανύσµατος.  
   
 
Ταυτοτικός πίνακας I. O ταυτοτικός (ή µοναδιαίος) πίνακας Ι ορίζεται για κάθε ακέραιο 
n ≥ 1 και είναι ο τετραγωνικός πίνακας n*n του οποίου τα διαγώνια στοιχεία είναι 
µονάδες και όλα τα άλλα µηδέν, δηλαδή για i, j = 1 ….,n 
 

Ι(i, j)=1 για i=j 
Ι(i, j)=0, για i ≠ j  

 
Αν ο Α είναι κxm µπορούµε να τον πολλαπλασιάσουµε από αριστερά µε τον  
ταυτοτικό πίνακα Ι κxκ και από δεξιά µε τον ταυτοτικό πίνακα Ι mxm. Και στις δύο 
περιπτώσεις ΙΑ = Α και ΑΙ = Α. Βέβαια το ίδιο ισχύει όταν ο Α = v είναι διάνυσµα. 
 
Αντίστροφοι πίνακες. Εξετάζοντας τα ισχύοντα για αριθµούς (που είναι πίνακες 1x1), 
όπου π.χ. 3-1*3 = 3*3-1 =1, αν ο Α είναι κxm ορίζουµε ως αριστερό αντίστροφό του 
(εάν υπάρχει) ένα πίνακα έστω 1Aαρ

−  που είναι mxκ για τον οποίο 1Aαρ
−

kxmA  = Ι, ο 
ταυτοτικός πίνακας που τότε υποχρεωτικά θα είναι mxm. Τα αντίστοιχα ισχύουν για 
τον δεξιό αντίστροφο 1Aδεξ

− , ο οποίος τώρα θα είναι mxκ και δίνει 1AAδεξ
−  = Ι, όπου ο Ι 

είναι κxκ. Οι αντίστροφοι αυτοί µπορεί να µην υπάρχουν και αν υπάρχουν µπορεί να 
µην είναι µοναδικοί (βλ παράδειγµα). Αν όµως ο Α είναι τετραγωνικός nxn και εάν 
υπάρχει ο ένας από τους 1Aαρ

− , 1Aδεξ
−

 τότε υπάρχει και ο άλλος και µάλιστα συµπίπτουν 
σε έναν πίνακα nxn, τον Α-1, που είναι µοναδικός (καλείται ο αντίστροφος) και βέβαια 
ισχύει:  
Α-1 Α = ΑΑ-1= Ι, µε τους Α-1 και Ι να είναι επίσης nxn. 
 

Παράδειγµα: ∆ίνεται ο Α =
2 1
1 2
1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 και ζητείται να βρεθεί ο αριστερός αντίστροφός του. 

Ο Α έχει διάσταση 3x2 οπότε ο 1Aαρ
−  πρέπει να είναι διάστασης 2x3 και έστω 
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1Aαρ
− = 1 2 3

4 5 6

x x x
x x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Για να τον βρούµε θα πρέπει να λύσουµε το σύστηµα των 

τεσσάρων εξισώσεων που προκύπτει από την απαίτηση 1Aαρ
− Α=Ι δηλαδή: 

 

1Aαρ
− Α=Ι → 1 2 3

4 5 6

x x x
x x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1
1 2
1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

=
1 0
0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Το σύστηµα είναι: 
2x1+x2+x3+0x4+0x5+0x6=1 
x1+2x2-x3+0x4+0x5+0x6=0 
0x1+0x2+0x3+2x4+x5+x6=0 
0x1+0x2+0x3+x4+2x5-x6=1 

 
 
και αποτελείται από τέσσερις εξισώσεις µε έξι αγνώστους, οπότε είναι λογικό να 
περιµένουµε πως δύο τουλάχιστον µεταβλητές θα είναι ελεύθερες (δηλαδή θα 
υπάρχουν πολλοί αριστεροί αντίστροφοι). Πράγµατι, λύνοντας το σύστηµα προκύπτει 
x1=2/3-c1, x2=c1-1/3, x3=c1 και x4=-1/3-c2, x5=2/3+c2 και x6=c2. Παίρνοντας αυθαίρετα 
για c1=c2=0 προκύπτει ο 
 

1Aαρ
− =

2 / 3 1/ 3 0
1/ 3 2 / 3 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 
Για άλλες τιµές των c1 και c2 λαµβάνουµε διαφορετικούς αριστερούς αντίστροφους. 
 
Άσκηση 1.6 Έστω Α τετραγωνικός nxn. Αποδείξτε ότι αν υπάρχει αριστερός 
αντίστροφος του Α τότε ο ίδιος είναι και δεξιός και είναι ο µόνος αντίστροφος.    
 
 
1.5 Γραµµικοί συνδυασµοί. Ένας γραµµικός συνδυασµός των n στοιχείων v1,…vn 
του V είναι το στοιχείο v∈ V που ορίζεται από τη σχέση 
 

 v := α1v1+…+αnvn = 
1

n

j j
j

a v
=

∑                (1.1) 

 
όπου οι συντελεστές α1,…αn είναι βέβαια βαθµωτά µεγέθη, αj∈F. Εννοείται ότι τα 
στοιχεία προστίθενται ανά δυο επειδή η πρόσθεση απαιτεί δύο προσθετέους, π.χ. v = 
(((α1v1+α2v2)+α3v3)+α4v4) ή µε όποια άλλη σειρά θέλουµε. Από την προσεταιριστική 
ιδιότητα δεν αλλάζει κάτι αν αλλάξουµε τις θέσεις των παρενθέσεων οπότε δεν 
απαιτούνται οι παρενθέσεις. 
 

 
1.6 Γραµµικώς ανεξάρτητα και γραµµικώς εξαρτηµένα στοιχεία. Τα v1,…,vk ∈ V 
καλούνται γραµµικώς ανεξάρτητα όταν ο µόνος γραµµικός συνδυασµός τους που δίνει 
αποτέλεσµα το στοιχείο 0 του V είναι αυτός για τον οποίο όλοι οι συντελεστές είναι 
µηδέν. Ισχύει δηλαδή 
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 α1v1+…+αkvk = 0 0,....01 ==⇔ kaa .       (1.2) 
 
Αν τα v1,…vk δεν είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε καλούνται «γραµµικώς 
εξαρτηµένα». Ο προηγούµενος ορισµός συνεπάγεται ότι τα v1,…vk είναι γραµµικώς 
εξαρτηµένα τότε και µόνο τότε όταν υπάρχει ένας γραµµικός συνδυασµός τους 
 

 α1v1+…+αkvk = 0             (1.3) 
          
για τον οποίο τουλάχιστον ένας συντελεστής, έστω α m , δεν είναι µηδέν. Στην 
περίπτωση αυτή, αφού α m ≠ 0, µπορούµε να λύσουµε τη σχέση (3) ως προς vm. 
Λεπτοµερέστερα, η (1.3) δίνει 
 

1

v
k

j j
j m
j

a
≠
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  + αmvm = 0, 

    
  άρα ο  α vm m  είναι ο αντίθετος του διανύσµατος της παρένθεσης, οπότε 
 

αmvm = - 
1

v
k

j j
j m
j

a
≠
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 
 άρα (από ποιες ιδιότητες;) 
 
 

vm = 
1

v
k

j j
j m
j

β
≠
=

∑  όπου βj = - αj/αm, j ≠ m.  

 
      Αυτό αποδεικνύει και ότι τα v1,…,vk είναι γραµµικώς εξαρτηµένα (ανεξάρτητα) τότε και 

µόνον τότε όταν ένα από αυτά µπορεί (δεν µπορεί) να γραφτεί σαν γραµµικός 
συνδυασµός των υπολοίπων. Αυτή η ιδιότητα εκπροσωπεί και την ουσία της 
γραµµικής ανεξαρτησίας: αν τα στοιχεία σε ένα γραµµικό συνδυασµό είναι γραµµικώς 
εξαρτηµένα τότε τουλάχιστον ένα από αυτά «περισσεύει» γιατί δεν προσφέρει κάτι 
στον γραµµικό συνδυασµό, αφού µπορεί να αντικατασταθεί συναρτήσει των 
υπολοίπων. Έτσι για παράδειγµα, αν τα v1, v2, v3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα θα 
µπορούσαµε να γράψουµε (π.χ.) 3 1 2v 5v 7v= −  και εποµένως, ένας γραµµικός 
συνδυασµός των 1 2 3v , v , v  όπως ο 1 2 3v 4v 12v 3v= + −  γράφεται ως γραµµικός 
συνδυασµός µόνον των 1 2v , v  δηλαδή 1 2 1 2v 4v 12v 3(5v -7v ) = + − = 1 211v 33v− + . Άρα, 
το v3 δεν προσφέρει κάτι στο γραµµικό συνδυασµό. Αντίθετα, αν τα διανύσµατα είναι 
όλα γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε όλα απαιτούνται πραγµατικά στον γραµµικό 
συνδυασµό, είναι όλα αναντικατάστατα, το καθένα προσφέρει τη δική του επιπλέον 
«διάσταση». 
 
Μια άλλη σηµαντική ιδιότητα της γραµµικής ανεξαρτησίας είναι η ακόλουθη: 
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Άσκηση 1.6: Έστω ότι το v είναι γραµµικός συνδυασµός των  1v ,.....vk ,  
    

1 1v v .... vk ka a= + + . 
 
∆είξτε ότι δεν υπάρχει άλλος γραµµικός συνδυασµός των 1v ,.....vk που να δίνει το v 
(δεν υπάρχει άλλη επιλογή συντελεστών στη θέση των ),.....1 kaa εάν και µόνο εάν τα 

1v ,.....vk , είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. 
 
 
1.7 Παραγόµενος (υπο)χώρος. Το σύνολο S όλων των δυνατών γραµµικών 
συνδυασµών των 1v ,.....vk ∈V, όπου V δοθείς γραµµικός χώρος, δηλαδή το σύνολο 
όλων των δυνατών ποσοτήτων 1 1v .... vk ka a+ +  (να έχουν χρησιµοποιηθεί όλοι οι 
δυνατοί συνδυασµοί συντελεστών kaa ,.....1  από τα στοιχεία του F) ονοµάζεται «ο 
χώρος που παράγεται από τα 1v ,.....vk ».  Ο S µπορεί να είναι γνήσιος υποχώρος του 
V ή και να συµπίπτει µε τον V. 
 
Άσκηση 1.7 ∆είξτε ότι ο S είναι γραµµικός χώρος. 
 
Άσκηση 1.8 Θεωρείστε V= 2 , το επίπεδο. Κάθε σηµείο P(x,y)∈ 2  ορίζει το διάνυσµα 
µε αρχή το (0,0) και τέλος το P, το οποίο και συµβολίζουµε µε 
 

]v
Tx

x y
y

⎡ ⎤
⎡= =⎢ ⎥ ⎣

⎣ ⎦
 

 
Στο επίπεδο, ποιος ο υποχώρος που παράγεται 
 
α) από το 1v [0,0]T=  
β) από το 1v =[1,2]T   
γ) από τα 1v =[2,1]T , 2v [ 4, 2]T= − −  
δ) από τα 1v =[1,2]T , 2v [1,0]T=  
ε) από τα 1v =[1,4]T , 2v [1,0]T= , 3 4v [2.1] , v [ 1,1]T T= = − . 
 
Ο υποχώρος που παράγεται από ένα διάνυσµα v1∈V καλείται ευθεία παραγόµενη 
από το v1 και αποτελείται από όλα τα διανύσµατα αv1, α αριθµός. Οµοίως ο υποχώρος 
που παράγεται από δύο διανύσµατα v1, v2∈V καλείται επίπεδο παραγόµενο από τα 
v1, v2 και αποτελείται από όλα τα διανύσµατα της µορφής 1 1 2 2v va a+  όπου α1, α2 
αριθµοί. Για να είναι ένας υποχώρος επίπεδο και να µην εκφυλίζεται σε ευθεία θα 
πρέπει τα v1, v2 να είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Η γενίκευση σε περισσότερες 
διαστάσεις είναι και ο ορισµός του υποχώρου S που παράγεται από ένα σύνολο 
γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων. Γνωρίζουµε από τη γεωµετρία ότι δύο σηµεία 
του επιπέδου ορίζουν µια ευθεία. Εάν η ευθεία αυτή δεν περιέχει την αρχή των 
αξόνων (το µηδενικό στοιχείο του επίπεδου χώρου) δε µπορεί να είναι διανυσµατικός 
χώρος όπως φαίνεται και στο σχήµα και όπως προκύπτει από το ότι  
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το άθροισµα των v1, v2 είναι το διάνυσµα v3 που βρίσκεται εκτός της ευθείας ε. Αν η 
ευθεία διέρχεται από το µηδέν, όπως πχ η ε΄, τότε τα v1΄ και v2΄ αθροιζόµενα δίνουν 
διάνυσµα που ανήκει πάλι στην ε΄. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το ε΄ είναι διανυσµατικός 
χώρος.  
    
Περιοριζόµενοι στο επίπεδο και αντιγράφοντας από τη γεωµετρία, τα δύο σηµεία που 
ορίζουν µια ευθεία αντιστοιχούν σε δύο διανύσµατα v1, v2. ∆ιαλέξτε δύο σηµεία στο 
επίπεδο και σχεδιάστε τα v1, v2 και τη διαφορά τους v1 - v2 (η διαφορά αυτή είναι 
διάνυσµα άρα αρχίζει από το µηδέν). Η ευθεία που παράγεται από το διάνυσµα - 
διαφορά v2-v1 είναι ο διανυσµατικός χώρος διάστασης 1 και αποτελείται από όλα τα 
διανύσµατα α(v2-v1), α αριθµός. Τότε η παράλληλη µεταφορά της στο σηµείο που 
αντιστοιχεί στο v1, δηλαδή η ζητούµενη ευθεία που ορίζεται από τα δύο σηµεία v1, v2 
είναι όλα τα διανύσµατα της µορφής:  
 
  v=v1+α(v2-v1)=(1-α)v1+αv2              (1.4)  
 
Για α = 0, 1 έχουµε αντίστοιχα v=v1, v=v2. Για α<0 το διάνυσµα βρίσκεται εκτός του 
διαστήµατος που ορίζεται από τα v1, v2 και προς την πλευρά του v1, κ.ο.κ. ∆εν είναι 
πάντως απαραίτητο τα διανύσµατα αυτά να αντιστοιχούν σε σηµεία του επιπέδου. 
Μπορούν να είναι διανύσµατα οποιουδήποτε χώρου. Απλά τότε «εξ’ αντιγραφής» 
ορίζουµε ευθείες κλπ από τις επιθυµητές σχέσεις, π.χ ως «ευθεία παραγόµενη από τα 
v1, v2» ορίζεται το σύνολο όλων των v που δίνονται από την (1.4).        
 

 
1.8 Βάση γραµµικού χώρου V είναι ένα σύνολο στοιχείων του που είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα και παράγουν ολόκληρο το χώρο. Άρα κάθε στοιχείο του V είναι 
γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων της βάσης και αφού αυτά είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα, ο συνδυασµός αυτός είναι µοναδικός (Άσκηση 1.6). 
 
Άσκηση 1.9 Για κάθε ένα από τα ερωτήµατα (α) έως και (ε) της Άσκησης 1.8, τα 
αναφερόµενα διανύσµατα αποτελούν βάση κάποιου χώρου; και (γεωµετρικά) ποιού; 
 
 
1.9 ∆ιάσταση γραµµικού χώρου. Ένας γραµµικός χώρος µπορεί να έχει µια βάση µε 
άπειρο πλήθος στοιχείων. Τότε λέµε ότι έχει άπειρη διάσταση. Αν έχει µια βάση µε 
n< ∞  στοιχεία τότε λέµε ότι έχει διάσταση n. Για να έχει αυτό νόηµα πρέπει να ισχύει η 
ακόλουθη πρόταση: 

V2

V1

V3 

ε΄ 

V΄1

V΄2 ε 
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Άσκηση 1.10 Αν ένας γραµµικός χώρος έχει µια βάση µε n στοιχεία τότε κάθε άλλη 
βάση του έχει υποχρεωτικά n στοιχεία. 
 
 
Άσκηση 1.11 Για κάθε j=1,…..,n θεωρήστε το διάνυσµα ej

n∈  του οποίου όλες οι 
συνιστώσες είναι µηδέν εκτός από αυτήν στη θέση j που είναι ίση µε 1, δηλαδή 
e j (k)=0 αν k ≠ j και e j (j)=1. ∆είξτε ότι τα n αυτά διανύσµατα αποτελούν βάση για το 
χώρο των διανυσµάτων µήκους n. Τη συγκεκριµένη αυτή βάση (γιατί υπάρχουν και 
άπειρες άλλες) θα την αποκαλούµε τυπική.  
 
Άσκηση 1.12 Από την Άσκηση 1.11 και την Άσκηση 1.4 προκύπτει ότι ο χώρος των 
διανυσµάτων µήκους n έχει διάσταση n και κάθε βάση του {z1,…,zn} θα αποτελείται 
από n ακριβώς διανύσµατα. Από την Άσκηση 1.6 γνωρίζουµε ότι εφόσον δοθεί η βάση 
κάθε διάνυσµα v του χώρου γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός 
 

v=α1z1+…+αnzn 
 
δηλαδή δεν υπάρχουν άλλοι συντελεστές α που ο συνδυασµός να παράγει πάλι το v. 
Άρα το v εκπροσωπείται πλήρως και αποκλειστικά από τους συντελεστές α1,…αn, για 
τη συγκεκριµένη όµως επιλογή της βάσης. 
α) Για την τυπική βάση e1,…,en της Άσκησης 1.11 και για δοθέν v=[v(1)… v(n)] T , ποιοι 
είναι οι συντελεστές α1,…,αn στο γραµµικό συνδυασµό 
   

v=α1e1+…+αnen ; 
 
β) Έστω n=2 οπότε ο γραµµικός χώρος είναι ο V= 2  (το επίπεδο). Γεωµετρικά σε 
κάθε σηµείο P=(x,y) του επιπέδου αντιστοιχεί το διάνυσµα µε αρχή το (0,0) και τέλος 
το (x,y), το οποίο και εκπροσωπείται από το διάνυσµα - στήλη [ ]Tx y . Θεωρείστε την 
τυπική βάση e1, e2 του v, δηλαδή e1=[1  0] T  και e2=[0  1] T . Τότε, σύµφωνα και µε το 
µέρος (α), v=α1e1+α2e2 όπου α1=; , α2=;. Θεωρείστε τώρα τα διανύσµατα B1=[1 2]T και 
B2=[-1 3]T. ∆είξτε ότι και αυτά αποτελούν βάση του 2  και για κάθε δοθέν v=[x y] T ∈ 

2  βρείτε τα α1, α2 στην έκφραση v=α1e1+α2e2, συναρτήσει των συνιστωσών x, y του 
v.  
 
 
1.10 Γραµµικοί συνδυασµοί και πίνακες στον k . Θεωρούµε το χώρο k . Σε ένα 
γραµµικό συνδυασµό   
 

v = 1a z1+ …..+ na zn 
 
διακρίνουµε: τα διανύσµατα z1, ……zn  του k  (που δεν δίνεται ότι είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα) και τους συντελεστές 1a ,…, na . 
 

• Τα διανύσµατα z1, ……zn ∈ k , ορίζουν ένα πίνακα Ζ που είναι κxn, και έχει για 
στήλες του τα διανύσµατα αυτά µε τη σειρά εµφάνισής τους. Αντιστρόφως, κάθε 
πίνακας κxn, ορίζει τα διανύσµατα του γραµµικού συνδυασµού που είναι οι 
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στήλες του. Έτσι έχουµε ταύτιση «διανύσµατα z1,….zn ∈ k ⇔ πίνακας V κxn», 
µε zj = στήλη j του Z.  

 
• Οι συντελεστές 1a ,…, na  ορίζουν ένα διάνυσµα [ ]1, ... , T n

na a a= ∈ . (εν γένει 
n ≠ k οπότε και n ≠ k ). Αντιστρόφως, ένα διάνυσµα του n  ορίζει τους n 
συντελεστές που είναι οι συνιστώσες του. Έτσι, έχουµε ταύτιση, «συντελεστές 

1a ,…, na  ⇔  διάνυσµα    [ ]1, ... , T n
na a a= ∈ ». 

 
• Τότε από τον κανόνα του πολλαπλασιασµού πινάκων έχουµε και την ταύτιση 

γραµµικός συνδυασµός = γινόµενο του πίνακα των διανυσµάτων επί το 
διάνυσµα των συντελεστών»:  

 
   v = 1a z1+ …..+ 1a zn = Z a       (1.5) 

 
• Παρατηρούµε και ότι ο χώρος που παράγεται από τις στήλες ενός πίνακα Z 

(από τα διανύσµατα zj, «ο χώρος στηλών» του πίνακα) δηλαδή όλοι οι δυνατοί 
γραµµικοί συνδυασµοί των διανυσµάτων στηλών του πίνακα (που ανήκουν 
στον k ) ταυτίζεται µε όλα τα γινόµενα Zα∈ k (για όλα τα δυνατά διανύσµατα 
a ∈ n ). Ο χώρος των στηλών του Z είναι υποχώρος του k  και µπορεί να 
είναι γνήσιος υποχώρος.  

 
Εάν επιπλέον, υπάρχει «αριστερός αντίστροφος» του Z µε πολλαπλασιασµό της (1.5) 
από αριστερά µε τον αντίστροφο αυτό βρίσκουµε το διάνυσµα των συντελεστών a  
όταν έχει δοθεί το v (και ζητούνται οι συντελεστές του).  
 

a  = 1Zαρ
−  v         (1.6) 

 
Άσκηση 1.13  ∆είξτε ότι εάν τα z1,…,zn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα υπάρχει ο 1Zαρ

− . 
Εποµένως τότε προκύπτει από την (1.6) ότι το διάνυσµα των συντελεστών στην (1.5) 
είναι ένα και µοναδικό.  
 
 
1.11 «Βάση=Πίνακας». Εάν στην προηγούµενη ενότητα k=n, και τα z1,…,zn∈ n  είναι 
γραµµικώς ανεξάρτητα, αφού έχουν πλήθος n, αποτελούν βάση του n  ενώ ο Z είναι 
τετραγωνικός nxn και από τις ασκήσεις 1.6 και 1.13 υπάρχει ο Z-1.  
 
Άρα,  

• «Βάση = τετραγωνικός πίνακας µε αντίστροφο». Μια βάση z1,…,zn του n  
αντιστοιχεί σε πίνακα Z που είναι nxn και έχει τα z1,…,zn για στήλες του (και 
αντίστροφα). Επιπλέον, ο Z είναι αντιστρέψιµος. Αντιστρόφως: Κάθε πίνακας Z 
που είναι nxn και οι στήλες του είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα, είναι 
αντιστρέψιµος και οι στήλες του αποτελούν  βάση του n .  

• Αν ο Z είναι πίνακας που αντιστοιχεί σε βάση τότε ο χώρος των στηλών του 
δηλαδή όλα τα γινόµενα Z a  (για όλα τα a ∈ n ) αποτελούν όλους τους 
γραµµικούς συνδυασµούς των z1,…,zn και αποτελούν ολόκληρο τον n .  
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• Κάθε v∈ n  αντιστοιχεί «1-1» µε κάθε a ∈ n  όπου v = 1a z1+ …..+ 1a zn = Z a  
και a =Z-1v. Από τις σχέσεις αυτές βρίσκουµε το v όταν δίνεται το a  και 
αντίστροφα, προσδιορίζουµε το διάνυσµα a  των συντελεστών του γραµµικού 
συνδυασµού του v, στη δοθείσα βάση { z1,…,zn } όταν δίνεται το v. 

 
Εξειδίκευση: όταν zj=ej (η τυπική βάση) παρατηρούµε ότι ο πίνακας της βάσης είναι ό 
ταυτοτικός, Z=I. Οι παραπάνω σχέσεις, v=Ζα και α=Ζ-1v συµπίπτουν µε την v=α, 
δηλαδή έχουµε το γνωστό αποτέλεσµα ότι οι συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού 
στην τυπική βάση είναι απλά οι συνιστώσες του v.       
 

 
1.12 Αλλαγή Βάσης. Έστω ότι χρειάστηκε να αλλάξει η βάση του n  από την z 1, …, 
z n µε πίνακα Z στην 1,..., nz z  µε πίνακα Z . Αλλάζουν τώρα και οι συντελεστές στην 
έκφραση του V: από το διάνυσµα α στην  
 

    v = 1a z1+ …..+ 1a zn = Z a ,     [ ]1, ... , T n
na a a= ∈ ,  (1.7) 

 
στο διάνυσµα  a  στην 
 

1 1 n nv =  α z +...+α z  = Zα ,            [ ]1, ... , T n
na a a= ∈ .   (1.8) 

 
Πως συνδέονται τα δύο διανύσµατα – συντελεστές; Από τις (1.7) και (1.8) έχουµε 
Z a = Zα . Από το γεγονός ότι οι πίνακες βάσης είναι αντιστρέψιµοι βρίσκουµε τότε ένα 
από τα a , α  συναρτήσει του άλλου, πχ βρίσκουµε πρώτα από την (1.7) ότι -1α=Z v και 
µετά από την (1.8) ότι       
 

-1α=Z αΖ       (1.9) 
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2. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

 
 
Παράδειγµα 2.1(Πολυώνυµα). Όταν λέµε «πολυώνυµο βαθµού κ» εννοούµε βαθµού 
µέχρι κ, όχι παραπάνω από κ (δηλαδή µπορεί να τύχει µερικοί συντελεστές να είναι 
µηδέν και αν ένας από αυτούς είναι ο συντελεστής του xκ τότε το πολυώνυµο θα έχει 
βαθµό µικρότερο από κ). Τα πολυώνυµα µιας µεταβλητής x και βαθµού n-1 
αποτελούν ένα διανυσµατικό χώρο συναρτήσεων διάστασης n αφού 
 
α) κάθε τέτοιο πολυώνυµο γράφεται στη µορφή  
   

P(x)= 1 1 2 2( ) ( ) .... ( )n na x a x a xΒ + Β + + Β  
 
µε  Β 1

21 )(,.....)(,1)( −=Β=Β= n
n xxxxx      και  

 
β) οι συναρτήσεις αυτές είναι γραµµικά ανεξάρτητες συναρτήσεις αφού 
  

1 1( ) ..... ( ) 0n na x a xΒ + + Β =  
 
σηµαίνει ότι 1

0 ..... −++ n
n xaa =0 για όλα τα x στο πεδίο ορισµού που έχουµε επιλέξει 

(π.χ. το (0,1) ή όλη την ευθεία ), δηλαδή πρόκειται για πολυώνυµο που είναι εκ 
ταυτότητος µηδέν, δηλαδή 0 .... 0.na a= =  Άρα οι συναρτήσεις 1,.... nΒ Β  είναι βάση. 
Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός µε αριθµό ορίζονται κατά τα γνωστά και 
υλοποιούνται µε πρόσθεση / πολλαπλασιασµό των συντελεστών των πολυωνύµων. 
Η όλη κατάσταση απλοποιείται αµέσως αν θεωρήσουµε την αµφιµονοσήµαντη 
αντιστοίχηση µεταξύ πολυωνύµων και συντελεστών του: αν δίνεται το πολυώνυµο 
τότε ορίζεται το διάνυσµα των συντελεστών του και αντιστρόφως, αν δίνεται ένα 
διάνυσµα τότε οι συνιστώσες του χρησιµοποιούνται ως συντελεστές και ορίζουν το 
πολυώνυµο. Έτσι στη θέση του πολυώνυµου p χρησιµοποιούµε το διάνυσµα των 
συντελεστών του [ 1,....., na a ] T . Τότε οι πράξεις πολυωνύµων γίνονται πράξεις στο 
διανυσµατικό χώρο των διανυσµάτων µήκους n. Με τον ίδιο τρόπο, στα διανύσµατα 
της τυπικής βάσης 1,......, nΕ Ε  που ορίσαµε για το χώρο διανυσµάτων αντιστοιχούν οι 
συναρτήσεις B1, …,Bn που ορίσαµε προηγουµένως. Για παράδειγµα στο διάνυσµα 
βάσης [2 =E 0 0  1   0…0] T , από τη συµφωνία της αντιστοίχησης διανύσµατος 
πολυωνύµου, αντιστοιχεί το πολυώνυµο Β2(x) = 0+0x+1x2+…+0xn-1 = x2. 
 
 
Άσκηση 2.1 Έστω n=3 (πολυώνυµο βαθµού 2). Από τα προηγούµενα η διάσταση του 
χώρου των πολυωνύµων βαθµού 2 είναι 3. Μια βάση είναι η Β ,1)(1 =x  Β xx =)(2  και 
Β 2

3 )( xx = . α) ∆είξτε ότι και οι συναρτήσεις 
  

Γ 1 (x)=1       Γ 2 (x)=x-1       Γ 3 (x)=(x-1)(x-2) 
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επίσης είναι βάση του χώρου αυτού. β) ∆ίνεται το πολυώνυµο P, όπου 
p(x)=3+5x+7x 2 . Ποιοι οι συντελεστές στην έκφραση του P ως γραµµικού συνδυασµού 
των Γ 1 , Γ 2 , Γ 3 , δηλαδή ποια τα γ 1 ,γ 2 ,γ 3  στη µορφή  

p(x) = γ 1  Γ 1 (x) + γ 2  Γ 2 (x) + γ 3  Γ 3 (x); γ) Είδαµε πριν την αντιστοίχηση της βάσης Bj µε 
την τυπική βάση του n . Τι αλλάζει όταν χρησιµοποιήσουµε τη νέα βάση των Γj; 
Σηµείωση: Όπως τα πολυώνυµα βαθµού n αντιστοιχούν «1-1» µε τα διανύσµατα του 

n  έτσι και στα στοιχεία κάθε γραµµικού χώρου διάστασης n (απ’ ότι είδους στοιχεία 
και να αποτελείται ο χώρος αυτός) αντιστοιχούν τα διανύσµατα του n . Αυτό θα 
δειχθεί στο µέρος 4 και δίνει τη δυνατότητα να «ταυτίσουµε» όχι µόνο πολυώνυµα 
αλλά κάθε χώρο πεπερασµένης διάστασης n µε τον n ).   
 
Άσκηση 2.2  Ποιο το «επίπεδο» που παράγεται από τα πολυώνυµα p1(x) = 1, p2(x) = 
x; 
 
Παράδειγµα 2.2 Οι συναρτήσεις που ορίζονται στο x∈[0,1] και είναι συνεχείς µε 
πραγµατικές τιµές, αποτελούν γραµµικό χώρο. 
Πράγµατι, το άθροισµα συναρτήσεων που ανήκουν στον παραπάνω χώρο δίνει 
συνάρτηση g που ανήκει σε αυτόν αφού είναι συνεχής και ορίζεται στο [0,1]. Το 
γινόµενο µε κάποιον αριθµό α δίνει επίσης συνάρτηση συνεχή που ορίζεται στο [0,1] 
άρα ανήκει στον ίδιο χώρο. 
 
Άσκηση 2.3 Αποδείξτε ότι όλοι οι nxn πίνακες µε µηδενικά στην κύρια διαγώνιο 
αποτελούν υποχώρο του χώρου πινάκων nxn.  
 
Παράδειγµα 2.3 Είναι τα V={[a,b,c]Τ : µε a + b + c = 0 } και W={[a,b,c]Τ : µε a > 0 } 
υποχώροι του 3 ; 
O V είναι υποχώρος του 3  γιατί για τυχαία διανύσµατα x=[a1,b1,c1]Τ και y=[a2,b2,c2]Τ 
του V έχουµε ότι το άθροισµα x+y=[a1,b1,c1]Τ +[a2,b2,c2]Τ =[a1+a2,b1+b2,c1+c2]Τ ανήκει 
στο V αφού (a1+a2) + (b1+b2) + (c1+c2) = 0. Επίσης, για ένα τυχαίο διάνυσµα u=[a,b,c]Τ 
του V και κ πραγµατικό αριθµό έχουµε ότι το κ[a,b,c]Τ ανήκει και αυτό στο V διότι 
ka+kb+kc=k(a+b+c)=κ*0=0. Άρα ο V είναι διανυσµατικός υποχώρος του 3 . 
 
Αντίθετα, ο W δεν είναι υποχώρος του 3  γιατί µπορεί το τυχαίο διάνυσµα 
x=[a1,b1,c1]Τ µε a1 ≥ 0 να ανήκει στον W αλλά το γινόµενο κx µε κ=-1 δίνει το διάνυσµα 
y=(-a1,-b1,-c1) που δεν ανήκει στον W, διότι τώρα -α<0.  
 
Παράδειγµα 2.4 Είναι τα διανύσµατα [1,2,3]Τ, [0,1,2]Τ και [0,0,1]Τ γραµµικώς 
ανεξάρτητα; Ποιο χώρο παράγουν;  
Για να είναι τα παραπάνω διανύσµατα γραµµικώς ανεξάρτητα αρκεί ο πίνακας µε 
στήλες τα διανύσµατα αυτά να µην είναι ιδιόµορφος ή διαφορετικά αρκεί ο χώρος 
στηλών του πίνακα αυτού να µπορεί να δώσει οποιοδήποτε διάνυσµα του 3 . Κάτι 
τέτοιο συµβαίνει µόνο όταν το Ax=b έχει λύση για κάθε b. Επειδή ο Α είναι κάτω 
τριγωνικός, εύκολα βρίσκουµε det(A)=1 που σηµαίνει ότι είναι µη ιδιόµορφος. Άρα, τα 
διανύσµατα στήλες είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και οι γραµµικοί συνδυασµοί τους 
µπορούν να παράγουν οποιοδήποτε διάνυσµα του χώρου 3 .      
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Ο χώρος R(A) των στηλών ενός πίνακα nxk είναι γραµµικός υποχώρος του n  που 
παράγεται από τα k διανύσµατα στήλες του Α. Είναι υποχώρος του n  γιατί οι στήλες 
του ανήκουν στον n . Ο χώρος των γραµµών του Α είναι ο υποχώρος των στηλών 
του ΑΤ δηλαδή ο R(AT). Ο µηδενοχώρος Ν(Α) του Α είναι όλα τα διανύσµατα v∈ k  για 
τα οποία Αv=0 (=το µηδενικό στοιχείο του n ).  
 
Άσκηση 2.3 ∆είξτε ότι οι R(A) και N(A) είναι διανυσµατικοί χώροι.  
 
Άσκηση 2.4 ∆είξτε ότι η διάσταση του χώρου των γραµµών ισούται µε τη διάσταση του 
χώρου των στηλών. Βέβαια η διάσταση αυτή ισούται µε τον αριθµό των γραµµικώς 
ανεξάρτητων διανυσµάτων στηλών του Α που ισούται µε τον αριθµό των γραµµικώς 
ανεξάρτητων διανυσµάτων - γραµµών του Α (στηλών του ΑΤ). Την κοινή αυτή 
διάσταση την αποκαλούµε τάξη του Α. 
    

Παράδειγµα 2.5 Έστω τώρα ο πίνακας: Α = 
3 6 5 1 0
2 1 7 4 1
2 10 4 6 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. Ενδιαφερόµαστε για 

τους τρεις θεµελιώδεις υποχώρους του Α δηλαδή το χώρο στηλών R(A), το χώρο 
γραµµών R(AT) και το µηδενοχώρο N(A). Επίσης, µας ενδιαφέρει η τάξη του Α. 
 
Ο πίνακας Α έχει διάσταση 3x5 και υπό «φυσιολογικές» συνθήκες 
πολλαπλασιάζοντας ένα διάνυσµα από αριστερά θα το απεικόνιζε από τον 5  στον 

3 . Όµως κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει. Προχωρώντας στη διαδικασία της απαλοιφής 
παρατηρούµε ότι η τρίτη γραµµή µηδενίζεται. Κάτι τέτοιο είναι φυσιολογικό αφού η 
τρίτη γραµµή έχει προκύψει από το γραµµικό συνδυασµό -2*(πρώτη)+2(δεύτερη) 
δηλαδή οι τρεις γραµµές δεν είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Έτσι, η τάξη του πίνακα Α 
είναι 2 που είναι συγχρόνως και η διάσταση του χώρου στηλών και του χώρου 
γραµµών. (Η µέγιστη τάξη που θα µπορούσε να έχει ο Α είναι 3 και όχι 5(=πλήθος 
στηλών) αφού δε µπορούν να υπάρχουν 5 γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα 
διάστασης 3!) Αν ήταν 3 τότε πράγµατι θα είχαµε την απεικόνιση  5  → 3 . Όµως µε 
την τάξη να είναι ίση µε δύο η απεικόνιση «εκφυλίζεται» στην 5  → 2 . Ο 
µηδενοχώρος του Α αποτελείται από όλα εκείνα τα διανύσµατα x για τα οποία Αx=0. 
Έχοντας ουσιαστικά µόνο δύο ανεξάρτητες εξισώσεις (περιορισµούς για τις 
µεταβλητές) και πέντε µεταβλητές προκύπτουν τρεις βαθµοί ελευθερίας (δηλαδή 
λύνουµε την πρώτη εξίσωση ως προς τον ένα άγνωστο οπότε έχουµε µείωση κατά 
ένα. Μετά αντικαθιστούµε στη δεύτερη εξίσωση και λύνουµε ως προς κάποιον άλλο 
άγνωστο οπότε µε αυτόν τον τρόπο έχουµε γράψει δύο από τους αγνώστους 
συναρτήσει των υπολοίπων τριών.) Άρα, η διάσταση του µηδενοχώρου είναι 3 όπως 
είναι αναµενόµενο από τη θεωρία (Παράγραφος 2.4 σελ109: n-r=5-2=3).   
  
 
Παράδειγµα 2.6. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις sj(x)=sin(πjx) j=1,…,n είναι 
γραµµικώς ανεξάρτητες. 

Για να αποδειχθεί το ζητούµενο αρκεί να ισχύει 
1

sin( ) 0
n

j
j

a jxπ
=

=∑  µόνο αν ja =0 για 

κάθε j=1,…,n.  
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Σηµείωση: Η απόδειξη έχει άµεση σχέση µε την καθετότητα (εσωτερικό γινόµενο=0) 
όπως αναλύεται στην ενότητα 3.  
 
Πολλαπλασιάζουµε µε sin(πkx) και ολοκληρώνουµε στο διάστηµα (0,1). Γράφοντας το 
γινόµενο των ηµίτονων ως διαφορά συνηµίτονων βρίσκουµε: 
 

[ ]
1

0
1

1 cos( ( ) ) cos( ( ) )
2

n

j
j

a j k x j k xπ π
=

− − +∑ ∫ =0 . 

 
Για j≠k το ολοκλήρωµα (η διαφορά των δύο επιµέρους ολοκληρωµάτων) κάνει µηδέν, 
ενώ για j=k το ολοκλήρωµα ισούται µε 1. ∆ηλαδή όλοι οι όροι αριστερά είναι ίσοι µε 

µηδέν εκτός από τον όρο µε k=j που είναι 1 1
2kα ∗ ∗ . Άρα η προηγούµενη σχέση δίνει 

kα =0, δηλαδή οι συναρτήσεις sκ(x)=sin(πκx) είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. 
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3. ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΚΑΙ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟ ΜΕΤΡΟ 
 
3.1 Ορισµός εσωτερικού γινοµένου. Σε ένα οποιοδήποτε γραµµικό χώρο V (όχι 
µόνο στον n ) το εσωτερικό (ή βαθµωτό) γινόµενο είναι το αποτέλεσµα µιας 
απεικόνισης που: 1) σε κάθε ζεύγος στοιχείων του γραµµικού χώρου V αντιστοιχεί 
έναν αριθµό (ένα βαθµωτό µέγεθος) του σώµατος F, (π.χ. έναν πραγµατικό αριθµό αν 
F =  ή ένα µιγαδικό αριθµό αν F = ) και 2) ικανοποιεί τις ιδιότητες (α) έως και (δ) 
που αναφέρονται στη συνέχεια. Γενικά, το εσωτερικό γινόµενο των v, w ∈ V θα το 
συµβολίζουµε  µε <v,w>. Βέβαια <v,w> ∈ F (=  ή ,…). 
 
α). Το εσωτερικό γινόµενο ενός στοιχείου µε τον εαυτό του είναι πάντα µη αρνητικό και 
µηδέν όταν v=0. Άρα πάντα <v,v> ≥  0 και <v,v> = 0 µόνον εάν v=0. 
         
β). v, w< > = , vw< > , δηλαδή η αντιµετάθεση απαιτεί να πάρουµε τη συζυγή 
ποσότητα. Αν βέβαια F=  τότε , vw< > =<w,v> άρα ισχύει η αντιµεταθετικότητα. 
 
γ). < 1 2v v , w+ > = < 1v , w>+< 2v , w > 
 
δ). <αv,w> = α<v,w> 
 
Από τις (γ) και (δ) προκύπτει και η 1 1 2 2 1 1 2 2v v , v , v ,a a w a w a w< + >= < > + < >  και 
αντιστρόφως από αυτήν µε α1 = α2 = 1 προκύπτει η (γ) και µε 2a =0 προκύπτει η (δ). 
 
 
Άσκηση 3.1. Στο χώρο V των διανυσµάτων µήκους n, µε πραγµατικές συνιστώσες, 
ορίζουµε ως εσωτερικό γινόµενο δυο διανυσµάτων v=[v(1),………v(n)] T  και 
w=[w(1),….w(n)] την ποσότητα <v,w>=v(1)w(1)+…..+v(n)w(n). Η ποσότητα αυτή 
συµβολίζεται και µε v T w. Αν οι συνιστώσες είναι µιγαδικές τότε ορίζουµε ως εσωτερικό 
γινόµενο την ποσότητα, 2<v, w>=v(j) (1) ... v(n)w(n), |x|=w x x x+ + ∗ =  όπου v(j)  είναι 
ο συζυγής του v(j) . Τότε το <v, w>  συµβολίζεται και µε v Tw ή και vHw. 
 
∆είξτε ότι πράγµατι και στις δύο περιπτώσεις αυτό το <v,w> ικανοποιεί τις απαιτήσεις 
του ορισµού του εσωτερικού γινοµένου.  
 
Άσκηση 3.2 α) ∆είξαµε σε παράδειγµα του Μέρους 2 ότι οι συναρτήσεις που ορίζονται 
στο x∈[0,1] και είναι συνεχείς µε πραγµατικές τιµές, αποτελούν γραµµικό χώρο. Τον 
συµβολίζουµε µε [0,1]. β) Για κάθε ζεύγος συναρτήσεων f, g ∈ [0,1] ορίζουµε την 
ποσότητα (τον πραγµατικό αριθµό): <f,g> = 

1

0
( ) ( )f x g x dx∫ . 

Αποδείξτε ότι ικανοποιούνται οι απαιτήσεις του ορισµού, άρα ότι πρόκειται για 
εσωτερικό γινόµενο. Παρατηρήστε επίσης την αντιστοιχία µεταξύ των εσωτερικών 
γινοµένων στις Ασκήσεις 3.1 και 3.2 : αν οι f, g ήταν ορισµένες µόνο για n τιµές των x, 
τις x1,…xn τότε θα είχαµε v=f=[f(x1),…f(xn)]Τ w=g=[g(x1),…,g(xn)]Τ και µε άθροισµα στη 
θέση του ολοκληρώµατος θα είχαµε σύµπτωση των δυο εσωτερικών γινοµένων. 
Επειδή όµως οι f και g ορίζονται για συνεχείς τιµές του x έχουµε (κατ’ αντιστοιχία µε το 
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<v,w> της Άσκησης 3.1) τη συνεχή άθροιση των γινοµένων f(x)g(x), δηλαδή το 
ολοκλήρωµα 

1

0
( ) ( )f x g x dx∫ .  

 
 
3.2 Μέτρο. Έστω v ένα τυχαίο στοιχείο ενός γραµµικού χώρου V. Μέτρο (µήκος, 
µέγεθος, norm) του v είναι το αποτέλεσµα v  µιας απεικόνισης V →  που έχει τις 
παρακάτω ιδιότητες. 
 
α) Το µέτρο v  είναι θετικός αριθµός για κάθε v∈V, εκτός εάν v=0 οπότε το µέτρο του 

είναι µηδέν. Ισχύει δηλαδή v 0≥ και v 0=  µόνον όταν v=0. 
 
β) Για κάθε βαθµωτό µέγεθος α∈F(=  ή = ), ισχύει 

va a=  v  
 
γ) Ισχύει η τριγωνική ιδιότητα 
v vw w+ ≤ +  

 
Άσκηση 3.3 ∆είξτε ότι 
 

v w− v vw w≤ ± ≤ + . 
 
Άσκηση 3.4. Θεωρείστε το χώρο V των διανυσµάτων µήκους n. Για κάθε 
v=[v(1),……v(n)] T  ορίζουµε τις παρακάτω ποσότητες: 
 

1
v v(1) .... v( )n= + +  

 
2 2

2
v v(1) ..... v( )n= + +    (το « Ευκλείδειο µέτρο») 

 
v max( v(1) ,...., v( ) )n

∞
= . 

 
∆είξτε ότι και οι τρεις αυτές ποσότητες ικανοποιούν τις ιδιότητες του µέτρου άρα είναι 
και οι τρεις µέτρα. Παρατηρήστε ότι το Ευκλείδειο µέτρο 

2
v δίνεται και από τη σχέση 

2
v = v, v ,< > µε τον ορισµό του γινοµένου που δίνεται στην Άσκηση 3.1. Έτσι, το 
Ευκλείδειο µέτρο αντιγράφει αυτό που ισχύει για το µέγεθος (απόλυτη) τιµή των 
πραγµατικών αριθµών δηλαδή 2|x|= x x x∗ = . Παρατηρήστε επίσης ότι : 
 
α) για n=1 (οπότε V= , η ευθεία των πραγµατικών αριθµών) και τα τρία µέτρα 
συµπίπτουν µε τη γνωστή µας απόλυτη τιµή ενός αριθµού που µετράει το µέγεθός 
του.  
β) για n=2 και n=3 το 

2
v  συµπίπτει µε το γεωµετρικό (Ευκλείδειο) µήκος του 

διανύσµατος v. 
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Άσκηση 3.5. Θεωρείστε το χώρο συναρτήσεων [0,1] της άσκησης 3.2. Ποια είναι τα 
αντίστοιχα µε την Άσκηση 3.4 µέτρα για κάθε συνάρτηση f∈ [0,1]; 
 

=
1

f  
 
 

=
2

f  
 
 

∞
f = 

 
Αποδείξτε ότι πράγµατι, και οι τρεις αυτές ποσότητες είναι µέτρα. Όπως και µε τα 
διανύσµατα, το Ευκλείδειο µέτρο 

2
f δίνεται από τη σχέση 

2
f = >< ff , , όπου 

,f f< >  είναι το εσωτερικό γινόµενο που έχει ορισθεί στην Άσκηση 3.2). 
 
 

3.3 Καθετότητα Έστω ένας χώρος V εφοδιασµένος µε εσωτερικό γινόµενο και δύο 
διανύσµατα u, v που ανήκουν στο χώρο αυτό. Ορίζουµε ότι τα διανύσµατα αυτά είναι 
κάθετα ή ορθογώνια µεταξύ τους όταν και µόνο όταν το εσωτερικό τους γινόµενο 
ισούται µε µηδέν δηλαδή, <u, v>=<v, u>=0. Ο ορισµός αυτός αφορά οποιονδήποτε 
τέτοιο χώρο. Εάν εξειδικεύσουµε στην περίπτωση του 2  ή 3  βεβαιωθείτε ότι τότε 
δύο διανύσµατα ικανοποιούν τον ορισµό αυτό και είναι πράγµατι κάθετα µε τη συνήθη 
γεωµετρική έννοια.  
 
Όταν όλα τα στοιχεία-διανύσµατα ενός υποσυνόλου S του V είναι κάθετα µεταξύ τους 
τότε ο S ονοµάζεται ορθογώνιο υποσύνολο του V και εάν επιπλέον κάθε διάνυσµα του 
S έχει µοναδιαίο µήκος τότε λέγεται ορθοκανονικό σύνολο. Τα ορθογώνια διανύσµατα 
γίνονται εύκολα ορθοκανονικά: διαιρούµε το καθένα µε το µέτρο του. Το εσωτερικό 
τους γινόµενο εξακολουθεί να είναι µηδέν, άρα η καθετότητα διατηρείται.  
 
Παράδειγµα 3.1. Η τυπική βάση του 3  είναι ορθοκανονική. Πράγµατι, η standard 
βάση του 3  αποτελείται από τα διανύσµατα: 
e1=[1, 0, 0]T, e2=[0, 1, 0]T, e3=[0, 0, 1]T που είναι προφανές πως έχουν µέτρο 1 και  
< e1, e2>=0, < e1, e3>=0 και < e2, e3>=0. 
 
Σηµείωση: Ένας πίνακας λέγεται ορθοκανονικός ή ορθογώνιος όταν είναι 
τετραγωνικός και οι στήλες του είναι ορθοκανονικά διανύσµατα.  
 
Άσκηση 3.6. Να βρείτε όλα τα διανύσµατα του 3  που είναι κάθετα προς τα v=[1, 2, 
1]T και v=[2, 0, 1]T.  
 
Άσκηση 3.7. Να δείξετε ότι τα διανύσµατα ενός ορθογώνιου υποσυνόλου µη 
µηδενικών διανυσµάτων, ενός γραµµικού χώρου V εφοδιασµένου µε εσωτερικό 
γινόµενο είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. 
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3.4 Ανάλυση σε Ορθογώνια Βάση. ∆ίνεται η ορθογώνια βάση z1, z2,…zn και το 
διάνυσµα v. Ποιοι οι συντελεστές στην v=α1z1+…+αnzn; Πολλαπλασιάζοντας τη 
ζητούµενη εξίσωση µε zj j=1,…n προκύπτει:  
 

vTzj = < α1z1+…+αnzn, zj> = α1z1
Τ

 zj+…+αnzn
Τzj   (3.1) 

 
αλλά επειδή η βάση είναι ορθογώνια τα επιµέρους γινόµενα µηδενίζονται και µόνο το 
zj
Τzj δίνει αποτέλεσµα ||zj||2. Άρα, µπορούµε να βρούµε τον αj:  

vTzj = αj ||zj||2 → αj=
T

2

v
|| ||

j

j

z
z

. 

 
Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε και τους υπόλοιπους συντελεστές. Αν επιπλέον η βάση 
ήταν ορθοκανονική τότε απλά:  
 

αj = Tv jz  = <zj, v > 
 

Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να πολλαπλασιάσουµε µε τον αντίστροφο πίνακα του Z 
(δηλαδή τον πίνακα που έχει για στήλες του τα διανύσµατα της βάσης). Ο Z-1 είναι 
εύκολο να βρεθεί αφού τα z1,…, zn είναι κάθετα µεταξύ τους. Πράγµατι, ο Z-1 ισούται 
µε τον ZT µε κάθε γραµµή του j, να διαιρείται µε το τετράγωνο του µέτρου της zj.  
 
 
3.5 Ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt. Η µέθοδος Gram Schmidt αφορά χώρους 
πεπερασµένης διάστασης εφοδιασµένους µε εσωτερικό γινόµενο και έχει ως στόχο να 
µετατρέψει µια τυχαία βάση σε ορθοκανονική. Το σκεπτικό πίσω από τη µέθοδο είναι 
απλό. Ας είναι v1,…vn τα γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα της αρχικής βάσης και 
u1,…un τα διανύσµατα της ορθοκανονικής (δηλαδή τα διανύσµατα που θα παραχθούν 
από τα vi, θα έχουν µέτρο 1 και θα είναι κάθετα µεταξύ τους). Επιλέγουµε ως πρώτο 
διάνυσµα της νέας µας βάσης το v1 διαιρώντας το όµως µε το µέτρο του για να έχει 
µέτρο µονάδα, δηλαδή u1 = v1/||v1||. Τώρα, για να βρούµε το u2, παίρνουµε το v2 και το 
αναλύουµε σε δύο συνιστώσες. Μία κάθετη και µια παράλληλη στο v1. Αυτές σίγουρα 
θα υπάρχουν αφού τα διανύσµατα ήταν γραµµικώς ανεξάρτητα. Μας ενδιαφέρει να 
κρατήσουµε την κάθετη συνιστώσα άρα αρκεί να αφαιρέσουµε την παράλληλη: 
 

x2 = v2 – < v2, u1> u1    
 

∆ιαιρούµε τέλος µε το µέτρο του x2 οπότε u2= x2/||x2||. Όµοια πράττουµε και για το n- 
οστό διάνυσµα δηλαδή αφαιρούµε εκείνες τις συνιστώσες κατά τις διευθύνσεις των 
διανυσµάτων που έχουν ήδη βρεθεί: 
 

xn=vn - n n-1<v  ,u > un-1 - …- n 1<v  ,u > u1   οπότε 
 

un= xn/||xn|| 
 
Σηµείωση: ∆είτε το παράδειγµα του βιβλίου στη σελίδα 201. 
 
Άσκηση 3.8  Να ορθοκανονικοποιήσετε τα διανύσµατα v1=[1, 0, 1]T ,v2= [1, 2, 1]T και 
v3= [1, 3, 4]T αφού πρώτα βεβαιωθείτε ότι είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.
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4. ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 
4.1 Ορισµός. Ο µετασχηµατισµός L:V →W, όπου V και W είναι γραµµικοί χώροι, 
καλείται γραµµικός εφόσον ισχύουν οι δύο ιδιότητες 
 

  L(αv) = αL(v)         
                            (4.1) 

  L(v 1 +v 2 ) = L(v 1 ) + L(v 2 ) 
 
για κάθε αριθµό α (για κάθε α στο σώµα F) και για κάθε v, v 1 , v 2 ∈V. Συχνά 
απλοποιούµε το συµβολισµό γράφοντας Lv αντί για L(v), στην περίπτωση που ο L 
είναι γραµµικός. 
 
Εύκολα προκύπτει ότι οι δύο ιδιότητες του ορισµού είναι ισοδύναµές µε την ιδιότητα 
 

  L(α 1 v 1 +α 2 v 2 ) = α1Lv1 + α2Lv2,               (4.2) 
 
 
για όλα τα α 1 , α 2 ∈ F και v 1 ,v 2 ∈ V. Η αλλεπάλληλη εφαρµογή της ιδιότητας αυτής 
δίνει 
 

  L(α1v1+…+αnvn)= α1Lv1+…+αnLvn                          (4.3) 
 
για κάθε πεπερασµένο φυσικό αριθµό n, α1,…,αn∈F,  v1,…,vn∈V. Εποµένως: η εικόνα 
ενός γραµµικού συνδυασµού διανυσµάτων είναι ο γραµµικός συνδυασµός των εικόνων 
τους.  
 
Σηµειώστε ότι Lvj είναι η εικόνα του vj και ανήκει στον W. Η 4.3 συνεπάγεται ότι αν 
γνωρίζουµε µόνο τις εικόνες Lv1, …,Lvn των v1, …,vn γνωρίζουµε την εικόνα 
οποιουδήποτε στοιχείου.    
 
4.2 Παραδείγµατα γραµµικών µετασχηµατισµών. 
 
Πολλαπλασιασµός πίνακα σε διάνυσµα. Αν ο Α είναι πίνακας mxn και το v διάνυσµα 
του n , έχει νόηµα ο πολλαπλασιασµός και το γινόµενο είναι ένα διάνυσµα 
διαστάσεων mx1. Άρα ο Α, θεωρούµενος ως µετασχηµατισµός απεικονίζει τα 
διανύσµατα του χώρου n  στο χώρο m  
 

Α : n → m  
     v →Av 

 
Λόγω των ισχυόντων κανόνων του πολλαπλασιασµού πινάκων ισχύουν οι ιδιότητες 
του ορισµού και ο Α είναι γραµµικός. 
 
Παραγώγιση. Ας είναι Χ ένας χώρος πραγµατικών συναρτήσεων, π.χ. ορισµένων στο 
(0,1) µε τιµές στο  που είναι παραγωγίσιµες. Αν είναι Y ο χώρος που περιέχει τις 
παραγώγους f ′  των συναρτήσεων αυτών τότε και οι δυο χώροι αυτοί είναι γραµµικοί. 
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Θεωρείστε το µετασχηµατισµό – παραγώγιση 
 

D: Χ→Υ  
 

f → Df = f ′  
 
Πρόκειται για γραµµικό µετασχηµατισµό αφού από τους κανόνες παραγώγισης ισχύει 
 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2D(α f +α f )=(α f +α f ) =α f +α f =α Df +α Df  ′ ′′  
 
Ολοκλήρωση. Οµοίως, και εφόσον οι συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες, ο 
µετασχηµατισµός – ολοκλήρωση 
 

L: f → ( )f x dx∫  
 
είναι γραµµικός λόγω των κανόνων ολοκλήρωσης: 
 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2L(α f +α f )= (α f +α f )dx=α f ( ) +α f ( ) =α Lf +α Lf  x dx x dx∫ ∫ ∫  
 
Βέλτιστη προσέγγιση. Ας είναι Χ ένας γραµµικός χώρος (πιθανόν µε άπειρη διάσταση, 
όπως π.χ. ένας χώρος συναρτήσεων), και S ένας υποχώρος του πεπερασµένης 
διάστασης n, µε βάση B 1 ,…..Βn. Θεωρείστε το µετασχηµατισµό L που σε κάθε 
στοιχείο v∈X αντιστοιχεί τη βέλτιστη προσέγγιση του v από τα στοιχεία του S, δηλαδή 
εκείνο το στοιχείο Lv του S που ελαχιστοποιεί την απόσταση v vL− , δηλαδή 
 

v vL−  v w w S≤ − ∀ ∈  
 
Εάν το µέτρο .  προέρχεται από εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή v = v, v ,< >  τότε η 
βέλτιστη προσέγγιση Lv είναι τέτοια ώστε το v-Lv να είναι κάθετο σε όλα τα στοιχεία 
του S γι’ αυτό και το Lv καλείται (ορθογώνια) προβολή του v στον S. 
 
 
4.3 Σύνθεση (γινόµενο) µετασχηµατισµών και αντίστροφοι. 
 
Σύνθεση (γινόµενο): ως σύνθεση S=ΚΜ δύο µετασχηµατισµών Κ και Μ (που µπορεί 
και να µην είναι γραµµικοί) ορίζεται ο µετασχηµατισµός S που έχει το ίδιο αποτέλεσµα 
µε την αλλεπάλληλη εφαρµογή πρώτα του M και µετά του K, δηλαδή S(x)=K(M(x)), για 
κάθε x στο πεδίο ορισµού του Μ: 
 
 
 
 
 
 

M
M(x) 

K 
KM(x)=(KM)(x)=S(x) x 

S 
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Για να έχει νόηµα ο ορισµός αυτός πρέπει ο Κ να ορίζεται στο πεδίο των εικόνων του 
Μ. ∆ηλαδή, αν Μ: V W→  τότε ο Κ πρέπει να ορίζεται στο W και αν οι τιµές του Κ είναι 
σε ένα σύνολο Z, η σύνθεση S=KM ορίζεται από το αρχικό σύνολο V στο τελικό 
σύνολο Z. Παρατηρούµε ότι επαγωγικά και χωρίς ανάγκη παρενθέσεων µπορούµε να 
ορίσουµε συνθέσεις µε πιο πολλούς όρους: S=Kr…K1. Εδώ, πρώτα εφαρµόζεται ο K1 
και διαδοχικά οι υπόλοιποι µέχρι τον Kr. Ο Kj+1 ορίζεται στο πεδίο τιµών του Κj, ο S 
ορίζεται στο πεδίο ορισµού του K1 µε τιµές στο πεδίο τιµών του Kr. Αν Kr=…=K1 τότε 
γράφουµε S=Kr.  
 
 
Αντίστροφος: Αριστερός Αντίστροφος του µετασχηµατισµού Μ είναι ένας 
µετασχηµατισµός 1Mαρ

−  για τον οποίο ο µετασχηµατισµός 1M Mαρ
−  είναι ταυτοτικός 

δηλαδή 1 ( )M M x xαρ
− = . Με άλλα λόγια ο 1Mαρ

−  διορθώνει - ακυρώνει την ενέργεια του Μ. 
Αυτά έχουν νόηµα υπό προϋποθέσεις, πχ αν Μ(x)=M(y), για x≠y δηλαδή αν ο Μ δεν 
είναι «1-1», ο 1Mαρ

−  «δεν θα ξέρει» που να επαναφέρει την εικόνα Μ(x)=M(y) (στο x ή 

στο y;). Επίσης, ο 1Mαρ
−  σύµφωνα µε τις απαιτήσεις σύνθεσης µετασχηµατισµών, 

πρέπει να ορίζεται στο πεδίο τιµών του Μ και να έχει ως πεδίο τιµών του το πεδίο 
ορισµού του Μ. Σχηµατικά: 
 
     

1MMV W Vαρ
−

⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  
 

1 1( ) ( ( )) ( )( )x M x M M x M M x xαρ αρ
− −⎯⎯→ ⎯⎯→ = =  

 

1

M

M
V W

αρ
−

⎯⎯⎯→←⎯⎯⎯  

 

1

1 ( ) ( )M

M
M M x x M x

αρ
αρ −

− ⎯⎯⎯→= ←⎯⎯⎯  

 
Ο δεξιός αντίστροφος ορίζεται οµοίως, ώστε τώρα ο 1MMδεξ

−  να είναι ταυτοτικός. 
Ισχύουν τα αντίστοιχα µε τον αριστερό αντίστροφο. Σηµειώστε τώρα, ότι ο Μ είναι 
αριστερός αντίστροφος του 1Mδεξ

− , άρα τώρα ο Μ ορίζεται στο πεδίο τιµών του 1Mδεξ
− .  

 
Άµεση εφαρµογή έχουµε για τη χρησιµότητα του αριστερού αντιστρόφου: Αν Μ(x)=b 
και γνωρίζουµε τον 1Mαρ

−  τότε «πολλαπλασιάζουµε τη σχέση αυτή µε 1Mαρ
−  από 

αριστερά» (=εφαρµογή του 1Mαρ
−  πάνω στο M(x) και στο b) βρίσκουµε το x από τη 

σύνθεση 1Mαρ
− ( M  (x)) ) = 1 ( )M bαρ

−  ή x = 1Mαρ
− b.  

 
Αν Μ : V V⎯⎯→  τότε δεν υπάρχει πρόβληµα για τα πεδία ορισµού και τιµών των M , 

1Mαρ
− , 1Mδεξ

−  και υπό προϋποθέσεις µπορεί να ισχύει: 1Mαρ
− = 1Mδεξ

− . Ο µοναδικός αυτός 
µετασχηµατισµός είναι ο αντίστροφος του Μ, συµπίπτει µε τον Μ-1 και ικανοποιεί την 
Μ-1Μ=ΜΜ-1=Ι. Βεβαιωθείτε ότι τα προαναφερόµενα εξειδικεύονται και δίνουν τα 
περιεχόµενα της Ενότητας 1.3 όταν στη θέση των µετασχηµατισµών έχουµε πίνακες. 
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4.4 Πυρήνας ή Μηδενοχώρος του L: V W⎯⎯→ είναι το σύνολο των στοιχείων του V 
που απεικονίζονται στο µηδενικό στοιχείο του W, δηλαδή όλα τα v∈V για τα οποία 
Lv=0.  
 
Άσκηση 4.2 Αποδείξτε ότι ο πυρήνας ενός γραµµικού µετασχηµατισµού είναι 
διανυσµατικός υποχώρος του V. 
 
    
4.5 Ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης Lx=b. Έστω L: V W⎯⎯→ , γραµµικός 
µετασχηµατισµός όπου V και W είναι γραµµικοί χώροι. Ο L ορίζεται για όλα τα v∈V. 
Για το σύνολο όµως L(v) των εικόνων που δηµιουργεί ο L, δηλαδή όλα τα w∈W για τα 
οποία υπάρχει v∈V µε L(v)=w, ισχύει L(v) ⊆ W σχέση που απλά βεβαιώνει ότι οι 
εικόνες ανήκουν στον W. Μπορεί L(V)=W (κάθε w∈W να είναι εικόνα κάποιου v∈V). 
Μπορεί όµως και να ισχύει: L(v) ≠ W, άρα να υπάρχουν w∈W που δεν ανήκουν στο 
L(V), δεν είναι εικόνες κάποιου v∈V.  
 
Άσκηση 4.3 ∆είξτε ότι το σύνολο των εικόνων L(V) είναι γραµµικός χώρος (υποχώρος 
του W).  
 
∆ίνεται τώρα b∈W και ζητείται x∈V τέτοιοι ώστε  

 
Lx = b 

 
• Ύπαρξη λύσης: Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει λύση x 

είναι το είναι το b να ανήκει στο σύνολο των εικόνων που δηµιουργεί 
ο L, b∈L(V) (προφανώς). Θα συναντήσουµε την περίπτωση όπου 
b (V)L∉  και όπου πλέον θα αναζητήσουµε x∈V για το οποίο 
ελαχιστοποιείται η απόσταση ||Lx-b||.    

• Μοναδικότητα λύσης. Λόγω της γραµµικότητας ισχύει: L(x1-x2)=Lx1-
Lx2. Άρα, L(x1-x2)=0 ⇔ Lx1=Lx2. Άρα, η διαφορά x1-x2 δύο στοιχείων 
του V ανήκει στο µηδενοχώρο του L ⇔ αυτά δίνουν την ίδια εικόνα. 
Εποµένως, Lx1=b και Lx2=b ⇔ (x1-x2) ανήκει στο µηδενοχώρο του L. 
Άρα, δεν υπάρχουν περισσότερες από µια λύσεις ⇔ ο µηδενοχώρος 
περιέχει µόνο το µηδενικό στοιχείο του V, δηλαδή έχει διάσταση µ=0.   

 
4.6 Κάθε χώρος V διάστασης  κ < ∞  «είναι» ο k , µε την εξής έννοια: Επιλέγουµε 
και σταθεροποιούµε µια βάση του V που υποχρεωτικά θα έχει κ στοιχεία v1,…,vκ. Τότε 
κάθε v∈V γράφεται στη µορφή  

v = α1v1+…+ακvκ     (4.4) 
 

µε µοναδικό τρόπο, δηλαδή για κάθε v υπάρχει το διάνυσµα των συντελεστών  
 

α=[α1,…ακ]T. 
 

και είναι ένα και µοναδικό. Έτσι, κάθε v∈V ορίζει ένα και µοναδικό διάνυσµα α∈ k . 
Αντιστρόφως κάθε α∈ k  ορίζει ένα και µοναδικό διάνυσµα v∈V. Από την (4.4) 
εποµένως, ο µετασχηµατισµός L: kV ⎯⎯→  µε Lv=α είναι «1-1» και έχει αντίστροφο 
τον L-1: k V⎯⎯→  µε L-1α = v. Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο L είναι και γραµµικός βάσει 
της (4.4) και των ιδιοτήτων των πράξεων στους γραµµικούς χώρους. Μπορούµε 
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εποµένως να κάνουµε πράξεις µε τα διανύσµατα του k  και ταυτόχρονα να 
παράγουµε τα αποτελέσµατα των πράξεων στον V. Με την έννοια αυτή όλοι οι 
γραµµικοί χώροι διάστασης κ είναι «ταυτόσηµοι» µε τον k . 
 
Παράδειγµα, Έστω V ο γραµµικός χώρος των πολυωνύµων βαθµού n-1, που έχει 
διάσταση n. Μια βάση του είναι: 
 

z1(x)=1, z2(x)=x, …, zn(x)=xn-1 

 

 

και κάθε στοιχείο του χώρου, κάθε πολυώνυµο βαθµού n-1 γράφεται στη µορφή: 
 

v(x)=α1+…+αnxn-1=α1z1(x)+…+αnzn(x)    (4.5) 
 

Κάθε πολυώνυµο v∈V ορίζει ένα και µοναδικό διάνυσµα συντελεστών α=[α1,…,αn]Τ, 
για τη συγκεκριµένη βάση των zj(x)=x(j-1) j=1…n. Αντίστροφα, κάθε διάνυσµα α∈ n  
ορίζει τους συντελεστές της (4.5) άρα και ένα µοναδικό πολυώνυµο v. Επίσης, από 
την (4.5) παρατηρούµε πως όταν v=zj το διάνυσµα συντελεστών είναι το ej της τυπικής 
βάσης. Άρα, έχουµε µια «1-1» αντιστοιχία µε τα πολυώνυµα του V και τα διανύσµατα 
του n  (συντελεστών των πολυωνύµων) µε j jz e←⎯→ . Τώρα, µεταφέρουµε τις 
πράξεις του διανυσµατικού χώρου V σε πράξεις του n : το άθροισµα πολυωνύµων 
και το γινόµενο αριθµού µε πολυώνυµο υπολογίζονται στο διάνυσµα των 
συντελεστών, δηλαδή στον n , και το διάνυσµα αποτέλεσµα δίνει τους συντελεστές 
για το αντίστοιχο πολυώνυµο (άθροισµα πολυωνύµων ή γινόµενο αριθµού επί 
πολυώνυµο).   
 
 
 
4.7«Μετασχηµατισµός=Πίνακας(εκπρόσωπος)»Ένας γραµµικός µετασχηµατισµός 
µεταξύ χώρων πεπερασµένης διάστασης εκπροσωπείται από έναν πίνακα, µε την 
έννοια ότι η εικόνα κάθε στοιχείου δίνεται από το γινόµενο του πίνακα επί το διάνυσµα 
των συντελεστών του στοιχείου όταν αυτό εκφράζεται σαν γραµµικός συνδυασµός 
µιας βάσης. Ακριβέστερα : 
    Έστω L: V →  W, όπου οι V και W έχουν πεπερασµένη διάσταση n και k αντίστοιχα. 
Ας είναι z1,…,zn µια βάση του V και y1,…,yκ µια βάση του W. Τότε κάθε v∈V  γράφεται 
µε µοναδικό τρόπο στη µορφή 
 

                             v = a1z1 +….+ anzn                                                      (4.6) 
 
ορίζοντας το διάνυσµα των συντελεστών a=[a1,…,an]T∈ n . Οµοίως, η εικόνα Lv του 
V, αφού ανήκει στο W, γράφεται µε µοναδικό τρόπο στη µορφή 
 

                             Lv=β1y1 +…+ βκyk ,                                                      (4.7) 
 
µε διάνυσµα των συντελεστών το β =[β1…,βk]Τ∈ k . Πως συνδέονται τα αντίστοιχα 
διανύσµατα; Θα δούµε ότι 
 

β =Αa,       (4.8) 
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όπου Α είναι πίνακας kxn. Έτσι µπορούµε να αγνοούµε τον L και να βρίσκουµε τις 
εικόνες µέσω του Α: εάν για v∈V γνωρίζουµε το διάνυσµα των συντελεστών του, 
βρίσκουµε το β από την (4.8) και µετά από την (4.7) την εικόνα Lv. 
 
Για την εύρεση του Α παρατηρούµε ότι αφού ο L είναι γραµµικός, η (1) δίνει 
 

               Lv=a1Lz1+…+anLzn.                                                    (4.9) 
 
Όµως τα Lzj, j=1,…,n, ανήκουν στον W άρα εκφράζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί 
των διανυσµάτων y1,…,yk που είναι βάση του W. Ας είναι σj=[σj(1),.., σj(n)]T το 
διάνυσµα των συντελεστών του Lzj στον γραµµικό συνδυασµό, δηλαδή 
 

               Lzj = σj(1)y1+…+σj(k)yk  ,  j=1,..,n                                       (4.10) 
 
Αντικαθιστώντας τα Lzj στην (4.9) από την (4.10) εκφράζουµε την εικόνα Lv σαν 
γραµµικό συνδυασµό, της βάσης των y1,…,yn, δηλαδή βρίσκουµε την (4.7) µε 
 

βm= a1σ1(m) + a2σ2(m) +…+ anσn(m) , m=1,…,k. 
 
Εποµένως ισχύει η (4.8) µε τον Α να έχει για στήλες του τα διανύσµατα των 
συντελεστών σj της (4.10). 
 
Εξειδικεύσεις ∆εν είναι ανάγκη να ισχύει V= n  και W= k  αφού στη θέση των 
στοιχείων των δύο αυτών χώρων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα διανύσµατα των 
συντελεστών τους όταν εκφράζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί στην αντίστοιχη βάση. 
Ας είναι τώρα V= n  και W= k . Τότε τα ίδια τα στοιχεία των βάσεων είναι διανύσµατα 
και ορίζουν αντίστοιχους πίνακες που είναι τετραγωνικοί και αντιστρέψιµοι. Έτσι αν Z 
είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα βάσης z1,…,zn του n  και Y ο πίνακας µε 
στήλες τα διανύσµατα βάσης του k , οι Z και Y είναι τετραγωνικοί nxn και kxk 
αντίστοιχα και έχουν αντίστροφο. Επαναλαµβάνουµε τα προηγούµενα 
χρησιµοποιώντας τώρα και τους πίνακες Y, Z και µετά εξειδικεύουµε για περιπτώσεις 
που αφορούν τις βάσεις αυτές. 
 
Κάθε v∈ n  και η εικόνα του Lv∈ k  δίνονται από τις σχέσεις  
               
                   v = a1z1 +…+ anzn=Za  , µε  a=[a1,…,an]T και a=Z-1v                           (4.11) 

 
              Lv = β1y1 +…+ βkzk = Yβ , µε β=[ β1,…,βk]T και β=Y-1(LV)               (4.12) 

 
Η εφαρµογή του L στην (4.11) δίνει 
   

     Lv = a1(Lz1)+…+a1(Lzn) = Γa,                                                 (4.13) 
 
Όπου ο Γ έχει για στήλες του τα Lz1,…,Lzn, άρα είναι kxn. Επιπλέον, αφού τα y είναι η 
βάση του k  έχουµε και τις αντίστοιχες εκφράσεις της (4.10) 
       

      Lzj = σj(1)y1+…+σj(k)yk=Yσj       j=1,..,n,                                      (4.14) 
 
Για τις εικόνες της βάσης Z του n . Η (4.14) δίνει τις στήλες του Γ της (4.13) οπότε  
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                       Γ =YA                                                             (4.15) 

 
όπου ο Α έχει για στήλες του τα διανύσµατα σj. Τότε βρίσκουµε τη γνωστή µας σχέση 
 

                       β = Αa,                                                             (4.16) 
 
Αφού από τις (4.12), (4.13) και (4.15) έχουµε  
                        

                        β = Y-1(Lv) = Y-1(Γa) = Y-1Y Aa= Aa                                     (4.17) 
 
Εξειδίκευση 1 Αν δεν υπάρχει απαίτηση για χρήση κάποιας συγκεκριµένης βάσης 
y1,…,yk του k  και υπάρχει απαίτηση µόνο για χρήση της βάσης z1,…,zn του n , τότε 
περιοριζόµαστε στις σχέσεις (4.15) και (4.16) και εκπρόσωπος του L είναι ο Α=Γ, 
αφού δίνει την εικόνα Lv µε τον πολλαπλασιασµό Γa.Υπενθυµίζεται ότι οι στήλες του Α 
είναι τώρα οι εικόνες Lz, που δεν έχουν εκφρασθεί µέσω των διανυσµάτων-
συντελεστών σj στη βάση y1,…,yn. Αυτό ισοδυναµεί µε το να έχουµε εµείς επιλέξει 
(αφού δεν υπήρχε περιορισµός) την τυπική βάση στην θέση των  y1,…,yn. Τότε Y=I, 
άρα στην (4.14), Lzj= σj και ο Α της (4.16) που έχει στήλες τα σj συµπίπτει µε τον Γ της 
(4.15). 
 
Εξειδίκευση 2  Αν δεν απαιτείται συγκεκριµένη βάση z1,...,zn ούτε για τον n  όπως και 
πριν, είναι σαν να χρησιµοποιούµε την τυπική βάση και για τον n . Έχουµε Z=I και ο 
Α=Γ της (4.16) έχει για στήλες του τις εικόνες της τυπικής βάσης του n , που βέβαια 
(οι εικόνες) ανήκουν στον k . 
  
Άσκηση 4.4 Βρείτε τον πίνακα του µετασχηµατισµού της προβολής ενός διανύσµατος 
του R3 στο επίπεδο. Γιατί ισχύει Lr = L (ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός) για κάθε r ≥  2; 
Επίσης, (χωρίς να βρεθεί ο L) γιατί αναµένεται αυτός να µην έχει αντίστροφο;  
 
 
4.8 Αλλαγή Βάσης. Στην ενότητα 4.7, περιορισθήκαµε στην περίπτωση V = n  και 
W = k , αφού άλλωστε ένας χώρος πεπερασµένης διάστασης r «ταυτίζεται» µε τον 

r , µέσω της αντιστοίχησης 1–1 κάθε στοιχείου του µε το διάνυσµα-συντελεστών του 
(διάνυσµα του r ) ως προς µια οποιαδήποτε βάση του. Άλλωστε και η σχέση β=Aa 
που καθιερώνει τον Α ως εκπρόσωπο του L, αφορά ακριβώς αυτά τα διανύσµατα –
συντελεστές. 
 
Έστω λοιπόν ο γραµµικός µετασχηµατισµός L: n → k . Ισχύουν οι σχέσεις (4.6)-
(4.17) της Ενότητας 4.7. Έστω τώρα ότι κρίθηκε σκόπιµο (και αυτό συµβαίνει συχνά 
στην πράξη) να αλλάξουµε τις βάσεις που χρησιµοποιούµε. Ας είναι 1z ,…, nz  και 

1y ,…, ky οι νέες βάσεις, µε πίνακες 
~ ~
,Z Y αντίστοιχα. Ας είναι a  και β  τα αντίστοιχα 

των α και β, δηλαδή a  είναι το διάνυσµα των συντελεστών του v και β  του Lv στις 

νέες βάσεις. Τώρα θέλουµε να βρούµε το νέο εκπρόσωπο, τον πίνακα Α  που 
αντιστοιχεί στην (4.16) αυτά και συνδέει τα διανύσµατα – συντελεστές στη νέα βάση 
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~
β  = 

~
Α

~
a .      (4.18) 

 

Μπορούµε βέβαια να κατασκευάσουµε τον 
~
Α  εξ αρχής όπως κάναµε και µε τον Α: να 

βρούµε τις εικόνες L z , και τα διανύσµατα σj της έκφρασής τους στη βάση των jy  και 

να τα θέσουµε ως στήλες του 
~
Α . Αυτό όµως δεν είναι σκόπιµο να γίνεται κάθε φορά 

που αλλάζουν οι βάσεις, ενώ είναι χρήσιµο (και πρακτικά) να γνωρίζουµε και την 

σχέση του νέου εκπροσώπου 
~
Α µε τον παλαιό Α που ήδη έχουµε κατασκευάσει. Ποια 

είναι η σχέση µεταξύ των 
~
Α και Α; 

    
Χρησιµοποιούµε απλά τις σχέσεις (4.6)-(4.17) και τις αντίστοιχές τους για τις νέες 
βάσεις και τα νέα διανύσµατα. Αρχίζουµε µε το β  και προσπαθούµε να τα 
εκφράσουµε συναρτήσει του Α και των πινάκων των βάσεων Y, Z, Υ , Ζ . 
 

β  =   1−Υ  (Lv)  από την (4.17), για τη βάση 
~
Y  

=   1−Υ Γα   από την (4.13) 
=   1−Υ YAα   από την  (4.15) 
=   1−Υ ΥΑΖ-1v  από την  (4.11) 

           =    1−Υ ΥΑΖ-1
~~
aZ   από την (4.11), για τη βάση 

~
Z . 

 

Έτσι συγκρίνοντας µε την απαίτηση β  = 
~
Α α καταλήγουµε ότι 

 

 
~
Α  = ( 1−Υ Υ) Α (Ζ-1 Ζ )     (4.19) 

 
Παρατηρούµε ότι αυτή η σχέση δίνει και µια γενίκευση των αποτελεσµάτων της 

Eνότητας 4.7: αν οι βάσεις δεν έχουν αλλάξει, δηλαδή αν 
~
Y = Υ και 

~
Z = Ζ τότε 

~
Α =Α. 

 
Επίσης, η σχέση (4.19) µπορεί εύκολα να παραχθεί από το απλό αποτέλεσµα της 

Eνότητας 1.12, που αφορά την αλλαγή βάσης στον ίδιο χώρο. Είχαµε βρει ότι αν Ζ, 
~
Z  

είναι δυο βάσεις του n  και α, α  τα αντίστοιχα διανύσµατα – συντελεστές στην 
έκφραση του ίδιου V∈ n  στις βάσεις αυτές, τότε 
  

~
a = 

~
Z -1Ζα  και α = Ζ-1

~
Z

~
a  

 

Οµοίως και για τον k  ισχύει 
~
β  = 

~
Y -1Υβ. 

 
Αφού είχαµε β=Αα βρίσκουµε αµέσως 
 

β = (
~
Y -1Υ) β = (

~
Y -1Υ) Αα = (

~
Y -1Υ)Α(Ζ-1

~
Z )

~
a . 
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4.9 Μετασχηµατισµοί οµοιότητας και η περίπτωση των ορθοκανονικών 
ιδιοδιανυσµάτων.  ∆υο πίνακες Α και Β καλούνται όµοιοι όταν υπάρχει πίνακας Μ 
που έχει αντίστροφο Μ-1 και  
 

Β = Μ-1ΑΜ      (4.20) 
 
Οι Α και Β έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές γιατί έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο (οι 
ρίζες του οποίου είναι ιδιοτιµές): Υπενθυµίζεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο 
ενός πίνακα Γ είναι το p(λ)= det(Γ- λΙ). 
 
Ισχύει  
 

Β-λΙ = Μ-1ΑΜ –λΙ = Μ-1ΑΜ-λΜ-1ΙΜ = Μ-1(Α- λΙ)Μ 
 
(δηλαδή και οι Β –λΙ και Α-λΙ είναι επίσης όµοιοι και µε τον ίδιο Μ). Άρα, 
 

det(B-λΙ) = det(M-1)det(A- λΙ)det(M)=det(A-λΙ), 
 

αφού det(M-1)det(M)=det(M-1M)=det(Ι)=λ. Άρα οι Α και Β έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο οπότε και τις ίδιες ιδιοτιµές.  
 
Τα ιδιοδιανύσµατα διαφέρουν, αφού Αx = λx συνεπάγεται AM-1Mx =λx  ή  (ΜΑΜ-1)(Μx) 
= λ(Μx) ή Β(Μx) = λ(Μx). Άρα αν x ιδιοδιάνυσµα του Α⇔ Μx  ιδιοδιάνυσµα του Β. 
 
Οι µετασχηµατισµοί οµοιότητας έχουν ιδιαίτερη χρησιµότητα όταν ο αρχικός πίνακας Α 
(έστω ότι είναι nxn) έχει ιδιοδιανύσµατα x1,…,xn που είναι µεταξύ τους κάθετα. Η 
διαίρεση του xj µε το µέτρο του, αντικαθιστά το xj από το xj/ jx  που έχει µέτρο 1 αλλά 
δεν αλλάζει την ορθογωνιότητα. Έτσι µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα xj είναι 
ορθοκανονικά:  
 

 
Θεωρούµε ως πίνακα Μ αυτόν που έχει για στήλες του τα διανύσµατα αυτά. Αφού τα 
xj (ως ορθοκανονικά) είναι και γραµµικώς ανεξάρτητα, ο Μ είναι αντιστρέψιµος. 
Επιπλέον όµως ο αντίστροφος είναι απλά ο ΜΤ και δεν χρειάζεται να ανευρεθεί: ∆ιότι 
η γραµµή m του ΜΤ είναι το T

mx  και το xm είναι η στήλη m του Μ. Άρα (ΜΤΜ) (m,j) = 
T
mx xj = 0 αν m ≠ j και =1 αν m=j, άρα ΜΤΜ=Ι, άρα Μ-1=ΜΤ. 

 
Υπάρχει όµως ακόµη µια πολύ σηµαντική συνέπεια αυτής της επιλογής του Μ: ο Β = 
Μ-1ΑΜ είναι διαγώνιος. Μάλιστα, τα στοιχεία της διαγωνίου του Β είναι οι ιδιοτιµές του 
Α. Αυτό µπορεί εύκολα να επαληθευτεί χρησιµοποιώντας την ορθοκανονικότητα και το 
γεγονός ότι το x, είναι ιδιοδιάνυσµα µε ιδιοτιµές λj. Από τον κανόνα πολλαπλασιασµού 
πινάκων, η στήλη j του ΑΜ είναι το γινόµενο του Α επί τη στήλη j του Μ, δηλαδή το 
διάνυσµα Αxj = λjxj. Τότε το στοιχείο Β(m, j), που δίνεται από το εσωτερικό γινόµενο 
της γραµµής m του Μ-1= ΜΤ µε τη στήλη j του ΑΜ, είναι 

jx 2= 1, αν m=j. 

xT
j xm =     

 

0 αν m ≠ j 
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Β(m,j)= T

mx (λj,xj) = λj T
mx xj =                 (4.21) 

 
 
 
4.10 Αλλαγή βάσης, στην περίπτωση αρθοκανονικών ιδιοδιανυσµάτων, για την 
επίλυση συστήµατος.  Έστω το σύστηµα  
 

Αα = b,                   (4.22) 
 

Όπου ο Α είναι nxn και x, b διάνυσµατα του n . Ο Α είναι γραµµικός µετασχηµατισµός 
(Α: n → n ), που µεταφέρει κάθε x∈ n  στο Αx∈ n . Σύµφωνα µε την ενότητα 4.7, 
µε k=n, k = n , o A εκπροσωπείται βέβαια από τον εαυτό του, µε επιλογή της 
τυπικής βάσης για τον n  και τον k = n . Έχουµε Υ =Ζ =Ι και Υ-1=Ζ-1=Ι. Αλλάζουµε 
τώρα βάση και παίρνουµε ως νέα βάση στον n  και στον k = n  τα ορθοκανονικά 
ιδιοδιανύσµατα του Α, τα xj της προηγούµενης ενότητας 4.9. Ο νέος πίνακας που 

εκπροσωπεί το µετασχηµατισµό του Α είναι ο 
~
Α  για τον οποίο  

 
Αα = b       (4.23) 

 

Όπου τώρα 
~
a  και 

~
b  είναι οι συντελεστές του v=α  και της εικόνας του, Αα =b, στη νέα 

βάση. Ισχύει δηλαδή ότι ο πίνακας της νέας βάσης είναι ο Μ, σύµφωνα και µε την 
Ενότητα 4.9. 
 

 α = α 1x1 +…+ α nxn = Mα   α = [α 1,…., α n]T   (4.24) 
 

 b = b 1x1+…+b nxn = Mb    b = [b 1,…., b n]T   (4.25) 
 

Με το συµβολισµό της Ενότητας 4.8, ισχύει 
~
Y =Μ, 

~
Z =Μ άρα σύµφωνα µε την (14)  

 

 
~
Α = (

~
Y -1Υ) Α (Ζ-1

~
Z ) = Μ-1ΙΑΙΜ = Μ-1ΑΜ     (4.26) 

 

Άρα ο 
~
Α (= Β της Ενότητας 4.8) είναι διαγώνιος µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του 

Α. Τότε το σύστηµα 
 

   
~
Α α =b       (4.27) 

 

λύνεται αµέσως και δίνει τις συνιστώσες του 
~
a  µε απλή διαίρεση των αντίστοιχων 

συνιστωσών του 
~
b  µε την αντίστοιχη ιδιοτιµή,  

 
  α j = b j/ λj,     j = 1,….,n     (4.28) 

 
Άρα έχουµε την παρακάτω απλή µέθοδο επίλυσης του Αα = b: 
 

0 αν m ≠ j 
     λj αν m =j 
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Βήµα 1. Αναλύουµε το δοθέν (γνωστό) b στη νέα βάση, δηλαδή βρίσκουµε το b  της 
(4.25), από τη σχέση  
 

b = Μ-1b = MTb 
 

(απλός πολλαπλασιασµός γνωστού πίνακα επί διάνυσµα που όµως και αυτός µπορεί 
να επιταχυνθεί µε χρήση FFT σε ορισµένες περιπτώσεις). 
 

Βήµα 2. Λύνουµε εύκολα το σύστηµα (4.27), δηλαδή απλά βρίσκουµε το 
~
a  από την 

(4.28), µε n διαιρέσεις δια λj, j =1,….,n. 
 
Βήµα 3. Με γνωστό το α  βρίσκουµε το ζητούµενο α  = Μα . Πάλι, όπως και στο βήµα 
1 έχουµε απλό πολλαπλασιασµό πίνακα επί διάνυσµα που, σε κάποιες περιπτώσεις, 
µπορεί να επιτευχθεί µε χρήση FFT. 
 
Σηµείωση 1 Σε ορισµένες περιπτώσεις συµβαίνει ο Μ να είναι συµµετρικός, οπότε Μ-1 

= ΜΤ = Μ. Τότε τα βήµατα 1 και 3 έχουν τον ίδιο πολλαπλασιαστή πίνακα και 
εποµένως εκτελούνται από το ίδιο υποπρόγραµµα. 
 
Σηµείωση 2 Τυπικά, η ίδια διαδικασία, µπορεί να ακολουθηθεί χωρίς τη γνώση των 
περι αλλαγής βάσεων κλπ. 
 

Αα =b ⇔ ΑΜΜ-1α = b ⇔ Μ-1ΑΜ (Μ-1α) = Μ-1b 
 
ή 
 

(Μ-1ΑΜ) α =b       (4.29) 
 
όπου  

α : = Μ-1α     άρα α= Μα      (4.30) 
 

και    b = Μ-1b      (4.31) 
 
Μετά ακολουθούµε τα ίδια βήµατα 1 έως 3 που προαναφέρονται.  
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 5. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 
Για την προσαρµογή (ή λείανση) δεδοµένων/µετρήσεων. 

 
    Στην πράξη, για πολύ σηµαντικές εφαρµογές, γίνονται µετρήσεις τιµών µιας 
ποσότητας σε µια κλινική, για µια σφυγµοµέτρηση, σε πειράµατα κ.λ.π. Ζητούµενο 
είναι να βρεθεί ένας µαθηµατικός τύπος για τη συνάρτηση που λαµβάνει αυτές τις 
τιµές. Οι κατά περίπτωση ειδικοί µπορούν συνήθως να προβλέψουν την µορφή που 
θα έχει η ζητούµενη συνάρτηση, άλλωστε αυτό γίνεται φανερό και από την απεικόνιση 
των δεδοµένων. 
  
Παράδειγµα 5.1 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε τις ακόλουθες µετρήσεις (τιµές) fj για 
αντίστοιχες χρονικές στιγµές tj:  
 

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
tj 0 1 2 2.5 3 3.5 4 6 8 
fj 0.98 2.52 4.04 4.77 5.44 6.28 6.96 9.99 13.01

          
          (5.1) 

 
Από την απεικόνιση των σηµείων Pj = (tj, fj) στο επίπεδο προκύπτει αµέσως ότι τα 
σηµεία αυτά θα έπρεπε να ανήκουν σε µια ευθεία, άρα η f έχει τύπο της µορφής  
 

f(t) = c1+c2 t .                                                            (5.2)           
 
Το πρόβληµα είναι ότι και οι µετρήσεις δεν µπορεί να είναι ακριβείς, οπότε τα σηµεία 
Pj  των µετρήσεων δε βρίσκονται ακριβώς πάνω σε µια ευθεία. Έτσι αναζητούµε µια 
ευθεία (αναζητούµε στην (5.2) τις  σταθερές c1, c2) που να περνάει «όσο γίνεται κοντά» 
από όλα τα σηµεία των µετρήσεων. Σε άλλες περιπτώσεις αντί για ευθεία χρειάζεται 
να προσδιορισθεί κάποια άλλη καµπύλη. Τα δεδοµένα των µετρήσεων 
«προσαρµόζονται» τότε πάνω στην ευθεία ή την καµπύλη, περιγράφονται πάντα από 
µία συνάρτηση και έχουν µια «λεία» απεικόνιση. Γι’ αυτό και το πρόβληµα εύρεσης της 
καµπύλης (συµπεριλαµβανοµένης και της περίπτωσης της ευθείας) είναι γνωστό και 
ως πρόβληµα προσαρµογής ή και λείανσης δεδοµένων.  
 
    Στο Παράδειγµα 5.1, αν οι µετρήσεις ήταν απόλυτα ακριβείς, όλα τα σηµεία Pj, j = 1, 
….,9 θα έπρεπε να ανήκουν στην ευθεία (5.2), δηλαδή τα c1, c2 θα ικανοποιούσαν τις 
εξισώσεις: 
 
    c1 + tjc2 = fj            j = 1,…,9                              (5.3) 
 
Έχουµε δηλαδή 9 εξισώσεις µε δύο αγνώστους. Μόνο δύο (ανεξάρτητες) από τις 
εξισώσεις αυτές θα δώσουν τιµές των αγνώστων παραµέτρων c1, c2 και οι τιµές αυτές 
(εν γένει) δεν περιµένουµε να ικανοποιούν τις υπόλοιπες εξισώσεις. Και αν επιλέγαµε 
δύο άλλες ανεξάρτητες εξισώσεις θα είχαµε δύο άλλες, διαφορετικές, τιµές των c1, c2. 
Γενικότερα, θα γνωρίζουµε µεν ότι η f έχει ένα συγκεκριµένο µαθηµατικό τύπο  
 
    f(t) = F(t,c1,…,ck)                                                      (5.4) 
 
µε k άγνωστες παραµέτρους c1,…,ck αλλά η απαίτηση να βρίσκονται όλα τα σηµεία Pj 
= (tj,fj) των µετρήσεων πάνω στην καµπύλη (5.4) δίνει  
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f(tj) = F(tj,c1,…,ck) = fj,         j = 1,….,n.                               (5.5) 

 
όπου ο αριθµός n των σηµείων Pj (ο αριθµός των εξισώσεων) θα είναι πάντα 
µεγαλύτερος του αριθµού των αγνώστων. Στη συνέχεια θα υποθέσουµε ότι η f έχει 
τύπο της µορφής 
 
 

f (t) = c1φ1(t) +…+ ckφκ(t) = F (t,c1,…,ck),               (5.6) 
 
όπου φ1,…,φκ είναι συναρτήσεις γνωστές που εµείς έχουµε επιλέξει. Στην περίπτωση 
της ευθείας του παραδείγµατος 5.1 κ=2 και φ1(t) = 1 και φ2(t) = t0. Τότε οι εξισώσεις 
(5.5) γίνονται  
 

 φ1(tj)c1 +…+ φκ(tj)ck=fj          j = 1, ….,n            (5.7) 
 
ή  
 
                                                              Ac =b,                                                        (5.8) 
 
όπου ο Α είναι nxk µε  
 

Α (j,q) = φq (tj)           j = 1,…n,        q = 1,….,k          (5.9) 
 
είναι ο συντελεστής του αγνώστου cq στην εξίσωση j και b = [b1,…,bn]T ∈IRn, 
 
µε  
 

 bj = fj ,                        j = 1,….,n          (5.10) 
 
 
∆εν περιµένουµε το σύστηµα (5.6) να έχει λύση, για τους εξής λόγους: 
 

• Απλά, µόνο κ ανεξάρτητες εξισώσεις από τις n δίνουν τις τιµές των k αγνώστων 
c1,….,ck και µόνο «αν είµαστε τυχεροί» οι τιµές αυτές θα ικανοποιούν και τις 
υπόλοιπες εξισώσεις. 

• Για όλα τα δυνατά διανύσµατα c = [c1….,ck]T∈ k , οι δυνατές εικόνες Αc που 
δηµιουργεί ο Α ανήκουν στον ΙRn και είναι 

  
   Αc= c1v1+ ….+ckvk ,                                          (5.11) 

  
           όπου το διάνυσµα vq∈ n  είναι η στήλη q του πίνακα A, q = 1,…, κ,  
 
Εποµένως, το σύνολο των εικόνων Αc είναι ο γραµµικός χώρος που παράγεται από 
τις στήλες v1,…,vk του Α και, αφού k<n, o S είναι γνήσιος υποχώρος του n , δεν 
καλύπτει όλο τον n . Έτσι, σε συµφωνία µε τον προηγούµενο λόγο, µόνο «αν είµαστε 
τυχεροί» και το b (∈ n ) ανήκει και στον S θα  είχαµε λύση. Γενικά όµως, b∉S. 
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To πρόβληµα τώρα είναι να κατασκευάσουµε µόνο k εξισώσεις για τους k αγνώστους 
c1,…, ck µε τρόπο που οι τιµές των αγνώστων αυτών να δίνουν µια καµπύλη από την 
(5.6) τέτοια που να ελαχιστοποιείται η απόσταση των σηµείων Pj= (tj,fj) από την 
καµπύλη της f, µε κάποια συγκεκριµένη έννοια. Οι προφανείς περιπτώσεις είναι: 
 

• Να ελαχιστοποιήσουµε τη µέγιστη µεταξύ των αποστάσεων των σηµείων Pj 
από την καµπύλη (έχοντας ορίσει ακριβώς τι εννοούµε ως απόσταση του Pj 
από την καµπύλη). Αν η µέγιστη απόσταση είναι «αρκετά µικρή» τότε και οι 
άλλες θα είναι αρκετά µικρές. Όµως η απόσταση αυτή δίνει ένα σύνολο µη 
γραµµικών εξισώσεων και εν γένει απορρίπτεται. 

• Να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα των αποστάσεων αυτών. Τότε πάλι θα 
είναι αρκετά µικρές όλες οι αποστάσεις αλλά πάλι θα έχουµε µη γραµµικές 
εξισώσεις και εν γένει η µέθοδος απορρίπτεται. 

 
Έτσι καταλήγουµε στην ελαχιστοποίηση του Ευκλείδειου µέτρου των αποκλίσεων. 
Συγκεκριµένα, θεωρούµε το «υπόλειµµα» 
 

   r = b-Ac            (5.12) 
 

που είναι διάνυσµα του n , r = [r1,…,rn]T. Συµβολίζοντας µε (Αc)j τη συνιστώσα j 
του διανύσµατος Αc∈ n , βρίσκουµε από τις (5.5) – (5.10) τη συνιστώσα  
 

   rj = bj-(Ac)j = fj-f(tj),            (5.13) 
 
η οποία µετράει κατά πόσο οι τιµές των αγνώστων (το διάνυσµα c) αποτυγχάνουν 
να ικανοποιήσουν την εξίσωση j. Θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το (Ευκλείδειο) 
µέγεθος του r. Αρκεί να ελαχιστοποιήσουµε το τετράγωνο του µεγέθους αυτού (για 
να αποφύγουµε τετραγωνική ρίζα), δηλαδή την ποσότητα  
 

2r = r1
2+…+rn

2 = [b1-(Ac)j]2 +…+[bn-(Ac)n]2       
 

= [f1-f(t1)]2+…+[fn-f(tn)]2           (5.14) 
 

 
Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ελαχιστοποίηση αθροίσµατος τετραγώνων των 
αποκλίσεων, γι’ αυτό στην περίπτωση αυτή έχουµε τη «µέθοδο των ελάχιστων 
τετραγώνων». Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να επιτύχουµε την ελαχιστοποίηση:  
 
Τρόπος 1.  Να παρατηρήσουµε ότι κατά το δεύτερο λόγο που προαναφέραµε για 
τον οποίο το σύστηµα Αc=b δεν περιµένουµε να έχει λύση, ισχύει γενικά 
Αc∈S n⊂  αλλά b∈ n  µε b∉S. Θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το Acbr −= , 
δηλαδή να προσδιορίσουµε το διάνυσµα c ώστε η εικόνα Αc (που δεν µπορεί να 
ξεφύγει από το χώρο των στηλών S) να είναι όσο πιο κοντά γίνεται στο b που 
βρίσκεται εκτός του S. Άρα θέλουµε το διάνυσµα b-Αc να είναι κάθετο στο χώρο S. 
Επειδή ο S παράγεται από τις στήλες του Α αρκεί το b-Ac να είναι κάθετο στις 
στήλες αυτές, δηλαδή το εσωτερικό γινόµενο του b-Ac µε τη στήλη q του Α να είναι 
µηδέν για όλα τα q=1,…,k: 
 

 [b-Ac]Tvq = 0,     q = 1,…,k,          (5.15) 
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όπου vq είναι το διάνυσµα στη στήλη q. Από την (5.9) 
 

 vq= [φq(t1)….φq(tn)]T           (5.16) 
 
και µε χρήση των (5.10), (5.13) βρίσκουµε 
 

[f1- f(t1)]φq(t1) +…+ [fn-f(tn)]φq(tn) = 0  q=1,…,k 
 
Αντικαθιστώντας τις τιµές f(tj) από την (5,6), µε t=tj, βρίσκουµε το σύστηµα  
 

                         Bc = d                                                           (5.17) 
 
 όπου ο Β είναι kxk µε  
 

             Β(m,q) = m
1

( ) ( )
n

j q j
j

t tφ φ
=

∑    m,q=1,…,k                                  (5.18) 

 
(ο συντελεστής του cq στην εξίσωσή m ) και το διάνυσµα d ανήκει στον k  µε 
 

 d(m) = ∑
−−

n

j 1
mφ (tj) fj            (5.19) 

 
Παρατηρούµε ότι ο Β συµµετρικός, Β(m,q) =B(q,m), ή  BT = B. 
 
Τρόπος 2. Παρατηρούµε ότι αν στην (5.14)  αντικαταστήσουµε τις τιµές f(tj) από 
την (5.6) µε t=tj, η ποσότητα που θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε είναι συνάρτηση 
των c1,…,c1 και περιέχει όρους c 2

q , cmcq,  cq, m,q = 1,…, k και σταθερές. Έτσι 
µπορούµε να επιτύχουµε την ελαχιστοποίηση από την απαίτηση οι µερικές 
παράγωγοι της ποσότητας αυτής ως προς c1,…,ck να είναι µηδέν 
 

  
2

m

r
c

∂
∂

= 0   m =1,…, k .           (5.20) 

 
Οι  εξισώσεις (5.20) αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα kxk. Λεπτοµερέστερα, 
βρίσκουµε 
 

  2r = ∑
=

n

j 1
[fj-(c1φ1(tj) + … +ckφk(tj))]2           (5.21) 

 
οπότε οι k εξισώσεις (5.20) γίνονται  
 

2

m

r
c

∂
∂

 = ∑
=

n

j 1
2[fj-(c1φ1(tj) +…+ ckφκ(tj))] φm (tj) = 0  m =1,…k.     (5.22) 

        
ή     
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∑
=

n

j 1
= [ φ1(tj)φ1(tj)]c1 +…+ [φk(tj)φk(tj)]ck = ∑

=

n

j 1
φj(tj)fj      m =1,…,k 

 
ή  
 

Βc = d, 
 
Παρατηρούµε ότι έχουµε τον ίδιο συµµετρικό Β και τον ίδιο d που έδωσε και ο πρώτος 
τρόπος, µε τις σχέσεις (5.18)-(5.19). 
 
Επιπλέον, από τις σχέσεις (5.8), (5.9), (5.10) που περιγράφουν το αρχικό σύστηµα, µε 
τον Α να είναι nxk και b∈ n , παρατηρούµε ότι  
 

  Β = ΑΤΑ            (5.23) 
 

και   d = ATb            (5.24) 
 
Έτσι το σύστηµα (5.17) που χρειάζεται να λύσουµε είναι το  
 

  ΑΤΑc = ATb             (5.25) 
 
Αυτές είναι οι καλούµενες «κανονικές» εξισώσεις και βέβαια µπορούν να παραχθούν 
αµέσως µε πολλαπλασιασµό του αρχικού συστήµατος Αc=b  από αριστερά µε τον ΑΤ. 
 
 
 
Παράδειγµα 1.2 Το αποτέλεσµα τεσσάρων µετρήσεων (n=4) περιγράφεται από τον 
ακόλουθο πίνακα 
 
                 j =      1         2         3        4  
   
                 tj =     1       1.2       1.8       2 
 
                 fj =    5.16   5.70   6.98   7.37 
 
Οι  ειδικοί για το συγκεκριµένο θέµα στο οποίο αναφέρονται οι µετρήσεις γνωρίζουν 
(και το παρατηρούµε από τις συγκεκριµένες τιµές) ότι η f πρέπει να είναι ευθεία. Άρα 
παίρνουµε φ1(t) = 1 και φ2(t) =t  και θεωρούµε την  
                              

f(t) = c1φ1(t)+c2φ2(t) = c1+c2 t 
 
Η απαίτηση και τα τέσσερα σηµεία των εξισώσεων να ανήκουν στην ευθεία  της f δίνει 
το σύστηµα 

Ac = b 
µε 
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Α = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

21
8.11
2.11

11

 ,           b =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

37.7
98.6
70.5
16.5

 

 
Το σύστηµα έχει 2 αγνώστους και 4 εξισώσεις και δεν έχει λύση.  Η εφαρµογή της 
µεθόδου των ελάχιστων τετραγώνων δίνει τις κανονικές εξισώσεις 
                                              

Bc = d 
 
όπου    

      Β =ΑΤΑ= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
68.96
64

, 

 

και       d =ATb = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
30.39
21.25

    

 
Το σύστηµα είναι 2x2 και λύνεται εύκολα δίνοντας c1 = 3.0268  , c2 =2.1838        
άρα 

f(t) =3.0268   + 2.1838t 
 
 
Άσκηση 5.1 Να εφαρµοσθεί η µέθοδος των ελάχιστων τετραγώνων για την περίπτωση 
του Παραδείγµατος 5.1 
 
Παρατήρηση Ο Β=ΑΤΑ µπορεί να µην έχει καλό δείκτη κατάστασης. Έτσι χρειάζεται 
προσοχή στην επιλογή των συναρτήσεων φq στην έκφραση (5.6) που επιλέγουµε για 
την f, αφού οι συναρτήσεις αυτές καθορίζουν τον Β µέσω της (5.18). Η επιλογή πρέπει 
να αποσκοπεί  στην δηµιουργία ενός «καλού Β». Αν για παράδειγµα επιλέγαµε τις φq 
ώστε τα αντίστοιχα διανύσµατα φq = [φq(t1),..,φq(tn)]T να είναι µεταξύ τους κάθετα θα 
είχαµε διαγώνιο πίνακα Β.        


