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2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο εργαστήριο γίνεται συχνά η µέτρηση ενός µεγέθους y καθώς µεταβάλλεται  
άλλο φυσικό µέγεθος x. Το µέγεθος x θεωρείται ανεξάρτητη µεταβλητή και το y 
εξαρτηµένη ενώ το ζεύγος τιµών (x,y) είναι αυτό που αποκαλούµε µέτρηση. Κατά την 
επεξεργασία των πειραµατικών αυτών δεδοµένων “κατασκευάζεται”, σχεδόν πάντα, 
γραφική απεικόνιση των µετρήσεων (x,y) που µας επιτρέπει να εξάγουµε χρήσιµα 
συµπεράσµατα ως προς: 

•  την εξέλιξη του φαινοµένου. Από τη µορφή της γραφικής παράστασης 
διαπιστώνεται ποιά σχέση συνδέει την y µε την x. Ποιού βαθµού π.χ είναι η συνάρτηση 
y = f(x) ως προς x. 

•  τη συµφωνία των πειραµατικών µετρήσεων µε τις θεωρητικά αναµενόµενες. 
Μπορούµε δηλαδή να ελέγχουµε κατά πόσο η πειραµατική καµπύλη συµπίπτει µε την 
θεωρητικά αναµενόµενη, για την εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων ως προς την 
πιστότητα του πειράµατος ή της θεωρίας. 

•   την τιµή ενός τρίτου φυσικού µεγέθους που υπολογίζεται έµµεσα από τη γραφική 
παράσταση των µετρουµένων µεγεθών όπως π.χ. µεγέθη που είναι ίσα ή ανάλογα της  

κλίσεως της καµπύλης σε δεδοµένο σηµείο της, δηλαδή της παραγώγου : dy(x)
dx

  ή του 

εµβαδού ανάµεσα στην καµπύλη και τον άξονα x, δηλαδή του ολοκληρώµατος    

y(x)dx
β

α
∫ (α, β οι οριακές τιµές του x). 

 
 
2.2   Ο∆ΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ  ΤΗ  ΧΑΡΑΞΗ  ΓΡΑΦΙΚΩΝ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ    
 Η χάραξη των γραφικών παραστάσεων γίνεται συνήθως σε χιλιοστοµετρικό χαρτί  
(millimetré). Σε µερικές όµως περιπτώσεις απαιτείται ηµιλογαριθµικό ή (πολύ σπάνια) 
λογαριθµικό χαρτί. 
 
2.2.1   Γραµµική  Κλίµακα 
 Η γραµµική κλίµακα είναι  η πιο συνηθισµένη µορφή κλίµακας, που θα 
συναντήσουµε στις εργαστηριακές ασκήσεις. Για την ορθή απεικόνιση των µετρήσεων, η 
οποία παρέχει τη δυνατότητα εξαγωγής χρήσιµων συµπερασµάτων, θα πρέπει να 
ακολουθούνται προσεχτικά οι παρακάτω (καθολικά αποδεκτοί) κανόνες: 

•  Οι κλίµακες των αξόνων εκλέγονται µε τέτοιο τρόπο, ώστε η απεικόνιση να είναι 
ευδιάκριτη και η γραφική παράσταση να αναπτύσσεται σε τετραγωνικό περίπου τµήµα 
του µιλλιµετρέ. 

• Κάθε κλίµακα πρέπει να είναι οπωσδήποτε ισοδιάστατη. Τα µοναδιαία διαστήµατα 
των δύο κλιµάκων δεν είναι απαραίτητο να είναι ίδια.Εξάλλου είναι ανώφελο να 
συγκρίνονται µοναδιαία διαστήµατα διαφορετικών φυσικών µεγεθών. 

• Ως µοναδιαίο διάνυσµα εκλέγεται απλός ακέραιος ή δεκαδικός αριθµός, π.χ. 0.2, 
0.5, 1, 10 κ.λ.π. Κλασµατικοί αριθµοί, όπως 1/14 ή 1/3=0,3333 δεν αποτελούν 
κατάλληλα µοναδιαία διαστήµατα. 
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• Παράλληλα µε κάθε άξονα σχεδιάζεται βέλος που η κορυφή του δείχνει τη φορά 
αυξήσεως της τιµής του αντίστοιχου µεγέθους. Στην αρχή του βέλους τοποθετείται το 
σύµβολο του µεγέθους (π.χ. U ή i ή t) και κοντά στην κορυφή του η αντίστοιχη µονάδα 
µετρήσεως (V ή A ή sec), αν υπάρχει. 

• Για να σχηµατισθούν οι κλίµακες σηµειώνονται δίπλα στους άξονες µόνο 
πολλαπλάσια των µοναδιαίων διαστηµάτων και ποτέ οι ίδιες οι µετρήσεις. 

Για να κατανοηθεί ο τρόπος χαράξεως µιας καµπύλης σε χιλιοστοµετρικό χαρτί, 
περιγράφεται η διαδικασία για τη γραφική απεικόνιση της σχέσεως n = f(θ). ‘Εστω ότι, 
κατά τη µέτρηση του δείκτη διάθλασεως n υγρού, διαπιστώθηκε πως η τιµή του 
µεταβάλλεται µεταξύ των τιµών: 1,478 και 1,4772, όταν η θερµοκρασία παίρνει 
αντίστοιχα τιµές απο 80o µέχρι 150o C, σύµφωνα µε τις µετρήσεις του πίνακα 2.1 

Πίνακας 2.1 
α/α θ (oC) n 
1  80  1,4785 
2  90 1,4778 
3 100 1,4778 
4 110 1,4776 
5 120 1,4775 
6 130 1,4774 
7 140 1,4773 
8 150 1,4772 

 
Στον άξονα της θερµοκρασίας (θ) λαµβάνεται ως µοναδιαίο διάστηµα ίσο µε 10o C, 

που αντιστοιχούν σε 1 cm του χαρτιού (Σχήµα 2.1). Για τον άξονα του δείκτη διάθλασης 
(n) λαµβάνεται ως µοναδιαίο διάστηµα το 0,00025 που αντιστοιχεί επίσης σε 1 cm του 
χαρτιού. Με την επιλογή αυτή η γραφική παράσταση αναπτύσσεται σε τετραγωνική 
περίπου επιφάνεια και οι µετρήσεις του Πίνακα 2.1 σηµειώνονται πολύ εύκολα.  

Επίσης στο ίδιο διάγραµµα έχουν σηµειωθεί στον άξονα της θ οι τιµές 80, 100, 
120, 140, 160 (οC) και στον άξονα του n οι τιµές 1.4770, 1.4775, 1.478, 1.4785. Η 
µέτρηση π.χ. ( 90ο C, 1.4778 ) έχει εντοπισθεί µεταξύ των ενδείξεων 80ο C – 100ο C και 
1.4775 – 1.4780 αλλά δεν έχουν σηµειωθεί τα σηµεία 90οC και 1.4778 στους  άξονες.     
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Σχήµα  2.1 

 
Παρατηρούµε ακόµη ότι, στο παράδειγµα που εξετάζουµε, οι τιµές του n 

βρίσκονται σε µια µικρή περιοχή µεταξύ του 1,4772 και του 1,4780. Η κλίµακα του 
άξονα αυτού δεν πρέπει να επεκτείνεται πέρα από αυτήν την περιοχή και όπως 
παρατηρούµε στο διάγραµµα 2.1 έχει περιορισθεί µεταξύ των τιµών 1,4770 και 1.4785. 
Το ίδιο συµβαίνει και µε την κλίµακα του άξονα της θερµοκρασίας η οποία περιορίζεται 
µεταξύ των 80ο C και 160ο C. Αν ξεφύγουµε από τις περιορισµένες αυτές περιοχές, 
προσπαθώντας ίσως να συµπεριλάβουµε το “0” ως αρχή του άξονα, το αποτέλεσµα είναι 
αυτό που φαίνεται στο σχήµα 2.2 και δεν αποτελεί σωστή µορφή διαγράµµατος. Το να 
προσπαθήσουµε επιλέον να συµπεριλάβουµε το 0 ως κοινή αρχή των αξόνων, µας οδηγεί 
στο σχεδιασµό ενός διαγράµµατος ακατάλληλου να µας οδηγήσει σε οποιοδήποτε 
συµπέρασµα. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι το 0 λαµβάνεται ως κοινή αρχή των αξόνων 
µόνο όταν µεταξύ των µετρήσεων περιλαµβάνεται και η (0,0). 

Σχήµα  2.2 
 
2.2.2   Λογαριθµική κλίµακα 
 Μερικές φορές το ένα από τα δύο µεγέθη ( ή και τα δύο) µεταβάλλεται µέσα σε 
τόσο µεγάλη περιοχή και µε τέτοιο τρόπο, ώστε δεν είναι δυνατή η ευκρινής απεικόνιση 
της µεταβολής µε την βοήθεια γραµµικής κλίµακας. Αυτό συµβαίνει συνήθως όταν τα 
δύο φυσικά µεγέθη συνδέονται µε εκθετικές συναρτήσεις. Στίς περιπτώσεις αυτές 
χρησιµοποιείται συχνά η λογαριθµική κλίµακα. 
 Η κλίµακα αυτή χαράζεται ως εξής: Έστω ότι ο λογάριθµος ενός µεγέθους α 
µεταβάλλεται από 0 έως 1. Τότε το µέγεθος α µεταβάλλεται από 1 έως 10. Οι τιµές του 
logα, για ακέραιες τιµές του α,δίνονται στον Πίνακα 2.2: 
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Πίνακας  2.2 
α logα α logα 
1 0,000 6 0,779 
2 0,301 7 0,846 
3 0,478 8 0,904 
4 0,603 9 0,955 
5 0,699 10 1,000 

 
 
Σε µια γραµµική κλίµακα παίρνουµε µόνο τα σηµεία που αντιστοιχούν στις τιµές 

του logα του Πίνακα 2.2 και στις θέσεις αυτών σηµειώνουµε τις αντίστοιχες τιµές του α. 
Με τον τρόπο αυτό έχει κατασκευαστεί µία κλίµακα στην οποία σηµειώνονται τα α, αλλά 
οι αντίστοιχες αποστάσεις από την αρχή είναι ανάλογες του logα (Σχήµα  2.3). Η 
κλίµακα αυτή ονοµάζεται λογαριθµική και παρουσιάζει χαρακτηριστικές διαφορές µε 
την γραµµική κλίµακα: 

Σχήµα  2.3 
• ∆ε σηµειώνεται ποτέ η ένδειξη 0, µία και ο αντίστοιχος λογάριθµος τέινει προς το -∞. 
• Η χάραξη είναι ανισοδίαστατη, µε χαρακτηριστική πύκνωση στις µεγάλες ενδείξεις. 
Η απόσταση µεταξύ των αριθµών 2 και 3 π.χ. είναι πολύ µεγαλύτερη από την αντίστοιχη 
των 8 και 9 γιατί και οι αντίστοιχες διαφορές µεταξύ των λογαρίθµων είναι πολύ 
µεγαλύτερες.  
• Μία εκθετική καµπύλη, µε την βοήθεια της λογαριθµικής κλίµακας, µετατρέπεται σε 
ευθεία. 

Για παράδειγµα, έστω σειρά µετρήσεων που δίνουν τη µεταβολή της 
ραδιενέργειας υλικού σα συνάρτηση του χρόνου. Στον πίνακα 2.3 σηµειώνονται οι 
µετρήσεις αυτές για το ισότοπο Au – 192. Η ραδιενέργεια εκφράζεται σε διασπάσεις ανά 
δευτερόλεπτο και ο χρόνος σε ηµέρες. 
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Πίνακας 2.3 

t 
(ηµέρες) 

Ραδιενέργεια 
(∆ιασπάσεις / sec) 

t 
(ηµέρες) 

Ραδιενέργεια 
(∆ιασπάσεις / sec) 

0 300 = 3,0.102 12 14 = 1,4. 101 

2 180 = 1,8.102 14 8,4 = 8,4. 10ο 

4 110 = 1,1. 102 16   5 = 5,0. 10ο 

6    65 = 6,5. 101 18   3 = 3,0. 10ο 

8    39 = 3,9. 101 20 1,8 = 1,8. 10ο 

10    23 = 2,3. 101 22 1,1 = 1,1. 10ο 

 
Παρατηρείται ότι, εάν για τη γραφική παράσταση του φαινοµένου αυτού 

χρησιµοποιηθεί γραµµική κλίµακα (Σχήµα  2.4), θα σηµειωθούν µε την ίδια ακρίβεια οι 
µετρήσεις και των τριών περιοχών που διακρίνονται στον πίνακα 2.3. ∆ηλ. η σχετική 
ακρίβεια µε την οποία σηµειώνονται οι τελευταίες χρονικά µετρήσεις είναι πολύ 
µικρότερη από την αντίστοιχη για τις πρώτες. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα  2.4 
 

Άν όµως οι τιµές της ραδινέργειας σηµειωθούν σε λογαριθµική κλίµακα (Σχήµα  
2.5) η σχετική ακρίβεια των µετρήσεων είναι πάντα η ίδια. 
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Το χαρτί που χρησιµοποιείται για το σκοπό αυτό (Σχήµα 2.5), δηλ. το χαρτί µε τη 
µία κλίµακα λογαριθµική και την άλλη γραµµική, ονοµάζεται ηµιλογαριθµικό.   

Σχήµα  2.5 
2.2.3   ΧΑΡΑΞΗ  ΤΗΣ  ΚΑΜΠΥΛΗΣ  
 Κατά την χάραξη της γραφικής απεικόνισης για τη συνάρτηση: y = f(x) δεν είναι 
απαραίτητο η καµπύλη να διέρχεται από όλες τις µετρήσεις. Συνήθως τα πειραµατικά  
αποτελέσµατα, ακόµα και τα κατά το δυνατόν πιο αξιόπιστα, δε βρίσκονται ακριβώς 
πάνω σε µια οµαλή καµπύλη. Αν π.χ. χαράξουµε τη καµπύλη που περνά  από όλα τα 
σηµεία του σχ.2.6, θα προκύψει η εστιγµένη γραµµή (1). Η εστιγµένη καµπύλη είναι 
εντελώς λάθος γιατί δείχνει ότι, στα σηµεία αυτά, το µετρούµενο µέγεθος αλλάζει 
αλµατωδώς κάποιες ιδιότητες του µε αποτέλεσµα το διάγραµµα τελικά να µην 
αντιπροσωπεύει κανένα νόµο(η κλίση, π.χ. και το µέγεθος που αντιπροσωπεύει αλλάζει 
ακαριαία) Η σωστή καµπύλη φαίνεται στο ίδιο διάγραµµα  και είναι η γραµµή (2). Η 
γραµµή αυτή δε διέρχεται ακριβώς από τις µετρήσεις αλλά ανάµεσά τους έτσι ώστε να 
είναι συνεχής και οµαλή.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα  2.6 
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Εξάλλου φέροντας τα σηµεία στο σχήµα µας δεν αναφερθήκαµε καθόλου στα 

σφάλµατα που όπως είπαµε στην άσκηση 1 συνοδεύουν κάθε µέτρηση και κάθε 
πειραµατικό αποτέλεσµα. Τα σφάλµατα πρέπει πάντα  να χαράσσονται στο διάγραµµα 
για κάθε σηµείο όπως φαίνεται στο σχήµα 2.7 όπου τα δx και τα δy είναι τα σφάλµατα 
(ανάγνωσης, µεσης τιµής η σύνθετα) ενώ το µέγεθος των γραµµών ανταποκρίνεται στο 
µέγεθος των σφαλµάτων σύµφωνα µε τις χρησιµοποιούµενες για τα x και y κλίµακες. 
 
 

 
 
 
 

Σχήµα  2.7 
 

Για τη χάραξη  λοιπόν της καµπύλης πρέπει να λαµβάνονται υπόψη οι εξής 
βασικές αρχές: 
 Η καµπύλη y=f(x) πρέπει να είναι συνεχής και οµαλή. 
 Η καµπύλη χαράσσεται έτσι ώστε, όσες µετρήσεις δε βρίσκονται πάνω σε αυτή, να 
φαίνονται και από τις δύο πλευρές της κατά το δυνατόν συµµετρικά.  
 Η καµπύλη πρέπει να διέρχεται όσο το δυνατόν µέσα από τις περιοχές σφαλµάτων 
των µετρήσεων. Σε περίπτωση που µία µέτρηση δεν συνδέεται µε τις υπόλοιπες, επειδή 
βρίσκεται πολύ µακριά από αυτές και από την πιθανή καµπύλη, δεν λαµβάνεται υπόψη 
κατά τη χάραξη παρά το γεγονός ότι σηµειώνεται. 

Έτσι οι καµπύλες χαράσσονται όπως φαίνονται στα σχήµατα 2.8 και 2.9   
 
 
 

 
 
                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα  2.8 
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Σχήµα  2.9 
 

2.3   ΜΕΘΟ∆ΟΣ  ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ  ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 
 
 Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε πως µπορούµε να χαράξουµε γραφική 
παράσταση έχοντας ένα πίνακα τιµών. Θα ασχοληθούµε τώρα µε την χάραξη ευθειών, 
αφού πολύ συχνά στο Εργαστήριο οι σχέσεις που έχουµε είναι ή τις κάνουµε γραµµικές. 
 Έστω λοιπόν ότι έχουµε δύο ποσότητες  x, y οι οποίες γνωρίζουµε ότι συνδέονται 
µε µια γραµµική σχέση της µορφής: 

y = A + Bx     (2.1) 
όπου τα Α και Β είναι σταθερές (το Β είναι η κλίση της ευθείας ενώ το Α είναι η 
τεταγµένη επί την αρχή). Ένα παράδειγµα δύο τέτοιων ποσοτήτων που συνδέονται µε 
γραµµική σχέση είναι η ταχύτητα u (εξαρτηµένη µεταβλητή) και ο χρόνος t (ανεξάρτητη 
µεταβλητή) στην  πτώση σώµατος, αφού ως γνωστό ισχύει η σχέση: u = uo + gt 
 Αν τώρα καταφέρναµε να µετρήσουµε για τις τιµές x1, x2, … xN της ανεξάρτητης 
µεταβλητής τις αντίστοιχες τιµές y1, y2, … yN  της εξαρτηµένης µεταβλητής µε απόλυτη 
ακρίβεια, τότε θα περιµέναµε  ότι τα σηµεία (xι,  yι  ) θα βρίσκονταν ακριβώς πάνω σε µία 
ευθεία όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

Σχήµα  2.10 

x

y 

x

y
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 Προφανώς λόγω σφαλµάτων στις µετρήσεις θα έχουµε κάτι, όπως το σχήµα: 
 Υπάρχουν τώρα δύο ερωτήµατα στα οποία θα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε. 

  Σχήµα  2.11 
 
Α) Γνωρίζοντας ότι οι µεταβλητές µας y και x συνδέονται µε γραµµική σχέση, ποιά είναι 
η ευθεία γραµµή που ταιριάζει καλύτερα στα δεδοµένα; (δηλ. ποιές είναι οι τιµές των 
σταθερών Α και Β;). 
  B)Πόσο καλά “συµµορφώνονται” οι µετρήσεις  (xι,  yι  ) µε την γραµµική 
σχέση που περιµέναµε να έχουν; 
 
2.3.1   Χάραξη  της  καλύτερης  ευθείας 
 Η απάντηση στο πρώτο ερώτηµα προφανώς µπορεί να δoθεί πρακτικά (χάραξη, 
κατ΄εκτίµηση,  ευθείας που να ανταποκρίνεται στις παραπάνω αρχές) µε προφανή τα 
µειονεκτήµατα του τρόπου αυτού. Για να αποφύγουµε αυτά τα µειονεκτήµατα 
εφαρµόζουµε  αναλυτικό τρόπο για την χάραξη ευθειών. 
 Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι στις µετρήσεις της  ποσοτήτας x  τα σφάλµατα είναι 
αµελητέα, ενώ όλες οι αντίστοιχες της  y γίνονται µε το ίδιο σφάλµα δy. Η ευθεία π.χ του 
σχ.(2.12), που θα χαράξουµε πρέπει να περνάει όσο πιο κοντά γίνεται απο τα 
πειραµατικά σηµεία. Άρα πρέπει να προκύψουν τιµές για τα Α και Β, ώστε να 
ελαχιστοποιήσουµε ταυτόχρονα τις κατακόρυφες αποστάσεις (di) των πειραµατικών 
σηµείων απο την ευθεία. Πρέπει, δηλαδή, να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση: 
 

(2.2) 
 

 Σχήµα  2.12 

( )
2N

1i
ii BxAyq ∑

=

−−=

x

y

x

y

d2
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 Γνωρίζουµε ότι το ελάχιστο µιας συνάρτησης βρίσκεται απο τον µηδενισµό της 
πρώτης παραγώγου και επειδή εδώ έχουµε δύο µεταβλητές (τις Α και Β) πρέπει να 
µηδενιστούν ταυτόχρονα οι µερικές παράγωγοι δηλ.: 

 
 
 Απο το παραπάνω σύστηµα παίρνουµε σαν λύσεις των Α και Β τα: 
 
 
 
 

(2.3) 
 
 
 
 
 

(2.4) 
 
 
 
 Οι παραπάνω σχέσεις δίνουν τις καλύτερες εκτιµήσεις για τις σταθερές Α και Β 
µε βάση τις µετρήσεις (xi, yi) που έχουµε. Επειδή ο υπολογισµός βασίστηκε στην 
ελαχιστοποίηση ενός αθροίσµατος τετραγώνων γι' αυτό και η µέθοδος ονοµάζεται 
µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων. 
 
2.3.2   Σφάλµατα  των  σταθερών  Α και  Β 
 Είναι φυσικό τώρα να προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε τα σφάλµατα στις 
σταθερές Α και Β . Χρησιµοποιώντας τη διάδοση των σφαλµάτων και έχοντας κατά νου 
τη βασική υπόθεση της προηγούµενης παραγράφου ότι δηλ. τα σφάλµατα στις µετρήσεις 
της ποσότητας x  είναι αµελητέα ενώ όλες οι µετρήσεις της ποσότητας  y έχουν το ίδιο 
σφάλµα δy µπορείτε να αποδείξετε ότι: 
 
 

                2
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(2.6) 

 
 
 
 Αυτό που αποµένει τώρα είναι να εκτιµήσουµε το σφάλµα δy. Αυτό είναι πολύ 
εύκολο αφού έχουµε βρεί τις τιµές των Α και Β και µπορούµε να υπολογίσουµε τις 
διαφορές των πειραµατικών απο τις θεωρητικές τιµές του y. Έτσι το σφάλµα θα είναι: 
 

(2.7) 
 
 
 
2.3.3   Συντελεστής  Γραµµικής  Συσχέτισης 
 Προφανώς µπορούµε να απαντήσουµε ποιοτικά στο δεύτερο ερώτηµα, δηλ. το 
κατά πόσο καλά οι µετρήσεις µας (xi, yi) συµορφώνονται µε την γραµµικότητα που 
περιµέναµε, εξετάζοντας πόσο µακριά ή κοντά είναι τα σηµεία µας στην ευθεία που 
έχουµε χαράξει µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
 Εκτός όµως απο αυτό το ποιοτικό κριτήριο υπάρχει και ένα ποσοτικό κριτήριο 
που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και είναι ο αριθµός: 
 
 

(2.8) 
 
 
 
  Ο δείκτης r είναι µια αδιάστατη ποσότητα που ονοµάζεται συντελεστής 
γραµµικής συσχέτισης και οι τιµές που µπορεί να πάρει είναι ανάµεσα στο -1 και στο 
+1. Μπορεί πολύ εύκολα να αποδειχθεί ότι όσο πιο κοντά στο +1 ή στο -1 είναι η τιµή 
του r τόσο καλύτερα ταιριάζουν οι µετρήσεις στην ευθεία και άρα υποστηρίζουν 
γραµµική σχέση µεταξύ των δύο µεταβλητών. Αντίθετα, όσο πιο κοντά πηγαίνουµε στο 
µηδέν, τόσο τα πειραµατικά σηµεία  είναι µακριά απο την ευθεία που χαράξαµε. 
Αναρωτηθείτε, µε τη βοήθεια και της σχέσης (2.8), γιατί το “ 1± ” και το “0” “0” 
θεωρούνται κριτήρια για τις ακραίες περιπτώσεις. 
 
 Αριθµητικό παράδειγµα 
 
 Για παράδειγµα, ας υποτεθεί ότι στα άκρα  ωµικής αντίστασης εφαρµόζεται 
διαφορά δυναµικού U και µετράται το ρεύµα i που τη διαρρέει. Λαµβάνονται 11 
διαφορετικές µετρήσεις καταγεγραµµένες στον Πίνακα 2.4. Η γραφική παράσταση των 
µετρήσεων αυτών δίνεται στο Σχ. 2.13. Πριν χαραχθεί η καµπύλη, η θεωρητική 
επεξεργασία µπορεί να έχει δώσει µιά σχέση γραµµική ή µη γραµµική µεταξύ των δύο 
µεταβλητών.  
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Πίνακας  2.4 

α/α U 
(Volt) 

i   
(A) 

U2 

(Volt) 2 
i2  

 (A) 2 
Ui 
(Volt.A) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

0,00 
0,32 
0,83 
1,00 
1,20 
1,48 
1,50 
1,70 
1,85 
1,90 
2,40 

0,000 
0,020 
0,030 
0,040 
0,048 
0,054 
0,060 
0,067 
0,070 
0,078 
0,090 

0,0000 
0,1024 
0,6889 
1,0000 
1,4400 
2,1904 
2,2500 
2,8900 
3,4225 
3,6100 
5,7600 

0,0000 
0,0040 
0,0090 
0,0016 
0,0023 
0,0029 
0,0036 
0,0045 
0,0049 
0,0061 
0,0081 

0,0000 
0,0064 
0,0249 
0,0400 
0,0576 
0,0799 
0,0900 
0,1139 
0,1295 
0,1482 
0,2160 

ΣU=14.18 Volt 
Σi=0.557 A 
(Σi)2=0.3103 A2 

ΣU2=23.3542 Volt2 

Σi2=0.03532 A2 

Σ(U.i)=0.9064 Volt.A 
Στην περίπτωση γραµµικής σχέσης, (U=A+Bi για το παράδειγµα) υπολογίζονται 

µε βάση τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τα χαρακτηριστικά της ευθείας (κλίση B 
και τετµηµένη A) από τις σχέσεις (2.4) και (2.3).  

A= -0.0551 Volts 
                          B = 26,5654 Ω   (= 26,5654 V/A) 

Aπό τις σχέσεις (2.7), (2.5) και (2.6) βρίσκονται τα σφάλµατα υπολογισµού των 
µεγεθών, τα οποία στο παράδειγµα αυτό είναι: 

δU = ± 0,1Volt,     δA =±  0,2Volt      και     δB = ± 1Ω 
Aυτό συνεπάγεται ότι η µέτρηση της τάσης έχει γίνει µε σφάλµα ± 0.1V και έχει 
υπολογισθεί ότι η ωµική αντίσταση R είναι ίση προς: 

R=(27±1) Ω. 
 

2.7 ΣΧEΣΕΙΣ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ 

Συχνά σχέσεις µη γραµµικές µεταξύ δύο µεταβλητών, µετατρέπονται σε 
γραµµικές µε κάποιο τέχνασµα για να είναι ευκολότερη η µελέτη των πειραµατικών 
αποτελεσµάτων. Aυτό συµβαίνει π.χ. στην περίπτωση της σχέσης µεταξύ της έντασης Ι 
της ακτινοβολίας γ (που διέρχεται από µεταλλικό φύλλο υλικού µε γραµµικό συντελεστή 
απορρόφησης µ) µε το πάχος x του φύλλου. Iσχύει τότε η σχέση:  

 
Ιx=Ιoexp(-µx) 

 
όπου Ιo και Ιx είναι η ένταση της ακτινοβολίας πριν και µετά την έξοδο της απο το υλικό,. 
H σχέση αυτή είναι εκθετική και µε τη χάραξή της δεν µπορεί να υπολογισθεί ο 
συντελεστής απορροφήσεως µ. Aντίθετα, αν η σχέση αυτή µετατραπεί στην: 
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y= ln
I
Ix

0 =µx 

και ληφθεί ως νέα εξαρτηµένη µεταβλητή y ο φυσικός λογάριθµος, ενώ ανεξάρτητη 
µεταβλητή είναι  το πάχος x, προκύπτει γραµµική σχέση µεταξύ των x και y µε κλίση ίση 
µε µ. 

 Ένα άλλο παράδειγµα είναι η σχέση 
k
M2T π=  που µας δίνει την περίοδο ταλά-

ντωσης (Τ) µιάς µάζας (Μ) αναρτηµένης σε ελατήριο σταθεράς k. Αν µετατρέψουµε τη 

σχέση αυτή στήν M
k

2T π
=  έχουµε µια γραµµική σχέση µε εξαρτηµένη µεταβλητή 

y=T, ανεξάρτητη µεταβλητή x= M και σταθερά Β=
k

2π . 

Σηµείωση : Ισοδύναµη επιλογή είναι να  µετατρέψουµε τη σχέση σε : M
k

T
2

2 4π
= και 

να επιλέξουµε ως ανεξάρτητη µεταβλητή το Μ και εξαρτηµένη το Τ2, οπότε η σταθερά Β 

είναι : B=
k

24π  

 
ΠΡΟΣΟΧΗ: 1) Στις γραφικές παραστάσεις πρέπει να σηµειώνονται οπωσδήποτε τα 
πειραµατικά σηµεία. Η κλίση και η τεταγµένη επι την αρχή, όταν πρόκειται για ευθεία, 
υπολογίζονται σύµφωνα µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
  2) Όταν χρησιµοποιούµε τα Α, Β που υπολογίζουµε απο τη µέθοδο των 
ελαχίστων τετραγώνων για να βρούµε µια φυσική ποσότητα, θα υπολογίζουµε πάντα τα 
σφάλµατα δΑ και δΒ ώστε απο τη θεωρία της διάδοσης σφαλµάτων να βρίσκουµε και το 
σφάλµα της ζητούµενης φυσικής ποσότητας. 
  
2.8  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Κατά τη θέρµανση µάζας νερού η θερµοκρασία της µεταβάλλεται µε το χρόνο 

σύµφωνα µε τη σχέση t
cmJ

IU
⋅

⋅⋅
⋅

+= 0θθ . (J=4,18
cal

Joule ) Κατά τη διάρκεια ενός 

πειράµατος διατηρώντας σταθερό τον όρο 
cmJ

IU
⋅⋅

⋅ , µετρήθηκαν οι τιµές θερµοκρασίας 

που φαίνονται στον Πίνακα 2.5 για τις αντίστοιχες χρονικές στιγµές. Να παρασταθεί 
γραφικά η σχέση θ = θ(t) και να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής της θερµοκρασίας. Κατά τη 
χάραξη να ληφθούν υπόψη υπολογισµοί της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 

Πίνακας 2.5 
  t (min) θ (°C) 

0 
4 
6 
8 
10 

14.6 
18.0 
19.8 
21.5 
23.2 
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2. Στον Πίνακα 2.6 δίνονται οι τιµές της γωνίας στροφής του επιπέδου πολώσεως θ, για 
διαφορετικές τιµές της συγκεντρώσεως C.υδατικού διαλύµατος σακχάρου Η γωνία θ έχει 
µετρηθεί τρεις φορές για κάθε τιµή της συγκεντρώσεως. Να χαραχθεί το διάγραµµα 

( )Cfθ =  και να σηµειωθούν οι αντίστοιχες τιµές του σφάλµατος ∆θ. Κατά τη χάραξη να 
ληφθούν υπόψη υπολογισµοί της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων. 

 
Πίνακας 2.6 

 

θ (µοίρες) C (%κ.ό) θ (µοίρες) C (%κ.ό)

20.40 
21.50 
22.10 

 
3.42 

30.10 
29.35 
28.75 

 
17.10 

24.55 
25.00 
23.50 

 
8.55 

38.00 
37.55 
37.85 

 
25.65 

 
3. Έχει διαπιστωθεί ότι πολλές βιολογικές παράµετροι  σχετίζονται µε το µέγεθος ενός 
ζώου σύµφωνα µε τη σχέση: 

Υ  = αΜb 
όπου Υ η συγκεκριµένη µεταβλητή (π.χ η µάζα του λίπους ενός ζώου, ο µέσος χρόνος 
ζωής του κ.ο.κ.),  Μ η συνολική µάζα του ζώου και α, b δύο σταθερές. Μια τέτοια 
εξίσωση ονοµάζεται αλλοµετρική. 
 Στον Πίνακα 2.7 δίνονται για διάφορα είδη ζώων η µάζα τους (Μ) και ο µέσος 
χρόνος ζωής τους (Τ). 

Πίνακας 2.7 
 

ΖΩΟ Μ (kgr) Τ (έτη) 
Ποντίκι 0.02 3.5 

Ινδικό Χοιρίδιο 0.26 7.5 
Αλεπού 3 14 
Κατσίκα 34 18 
Άνθρωπος 63 70 
Γορίλλας 190 36 
Ελέφαντας 3500 70 

 
i) Υπολογίστε τις σταθερές α, b. 
ii) Υπολογίστε το συντελεστή γραµµικής συσχέτισης r. 

 ii) Προβλέψτε το µέσο χρόνο ζωής για την τίγρη µε µέση µάζα 99 kgr. 
  
4. Στον πίνακα 2.8 δίνεται η ένταση Ιx ακτινοβολίας γ σε συνάρτηση µε το πάχος x . Να 
χαραχτεί σε χιλιοστοµετρικό χαρτί κατάλληλη καµπύλη, ώστε να βρεθεί ο συντελεστής 
απορροφήσεως µ και το σφάλµα δµ. 
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Πίνακας 2.8 
 

Ιx (κρούσεις / min)  x (mm) 

15195 0,00 

14208 0,90 

12899 3,50 

10647 6,25 

9205 9,75 

 
   

5. Στόν Πίνακα 2.9 φαίνονται εξισώσεις απο διάφορα πεδία της Φυσικής. Για 
καθεµία απ’ αυτές δίνονται η ανεξάρτητη, η εξαρτηµένη µεταβλητή και οι σταθερές.  

 
Πίνακας 2.9 

 
Εξίσωση Εξαρτηµένη 

Μεταβλητή 
Ανεξάρτητη 
Μεταβλητή 

Σταθερές 

NF µ=  F N µ 
gtuu 0 +=  u t uο ,  g 

t
0eNN λ−=  N t No   , λ 

f
1

v
1

u
1

=+  
v u f 

2
cw kRTT −=  Tw R Tc ,  k 

 Α) Πως θα κάνουµε γραµµικές τις παραπάνω εξισώσεις; Σχεδιάστε πρόχειρες 
γραφικές παραστάσεις. 
 Β) Πως συνδέονται η κλίση και η τεταγµένη επί την αρχή µε τις σταθερές κάθε 
εξίσωσης.; 
 
4. Με τα δεδοµένα της άσκησης 4 χαράξτε τη γραφική παράσταση σε ηµιλογαριθµικό 

χαρτί. Να βρεθεί το πάχος ηµιαπορρόφησης x1/2 (x1/2=
µ

2n ) και το σφάλµα δ x1/2. 

5. Μετατρέψτε κατάλληλα  τις παρακάτω σχέσεις, ώστε να γίνουν γραµµικές. Ποια 
µεγέθη υπολογίζονται από το διάγραµµα και πως; 
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Μη γραµµική 
σχέση 

Ανεξάρτητη 
µεταβλητή 

Εξαρτηµένη 
µεταβλητή 

Γραµµική  
σχέση 

Μεγέθη στους 
άξονες 

Τ=2π
g

 
 
ℓ 

 
Τ 

  

J=Joe-µx x J   

s= 2

2
1 tα  

 
t 

 
s 

  

dg
h

..
4

ρ
γ

=  
d h   

 
 

 
8. Οµάδα φοιτητών πήρε σειρά 10 µετρήσεων, 
(που φαίνονται στον παρακάτω πίνακα) σε απλό 
εκκρεµές (x=OK, όπου Κ το κέντρο µάζας 
σφαίρας-νήµατος). Να συµπληρωθούν οι 
υπόλοιπες γραµµές και στήλες του πίνακα. Να 

κάνετε το διάγραµµα : x=f( 2

2

4π
T ) .Στο διάγραµµα 

να φαίνονται και οι περιοχές σφάλµατος για τα 
µεγέθη των 2 αξόνων (αν οι κλίµακες το 
επιτρέπουν). Να υπολογιστεί η κλίση και η τιµή 

του g.   g=……… 2s
m  Nα βρεθεί το σφάλµα δg του 

g.   δg=± …. . 2s
m  Να γραφεί το τελικό 

αποτέλεσµα µε τη µορφή: g± δg=…….. 2s
m  

(Συµβουλευθείτε το Παράρτηµα Α. Θυµηθείτε τη σχέση: α
π

−Τ= 2
24

gx ) 

α/α x  (cm) 10T  (s) T  (s) T2  (s2) T2/4π2  (s2) 
  1      
  2      
  3      
  4      
  5      
  6      
  7      
  8      
  9      
10      
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9.  Επιδιώκεται ο υπολογισµός της σταθερής k ελατηρίου µε 2 µεθόδους : 
α) στατική: µετρώνται οι τιµές επιµήκυνσης (∆ℓ) του ελατηρίου όταν αναρτούνται 
σώµατα µε διαφορετική µάζα (m).(Νόµος Hooke: F=k. ∆ℓ)  
β) δυναµική : µετρώνται οι τιµές περιόδου (Τ) ταλάντωσης των σωµάτων για τα 
σώµατα, µε µικρή αποµάκρυνσή τους από τη θέση ισορροπίας. (Αντίστοιχη σχέση: 

k
mT π2= ). Και στις 2 περιπτώσεις το ελατήριο θεωρείται αβαρές, ενώ στη µέθοδο 

(β) τα σώµατα έχουν αµελητέες διαστάσεις.  
Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τις µετρήσεις που πραγµατοποιήθηκαν σε ελατήριο (η 
διαφορετικά ελατήρια). 
 

Να γίνουν τα κατάλληλα 
γραµµικά διαγράµµατα για 
τις 2 µεθόδους από τα οποία 
να βρεθεί η σταθερή k. Να 
συγκριθούν οι δυο τιµές της 
k. Πιστεύετε ότι οι δυο 
µέθοδοι εφαρµόστηκαν στο 
ίδιο ελατήριο; Ποια µέθοδος 
πιστεύετε ότι είναι πιο 
αξιόπιστη και γιατί; 
 
 

 
10. Ακτινοβολία γ διαδίδεται στον αέρα(x=0mm) και µέσα σε πλάκες  ενός υλικού           

πάχους x. Η ένταση Ι και το πάχος  
µετρήθηκαν 3 φορές για κάθε 
περίπτωση και τα αποτελέσµατα 
φαίνονται στον πίνακα. ∆ίνεται η 
σχέση :              x

o eII µ−= .  
(µ είναι ο γραµµικός συντελεστής 
απορρόφησης του υλικού. Να 
γίνει κατάλληλο γραµµικό 
διάγραµµα στο οποίο να φαίνονται 
τα δΙ και δx από το οποίο να 
υπολογιστεί το µ.  

 
11. Κατά τη θέρµανση µάζας υγρού µε τη βοήθεια ηλεκτρικής αντίστασης η αύξηση 

της θερµοκρασίας θ(t) µε το χρόνο δίνεται από τη σχέση: θ(t)=θο+ t
c
A  ( το µέγεθος 

Α συνδέεται µε τα ηλεκτρικά µεγέθη και τη µάζα του υγρού). Για ίδιες ποσότητες 

m(gr) B(N) x (cm) 10T(s) T (s) T2 (s2) 
    50    1,0   1,64   
  100    2,6   1,67   
  150    4,0   1,84   
  200    5,4   2,16   
  250    6,2   2,49   
  300    8,0   2,70   
  350    9,0   2,89   
  400  10,0   3,07   
  450  11,4   3,25   
  500  12,8   33,9   

I κρ/min) x (mm) I (κρ/min) x (mm) 

151 
148 
156 

0,00 
0,00 
0,00 

78 
86 
79 

3,29 
3,28 
3,26 

104 
112 
108 

1,87 
1,92 
1,91 

81 
77 
70 

4,73 
4,72 
4,69 

90 
85 
88 

2,95 
2,99 
2,98 

53 
59 
62 

12,58 
12,54 
12,59 
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νερού και άγνωστου υγρού δίνονται οι µετρήσεις θ(t) µε ίδια ηλεκτρικά µεγέθη (Α = 
σταθερό) για τα 2 υγρά. 

Να γίνουν οι καµπύλες: θ(t) στο ίδιο διάγραµµα 
και να υπολογιστούν οι κλίσεις τους. Τι εκφράζει 
η κλίση µιας τέτοιας καµπύλης; Αν θεωρήσουµε 
γνωστή την ειδική θερµότητα c του νερού 

(c=1
Cgr

cal
o.

) , να βρεθεί η αντίστοιχη τιµή για το 

άγνωστο υγρό.  
 

                 cx xcδ± =……..
Cgr

cal
o.

 

 
 

 
 
 
12. Οι τιµές του πίνακα αναφέρονται σε κινητό.  Η σχέση: s=30,77+0,64t  και  : 
σΑ= ±  0,08 και σΒ=± 0,015 (σε µονάδες του πίνακα, που προέκυψαν µε τη µέθοδο 

ελαχίστων τετραγώνων) να χρησιµοποιηθούν για την 
χάραξη της καµπύλης : s=f(t) και τον υπολογισµό της 
ταχύτητας υ  και του σφάλµατος συ του κινητού στο S.I   
 Το τελικό αποτέλεσµα να γραφεί µε την µορφή : 

 
υ± συ=........ 
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 Νερό Υγρό
t  (min) θ  (οC)   θ   (οC) 
      0    18,1    21,0 
      1    18,7    21,5 
      2    19,3    21,9 
      3    19,8    22,5 
      4    20,3    23,2 
      5    20,8    23,9 
      6    21,3    24,5 
      7    21,8    25,4 
      8    22,4    26,0 
      9    23,0    26,5 

t  (min) s  (m) 
      0    31,0 
      1    31,5 
      2    31,9 
      3    32,5 
      4    33,2 
      5    33,9 
      6    34,5 
      7    35,4 
      8    36,0 
      9    36,5 


