
ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ  ΑΣΚΗΣΗ  ΘΕ2 Γραφικές παραστάσεις, κλίση καµπύλης  
Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων 

1.  Σκοπός 
 
Πρόκειται για θεωρητική άσκηση που σκοπό έχει την περιληπτική αναφορά σε θεµα-
τολογίες που αφορούν την δηµιουργία γραφικών παραστάσεων καθώς και προσεγγί-
σεις αυτών µε µαθηµατικές συναρτήσεις (Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων). Είναι 
άσκηση εισαγωγικού χαρακτήρα της οποίας η κατανόηση θα βοηθήσει σηµαντικά 
στην σωστή διεξαγωγή των εργαστηριακών ασκήσεων που ακολουθούν. 
 
2.  Θεωρία 
 
Στα φυσικά φαινόµενα υπάρχει µια θεωρητική ή ακόµη και εµπειρική σχέση η οποία 
συνδέει το αποτέλεσµα µιας µέτρησης π.χ. το  φυσικό µέγεθος y µε µια ή και περισ-
σότερες αιτίες π.χ. τα µεγέθη x1, x2 ,…xν δηλαδή υπάρχει η σχέση : y = f ( x1, x2 ,… 
xν ). 
Στην προηγούµενη σχέση τα µεγέθη x1, x2,… xν ονοµάζονται ανεξάρτητες µεταβλη-
τές ενώ το µέγεθος y εξαρτηµένη µεταβλητή. Είναι προφανές ότι το µέγεθος y µετα-
βάλλεται κάθε φορά ανάλογα µε τις τιµές των επί µέρους ανεξάρτητων µεταβλητών 
του xi από i = 1 έως ν. 
Συνήθως σε µια πειραµατική µέτρηση ο παρατηρητής ελέγχει µια µόνο ανεξάρτητη 
µεταβλητή (έστω την x = xκ ) ενώ τις υπόλοιπες µεταβλητές τις θεωρεί ως σταθερές. 
Στην περίπτωση αυτή η εξάρτηση της µεταβλητής y από την ανεξάρτητη µεταβλητή 
xκ δίνεται από την σχέση : y = f ( x ) µε x1, x2 ,…xk-1, xk+1, .. xν σταθερές. 
 
Εάν τώρα είναι γνωστή η σχέση που συνδέει τα µεγέθη y και  xκ (ή x) τότε προσδιο-
ρίζονται θεωρητικά όλοι εκείνοι οι κανόνες και οι νόµοι που χαρακτηρίζουν το φυσι-
κό φαινόµενο από το οποίο προκύπτει η σχέση :  y = f ( x ). Αντίθετα εάν δεν είναι 
γνωστή η αναλυτική αυτή σχέση  ενώ είναι δυνατόν να µετρηθούν τα µεγέθη x και y 
τότε µε την απεικόνιση των ζευγών (x, y) σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων µπορεί 
να προσδιοριστεί αφ’ ενός η άγνωστη (τις περισσότερες φορές) σχέση : y = f ( x ) αφ’ 
ετέρου οι νόµοι που προσδιορίζουν το προς µελέτη φυσικό αυτό φαινόµενο (διαδικα-
σία δηµιουργίας µαθηµατικού µοντέλου). Η απεικόνιση αυτή χαρακτηρίζει τη γραφι-
κή παράσταση της συναρτήσεως y = f ( x ). Είναι φανερό λοιπόν ότι η γραφική πα-
ράσταση αποτελεί κάθε φορά την οπτική παρουσίαση του τρόπου εξάρτησης ενός 
αποτελέσµατος από την αντίστοιχή του αιτία, στο µελετούµενο φυσικό φαινόµενο. 
 
Αρκετές φορές τα πειραµατικά δεδοµένα πρέπει να απεικονίζονται υπό µορφή γραφι-
κών παραστάσεων σε ορθογώνιο σύστηµα αξόνων καρτεσιανών συντεταγµένων. Με 
τις γραφικές παραστάσεις επιτυγχάνονται κυρίως τα εξής : 
 

 ∆ηµιουργία ενιαίας εικόνας για την συνολική πορεία της συµπεριφοράς του 
φαινόµενου και της αλληλεξάρτησης των µεταβλητών του. 
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 Γίνεται άµεση εκτίµηση της κλίµακας των αριθµητικών τιµών για τα µεγέθη 
που συµµετέχουν και τέλος 

 ∆ιερευνάται η ύπαρξη κάποιας ένδειξης για τη µαθηµατική σχέση που µπορεί 
να συνδέει τις µεταβλητές αυτές. 

 
 
2.  Μέθοδος 
 
2.1  Η Τεχνική της ∆ηµιουργίας των Γραφικών Παραστάσεων 
 
Το πρώτο πράγµα στη δηµιουργία µιας γραφικής παράστασης – σε χιλιοστοµετρικό 
χαρτί – είναι η κατάλληλη επιλογή της κλίµακας και για τους δυο άξονες. Σηµειώνε-
ται ότι δεν είναι αναγκαίο η κλίµακα αυτή να είναι η ίδια για τον οριζόντιο και τον 
κατακόρυφο άξονα. Απεναντίας πολύ σπάνια είναι η περίπτωση όπου η ίδια κλίµακα 
και στους δυο άξονες δηµιουργεί µια ικανοποιητική γραφική παράσταση. Ουσιαστικό 
κριτήριο για την επιλογή της κλίµακας σε κάθε άξονα είναι αφ’ ενός µεν η συνολική 
διάσταση που επιθυµούµε να έχει το χιλιοστοµετρικό χαρτί (π.χ. 14 x 10 cm) και αφ’ 
ετέρου η µεταβολή του µεγέθους που απεικονίζεται στον συγκεκριµένο άξονα. Θα 
πρέπει η κλίµακα που επιλέγεται για κάθε υποδιαίρεση του χιλιοστοµετρικού χαρτιού 
να είναι ίση ή ακέραιο πολλαπλάσιο των αριθµών 2, 5 ή και 10. Έτσι γίνεται περισ-
σότερο εύκολος ο προσδιορισµός σηµείων που αντιστοιχούν σε ενδιάµεσες τιµές όχι 
µόνο κατά την δηµιουργία της γραφικής παράστασης αλλά και κατά το στάδιο της 
µετέπειτα αξιοποίησής της. Κάθε ζεύγος των µεγεθών (x, y) αποτυπώνεται στο επίπε-
δο σε σηµείο στο κέντρο ενός µικρού κύκλου (ή τετραγώνου) ή και από µια τοµή δυο 
µικρών ευθύγραµµων τµηµάτων. 
 
Θα πρέπει ακόµη και οι δυο άξονες να συµβολίζονται µε το φυσικό µέγεθος που α-
πεικονίζουν όπως επίσης και µε την αντίστοιχη µονάδα µέτρησης. Τέλος, η κάθε 
γραφική παράσταση θα πρέπει να συµβολίζεται αξιοποιώντας τα διεθνώς καθιερωµέ-
να σύµβολα των φυσικών µεγεθών και για τους δυο άξονες π.χ. v = f (t) ή s = f (t). 
 
2.2  Χάραξη της Πειραµατικής Καµπύλης 
 
Με δεδοµένη την διασπορά των πειραµατικών σηµείων στη γραφική παράσταση η 
πειραµατική καµπύλη που τελικά θα χαραχθεί οφείλει να είναι όσο το δυνατόν πιο 
οµαλή. Σε περιπτώσεις όπου δεν επιδιώκεται απόλυτη µαθηµατική ακρίβεια, η εκτί-
µηση για την καλύτερη καµπύλη καθορίζεται προσεγγιστικά µε το µάτι έτσι ώστε τα 
πειραµατικά σηµεία να κατανέµονται ισόρροπα γύρω από την χαραχθείσα οµαλή κα-
µπύλη. ∆ηλαδή, το ίδιο περίπου πλήθος πειραµατικών σηµείων θα πρέπει να βρίσκο-
νται αριστερά ή και δεξιά της συγκεκριµένης πειραµατικής καµπύλης. Εάν τα πειρα-
µατικά σηµεία φαίνεται να ανήκουν σε ευθεία γραµµή χαράσσουµε ευθεία µε τον χά-
ρακα, ενώ εάν η κατανοµή τους συµφωνεί µε κάποια µορφή καµπύλης, τότε χαράσ-
σουµε την καµπύλη αυτή µε καµπυλόγραµµο ή και µε ελεύθερο χέρι. 
 
Κατά την σχεδίαση δεν θα πρέπει να ενώσουµε στην τύχη ή και διαδοχικά όλα τα 
πειραµατικά σηµεία. Καµπύλες όπως του σχήµατος που ακολουθεί δεν δίνουν σωστή 
πληροφορία για τα µεταβαλλόµενα µεγέθη, ενώ η οµαλοποιηµένη καµπύλη του δίπλα 
ακριβώς σχήµατος, αν και δεν διέρχεται από όλα τα πειραµατικά σηµεία, εν τούτοις 
θεωρείται ότι περιγράφει ικανοποιητικότερα το φαινόµενο.  
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα προηγούµενα σχήµατα αντιστοιχούν στην ίδια ακριβώς 
χωρική κατανοµή πειραµατικών σηµείων µε διαφορετική όµως χάραξη της αντίστοι-
χης πειραµατικής καµπύλης. 
 
Όµοια το αριστερά σχήµα που ακολουθεί χαρακτηρίστηκε λάθος διότι η « προτεινό-
µενη » πειραµατική ευθεία «υποχρεώθηκε» να περάσει από την αρχή των αξόνων 

χωρίς αυτό να είναι υποχρεωτικά αναγκαίο. 
 
2.3  Υπολογισµός της Κλίσης σε Γραφική Παράσταση 
 
Η κλίση αποτελεί ένα ιδιαίτερα σηµαντικό φυσικό µέγεθος το οποίο προκύπτει από 
την γραφική παράσταση των µεταβλητών παραµέτρων ενός φυσικού φαινόµενου. 
Από πλευρά ορισµού η κλίση εκφράζει τον τρόπο µεταβολής της εξαρτηµένης µετα-
βλητής y σε µια δεδοµένη µεταβολή της ανεξάρτητης µεταβλητής x και αναφέρεται 
σε συγκεκριµένο σηµείο µικρής περιοχής της καµπύλης κάθε γραφικής παράστασης. 
 
Η κλίση m λοιπόν µιας πειραµατικής καµπύλης σε ένα σηµείο Α (xo , yo) ορίζεται ως 
το πηλίκο :  
m = ∆y / ∆x = ( y2 – y1 ) / ( x2 – x1 ) 
 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η ευθεία (ε) είναι η εφαπτοµένη ευθεία της πειραµατικής 
καµπύλης στο σηµείο Α (xo , yo) και µε την χάραξή της δηµιουργείται το ορθογώνιο 
τρίγωνο ΚΛΜ. Το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΛΜ έχει ως υποτείνουσα την εφαπτοµένη 
ευθεία (ε) ενώ το σηµείο Α βρίσκεται περί το µέσον της υποτείνουσας ΚΜ. Οι όροι 
του κλάσµατος (y2 – y1) και (x2 – x1) δεν αφορούν τα «γεωµετρικά µήκη» των πλευ-
ρών του ορθογωνίου τριγώνου αλλά είναι οι διαφορές των συντεταγµένων στους δυο 
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άξονες. Η κλίση λοιπόν είναι το πηλίκο της κατακόρυφης µεταβολής  ∆y προς την 
αντίστοιχη οριζόντια ∆x και µάλιστα η τιµή της είναι ανεξάρτητη της επιλογής των 
κορυφών Κ και Μ του ορθογώνιου τριγώνου ΚΛΜ. 

 
Σηµειώνεται ότι η τιµή της κλίσης για την συγκεκριµένη καµπύλη δεν είναι σταθερή 

τις γραφικές παραστάσεις που συνοδεύουν µια πειραµατική διαδικασία οι όροι ∆y 

ια επιπλέον επιβεβαίωση των ανωτέρω θα πρέπει να αναφερθεί ότι η κλίση είναι α-

αλλά εξαρτάται κάθε φορά από την επιλογή της περιοχής του σηµείου Α. ∆ηλαδή, η 
κλίση της ίδιας καµπύλης σε άλλο σηµείο θα είναι διαφορετική. Για παράδειγµα στο 
προηγούµενο σχήµα η κλίση της καµπύλης στη περιοχή του σηµείου Β είναι µηδέν. 
Βέβαια σε περίπτωση όπου η πειραµατική καµπύλη ταυτίζεται µε ευθεία – και η γρα-
φική αναπαράσταση γίνεται σε χιλιοστοµετρικό χαρτί – τότε η κλίση παραµένει στα-
θερή για οποιοδήποτε σηµείο της πειραµατικής αυτής ευθείας. 
 
Σ
και ∆x αντιπροσωπεύουν φυσικά µεγέθη µε συγκεκριµένες µονάδες µέτρησης. Έτσι η 
κλίση της καµπύλης δεν µπορεί να είναι καθαρός αριθµός αλλά διαθέτει µονάδες που 
προέρχονται απλά από το πηλίκο των επί µέρους µονάδων στους δυο άξονες. Για πα-
ράδειγµα σε προβλήµατα κινηµατικής η κλίση της καµπύλης ταχύτητα – χρόνου : v = 
f (t) έχει µονάδες m/s2 , πρόκειται δηλαδή για το γνωστό φυσικό µέγεθος της επιτά-
χυνσης γ (= ∆v / ∆t). Γίνεται λοιπόν κατανοητό ότι εν προκειµένω η κλίση δεν µπορεί 
να ταυτίζεται µε την εφαπτοµένη µιας γωνίας. Η ταύτιση αυτή συµβαίνει µόνο στη 
(πολύ σπάνια) περίπτωση που και οι δυο άξονες αντιστοιχούν στα ίδια ακριβώς φυσι-
κά µεγέθη και µάλιστα οι άξονες αυτοί έχουν µοιραστεί µε την ίδια κλίµακα. 
 
Γ
νεξάρτητη από την επιλογή της κλίµακας των επί µέρους αξόνων για την χάραξη της 
καµπύλης. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένας πίνακας πέντε (5) µετρήσεων χρόνου – 
ταχύτητας που αντιστοιχεί σε ένα τυπικό πρόβληµα κινηµατικής. Στα σχήµατα που 
ακολουθούν γίνεται η ταυτόχρονη γραφική παράσταση  v = f (t) του προηγούµενου 
πίνακα µε διαφορετική όµως επιλογή της κλίµακας του κατακόρυφου άξονα της τα-
χύτητας. 
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Πίνακας Μετρήσεων 
 

 
α . t (sec) v  (m / sec) .α

 
1 0.5 5 
2 1.0 7 
3 1.5 9 
4 2.0 11 
5 2.5 13 

 

ύκολα λοιπόν διαπιστώνει κανείς ότι αν και οι δυο προκύπτουσες πειραµατικές ευ-

  Κατηγορίες γραφικών παραστάσεων 

ροφανώς γραφικές παραστάσεις δεν γίνονται µόνο σε χιλιοστοµετρικά χαρτιά. Υ-

 

 
Ε
θείες δεν είναι παράλληλες (διαφορετική «γεωµετρική» κλίση), εν τούτοις η κλίση 
που κάθε φορά ανεξάρτητα υπολογίζεται είναι η ίδια και ίση µε 4 m/s2 . Πρόκειται 
δηλαδή για την απεικόνιση της περιγραφής µιας ευθύγραµµης κίνησης οµαλά επιτα-
χυνόµενης. Παρατηρείται επίσης ότι οι προεκτάσεις των πειραµατικών ευθειών – και 
στις δυο περιπτώσεις- διέρχονται από το ίδιο σηµείο των 3 m/s2 στον κατακόρυφο 
άξονα, πρόκειται για τιµή που αντιστοιχεί στην αρχική ταχύτητα (t = 0 sec) του κινη-
τού για το συγκεκριµένο πρόβληµα.          
    
2.4
 
Π
πάρχουν χαρτιά ειδικής χρήσης µε µη γραµµική χάραξη των αξόνων των συντεταγµέ-
νων τους. Τέτοια χαρτιά είναι τα ηµιλογαριθµικά, τα (πλήρη) λογαριθµικά, τα πολικά 
κ.α. Η δηµιουργία γραφικών παραστάσεων σε τέτοιου είδους χαρτιά µε ιδιαίτερη χά-
ραξη πραγµατοποιείται σε σχετικά µικρό αριθµό πειραµατικών µετρήσεων. Τα χαρτιά 
λογαριθµικής χάραξης αξιοποιούνται ιδιαίτερα στις περιπτώσεις όπου οι τιµές των 
πειραµατικών δεδοµένων εκτείνονται σε ένα πολύ µεγάλο εύρος (για παράδειγµα 
δυο, τριών ή και τεσσάρων τάξεων µεγέθους). Η απεικόνιση των συγκεκριµένων τι-
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µών σε συνηθισµένο χιλιοστοµετρικό χαρτί θα είχε δυσµενείς επιπτώσεις στην ευκρί-
νεια του διαγράµµατος αλλά και στην ακρίβεια της γραφικής παράστασης. 
 
Στην συνέχεια παρουσιάζονται ενδεικτικά τα χαρτιά της σχεδίασης που συνήθως 
χρησιµοποιούνται σε εργαστηριακές ασκήσεις Φυσικής. Συγκεκριµένα παρουσιάζο-
νται κατά σειρά : χιλιοστοµετρικό, πολικό, ηµιλογαριθµικό και πλήρες λογαριθµικό 
χαρτί.  
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Το χαρτί µε γραµµική χάραξη στους άξονες των συντεταγµένων είναι ιδιαίτερα χρή-

.  Μέθοδος των ελάχιστων τετραγώνων ( Least squares method ) 

ρόκειται για την µέθοδο που εφαρµόζει την γενική µαθηµατική αρχή των ελαχίστων 

σιµο για γραφικές παραστάσεις γραµµικών ή ακόµη και µη γραµµικών συναρτήσεων 
χωρίς κανένα µαθηµατικό µετασχηµατισµό. Στο ηµιλογαριθµικό χαρτί ο οριζόντιος 
άξονας έχει γραµµική χάραξη ενώ ο κατακόρυφος είναι χαραγµένος λογαριθµικά. Σε 
αυτό το χαρτί γίνονται γραφικές παραστάσεις της γενικής µορφής : y = a b x οι οποίες 
– αν και είναι καµπύλες σε γραµµική αναπαράσταση – εδώ «µετατρέπονται» σε ευ-
θείες. Ηµιλογαριθµικά χαρτιά υπάρχουν στο εµπόριο σε ποικιλίες ενός, δυο, τριών ή 
και ακόµη περισσότερων κύκλων. Το πλήρες λογαριθµικό χαρτί έχει και τους δυο ά-
ξονες χαραγµένους λογαριθµικά, είναι πολύ χρήσιµο για γραφικές παραστάσεις τις 
µορφής : y = a x b (πρόκειται για καµπύλες) τις οποίες και πάλι «µετατρέπει» απεικο-
νιστικά σε ευθείες.     
 
3
 
Π
τετραγώνων του Legendre. Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται στην περίπτωση όπου χρει-
άζεται να σχεδιαστεί η καλλίτερη δυνατή ευθεία που διέρχεται από συγκεκριµένη κα-
τανοµή πειραµατικών σηµείων. Στο σχήµα που ακολουθεί παρουσιάζεται η περίπτω-
ση ευθείας µε χαρακτηριστική εξίσωση : y = mx + b και η οποία προσδιορίζεται από 
τις συγκεκριµένες θέσεις των πειραµατικών σηµείων. Η ευθεία αυτή είναι έτσι ιδανι-
κά χαραγµένη ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων των πειραµατικών 
τιµών από αυτή να είναι το ελάχιστο δυνατό. 
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Ο προσδιορισµός των άγνωστων παραµέτρων m και b της ζητούµενης ευθείας γίνεται 

Πίνακας υπολογισµών 
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x i

αποκλειστικά και µόνο από τις τιµές xi  και yi των πειραµατικών µετρήσεων. Με σκο-
πό τον αναλυτικό προσδιορισµό θα πρέπει πρώτα να δηµιουργηθεί ο πίνακας των πέ-
ντε (5) στηλών που ακολουθεί. Η τελευταία γραµµή του συγκεκριµένου πίνακα αντι-
στοιχεί στο άθροισµα του περιεχοµένου της υπερκείµενης στήλης. 
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Σ i Σ i Σ 2 Σ 2 Σ x yi x
 

 
 y

 
xi 

 
yi 

 
i 

 
ύµφωνα µε την µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων αποδεικνύεται ότι οι άγνωστοι 

 = ( Σ xi  yi – N x y ) / ( Σ xi  – N x   )   και 

 = ( y Σ xi  – x Σ xi  yi ) / (Σ xi  – N x   ) 

ε x = ( Σ xi ) / N και y = ( Σ yi ) / N. 

α αντίστοιχα σφάλµατα δm και δb των παραµέτρων m και b υπολογίζονται από  τις 

m  = (S x S y – S 
xy

 2 ) / (N – 2) S x 2 και 

b  = [ (S x S y – S xy  ) (S x + N x  ) ] / N (N – 2 ) S x 2  όπου : 

 x = Σ xi 2 – N x 2  , S y = Σ yi 2 – Ν y 2 και S 
xy = Σ xi  yi – N x y . 

. Υπολογιστική διαδικασία 

ροκειµένου να γίνουν περισσότερο κατανοητές οι έννοιες που διαπραγµατεύεται η 

Σ
παράµετροι  m και b δίνονται από τις σχέσεις : 
 

2  2m
 

2 2  2b
 
µ
 
Τ
σχέσεις : 
 

 2δ
 

2   2 2δ
 
 
S
 
 
4
 
Π
συγκεκριµένη θεωρητική άσκηση προτείνεται η πραγµατοποίηση µερικών (ή και ό-
λων) από τις παρακάτω υπολογιστικές διαδικασίες. Πρόκειται για ανεξάρτητες περι-
πτώσεις µε «έτοιµες» πειραµατικές µετρήσεις στις οποίες θα χρειαστεί να γίνουν οι 
γραφικές τους παραστάσεις, ο υπολογισµός της κλίσης σε κάποιες καµπύλες κ.τ.λ.  
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1. Οι πειραµατικές τιµές που προέκυψαν για µια µεταβλητή τάση V, σε σχέση µε 
τον χρόνο t, δίνονται από τον πίνακα που ακολουθεί. Να γίνει η γραφική πα-
ράσταση V = f (t) και να βρεθεί η κλίση m της καµπύλης στο σηµείο που α-
ντιστοιχεί σε τιµή τάσης Vo /4 όπου Vo η τιµή της τάσης την χρονική στιγµή t 
= 0. 

 
 

t (sec) 
 

V (Volts) 

0 200.0 
30 74.0 
60 26.7 
90 10.5 
120 3.8 
150 1.5 
180 0.5 

 
 

2. Κινητό εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση και το διανυόµενο διάστηµα S σε σχέση 
µε τον αντίστοιχο χρόνο t δίνεται από τον πίνακα µετρήσεων που ακολουθεί. 
Να γίνουν τα διαγράµµατα S = f(t), v = f(t) και γ = f(t). Σηµειώνεται ότι η 
ταχύτητα v καθώς και η επιτάχυνση γ ικανοποιούν (από ορισµού) τις σχέσεις : 
v = ∆S / ∆t και γ = ∆v / ∆t. Τι ακριβώς κίνηση εκτελεί το συγκεκριµένο 
κινητό ; Μπορείτε να την χαρακτηρίσετε ;  

 
 

t (sec) 
 

S (m) 

0 0 
1 3 
2 8 
3 15 
4 24 
5 35 
6 48 
7 63 
8 80 
9 99 

 
3. Σύστηµα δυο µεταβλητών πυκνωτών συνδέεται σε σειρά έτσι ώστε η συνολι-

κή χωρητικότητα του συστήµατος να διατηρείται σταθερή. Στο πίνακα που 
ακολουθεί δίδονται τα διάφορα ζευγάρια τιµών για τις χωρητικότητες c1 και c2 
. Να συµπληρωθούν οι στήλες του συγκεκριµένου πίνακα, να γίνει η γραφική 
παράσταση 1 / c2 = f (1 / c1 ) και να υπολογιστεί ΓΡΑΦΙΚΑ η άγνωστη συνο-
λική χωρητικότητα cολ. 
Σηµειώνεται ότι η σύνδεση δυο πυκνωτών σε σειρά ικανοποιεί την σχέση : 

 
1 / cολ.  = 1 / c1 + 1 / c2   
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Επιβεβαιώνεται η προηγούµενη σχέση υπολογισµού της cολ. από την γραφική 
παράσταση 1 / c2 = f (1 / c1 ) ; 
 

 
c1 (µF) 

 

 
c2 (µF) 

 
1 / c1 (µF) -1

 
1 / c2 (µF) -1

32 115   
41 66   
55 46   
70 39   
93 34   

 
4. Σε άσκηση υπολογισµού της επιτάχυνσης βαρύτητας g µε µαθηµατικό εκκρε-

µές δηµιουργήθηκε ο πίνακας µετρήσεων που ακολουθεί. Να συµπληρωθεί ο 
πίνακας µετρήσεων - υπολογισµών και να γίνει η γραφική παράσταση Τ2 = f 
(l). Πόση είναι η επιτάχυνση βαρύτητας στον τόπο που έγινε το πείραµα ; Ση-
µειώνεται ότι τα l , Τ συµβολίζουν το µήκος και την περίοδο του εκκρεµούς 
αντίστοιχα. Τα µεγέθη αυτά ικανοποιούν τη µαθηµατική σχέση : Τ2= (4π2 l) / 
g.  

 
 

l (m) 
 

 
T (sec) 

 
T2 (sec 2) 

0.2 0.89  
0.4 1.26  
0.6 1.55  
0.8 1.79  
1.0 2.00  

 
5. Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης y = (0.5) 2 x (µε τη µετα-

βλητή x να µεταβάλλεται στο διάστηµα 0< x < 8) σε χιλιοστοµετρικό αλλά 
και ηµιλογαριθµικό χαρτί τριών κύκλων. Τι παρατηρείτε ; Γιατί διαφέρουν οι 
καµπύλες στις δυο παραστάσεις ; Να υπολογίσετε (γραφικά) και στις δυο 
προηγούµενες περιπτώσεις την κλίση στα σηµεία x = 2 και x = 5. Τι ακριβώς 
παρατηρείτε ; Γνωρίζοντας ότι η κλίση ταυτίζεται µε την µαθηµατική παρά-
γωγο (dy / dx) µπορείτε να υπολογίσετε θεωρητικά την τιµή της κλίσης στις 
δυο προηγούµενες περιοχές των σηµείων 2 και 5 ;   

 
6. Ο πίνακας που ακολουθεί παρουσιάζει τις τιµές του δείκτη διάθλασης n γυα-

λιού για διάφορα µήκη κύµατος (στο κενό) λ προσπίπτοντος σε αυτό φωτός. 
Να γίνει προσεκτικά η γραφική παράσταση n = f (λ), να υπολογιστεί γραφικά 
η κλίση της καµπύλης στις περιοχές των 400 και 700  nm αντίστοιχα. Σε ποια 
περιοχή του ορατού φάσµατος (από τις δυο προηγούµενες) ο δείκτης διάθλα-
σης µεταβάλλεται πιο γρήγορα ; 

 
 

λ (nm) 
 

 
n 

400 1.80 
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500 1.75 
600 1.72 
700 1.71 
800 1.70 

 
7. Η γραφική παράσταση του σχήµατος που προηγήθηκε στη Μέθοδο των Ελα-

χίστων τετραγώνων προήλθε από µια κατανοµή πέντε (5) πειραµατικών ση-
µείων που χαρακτηρίζονται από τις συντεταγµένες (x, y) του πίνακα που ακο-
λουθεί. Να συµπληρωθεί ο προηγούµενος πίνακας µετρήσεων - υπολογισµών 
και αφού αξιοποιηθούν οι σχέσεις για τις παραµέτρους m και b να αποδειχθεί 
ότι η ζητούµενη πειραµατική ευθεία είναι η : y = 2.117 x + 0.206.   

 
 
i 

 
xi 

 

 
yi

 
xi 

2
 
yi 

2
 
xi yi

1 0.38 1.1    
2 0.83 1.8    
3 1.08 2.6    
4 1.38 3.0    
5 1.75 4.0    
  

Σ xi  
 

 
Σ yi

 
Σ xi 

2
 
Σ yi 

2
 
Σ xi yi

 
5.  Θεµατολογικές ερωτήσεις κατανόησης 
 
1. Ποια είναι η κλίση µιας ευθείας που όλα της τα πειραµατικά σηµεία κατανέµονται 
οριζόντια στην γραφική της παράσταση ; 
   
2. «Οι κατακόρυφες ευθείες σε γραφικές παραστάσεις δεν έχουν κλίση» να δικαιολο-
γήσετε τον προηγούµενο ισχυρισµό.  
 
3. Να αποδειχθεί ότι σε δυο ευθείες κάθετες µεταξύ τους το γινόµενο των κλίσεων 
τους ισούται µε -1, δηλαδή ισχύει : m1 m2 = -1. 
 
4. Να αποδειχθεί ότι η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Α (xo , yo ) και έχει κλίση 
m ικανοποιεί την εξίσωση : y = m (x - xo) + yo . 
 
5. « Το πρόβληµα εύρεσης της εφαπτοµένης σε µια καµπύλη είναι το γενικότερο αλ-
λά και χρησιµότερο πρόβληµα που θέλω όσο τίποτε άλλο να λύσω». Πρόκειται για 
µια δήλωση – επιθυµία του φηµισµένου µαθηµατικού Rene Descartes. Περιγράφει 
την σηµαντική δυσκολία που υπάρχει στην ακριβή χάραξη της εφαπτοµένης σε µια 
τυχαία καµπύλη. Θεωρείτε υπερβολική µια τέτοια διατύπωση ή όχι ; δικαιολογήστε 
τους όποιους ισχυρισµούς σας.  
 
6.  Απαραίτητες Γνώσεις 
 
Συναρτήσεις, όρια και συνέχεια συναρτήσεων, παράγωγος συνάρτησης, λογάριθµος. 
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