ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΒΑΘΜΩΝ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ 

4.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο αναπτύσσονται οι εξισώσεις κίνησης διακριτών συστημάτων πολλών βαθμών ελευθερίας. Οι εξισώσεις κίνησης προκύπτουν από την εφαρμογή του 2ου Νόμου του Νεύτωνα ή την εφαρμογή των Νόμων του Euler. Παρουσιάζονται μέθοδοι επίλυσης για τον προσδιορισμό των αποκρίσεων των συστημάτων σε εξωτερικές επιδράσεις. Μελετώνται τα βασικά χαρακτηριστικά του μηχανικού συστήματος πολλών βαθμών ελευθερίας όπως επίσης τα χαρακτηριστικά (χρονική μεταβολή και χωρική κατανομή) των διεγέρσεων τα οποία επηρεάζουν το μέγεθος των ταλαντώσεων των μηχανικών συστημάτων.

Στην Ενότητα 4.2 παρουσιάζονται 2 παραδείγματα μηχανικών συστημάτων δύο (2) βαθμών ελευθερίας και αναπτύσσονται οι εξισώσεις κίνησης σε μητρωική μορφή. Στην Ενότητα 4.3 γενικεύονται οι εξισώσεις κίνησης σε συστήματα με πολλούς βαθμούς ελευθερίας και παρουσιάζεται μια κατηγορία συστημάτων με συμμετρικά μητρώα μάζας και ακαμψίας. Στην Ενότητα 4.4 μελετάται η ελεύθερη ταλάντωση του συστήματος και αναλύεται το πρόβλημα των ιδιομορφών το οποίο είναι σημαντικό για την περιγραφή της απόκρισης με την μέθοδο ανάλυσης των ιδιομορφών. Στις επόμενες Ενότητες 4.5 και 4.6 γίνεται η επίλυση των εξισώσεων κίνησης με την μέθοδο ανάλυσης των ιδιομορφών. Στην τελευταία Ενότητα 4.7 παρουσιάζονται λύσεις για ειδικές περιπτώσεις διεγέρσεων και αρχικών συνθηκών με στόχο την κατανόηση των σχέσεων που αναπτύχθηκαν στις προηγούμενες ενότητες. 

4.2 Περιγραφή Κίνησης Διακριτών Συστημάτων Δύο Βαθμών Ελευθερίας

4.2.1 Διακριτό Σύστημα Δύο Μαζών 

Στην ενότητα αυτή αναπτύσσονται οι εξισώσεις κίνησης για ένα σύστημα δύο βαθμών ελευθερίας. Το σύστημα δύο μαζών του Σχήματος 4.1 στηρίζεται σε ακλόνητα σημεία μέσω των γραμμικών ελατηρίων με στιβαρότητα 
[image: image1.wmf]1
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 και 
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, και αποσβεστήρων με σταθερές απόσβεσης 
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 και 
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, ενώ οι μάζες αλληλεπιδρούν μεταξύ τους μέσω του ελατηρίου στιβαρότητας 
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 και αποσβεστήρα σταθεράς 
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. Στα σώματα μάζας 
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 και 
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 επιδρούν δυνάμεις 
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, αντίστοιχα. Λόγω των εξωτερικών δυνάμεων ή των αρχικών συνθηκών, το σύστημα των μαζών κινείται. Έστω 
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 η απόλυτη μετατόπιση του πρώτου σώματος και 
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 η απόλυτη μετατόπιση του δευτέρου σώματος.
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Σχήμα 4.1: Διακριτό σύστημα δύο μαζών
Οι εξισώσεις που περιγράφουν την χρονική εξέλιξη των μετατοπίσεων αναπτύσσονται χρησιμοποιώντας τα διαγράμματα ελευθέρου σώματος για τις δύο μάζες. Το διάγραμμα ελευθέρου σώματος για την μάζα 
[image: image14.wmf]1

m

 δείχνεται στο Σχήμα 4.2. Οι δυνάμεις που ενεργούν στην μάζα είναι η δύναμη 
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 και οι δυνάμεις που προέρχονται από την αντίσταση των ελατηρίων και των αποσβεστήρων στην κίνηση. Με βάση το νόμο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης για την μάζα 
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Σχήμα 4.2: Διάγραμμα ελευθέρου σώματος για την μάζα 
[image: image19.wmf]1

m


η οποία γράφεται στην μορφή 
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Παρομοίως, το διάγραμμα ελευθέρου σώματος για την μάζα 
[image: image21.wmf]2
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 δείχνεται στο Σχήμα 4.3. Οι δυνάμεις που ενεργούν στην μάζα είναι η δύναμη 
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 και οι δυνάμεις που προέρχονται από την αντίσταση των ελατηρίων και των αποσβεστήρων στην κίνηση. Με βάση το νόμο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης για την μάζα 
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Σχήμα 4.3: Διάγραμμα ελευθέρου σώματος για την μάζα 
[image: image26.wmf]2
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η οποία γράφεται στην μορφή 
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Το σύστημα των δύο εξισώσεων είναι συζευγμένο. Αυτό σημαίνει ότι η επίλυση για τον προσδιορισμό των μετατοπίσεων 
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 πρέπει να γίνει ταυτόχρονα. 

Σε μητρωική μορφή, το σύστημα των δύο εξισώσεων (4.2)

 γράφεται ως εξής 
(4.1)

 και 
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Εισάγοντας το διάνυσμα μετατόπισης 
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τα μητρώα 
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και 
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και το διάνυσμα των εξωτερικών δυνάμεων 
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οι δύο εξισώσεις γράφονται στην μητρωική μορφή 
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Η επίλυση των εξισώσεων κίνησης γίνεται για αρχικές συνθήκες μετατόπισης και ταχύτητας των δύο μαζών στην χρονική στιγμή 
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Τα μητρώα 
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 και 
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 καλούνται αντίστοιχα μητρώα μάζας, απόσβεσης και ακαμψίας. Είναι αξιοσημείωτο ότι τα μητρώα αυτά είναι συμμετρικά. Η συμμετρία αυτή εμφανίζεται σε μια μεγάλη κατηγορία μηχανικών συστημάτων. 

4.2.2 Διακριτό Σύστημα Απαραμόρφωτης Ράβδου σε Επίπεδη Κίνηση

Η κίνηση της ράβδου του Σχήματος 4.4 περιγράφεται από την μετατόπιση του κέντρου βάρους 
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 και τον προσανατολισμό 
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 της ράβδου. Η ράβδος έχει μάζα 
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 και η κεντροβαρική μαζική ροπή αδράνειας 
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 ως προς τον άξονα 
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. Να αναπτυχθούν οι εξισώσεις κίνησης για μικρές μετατοπίσεις και στροφές. 
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Σχήμα 4.4: Διακριτό σύστημα απαραμόρφωτης ράβδου σε επίπεδη κίνηση

4.3 Γενίκευση σε Συστήματα Πολλών Βαθμών Ελευθερίας

Έστω 
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 το διάνυσμα μετατόπισης ενός συστήματος διακριτών μαζών 
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 βαθμών ελευθερίας. Για μια μεγάλη κατηγορία μηχανικών συστημάτων, οι εξισώσεις κίνησης δίνονται από το παρακάτω σύστημα διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης 
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όπου  
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 είναι τα μητρώα μάζας, απόσβεσης και ακαμψίας, αντίστοιχα, και 
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 είναι το διάνυσμα των διεγέρσεων που αν αντιστοιχούν στους βαθμούς ελευθερίας του συστήματος. Η λύση της 
(4.3)

 θα πρέπει να ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες για τη μετατόπιση και την ταχύτητα των μαζών στον αρχικό χρόνο  GOTOBUTTON ZEqnNum852587  \* MERGEFORMAT . Οι αρχικές αυτές συνθήκες δίνονται στην διανυσματική μορφή 
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όπου 
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 είναι γνωστά διανύσματα. 

Για μια αρκετά μεγάλη κατηγορία μηχανικών συστημάτων, τα μητρώα μάζας, και ακαμψίας είναι συμμετρικά, δηλαδή ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις συμμετρίας 
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Επίσης, τα μητρώα μάζας 
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 και ακαμψίας 
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 είναι μη αρνητικά ορισμένα (ή ισοδύναμα ημι-θετικά ορισμένα). Με βάση τον ορισμό, ένα μητρώο 
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 καλείται μη-αρνητικά ορισμένο και συμβολίζεται με 
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. Επίσης, ένα μητρώο 
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 είναι θετικά ορισμένο και συμβολίζεται με 
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. Για τα μητρώα μάζας και ακαμψίας, η ιδιότητα αυτή μαθηματικά δηλώνει ότι για κάθε διάνυσμα 
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και
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Για μια μεγάλη κατηγορία γραμμικών μηχανικών συστημάτων τα μητρώα ακαμψίας και μάζας είναι συμμετρικά και ημι-θετικά ορισμένα. Στην κατηγορία αυτή συμπεριλαμβάνονται κατασκευές οι οποίες δεν περιέχουν περιστρεφόμενα μέλη. Για παράδειγμα, η μελέτη των ταλαντώσεων αεροσκάφους, σκάφους οχημάτων, κατασκευών πολιτικού μηχανικού (κτήρια, γέφυρες, θαλάσσιες κατασκευές) οδηγεί σε συμμετρικά και ημι-θετικά ή θετικά ορισμένα μητρώα μάζας και ακαμψίας. 

4.4 Ελεύθερη Ταλάντωση Συστήματος χωρίς Απόσβεση

Ελεύθερη ταλάντωση θεωρείται η ταλάντωση η οποία οφείλεται σε μη-μηδενικές αρχικές συνθήκες, ενώ οι διεγέρσεις θεωρούνται μηδενικές. Για μηχανικά συστήματα χωρίς απόσβεση ο όρος 
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 της απόσβεσης δεν συνεισφέρει στο σύστημα των εξισώσεων 
(4.3)

 το (4.3)

 Αντικαθιστώντας στην  GOTOBUTTON ZEqnNum852587  \* MERGEFORMAT  και 
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 γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης 
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το οποίο περιγράφει την απόκριση του μηχανικού συστήματος σε μη-μηδενικές αρχικές συνθήκες (4.5)

.
(4.4)

 και 
Με βάση την θεωρία γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, η μη-μηδενική λύση του ομογενούς συστήματος (4.10)

 έχει τη μορφή
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όπου 
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 είναι σταθερές οι οποίες υπολογίζονται έτσι ώστε η 
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 προκύπτει η εξίσωση για το (4.11)

 στην (4.10)

. Αντικαθιστώντας την (4.11)

 να ικανοποιεί το σύστημα  GOTOBUTTON ZEqnNum556423  \* MERGEFORMAT  και 
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Επειδή η παραπάνω εξίσωση θα πρέπει να ισχύει για κάθε τιμή του 
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, θα πρέπει να ισχύει
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Η εξίσωση 
(4.12)

 αποτελεί ιδιοπρόβλημα με το άγνωστο ζευγάρι  GOTOBUTTON ZEqnNum565473  \* MERGEFORMAT  να είναι η λύση του ιδιοπροβλήματος. Είναι γνωστό ότι το ιδιοπρόβλημα έχει 
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 καλούνται ιδιοσυχνότητες ενώ τα αντίστοιχα διανύσματα 
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 καλούνται ιδιομορφές ή ιδιοδιανύσματα. 

Η επίλυση του ιδιοπροβλήματος για την εύρεση των ιδιοσυχνοτήτων και των ιδιομορφών επιτυγχάνεται με βάση γνωστές θεωρίες από τη γραμμική άλγεβρα. Συγκεκριμένα, για να έχει το ομογενές γραμμικό αλγεβρικό σύστημα εξισώσεων 
(4.12)

, με άγνωστες τα στοιχεία του  GOTOBUTTON ZEqnNum565473  \* MERGEFORMAT , μη-μηδενική λύση θα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι μηδέν, δηλαδή
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Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί την χαρακτηριστική εξίσωση για τον προσδιορισμό των ιδιοσυχνοτήτων 
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. Η εξίσωση αυτή, μετά το ανάπτυγμα της ορίζουσας, δίνει ένα πολυώνυμο βαθμού 
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, η επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης γίνεται αναλυτικά. Για βαθμό μεγαλύτερο του 
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, η επίλυση στις περισσότερες περιπτώσεις γίνεται μόνο αριθμητικά. Αποτελεσματικές αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης έχουν αναπτυχθεί για τον προσδιορισμό των ιδιοσυχνοτήτων αλλά και των ιδιομορφών του ιδιοπροβλήματος (4.12)

.

Η ιδιομορφή 
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 προκύπτει από την  επίλυση του ομογενούς γραμμικού αλγεβρικού συστήματος 
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 με  GOTOBUTTON ZEqnNum565473  \* MERGEFORMAT  και 
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 οι εξισώσεις είναι γραμμικά εξαρτημένες. Επομένως ο αριθμός των ανεξάρτητων εξισώσεων είναι μικρότερος του αριθμού των αγνώστων 
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 στο ιδιοδιάνυσμα 
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 παίρνουν αυθαίρετες τιμές και τα υπόλοιπα 
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 στοιχεία προσδιορίζονται από την επίλυση των 
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 ανεξαρτήτων εξισώσεων συναρτήσει των αυθαίρετων σταθερών. 

Παράδειγμα: Να βρεθούν οι ιδιοσυχνότητες και ιδιομορφές του μηχανικού συστήματος δύο μαζών για 
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 και 
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Λαμβάνοντας υπόψη ότι το σύστημα 
(4.11)

 οι εκφράσεις (4.10)

 είναι γραμμικό και ότι με βάση την  GOTOBUTTON ZEqnNum546406  \* MERGEFORMAT  και 
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, αποτελούν 
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 λύσεις του συστήματος, η γενική λύση του συστήματος μπορεί να γραφεί ως υπέρθεση των λύσεων 
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όπου 
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 και 
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, είναι σταθερές οι οποίες προσδιορίζονται έτσι ώστε η λύση 
(4.5)

. Ο προσδιορισμός των σταθερών (4.4)

 και (4.10)

 να ικανοποιεί και τις αρχικές συνθήκες (4.11)

 του συστήματος  GOTOBUTTON ZEqnNum556423  \* MERGEFORMAT  από τις αρχικές συνθήκες αφήνεται για αργότερα όταν θα έχουν αναπτυχθεί κατάλληλες ιδιότητες των ιδιομορφών. 

Πρόταση 1 (Ορθογωνικότητα Ιδιομορφών): Δύο ιδιομορφές (ιδιοδιανύσματα) 
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 και 
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 που αντιστοιχούν στις ιδιοσυχνότητες 
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 και 
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 του ιδιοπροβλήματος (4.12)

 ικανοποιούν τις συνθήκες ορθογωνικότητας 
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όπου 
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 είναι το δέλτα  του Kronecker το οποίο ικανοποιεί τις σχέσεις: 
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. Οι συνθήκες (4.15)

.
(4.14)

 και ως προς το μητρώο ακαμψίας στην συνθήκη (4.15)

 δηλώνουν ότι οι ιδιομορφές του συστήματος είναι ορθογώνιες μεταξύ τους. Η ορθογωνικότητα αναφέρεται ως προς το μητρώο μάζας στην συνθήκη (4.14)

 και 
Απόδειξη: Το ιδιοδιάνυσμα 
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 και η αντίστοιχη ιδιοσυχνότητα 
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 ικανοποιεί το ιδιοπρόβλημα 
(4.12)

. Παρομοίως, το ιδιοδιάνυσμα  GOTOBUTTON ZEqnNum565473  \* MERGEFORMAT  και η αντίστοιχη ιδιοσυχνότητα 
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 ικανοποιεί το ιδιοπρόβλημα (4.12)

. Επομένως ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις 
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Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση από αριστερά με 
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 και την δεύτερη εξίσωση από αριστερά με 
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 προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις: 
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Παρατηρώντας ότι η 
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 είναι βαθμωτό μέγεθος, οπότε 
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, και λαμβάνοντας υπόψη την συμμετρία του μητρώου ακαμψίας (
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), εύκολα αποδεικνύεται ότι 
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Παρομοίως, λόγω συμμετρίας του μητρώου μάζας (
[image: image154.wmf]T
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), ισχύει ότι 
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Αφαιρώντας την (4.21)

 προκύπτει η σχέση 
(4.20)

 και την (4.18)

 και χρησιμοποιώντας την (4.17)

 από την 
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Για δύο διαφορετικές ιδιοσυχνότητες 
[image: image157.wmf]rs
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 πολλαπλότητας ένα, ο όρος 
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, οπότε η 
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 συνεπάγεται ότι  GOTOBUTTON ZEqnNum318761  \* MERGEFORMAT  και η 
(4.18)

 δίνει επίσης ότι  GOTOBUTTON ZEqnNum180783  \* MERGEFORMAT  οι οποίες αποδεικνύουν την 
(4.14)

 για  GOTOBUTTON ZEqnNum912514  \* MERGEFORMAT . Για την περίπτωση που οι ιδιοσυχνότητες 
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 και 
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 αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοσυχνότητα 
[image: image164.wmf]rs

ww

=

 πολλαπλότητας  
[image: image165.wmf]p

, αποδεικνύεται ότι τα 
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 ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην συγκεκριμένη ιδιοσυχνότητα αποτελούν βάση υποχώρου διάστασης 
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 και μπορούν να βρεθούν 
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 ιδιομορφές οι οποίες ικανοποιούν την σχέση 
(4.15)

. Η τιμή της (4.14)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum912514  \* MERGEFORMAT  για 
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 συμβολίζεται με 
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 και συμπληρώνει την απόδειξη της (4.15)

.
(4.14)

 προκύπτει άμεσα η (4.18)

 και την (4.14)

. Με βάση της 
Το ιδιοδιάνυσμα 
[image: image172.wmf]ˆ
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 έχει καθορισμένη μορφή αλλά αυθαίρετο μέτρο. Αυτό εύκολα φαίνεται από την 
(4.12)

 εάν στη θέση του  GOTOBUTTON ZEqnNum565473  \* MERGEFORMAT  αντικαταστήσουμε το 
[image: image174.wmf]ˆ

ax

 τότε η εξίσωση που προκύπτει ικανοποιείται αυτόματα για 
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. Επομένως, οιονδήποτε διάνυσμα το οποίο είναι πολλαπλάσιο του ιδιοδιανύσματος 
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 είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ίδια ιδιοσυχνότητα 
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 ή ιδιοτιμή 
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. Συνήθως, η αυθαίρετη σταθερά 
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 επιλέγεται έτσι ώστε 
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 εμφανίζεται στο δεύτερο μέλος της συνθήκης ορθογωνικότητας 
(4.14)

. Στην περίπτωση αυτή οι ιδιομορφές ονομάζονται ορθοκανονικές και συμβολίζονται με το σύμβολο  GOTOBUTTON ZEqnNum912514  \* MERGEFORMAT .

Πρόταση 2: Έστω 
[image: image183.wmf]1

ˆˆ

,,

n

xx

L

 οι ιδιομορφές του συστήματος οι οποίες προκύπτουν από την επίλυση του ιδιοπροβλήματος.

1. Οι ορθοκανονικές ιδιομορφές δίνονται από τη σχέση: 
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2. Οι ορθοκανονικές ιδιομορφές ικανοποιούν τις συνθήκες ορθογωνικότητας 
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3. Ο πίνακας 
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 με στήλες τα ιδιοδιανύσματα των ιδιομορφών καλείται πίνακας ιδιομορφών και ικανοποιεί τις συνθήκες ορθογωνικότητας 



[image: image188.wmf]T

MI

FF=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.26)



[image: image189.wmf]T

K

FF=L


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.27)

όπου 
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 είναι ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιμών 
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Οι παραπάνω σχέσεις αποτελούν την μητρωϊκή μορφή των σχέσεων (4.25)

(4.24)

 και 
Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. 

Πρόταση 3: Οι ιδιομορφές (ιδιοδιανύσματα) 
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 αποτελούν βάση του διανυσματικού χώρου διάστασης 
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. Δηλαδή, οποιοδήποτε διάνυσμα 
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uR

Î

 διάστασης 
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 δέχεται το ανάπτυγμα:
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όπου 
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είναι οι συνιστώσες του διανύσματος 
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 στις διευθύνσεις του 
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-διάστατου χώρου που ορίζονται από τα διανύσματα βάσης 
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Απόδειξη: Για να αποτελούν βάση του 
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-διάστατου χώρου, θα πρέπει τα διανύσματα 
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 να είναι ορθογώνια μεταξύ τους και γραμμικά ανεξάρτητα. Η ορθογωνικότητα των διανυσμάτων 
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 εξασφαλίζεται μέσω των συνθηκών ορθογωνικότητας 
(4.24)

 που έχουν ήδη αποδειχθεί. Τα διανύσματα  GOTOBUTTON ZEqnNum685499  \* MERGEFORMAT  είναι γραμμικά ανεξάρτητα όταν για συντελεστές 
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ικανοποιείται μόνο όταν όλα τα 
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. Η απόδειξη προκύπτει εύκολα δεχόμενοι ότι υπάρχουν 
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 τα οποία ικανοποιούν την σχέση 
(4.31)

. Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά και τα δύο μέλη της εξίσωσης με  GOTOBUTTON ZEqnNum389143  \* MERGEFORMAT  προκύπτει διαδοχικά ότι 
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Χρησιμοποιώντας την συνθήκες ορθογωνικότητας (4.32)

 απλοποιείται στη μορφή
(4.24)

, η 
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η οποία ισοδυναμεί με 
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. Επομένως τα 
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 είναι και γραμμικά ανεξάρτητα. Άρα αποτελούν βάση του διανυσματικού χώρου διάστασης 
[image: image215.wmf]n

.

Δεχόμενοι την ύπαρξη του αναπτύγματος 
(4.29)

, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά με  GOTOBUTTON ZEqnNum867166  \* MERGEFORMAT  και χρησιμοποιώντας την συνθήκη ορθογωνικότητας (4.24)

, προκύπτουν διαδοχικά οι σχέσεις 
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Η τελευταία σχέση είναι ίδια με την 
(4.29)

 είναι μοναδικό. Η απόδειξη ακολουθεί παρόμοια βήματα και χρησιμοποιεί το γεγονός ότι τα διανύσματα βάσης (4.29)

. Επίσης, είναι πολύ εύκολο να αποδειχθεί ότι το ανάπτυγμα (4.30)

 και αποδεικνύει την ύπαρξη του αναπτύγματος  GOTOBUTTON ZEqnNum590956  \* MERGEFORMAT  είναι γραμμικά ανεξάρτητα. 
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Παρατήρηση: Το ανάπτυγμα 
(4.29)

 είναι γενίκευση στον  GOTOBUTTON ZEqnNum867166  \* MERGEFORMAT -διάστατο χώρο του αναπτύγματος που χρησιμοποιείται για την συνήθη περιγραφή ενός τρισδιάστατου διανύσματος 
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 συναρτήσει των συνιστωσών του σε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων με συνήθη μοναδιαία (κανονικά) διανύσματα βάσης 
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 και 
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 (βλ. Σχήμα 4.5). Κατ’ αναλογία οι συνθήκες ορθογωνικότητας 
(4.25)

 στον (4.24)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum685499  \* MERGEFORMAT -διάστατο χώρο είναι γενίκευση των συνθηκών ορθογωνικότητας 
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, των μοναδιαίων (κανονικών) διανυσμάτων 
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 όρος 
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 του αναπτύγματος 
(4.29)

 αποτελεί την προβολή του διανύσματος  GOTOBUTTON ZEqnNum867166  \* MERGEFORMAT  στον υποχώρο (ή κατεύθυνση) που ορίζεται από το διάνυσμα βάσης 
[image: image234.wmf]r
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Σχήμα 4.5: Διανύσματα βάσης σε τρισδιάστατο χώρο και συνιστώσες αυθαίρετου διανύσματος στις ορθοκανονικές διευθύνσεις 
[image: image236.wmf]1
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, 
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 και 
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Η Πρόταση 2 που εξασφαλίζει συνθήκες ορθογωνικότητας για τα ιδιοδιανύσματα 
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,,

n

ff

×××

 και η Πρόταση 3 που εξασφαλίζει ότι οιονδήποτε διάνυσμα 
[image: image240.wmf]u

 δέχεται το ανάπτυγμα (4.29)

 είναι σημαντικές για την επίλυση των εξισώσεων κίνησης που διέπουν την ταλαντωτική κίνηση μηχανικών συστημάτων. Η μέθοδος επίλυσης καλείται μέθοδος ανάλυσης ιδιομορφών και χρησιμοποιείται παρακάτω για τον προσδιορισμό της εξαναγκασμένης ταλάντωσης του μηχανικού συστήματος με πολλούς βαθμούς ελευθερίας. 

4.5 Εξαναγκασμένη Ταλάντωση Συστήματος χωρίς Απόσβεση

Στην περίπτωση της εξαναγκασμένης ταλάντωσης το διάνυσμα της διέγερσης 
[image: image241.wmf]()
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 είναι μη-μηδενικό. Για μηδενικό μητρώο απόσβεσης, το σύστημα διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει την ταλάντωση του μηχανικού συστήματος προκύπτει από το 
(4.3)

 για  GOTOBUTTON ZEqnNum852587  \* MERGEFORMAT  στη μορφή
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με αρχικές συνθήκες τις 
[image: image244.wmf](
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. Η επίλυση του συστήματος επιτυγχάνεται με τη μέθοδο ανάλυσης ιδιομορφών η οποία περιγράφεται παρακάτω. 

4.5.1 Μέθοδος Ανάλυσης Ιδιομορφών 

Η απόκριση 
[image: image246.wmf](
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 η οποία ικανοποιεί το σύστημα εξισώσεων 
(4.33)

 στη χρονική στιγμή  GOTOBUTTON ZEqnNum754377  \* MERGEFORMAT  είναι διάνυσμα διάστασης 
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. Επομένως, με βάση την Πρόταση 3, η απόκριση 
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 δέχεται το ανάπτυγμα 



[image: image250.wmf](

)

(

)

1

n

rr

r

xtt

xf

=

=

å


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.34)

όπου 
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, είναι συντελεστές που εξαρτώνται από την χρονική στιγμή 
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. Η σχέση 
(4.34)

 αποτελεί έναν μετασχηματισμό μεταξύ των φυσικών συντεταγμένων  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  του μηχανικού συστήματος στις συντεταγμένες 
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, 
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, οι οποίες καλούνται κύριες συντεταγμένες. Με την μέθοδο ανάλυσης ιδιομορφών προσδιορίζονται και λύνονται οι εξισώσεις για τις κύριες συντεταγμένες 
[image: image257.wmf]()
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, 
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, και μετά χρησιμοποιείται ο μετασχηματισμός 
(4.34)

 για να προσδιορισθούν οι φυσικές συντεταγμένες  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT . Για τον προσδιορισμό των εξισώσεων για τις κύριες συντεταγμένες, εισάγεται το διάνυσμα 
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με συνιστώσες τις κύριες συντεταγμένες 
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. Χρησιμοποιώντας τον πίνακα ιδιομορφών 
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, ο μετασχηματισμός (4.34)

 μεταξύ των φυσικών και των κύριων συντεταγμένων γράφεται στη μητρωική μορφή: 
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Παραγωγίζοντας δύο φορές την 
(4.35)

 για την (4.35)

, εισάγοντας τον μετασχηματισμό  GOTOBUTTON ZEqnNum105980  \* MERGEFORMAT  και την δεύτερη παράγωγο 
[image: image266.wmf](
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(4.33)

 και πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της προκύπτουσας εξίσωσης με  GOTOBUTTON ZEqnNum754377  \* MERGEFORMAT  από αριστερά, προκύπτει: 
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Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ορθογωνικότητας (4.27)

, η εξίσωση απλοποιείται ως εξής: 
(4.26)

 και 
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Η τελευταία εξίσωση αποτελεί το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων για το διάνυσμα των κύριων συντεταγμένων. Η σημαντική διαφορά μεταξύ του συστήματος διαφορικών εξισώσεων για τις φυσικές συντεταγμένες και του συστήματος διαφορικών εξισώσεων για τις κύριες συντεταγμένες είναι ότι το σύστημα 
(4.36)

 είναι αποσυζευγμένο. Δηλαδή η  GOTOBUTTON ZEqnNum725201  \* MERGEFORMAT  εξίσωση γράφεται στη μορφή: 
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και εμπεριέχει μόνο την 
[image: image272.wmf]r

 κύρια συντεταγμένη 
[image: image273.wmf]()

r

t

x

. Οπότε η κάθε εξίσωση στο σύστημα 
(4.37)

 για τις κύριες ή ιδιομορφικές συντεταγμένες (4.36)

 λύνεται ανεξάρτητα από τις άλλες. Οι εξισώσεις  GOTOBUTTON ZEqnNum725201  \* MERGEFORMAT , 
[image: image275.wmf]1,,
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, καλούνται κύριες ή ιδιομορφικές εξισώσεις. 

Για την επίλυση των εξισώσεων 
(4.37)

 για  GOTOBUTTON ZEqnNum728877  \* MERGEFORMAT  απαιτούνται οι αρχικές συνθήκες 
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 και 
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. Οι αρχικές αυτές συνθήκες προκύπτουν εύκολα από τις αρχικές συνθήκες 
(4.34)

. Συγκεκριμένα, θέτοντας (4.5)

 για τις φυσικές συντεταγμένες και το ανάπτυγμα (4.4)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum269021  \* MERGEFORMAT  στο ανάπτυγμα και χρησιμοποιώντας την αρχική συνθήκη (4.4)

 προκύπτει η εξίσωση 
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η οποία δίνει το αρχικό διάνυσμα 
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 των μετατοπίσεων ως ένα ανάπτυγμα των ιδιομορφών με συντελεστές τα 
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. Με βάση την Πρόταση 3, οι συντελεστές 
[image: image284.wmf](
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 δίνονται από τη σχέση 
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Παρομοίως, παραγωγίζοντας την 
(4.34)

 μια φορά ως προς τον χρόνο, θέτοντας  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  στο ανάπτυγμα που προκύπτει, και χρησιμοποιώντας την αρχική συνθήκη (4.5)

 προκύπτει η εξίσωση 
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η οποία δίνει το αρχικό διάνυσμα 
[image: image288.wmf]0
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 των ταχυτήτων ως ένα ανάπτυγμα των ιδιομορφών με συντελεστές τα 
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. Με βάση την Πρόταση 3, οι συντελεστές 
[image: image291.wmf](
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 δίνονται από τη σχέση 
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Οι σχέσεις (4.37)

.
(4.39)

 αποτελούν τις αρχικές συνθήκες για την επίλυση των βαθμωτών διαφορικών εξισώσεων (4.38)

 και 
Παρατήρηση: Η σχέση 
(4.34)

 δείχνει ότι η απόκριση μηχανικών συστημάτων  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  βαθμών ελευθερίας είναι επαλληλία αποκρίσεων από 
[image: image294.wmf]n

 μονοβάθμιους ταλαντωτές. Συγκεκριμένα, το διάνυσμα της απόκρισης είναι επαλληλία των 
[image: image295.wmf]n

 ιδιομορφών με τη συμμετοχή κάθε ιδιομορφής σε κάθε χρονική στιγμή να εξαρτάται από την τιμή της κύριας συντεταγμένης 
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 στην αντιστοιχεί χρονική στιγμή. Η κύρια συντεταγμένη 
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 προκύπτει ως απόκριση ταλαντωτή με ιδιοσυχνότητα 
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 και διέγερση 
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, όπου 
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 δηλώνει την συμμετοχή της 
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 συνιστώσας 
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 του διανύσματος διέγερσης 
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 στην συνολική διέγερση της 
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 ιδιομορφικής εξίσωσης. Η 
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 στο ανάπτυγμα 
(4.34)

, η οποία εκφράζει την απόκριση του συστήματος λόγω της συνεισφοράς από την  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  ιδιομορφή, διατηρεί τη μορφή της αλλά όχι το μέγεθος της το οποίο εξαρτάται από την χρονική μεταβολή της κύριας συντεταγμένης 
[image: image307.wmf](
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4.6 Εξαναγκασμένη Ταλάντωση Συστήματος με Απόσβεση

Στην περίπτωση της εξαναγκασμένης ταλάντωσης με απόσβεση, οι όροι απόσβεσης 
[image: image308.wmf]Cx

&

 συνεισφέρουν στην συμπεριφορά του συστήματος και επομένως το σύστημα που περιγράφει την ταλάντωση του μηχανικού συστήματος δίνεται από την εξίσωση (4.3)

.
(4.3)

. Υπό προϋποθέσεις που αναφέρονται στο μητρώο απόσβεσης, η επίλυση του συστήματος επιτυγχάνεται επίσης με τη μέθοδο ανάλυσης ιδιομορφών που ήδη αναπτύχθηκε για να περιγράψει την απόκριση συστημάτων χωρίς απόσβεση. Οι προϋποθέσεις αυτές διευκρινίζονται παρακάτω με την εφαρμογή της μεθόδου ανάλυσης των ιδιομορφών για την επίλυση της 
Θεωρούμε λύση της μορφής 
(4.35)

 για την (4.3)

 τον μετασχηματισμό (4.3)

. Εισάγοντας στην (4.35)

 στην (4.35)

 και αναπτύσσουμε τις εξισώσεις για τις κύριες συντεταγμένες αντικαθιστώντας τον μετασχηματισμό (4.34)

 ή ισοδύναμα  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT , την πρώτη παράγωγο 
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, και πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της προκύπτουσας εξίσωσης με 
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 από αριστερά, προκύπτει διαδοχικά:
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Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ορθογωνικότητας (4.27)

, η εξίσωση απλοποιείται ως εξής: 
(4.26)

 και 
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όπου το μητρώο 
[image: image315.wmf]*

C

 δίνεται από τη σχέση 
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Στην γενική περίπτωση, το παραπάνω σύστημα γραμμικών διαφορικών για τις κύριες συντεταγμένες είναι συζευγμένο μέσω του μη-διαγώνιου μητρώου 
[image: image317.wmf]*

C

.

Για την ειδική περίπτωση για την οποία το μητρώο 
[image: image318.wmf]*

C

 είναι διαγώνιο μητρώο το σύστημα των εξισώσεων είναι αποσυζευγμένο. Η περίπτωση αυτή είναι σημαντική και μελετάται με λεπτομέρεια στην συνέχεια. Η σημαντικότητά της προκύπτει από το γεγονός ότι οι μηχανισμοί απόσβεσης στα συστήματα είναι συνήθως άγνωστοι ή δύσκολο να προσομοιωθούν με απλοποιημένα μαθηματικά μοντέλα. Ο γραμμικός όρος της απόσβεσης 
[image: image319.wmf]Cx

&

 εισάγεται συνήθως ως απλοποιημένο μαθηματικό μοντέλο για να περιγράψει την απόσβεση που παρατηρείται σε πρακτικές εφαρμογές. Η πλήρη περιγραφή του όρου απαιτεί την επιλογή των στοιχείων του 
[image: image320.wmf]C

 η οποία γίνεται είτε πειραματικά, αναγνωρίζοντας τα στοιχεία του 
[image: image321.wmf]C

, ή αναλυτικά υποθέτοντας κάποιες τιμές για τα στοιχεία αυτά με βάση της εμπειρία από παρόμοια συστήματα. Μια ειδική περίπτωση του παραπάνω μαθηματικού μοντέλου αποτελεί η περιγραφή του μητρώου 
[image: image322.wmf]C

 συναρτήσει του μητρώου 
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 μέσω της 
(4.41)

 με την επιλογή μηδενικών τιμών για τα μη διαγώνια στοιχεία του  GOTOBUTTON ZEqnNum556533  \* MERGEFORMAT . Το μαθηματικό αυτό μοντέλο διευκολύνει την ανάλυση αφού το σύστημα εξισώσεων 
(4.40)

 που προκύπτει για τις κύριες συντεταγμένες είναι αποσυζευγμένο. Αυτό ελαττώνει τον αριθμό των άγνωστων παραμέτρων, για την περιγραφή του μητρώου απόσβεσης, σε  GOTOBUTTON ZEqnNum155189  \* MERGEFORMAT  που απαιτούνται να περιγράψουν το 
[image: image326.wmf]*
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 αντί για 
[image: image327.wmf]2
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 που απαιτούνται να περιγράψουν το 
[image: image328.wmf]C

. Το μαθηματικό μοντέλο απόσβεσης θεωρείται ικανοποιητικό με βάση τις μεγάλες αβεβαιότητες που υπεισέρχονται στην περιγραφή του μηχανισμού απόσβεσης και την επιθυμία αντικατάστασή της από γραμμικό όρο απόσβεσης.

Για την περίπτωση που το μητρώο απόσβεσης 
[image: image329.wmf]C

 διαγωνιοποιείται μέσω του μετασχηματισμού 
(4.41)

, το διαγώνιο μητρώο  GOTOBUTTON ZEqnNum556533  \* MERGEFORMAT  γράφεται στη μορφή 
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όπου 
[image: image332.wmf]*
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 ή, ισοδύναμα, 
[image: image333.wmf]*
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 είναι τα άγνωστα διαγώνια στοιχεία. Οι παράμετρες 
[image: image334.wmf]r
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  καλούνται συντελεστές απόσβεσης και οι τιμές τους προσδιορίζονται από πειραματικές δυναμικές μετρήσεις. 

Να σημειωθεί ότι χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ορθογωνικότητας των ιδιομορφών, η σχέση 
(4.41)

 οδηγεί στην  περιγραφή του μητρώου απόσβεσης  GOTOBUTTON ZEqnNum556533  \* MERGEFORMAT  ως προς το διαγώνιο μητρώο 
[image: image336.wmf]*
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. Συγκεκριμένα, πολλαπλασιάζοντας τη σχέση 
(4.41)

 από αριστερά με  GOTOBUTTON ZEqnNum556533  \* MERGEFORMAT  και από δεξιά με 
[image: image338.wmf]T
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 και χρησιμοποιώντας την συνθήκη ορθογωνικότητας (4.26)

, εύκολα προκύπτει η σχέση 
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Στην περίπτωση που το μητρώο απόσβεσης 
[image: image340.wmf]C

 διαγωνιοποιείται και περιγράφεται από την 
(4.42)

, η  GOTOBUTTON ZEqnNum771641  \* MERGEFORMAT  εξίσωση του αποσυζευγμένου συστήματος εξισώσεων 
(4.40)

 για τις κύριες συντεταγμένες  GOTOBUTTON ZEqnNum155189  \* MERGEFORMAT  παίρνει τη μορφή: 
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Η εξίσωση αυτή καλείται ιδιομορφική εξίσωση (modal equation) και είναι γενίκευση της (4.37)

 για την περίπτωση της μη-μηδενικής απόσβεσης. 

Oι κύριες (μορφικές) συντεταγμένες 
[image: image344.wmf]()
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, 
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, υπολογίζονται επιλύνοντας την 
(4.44)

 και οι φυσικές συντεταγμένες  GOTOBUTTON ZEqnNum333108  \* MERGEFORMAT  από το μετασχηματισμό 
(4.34)

. Στην επίλυση απαιτούνται οι αρχικές συνθήκες  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  οι οποίες προκύπτουν από τις αρχικές συνθήκες για τις φυσικές συντεταγμένες, 
[image: image348.wmf](
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. Οι σχέσεις μεταξύ τους είναι οι (4.34)

, όπως περιγράφηκε στην περίπτωση του συστήματος χωρίς απόσβεση στην προηγούμενη παράγραφο.
(4.39)

 που προκύπτουν μέσω του μετασχηματισμού (4.38)

 και 
Παρατήρηση: Συχνά μόνο μερικές από τις μορφικές (κύριες) συντεταγμένες 
[image: image349.wmf](
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, κυρίως αυτές που αντιστοιχούν στις χαμηλότερες μορφές, απαιτούνται στην (4.34)

 για να δώσει ακριβή αποτελέσματα, δηλαδή η απόκριση του συστήματος δίνεται από τη σχέση 
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Οι συνθήκες κάτω από τις οποίες μια ιδιομορφή συνεισφέρει στο ανάπτυγμα μελετώνται σε επόμενο κεφάλαιο. Οι συνθήκες αυτές εξαρτώνται από την χρονική μεταβολή και την χωρική κατανομή των διεγέρσεων, όπως επίσης από τα ιδιο-μορφικά χαρακτηριστικά (ιδιοσυχνότητες και ιδιομορφές) του μηχανικού συστήματος. 

4.7 Ελεύθερη Ταλάντωση Μηχανικού Συστήματος

Ειδική περίπτωση της ταλάντωσης αποτελεί η ελεύθερη ταλάντωση του συστήματος. Η ελεύθερη ταλάντωση προκύπτει από την επίλυση των εξισώσεων 
(4.39)

 για (4.38)

 και (4.44)

 με αρχικές συνθήκες (4.34)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT .

4.8 Ειδικές Περιπτώσεις

Για την κατανόηση της σημασίας των αποτελεσμάτων και την εμβάθυνση των σχέσεων 
(4.40)

, στη συνέχεια μελετώνται και αναπτύσσονται σχέσεις που περιγράφουν την απόκριση των μηχανικών συστημάτων για ειδικές περιπτώσεις αρχικών συνθηκών και διεγέρσεων. Η ανάλυση στοχεύει στην παρουσίαση γενικευμένων αποτελεσμάτων σε ειδικές περιπτώσεις αρχικών συνθηκών και διεγέρσεων. Επίσης σκοπός της ανάλυσης είναι και η μελέτη της επίδρασης της χωρικής μεταβολής των αρχικών συνθηκών και της χρονικής και χωρικής μεταβολής των διεγέρσεων στην συνεισφορά της (4.34)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum324488  \* MERGEFORMAT  ιδιομορφής στο ανάπτυγμα (4.34)

.

4.8.1 Χωρική Κατανομή Διέγερσης 

Α. Θεωρούμε το διάνυσμα διέγερσης στη μορφή 
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όπου 
[image: image354.wmf]()
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 προσδιορίζει την χρονική μεταβολή της διέγερσης και η 
[image: image355.wmf]a

 καθορίζει την χωρική κατανομή της. Η μορφή της διέγερσης εκφράζει ότι η χρονική μεταβολή της διέγερσης σε κάθε βαθμό ελευθερίας του συστήματος είναι ίδια και ίση με 
[image: image356.wmf]()
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, ενώ η χωρική κατανομή της 
[image: image357.wmf]()
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 διαφέρει στους διάφορους βαθμούς ελευθερίας όπως αυτό καθορίζεται από το διάνυσμα 
[image: image358.wmf]a

. Τα στοιχεία του 
[image: image359.wmf]a

 επηρεάζουν το μέγεθος της 
[image: image360.wmf]()
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 που μεταφέρεται στους βαθμούς ελευθερίας του συστήματος. 

Αντικαθιστώντας την διέγερση στην ιδιομορφική διέγερση 
[image: image361.wmf]ˆ
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, προκύπτει ότι 
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όπου 
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είναι ο συντελεστής συνεισφοράς της διέγερσης 
[image: image364.wmf]()
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 στην 
[image: image365.wmf]r

 ιδιομορφική εξίσωση. 

Β. Οιονδήποτε διάνυσμα διέγερσης δύναται να αναλυθεί στην μορφή 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.47)

όπου 
[image: image367.wmf](
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 είναι ανεξάρτητες φορτίσεις και 
[image: image368.wmf]k
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 είναι η χωρική κατανομή των φορτίσεων στους βαθμούς ελευθερίας του συστήματος. Στην περίπτωση αυτή η 
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 μορφική διέγερση 
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όπου 
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είναι οι συντελεστές συνεισφοράς των 
[image: image373.wmf]q

 ανεξαρτήτων διεγέρσεων 
[image: image374.wmf](
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 στην 
[image: image375.wmf]r

 ιδιομορφική εξίσωση. 

Γ. Θεωρούμε το διάνυσμα διέγερσης στη μορφή 
(4.46)

, όπου το διάνυσμα  GOTOBUTTON ZEqnNum454766  \* MERGEFORMAT  δίνεται από τη σχέση 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.48)

Οι όροι των ιδιομορφικών διεγέρσεων 
[image: image378.wmf]ˆ
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, 
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 απλοποιούνται στην μορφή
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και δηλώνουν ότι μόνο η 
[image: image381.wmf]s

 ιδιομορφική εξίσωση συνεισφέρει στην απόκριση του συστήματος, ενώ οι ιδιομορφικές συνιστώσες 
[image: image382.wmf]()
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 για 
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 είναι όλες μηδέν, δηλαδή 
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 για 
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. Επομένως η απόκριση δίνεται από τη σχέση 
[image: image387.wmf]()()
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. Η περίπτωση αυτή δείχνει ότι η συνεισφορά των ιδιομορφικών εξισώσεων και αντίστοιχα των όρων 
[image: image388.wmf]()
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 στην απόκριση εξαρτάται από την χωρική κατανομή της διέγερσης. Για χωρική κατανομή της μορφής 
(4.48)

, μόνο ο αντίστοιχος όρος  GOTOBUTTON ZEqnNum359946  \* MERGEFORMAT  συνεισφέρει στην απόκριση. 

Δ. Θεωρούμε το διάνυσμα διέγερσης στη μορφή 
(4.47)

 για την ειδική περίπτωση του  GOTOBUTTON ZEqnNum188831  \* MERGEFORMAT  με 
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. Επομένως η διέγερση έχει τη μορφή 
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Οι όροι των ιδιομορφικών διεγέρσεων 
[image: image394.wmf]ˆ
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 απλοποιούνται στην μορφή  
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και δηλώνουν ότι μόνο οι 
[image: image397.wmf]1

s

 και 
[image: image398.wmf]2

s

 ιδιομορφικές εξισώσεις συνεισφέρουν στην απόκριση του συστήματος. 

4.8.2 Χωρική Κατανομή Αρχικών Συνθηκών 

Για ελεύθερες ταλαντώσεις (
[image: image399.wmf]()0
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) και αρχική συνθήκη του διανύσματος ταχύτητας 
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Α. Να περιγραφεί η λύση για αρχική συνθήκη του διανύσματος μετατοπίσεων 
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Να αποδειχθεί ότι μόνο η 
[image: image402.wmf]s

 ιδιομορφή συνεισφέρει στην ταλάντωση του συστήματος.

Β. Να περιγραφεί η λύση για αρχική συνθήκη του διανύσματος μετατοπίσεων
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Να αποδειχθεί ότι μόνο οι 
[image: image404.wmf]1

s

 και 
[image: image405.wmf]2

s

 ιδιομορφές συνεισφέρουν στην ταλάντωση του συστήματος.
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