ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗΣ ΜΟΝΟΒΑΘΜΙΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ

3.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται η απόκριση μηχανικών συστημάτων ενός βαθμού ελευθερίας στο πεδίο συχνοτήτων. Εισάγεται η έννοια της συνάρτησης μετάδοσης και περιγράφεται η απόκριση του συστήματος σε περιοδικές και μη-περιοδικές διεγέρσεις χρησιμοποιώντας αναλύσεις Fourier. Επίσης, παρουσιάζονται εφαρμογές απομόνωσης ταλαντώσεων για γενικές περιοδικές και μη-περιοδικές διεγέρσεις. 
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Πρόταση 3.1: Έστω 
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 η απόκριση του ταλαντωτή σε διέγερση 
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. Τότε ισχύουν οι σχέσεις 
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Απόδειξη: Η απόκριση 
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 ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 
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Τα δύο μέλη της διαφορικής εξίσωσης (3.3)

 αποτελούνται από μιγαδικές παραστάσεις. Επομένως, η ισότητα ισχύει και για τα πραγματικά μέλη των δύο εξισώσεων. Εξισώνοντας τους πραγματικούς όρους των δύο μελών προκύπτει
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Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες  
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 είναι πραγματικοί αριθμοί, θέτοντας στη συνέχεια 
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η οποία αποδεικνύει την 
(3.2)

.(3.1)

. Παρομοίως αποδεικνύεται η  GOTOBUTTON ZEqnNum734247  \* MERGEFORMAT 
3.2.1 Απόκριση Μόνιμης Κατάστασης – Συνάρτηση Μετάδοσης

Έστω 
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 η αρμονική διέγερση ενός ταλαντωτή συχνότητας 
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. Η απόκριση 
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 δίνεται από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.3)

) έχει τη μορφή 
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. Με βάση την θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, η απόκριση μόνιμης κατάστασης (ειδική λύση της διαφορικής εξίσωσης 
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όπου 
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 είναι το μιγαδικό εύρος απόκρισης. Αντικαθιστώντας την λύση 
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 και λαμβάνοντας υπόψη ότι (3.5)

 στην  GOTOBUTTON ZEqnNum516364  \* MERGEFORMAT  και 
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, προκύπτει η εξίσωση για το μιγαδικό εύρος 
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ή ισοδύναμα 
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Για να ισχύει η παραπάνω σχέση για κάθε τιμή του 
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 θα πρέπει ο συντελεστής της 
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 να είναι μηδέν, από το οποίο προκύπτει το μιγαδικό εύρος απόκρισης στη μορφή



[image: image34.wmf](

)

(

)

2

1

ˆ

xF

micik

=

W+W+

%


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.6)

Στη συνέχεια εισάγεται η συνάρτηση μετάδοσης (Transfer Function) 
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 μεταξύ της αρμονικής διέγερσης και της μετατόπισης του ταλαντωτή, από τη σχέση 
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Η συνάρτηση μετάδοσης εξαρτάται μόνο από τα χαρακτηριστικά 
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 του ταλαντωτή, ενώ είναι ανεξάρτητη από τα χαρακτηριστικά διέγερσης. Ανάλογες συναρτήσεις μετάδοσης δύναται να εισαχθούν για άλλα μεγέθη, όπως ταχύτητα, επιτάχυνση, εσωτερικές δυνάμεις (π.χ. δύναμη ελατηρίου). Η συνάρτηση μετάδοσης 
(3.7)

 για την μετατόπιση συνδέεται με τον συντελεστή ενίσχυσης  GOTOBUTTON ZEqnNum955537  \* MERGEFORMAT  (βλ. Κεφάλαιο 2) μέσω της σχέσης 
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όπου 
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. Από την (3.7)

 το μιγαδικό εύρος απόκρισης δίνεται σε σχέση με την συνάρτηση μετάδοσης ως 
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 και 
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Παρατηρούμαι ότι το μιγαδικό εύρος απόκρισης προκύπτει πολλαπλασιάζοντας το εύρος της διέγερσης με τη τιμή της συνάρτησης μετάδοσης για 
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 δίνει το μιγαδικό εύρος απόκρισης ενός ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση μοναδιαίου εύρους και συχνότητας 
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Χρησιμοποιώντας ανάλυση μιγαδικών αριθμών, το μιγαδικό εύρος παίρνει τη μορφή 
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και φάση 
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όπου 
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, η στατική μετατόπιση του ταλαντωτή σε σταθερή διέγερση εύρους 
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 και χρησιμοποιώντας την (3.10)
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Με βάση της Πρόταση 3.1, η απόκριση του ταλαντωτή σε αρμονικές διεγέρσεις συνημιτόνου 
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 δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις 
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 οι οποίες είναι επίσης αρμονικές συνημιτόνου και ημιτόνου, αντίστοιχα, με μέτρο και φάση ίδιο με αυτό που παρουσιάσθηκε στην ανάλυση του Κεφαλαίου 2. 

3.3 Απόκριση σε Περιοδική Διέγερση

Ορισμός: Μία συνάρτηση 
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Η ελάχιστη τιμή της ποσότητας 
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 για την οποία ισχύει η σχέση 
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 καλείται χαρακτηριστική περίοδος της περιοδικής συνάρτησης   GOTOBUTTON ZEqnNum738494  \* MERGEFORMAT . Η ποσότητα 
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 καλείται χαρακτηριστική συχνότητα της περιοδικής συνάρτησης 
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. Παράδειγμα περιοδικής συνάρτησης δείχνεται στο Σχήμα 3.1. 
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Σχήμα 3.1: Περιοδική συνάρτηση περιόδου 
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3.3.1 Ανάλυση Fourier Περιοδικής Συνάρτησης

Πρόταση 3.2: Μια περιοδική συνάρτηση 
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όπου οι συντελεστές Fourier 
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Παρατηρούμε ότι μια περιοδική συνάρτηση 
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 προκύπτει από την υπέρθεση απείρων αρμονικών όρων συχνότητας πολλαπλάσιας της χαρακτηριστικής συχνότητας 
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 της περιοδικής συνάρτησης.

Πρόταση 3.3: Η απόκριση γραμμικού ταλαντωτή σε περιοδική διέγερση 
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όπου 
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είναι η απόκριση ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση ημιτόνου 
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είναι η απόκριση του  ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση συνημιτόνου 
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. Αντικαθιστώντας τις παραπάνω λύσεις στην (3.17)

 προκύπτουν οι εναλλακτικές μορφές λύσεων 
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και 
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όπου 
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είναι η φάση, 
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είναι το μέτρο της συνάρτησης μετάδοσης, και 
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είναι ο συντελεστής ενίσχυσης. 

Απόδειξη: Εξ’ ορισμού, οι 
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Παρατηρώντας ότι το σύστημα (ταλαντωτής) είναι γραμμικό και κάνοντας χρήση της αρχής της επαλληλίας προκύπτει η εξίσωση (3.25)

. 
(3.24)

 και (3.23)

, (3.17)

. Αυτό εύκολα αποδεικνύεται προσθέτοντας τις 
Απ’ ευθείας εφαρμογή των αποτελεσμάτων της απόκρισης μόνιμης κατάστασης ταλαντωτή σε σταθερή διέγερση και σε αρμονική διέγερση ημιτόνου και συνημιτόνου, προκύπτει ότι οι αποκρίσεις της (3.25)

 είναι 
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 και (3.23)
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όπου η φάση 
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 αρμονικής συνιστώσας της περιοδικής διέγερσης ως προς την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή. Αντικαθιστώντας τις 
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 της απόκρισης.(3.18)

 και (3.17)

 προκύπτουν οι εναλλακτικές μορφές (3.28)

 στην (3.26)
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Παρατήρηση: Είναι φανερό ότι το σύστημα συντονίζεται για τιμές του 
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 οι οποίες μεγιστοποιούν τον συντελεστή ενίσχυσης 
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3.3.2 Απομόνωση Ταλαντώσεων προς και από το Περιβάλλον

Όταν ο ταλαντωτής διεγείρεται από περιοδική διέγερση χαρακτηριστικής συχνότητας 
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, τότε τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή για απομόνωση ταλαντώσεων προς και από το περιβάλλον πρέπει να επιλέγονται έτσι ώστε οι αποκρίσεις για όλες τις αρμονικές συνιστώσες της περιοδικής διέγερσης να είναι σχετικά πολύ μικρές. Επομένως, με βάση της θεωρία του Κεφαλαίου 2, αποτελεσματική απομόνωση των ταλαντώσεων για αρμονική διέγερση προκύπτει επιλέγοντας  
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, η ακαμψία του συστήματος επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση 
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Η επιλογή της στιβαρότητας 
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 εξασφαλίζει την ισχύ της 
(3.29)

  GOTOBUTTON ZEqnNum440178  \* MERGEFORMAT .
[image: image121.wmf]
3.3.3 Μιγαδική Ανάλυση Fourier Περιοδικής Συνάρτησης – Διακριτό Φάσμα
Πρόταση 3.4: Μια περιοδική συνάρτηση 
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 αναλύεται σε μιγαδικές συνιστώσες Fourier ως εξής:
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όπου οι μιγαδικοί συντελεστές Fourier 
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 δίνονται συναρτήσει του 
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Παρατηρούμε ότι μια περιοδική συνάρτηση 
[image: image127.wmf](
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 προκύπτει από την υπέρθεση απείρων αρμονικών όρων συχνότητας 
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 πολλαπλάσιας της χαρακτηριστικής συχνότητας 
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 της περιοδικής συνάρτησης.

Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
[image: image130.wmf]W


Η σειρά Fourier αποτελεί μια ανάλυση ενός σήματος σε αρμονικές. Οι συχνότητες των αρμονικών είναι πολλαπλάσιες της χαρακτηριστικής συχνότητας 
[image: image131.wmf]W

 της περιοδικής συνάρτησης, ενώ τα εύροι των αρμονικών προκύπτουν από τους συντελεστές Fourier 
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. Στο Σχήμα 3.2 δείχνεται το μέτρο 
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 των συντελεστών Fourier συναρτήσει της συχνότητας 
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 των αρμονικών όρων 
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 που εμφανίζονται στην σειρά Fourier 
(3.30)

. Το διάγραμμα αυτό αποτελεί το διακριτό φάσμα Fourier και περιέχει χρήσιμες πληροφορίες για την ανάλυση ενός σήματος σε άπειρο πλήθος αρμονικών όρων συχνότητας  GOTOBUTTON ZEqnNum113603  \* MERGEFORMAT  και εύρους 
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Σχήμα 3.2: Διακριτό φάσμα Fourier περιοδικής συνάρτησης
Πρόταση 3.5: Η απόκριση γραμμικού ταλαντωτή σε περιοδική διέγερση 
[image: image140.wmf](
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 δίνεται από τη σχέση 
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Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
[image: image142.wmf]W


Με βάση την 
(3.30)

, η ανάλυση του σήματος απόκρισης  GOTOBUTTON ZEqnNum113603  \* MERGEFORMAT  σε σειρά Fourier δίνεται από τη σχέση 
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Συγκρίνοντας την (3.32)

 προκύπτει ότι 
(3.33)

 και 
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Η παραπάνω σχέση δίνει τους συντελεστές Fourier της απόκρισης συναρτήσει των συντελεστών Fourier της διέγερσης. Είναι προφανές ότι το εύρος 
[image: image146.wmf](

)

ˆ

nn

xHinc

=W

 των αρμονικών της απόκρισης είναι ανάλογο του εύρους 
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 των αρμονικών της διέγερσης με συντελεστή αναλογίας την τιμή της συνάρτησης μετάδοσης 
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 υπολογισμένη στην αντίστοιχη συχνότητα της αρμονικής. Η γραφική απεικόνιση της σχέσης αυτής δείχνεται στο Σχήμα 3.3. 
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Σχήμα 3.3: Γραφική απεικόνιση της σχέσης 
[image: image150.wmf](
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3.4 Απόκριση σε Μη-Περιοδική Διέγερση

3.4.1 Ανάλυση Fourier μη Περιοδικής Συνάρτησης – Συνεχές Φάσμα 

Πρόταση 3.6: Οποιαδήποτε συνάρτηση 
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 αναλύεται σε συνιστώσες Fourier ως εξής:
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όπου 
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 είναι ο συντελεστής Fourier και δίνεται συναρτήσει της 
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 από το ολοκλήρωμα 
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Παρατηρούμε ότι μια περιοδική συνάρτηση 
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 προκύπτει από το ολοκλήρωμα αρμονικών όρων ως προς τη συχνότητα διέγερσης 
[image: image157.wmf]w
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Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
[image: image158.wmf]W


Το ολοκλήρωμα Fourier αποτελεί μια ανάλυση ενός σήματος σε αρμονικές. Σε αντίθεση με την περιοδική συνάρτηση, όπου οι συντελεστές Fourier ορίζονται για διακριτές τιμές στο πεδίο συχνοτήτων, στην περίπτωση της μη περιοδικής συνάρτησης οι συντελεστές Fourier ορίζονται στο πεδίο συχνοτήτων σε συνεχές μονοδιάστατο χώρο 
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. Τα εύροι των αρμονικών που συνθέτουν το μη-περιοδικό σήμα 
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 προκύπτουν από τους συντελεστές Fourier 
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. Στο Σχήμα 3.4 δείχνεται το μέτρο 
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 των αρμονικών όρων 
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 που εμφανίζονται στο ολοκλήρωμα Fourier 
(3.35)

. Το διάγραμμα αυτό αποτελεί το συνεχές φάσμα Fourier και περιέχει χρήσιμες πληροφορίες για την ανάλυση ενός σήματος σε αρμονικούς όρου συχνότητας  GOTOBUTTON ZEqnNum742237  \* MERGEFORMAT  και εύρους 
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Σχήμα 3.4: Συνεχές φάσμα Fourier μη-περιοδικής συνάρτησης
Πρόταση 3.7: Η απόκριση γραμμικού ταλαντωτή σε μη-περιοδική διέγερση 
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 δίνεται από τη σχέση 
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Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
[image: image173.wmf]W


Με βάση την 
(3.36)

, η ανάλυση Fourier του σήματος απόκρισης  GOTOBUTTON ZEqnNum864887  \* MERGEFORMAT  δίνεται από τη σχέση 
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Συγκρίνοντας την (3.37)

 προκύπτει ότι 
(3.38)

 και 
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Η παραπάνω σχέση δίνει τους συντελεστές Fourier της απόκρισης συναρτήσει των συντελεστών Fourier της διέγερσης. Είναι προφανές ότι το εύρος 
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 των αρμονικών όρων της απόκρισης είναι ανάλογο του εύρους 
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 των αρμονικών της διέγερσης με συντελεστή αναλογίας την τιμή της συνάρτησης μετάδοσης 
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 υπολογισμένη στην αντίστοιχη συχνότητα της αρμονικής. Η γραφική απεικόνιση της σχέσης αυτής δείχνεται στο Σχήμα 3.5. 
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Σχήμα 3.5: Γραφική απεικόνιση της σχέσης 
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3.4.2 Απομόνωση Ταλαντώσεων προς και από το Περιβάλλον

Όταν ο ταλαντωτής διεγείρεται από μια μη-περιοδική διέγερση η οποία έχει συνεχές φάσμα με ενέργεια αρμονικών συγκεντρωμένη σε περιορισμένη περιοχή συχνοτήτων 
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 (βλ. Σχήμα 3.4), τότε τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή για απομόνωση ταλαντώσεων προς και από το περιβάλλον πρέπει να επιλέγονται έτσι ώστε η απόκριση για όλες τις αρμονικές στην περιοχή συχνοτήτων 
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 να είναι σχετικά πολύ μικρή. Επομένως, με βάση της θεωρία του Κεφαλαίου 2, αποτελεσματική απομόνωση των ταλαντώσεων για αρμονική διέγερση προκύπτει επιλέγοντας  
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. Αντικαθιστώντας 
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, η ακαμψία του συστήματος επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση 
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Η επιλογή της στιβαρότητας 
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 εξασφαλίζει την ισχύ της 
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 για κάθε  GOTOBUTTON ZEqnNum444573  \* MERGEFORMAT . 
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Σχήμα 3.6: Συνεχές φάσμα διέγερσης με ενέργεια συγκεντρωμένη σε περιορισμένη περιοχή συχνοτήτων 
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