ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΝΟΣ ΒΑΘΜΟΥ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ 

2.1. Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται η συμπεριφορά γραμμικού μονοβάθμιου μηχανικού συστήματος μάζας- ακαμψίας- απόσβεσης (ταλαντωτή) ο οποίος προσομοιώνει την συμπεριφορά ενός γραμμικού μηχανικού συστήματος. Διατυπώνεται η εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή και προσδιορίζεται η ελεύθερη ταλάντωση σε δοσμένες αρχικές συνθήκες, όπως επίσης και η εξαναγκασμένη ταλάντωση σε διάφορους τύπους διέγερσης. Μεταξύ των διεγέρσεων συμπεριλαμβάνονται (α) η βηματική, (β) η παλμική, (γ) η κρουστική, (δ) η αρμονική (ε) η περιοδική και (ζ) η μη-περιοδική γενική διέγερση. Παρουσιάζονται σημαντικές έννοιες όπως φάσματα απόκρισης για τα διάφορα είδη διεγέρσεων, συντελεστής ενίσχυσης, συνάρτηση μετάδοσης για αποκρίσεις σε αρμονικές διεγέρσεις, ανάλυση Fourier σημάτων που περιγράφουν χρονοϊστορίες διέγερσης ή απόκρισης, διακριτό και συνεχές φάσμα σήματος διέγερσης και απόκρισης για περιοδικές και μη περιοδικές διεγέρσεις, αντίστοιχα. Επίσης, παρουσιάζονται αναλύσεις για σημαντικές διεγέρσεις όπως, αζυγοστάθμιας και εδάφους. Τέλος, παρουσιάζονται λύσεις σε προβλήματα απομόνωσης ταλαντώσεων προς και από το περιβάλλον. 
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Σχήμα 2.1: (α) Μονοβάθμιος Ταλαντωτής, (β) Διάγραμμα Ελευθέρου Σώματος μάζας 
[image: image3.wmf]m


2.2 Εξίσωση Κίνησης Μονοβάθμιου Γραμμικού Ταλαντωτή

Το μοντέλο ενός μονοβάθμιου γραμμικού μηχανικού συστήματος (Σχήμα 2.1(α)) αποτελείται από ένα σώμα μάζας 
[image: image4.wmf]m

, γραμμικό ελατήριο σταθεράς 
[image: image5.wmf]k

 και βισκο-αποσβεστήρα σταθεράς 
[image: image6.wmf]c

. Η μάζα προσομοιώνει την αδράνεια του συστήματος, το ελατήριο προσομοιώνει την ακαμψία του γραμμικό μηχανικού συστήματος ενώ ο βισκο-αποσβεστήρας προσομοιώνει την απόσβεση της κίνησης η οποία παρατηρείται κατά την ταλάντωση του συστήματος. Η συντεταγμένη 
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 δηλώνει την μετατόπιση της μάζας σχετικά με αδρανειακό σύστημα αναφοράς.
Η εξίσωση κίνησης του μονοβάθμιου ταλαντωτή προκύπτει μελετώντας το διάγραμμα ελευθέρου σώματος (ΔΕΣ) για το σύστημα που αποτελείται από το σώμα μάζας 
[image: image8.wmf]m

 (Σχήμα 2.1(β)). Οι δυνάμεις που δρουν στην μάζα είναι η εξωτερική δύναμη 
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, η δύναμη του ελατηρίου 
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 η οποία οφείλεται στην αντίσταση του ελατηρίου στην κίνηση, και η δύναμη του βισκο-αποσβεστήρα 
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 η οποία οφείλεται στην αντίσταση του αποσβεστήρα στην ρυθμό μεταβολής της μετατόπιση της μάζας. Εφαρμόζοντας τον Νόμο του Νεύτωνα στην κατακόρυφη κατεύθυνση, ο οποίος αποτελεί τον σημαντικό Νόμο για την ανάπτυξη εξισώσεων κίνησης στα μηχανικά συστήματα, προκύπτει η εξίσωση 
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όπου 
[image: image13.wmf]()
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 είναι η μετατόπιση της μάζας του μηχανικού συστήματος. Επομένως, αντικαθιστώντας τις σχέσεις των εσωτερικών δυνάμεων ακαμψίας 
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 και απόσβεσης 
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 με την μετατόπιση και την ταχύτητα του σώματος, η εξίσωση κίνησης του μονοβάθμιου ταλαντωτή μάζας 
[image: image16.wmf]m

, ακαμψίας 
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 και απόσβεσης 
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 (Σχήμα 2.1(α)) δίνεται από την διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης: 
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Για την εύρεση της κίνησης απαιτούνται και οι αρχικές συνθήκες της μετατόπισης και της ταχύτητας της μάζας στην χρονική 
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. Θεωρούνται οι παρακάτω αρχικές συνθήκες 
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όπου 
[image: image23.wmf]0
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 και 
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 είναι γνώστες ποσότητες. 

Εισάγοντας τις παράμετρες 
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w

 και 
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 από τις σχέσεις 
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και 
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και διαιρώντας την εξίσωση 
(0.1)

 με  GOTOBUTTON ZEqnNum549488  \* MERGEFORMAT , προκύπτει η εναλλακτική μορφή της εξίσωσης κίνησης:
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2.3 Ελεύθερη Ταλάντωση Μηχανικού Συστήματος 

Στη συνέχεια μελετάται η ελεύθερη ταλάντωση του μηχανικού συστήματος και η επίδραση των ιδιοτήτων μάζας, απόσβεσης και ακαμψίας στην απόκριση. Στην περίπτωση της ελεύθερης ταλάντωσης η διέγερση είναι 
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. Ανάλογα με την ύπαρξη ή μη της απόσβεσης, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις ταλάντωσης. Την περίπτωση της ταλάντωσης χωρίς απόσβεση και την περίπτωση της ταλάντωσης με απόσβεση. Οι περιπτώσεις αυτές εξετάζονται ξεχωριστά. 

2.3.1 Ταλάντωση χωρίς Απόσβεση

Στην περίπτωση που η απόσβεση είναι μηδέν, η τιμή της σταθεράς 
[image: image32.wmf]c

 είναι 
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 και επομένως η απόκριση προκύπτει λύνοντας την ομογενή διαφορική εξίσωση 
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με τις αρχικές συνθήκες (0.3)

. Με βάση τη θεωρία των ομογενών γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης, αναζητείται λύση της μορφής 
(0.2)

 και 
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όπου 
[image: image36.wmf]A

 και 
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 αποτελούν τις άγνωστες παράμετρες. Αντικαθιστώντας την λύση στην διαφορική εξίσωση 
(0.7)

, προκύπτει ότι η άγνωστη  GOTOBUTTON ZEqnNum233604  \* MERGEFORMAT  ικανοποιεί την χαρακτηριστική εξίσωση 
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Εισάγοντας την παράμετρο 
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w

 από την 
(0.4)

, προκύπτουν οι δύο φανταστικές λύσεις  GOTOBUTTON ZEqnNum677475  \* MERGEFORMAT  και 
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 της χαρακτηριστικής εξίσωσης, όπου 
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 είναι η φανταστική μονάδα. Η γενική λύση είναι άθροισμα λύσεων της μορφής (0.8)

 και επομένως δίνεται από τη σχέση 



[image: image44.wmf]00

()

itit

xtAeBe

ww

-

=+


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.9)

όπου 
[image: image45.wmf]A

 και 
[image: image46.wmf]B

 είναι μιγαδικές συζυγές ποσότητες οι οποίες προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Είναι προφανές ότι για να προκύψει πραγματική λύση οι ποσότητες 
[image: image47.wmf]A

 και 
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 πρέπει να είναι συζυγείς. Χρησιμοποιώντας τις ταυτότητες 
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θέτοντας 
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 και αντικαθιστώντας στην (0.9)

, η λύση παίρνει την εναλλακτική μορφή 
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όπου τα 
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 και 
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 είναι πραγματικοί συντελεστές οι οποίοι προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας την λύση 
(0.11)

 για  GOTOBUTTON ZEqnNum533842  \* MERGEFORMAT  στην αρχική συνθήκη 
(0.2)

 και αναγνωρίζοντας ότι  GOTOBUTTON ZEqnNum406662  \* MERGEFORMAT , προκύπτει ότι 
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Παρομοίως, αντικαθιστώντας την λύση 
(0.11)

 για  GOTOBUTTON ZEqnNum533842  \* MERGEFORMAT  στην αρχική συνθήκη 
(0.3)

 και αναγνωρίζοντας ότι  GOTOBUTTON ZEqnNum723306  \* MERGEFORMAT , προκύπτει ότι 
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Αντικατάσταση των σταθερών συντελεστών 
[image: image60.wmf]a

 και 
[image: image61.wmf]b

 στην (0.11)

 έχει ως αποτέλεσμα η τελική μορφή της λύσης να είναι
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Χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα 
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με 
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, η λύση δίνεται από την εναλλακτική σχέση 
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όπου
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Η απόκριση 
(0.14)

 του ταλαντωτή είναι αρμονική με συχνότητα  GOTOBUTTON ZEqnNum500681  \* MERGEFORMAT  και εύρος αρμονικής που εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες και τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή. Η αρμονική απόκριση της μετατόπισης παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.3. Η συχνότητα 
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 της αρμονικής ταλάντωσης καλείται ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή. Η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών 
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 καλείται ιδιοπερίοδος της ταλάντωσης. Όπως φανερώνει η σχέση (0.4)

, το τετράγωνο της ιδιοσυχνότητας είναι ανάλογο της ακαμψίας και αντιστρόφως ανάλογο της μάζας του ταλαντωτή. 
(0.4)

, η ιδιοσυχνότητα ή αντίστοιχα η ιδιοπερίοδος του ταλαντωτή εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά μάζας και ακαμψίας του συστήματος. Συγκεκριμένα, λόγω της 
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Σχήμα 2.2: Ελεύθερη ταλάντωση χωρίς απόσβεση, 
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2.3.2 Ταλάντωση με Απόσβεση

Στην περίπτωση της μη-μηδενικής απόσβεσης η απόκριση προκύπτει λύνοντας την ομογενή διαφορική εξίσωση 
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με τις αρχικές συνθήκες 
(0.16)

, προκύπτει ότι η άγνωστη (0.8)

. Αντικαθιστώντας στην διαφορική εξίσωση (0.3)

. Με βάση τη θεωρία των ομογενών γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης, αναζητείται λύση της μορφής (0.2)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum406662  \* MERGEFORMAT  ικανοποιεί την χαρακτηριστική εξίσωση 
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Οι δύο ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι 
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Ανάλογα με την περιοχή των τιμών του συντελεστή απόσβεσης διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις λύσεων: (α) υποκρίσιμη απόσβεση (
[image: image78.wmf]||1
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), (β) κρίσιμη απόσβεση (
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), και (γ) υπερκρίσιμη απόσβεση (
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). Στην συνέχεια, η περίπτωση της υποκρίσιμης απόσβεσης θα παρουσιαστεί με λεπτομέρεια, ενώ για τις άλλες δύο περιπτώσεις θα δοθούν συνοπτικά τα αποτελέσματα των λύσεων. 

(α) Υποκρίσιμη Απόσβεση (
[image: image81.wmf]||1
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)

Στην περίπτωση αυτή η παράσταση 
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 είναι αρνητική οπότε οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι μιγαδικές και δίνονται από τη σχέση: 
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Επομένως, η γενική λύση είναι της μορφής είναι άθροισμα λύσεων της μορφής (0.8)

 και δίνεται από τη σχέση
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όπου 
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, και οι σταθερές 
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 και 
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 είναι μιγαδικές συζυγείς ποσότητες έτσι ώστε η λύση 
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 να είναι πραγματική. Οι ποσότητες 
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 και 
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 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Συγκεκριμένα, χρησιμοποιώντας τις τριγωνομετρικές ταυτότητες 
(0.10)

, θέτοντας  GOTOBUTTON ZEqnNum783195  \* MERGEFORMAT  και αντικαθιστώντας στην (0.19)

, η λύση παίρνει την εναλλακτική μορφή 
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όπου τα 
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 είναι πραγματικοί συντελεστές οι οποίοι προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας την λύση 
(0.2)

 και παρατηρώντας ότι (0.20)

 στην αρχική συνθήκη  GOTOBUTTON ZEqnNum104332  \* MERGEFORMAT ,  προκύπτει ότι 
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Παρομοίως, αντικαθιστώντας την λύση 
(0.3)

 και παρατηρώντας ότι (0.20)

 στην αρχική συνθήκη  GOTOBUTTON ZEqnNum104332  \* MERGEFORMAT , προκύπτει ότι 



[image: image98.wmf]000

00

v

v            

d

d

x

zw

zwabwb

w

+

-+=Þ=


Αντικατάσταση των σταθερών συντελεστών 
[image: image99.wmf]a

 και 
[image: image100.wmf]b

 στην (0.20)

 δίνει τη τελική μορφή της λύσης
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Με βάση την τριγωνομετρική ταυτότητα (0.13)

, προκύπτει η εναλλακτική μορφή λύσης 
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όπου
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Η απόκριση είναι μια αποσβενόμενη αρμονική ταλάντωση με συχνότητα 
[image: image104.wmf]2
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. Η απόσβεση της ταλάντωσης οφείλεται στην εκθετική συνάρτηση 
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 με τον εκθέτη 
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 να καθορίζει τον ρυθμό της χρονικής απόσβεσης (μείωσης) της ταλάντωσης. Το εύρος της ταλάντωσης εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες και τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή. Στο Σχήμα 2.4(α) παρουσιάζεται το διάγραμμα της χρονικής μεταβολής της εκθετικής συνάρτησης 
[image: image107.wmf]0
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, ενώ στο Σχήμα 2.4(β) παρουσιάζεται το διάγραμμα της χρονικής μεταβολής της αρμονικής συνάρτησης 
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. Η αποσβενόμενη απόκριση (μετατόπιση) παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.4(γ) και προκύπτει από το γινόμενο της εκθετικής και της αρμονικής συνάρτησης. Η συχνότητα ταλάντωσης 
[image: image109.wmf]2

0

1

d

wwz

=-

 καλείται αποσβενόμενη ιδιοσυχνότητα. Αποδεικνύεται ότι (βλ. Άσκηση 1) η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών είναι 
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 και καλείται αποσβενόμενη ιδιοπερίοδος της ταλάντωσης. Η απόσταση αυτή προκύπτει προσδιορίζοντας δύο διαδοχικά ακρότατα (μέγιστα) 
[image: image111.wmf]11
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 και 
[image: image112.wmf]22
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 της συνάρτησης 
[image: image113.wmf]()
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 και αποδεικνύοντας ότι 
[image: image114.wmf]21
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. Για μικρές τιμές του συντελεστή απόσβεσης 
[image: image115.wmf]z

 (
[image: image116.wmf]1
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), η αποσβενόμενη ιδιοσυχνότητα προσεγγίζει την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή χωρίς απόσβεση, δηλαδή 
[image: image117.wmf]0
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 διότι 
[image: image118.wmf]2
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. Όπως φανερώνει η σχέση 
(0.4)

, η αποσβενόμενη ιδιοσυχνότητα ή αντίστοιχα η αποσβενόμενη ιδιοπερίοδος του ταλαντωτή εξαρτάται ισχυρά από τα χαρακτηριστικά μάζας και ακαμψίας του συστήματος, ενώ η εξάρτηση από την απόσβεση είναι αμελητέα για  GOTOBUTTON ZEqnNum677475  \* MERGEFORMAT . 

Άσκηση 1: Να αποδειχθεί ότι η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών της αποσβενόμενης απόκρισης 
[image: image120.wmf]()

xt

 σε ελεύθερη ταλάντωση (βλ. Σχήμα 2.4(γ)) είναι  
[image: image121.wmf]2/
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, όπου 
[image: image122.wmf]d
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 είναι η αποσβενόμενη ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης. 
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Σχήμα 2.4: Ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση 
[image: image126.wmf]1
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: (α) Εκθετική συνάρτηση 
[image: image127.wmf]0
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, (β) Αρμονική συνάρτηση 
[image: image128.wmf]cos()
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, (γ) Αποσβενόμενη ταλάντωση 
[image: image129.wmf]()

xt


(β) Υπερκρίσιμη Απόσβεση (
[image: image130.wmf]||1

z

>

)

Στην περίπτωση αυτή οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
(0.17)

 είναι πραγματικές και ίσες με  GOTOBUTTON ZEqnNum418174  \* MERGEFORMAT  οπότε η λύση παίρνει τη γενική μορφή 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.24)

όπου 
[image: image133.wmf]sinh

 και 
[image: image134.wmf]cosh

 είναι τα υπερβολικά ημίτονα και συνημίτονα, αντίστοιχα. Οι σταθερές 
[image: image135.wmf]a

 και 
[image: image136.wmf]b

 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες (0.3)

. Στην περίπτωση της υπερκρίσιμης απόσβεσης, η απόκριση της μάζας του ταλαντωτή δείχνεται στο Σχήμα 2.5. Όπως φαίνεται στο Σχήμα, η απόκριση της μάζας αποσβένει χωρίς ταλάντωση.
(0.2)

 και 
[image: image137.png]()





Σχήμα 2.5: Ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση για 
[image: image138.wmf]1

z

>


(γ) Κρίσιμη Απόσβεση (
[image: image139.wmf]||1
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)

Στην περίπτωση αυτή οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
(0.17)

 είναι ίδιες,  GOTOBUTTON ZEqnNum418174  \* MERGEFORMAT , οπότε η απόκριση παίρνει την μορφή 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.25)

όπου οι σταθερές 
[image: image142.wmf]a

 και 
[image: image143.wmf]b

 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες (0.3)

. Στην περίπτωση της υπερκρίσιμης απόσβεσης, η απόκριση της μάζας του ταλαντωτή δείχνεται στο Σχήμα 2.6. Όπως φαίνεται στο Σχήμα, επίσης η απόκριση του συστήματος αποσβένει χωρίς ταλάντωση.
(0.2)

και 
[image: image144.png]()





Σχήμα 2.6: Ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση για 
[image: image145.wmf]1
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2.3.3 Πειραματικός Προσδιορισμός της Απόσβεσης με την Μέθοδο της Λογαριθμικής Μείωσης (
[image: image146.wmf]1

z

<

)

Από το Σχήμα 2.4 είναι προφανές ότι η απόκριση αποσβένει με ρυθμό που εξαρτάται από τον συντελεστή απόσβεσης 
[image: image147.wmf]z

. Στο συνέχεια παρουσιάζεται μια σχέση που συνδέει το λόγο των πλατών δύο διαδοχικών κορυφών της απόκρισης με τον συντελεστή απόσβεσης του ταλαντωτή. Έστω 
[image: image148.wmf]i

x

 το πλάτος της ελεύθερης ταλάντωσης που αντιστοιχεί στην κορυφή 
[image: image149.wmf]i

 η οποία εμφανίζεται στην χρονική στιγμή 
[image: image150.wmf]i
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 (βλ. Σχήμα 2.7). Χρησιμοποιώντας την εξίσωση 
(0.22)

, ο λόγος των πλατών ταλάντωσης  GOTOBUTTON ZEqnNum704807  \* MERGEFORMAT  και 
[image: image152.wmf]1
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 μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών δίνεται από τη σχέση 
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[image: image154.png]()





Σχήμα 2.7: Μείωση του εύρους ταλάντωσης σε ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση

Λαμβάνοντας υπόψη ότι 
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, 
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, εύκολα προκύπτει ο λόγος των πλατών στη μορφή 
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Ο φυσικός λογάριθμος του παραπάνω λόγου καλείται λογαριθμική μείωση, συμβολίζεται με 
[image: image161.wmf]d

 και προκύπτει από τη σχέση 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.26)

Για μικρή τιμή του συντελεστή απόσβεσης, η 
[image: image163.wmf]2
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 και επομένως προκύπτει η προσεγγιστική σχέση 
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Η σχέση είναι χρήσιμη στον προσδιορισμό της απόσβεσης του ταλαντωτή χρησιμοποιώντας πειράματα ελεύθερης ταλάντωσης και μετρώντας τα εύροι ταλάντωσης μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών. Με βάση την (0.26)

, ο συντελεστής απόσβεσης προκύπτει από την λογαριθμική μείωση από τη σχέση 
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Για την περίπτωση που ο συντελεστής απόσβεσης είναι πολύ μικρός, ο ρυθμός με τον οποίο αποσβένει η ταλάντωση είναι πολύ αργός και η ακρίβεια του αποτελέσματος επηρεάζεται σημαντικά από την ακρίβεια με την οποία προσδιορίζονται τα δύο διαδοχικά πλάτη ταλάντωσης. Για την διατήρηση ικανοποιητικής ακρίβειας είναι επιθυμητό ο λόγος των πλατών να βασίζεται σε κορυφές οι οποίες απέχουν αρκετούς κύκλους ταλάντωσης. Έστω 
[image: image166.wmf]i
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 και 
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 τα πλάτη ταλάντωσης σε χρόνους 
[image: image168.wmf]i
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 και 
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 οι οποίοι απέχουν κατά 
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 κύκλους, δηλαδή 
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. Ο λόγος των πλατών δίνεται από τη σχέση 
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Επομένως ο συντελεστής λογαριθμικής μείωσης δίνεται από τη σχέση 
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Για 
[image: image174.wmf]1
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, ο συντελεστής απόσβεσης υπολογίζεται από τη σχέση 
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Τέλος, να σημειωθεί ότι η αποσβενόμενη ιδιοπερίοδος 
[image: image176.wmf]d

T

 του ταλαντωτή υπολογίζεται πειραματικά από το διάγραμμα ελεύθερης ταλάντωσης ως η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών. Η ιδιοπερίοδος 
[image: image177.wmf]0
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 υπολογίζεται από τη σχέση 
[image: image178.wmf]2
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Άσκηση: Να αναπτυχθεί η σχέση που συνδέει τον συντελεστή απόσβεσης με τον συντελεστή λογαριθμικής μείωσης που αναφέρεται στην επιτάχυνση της ταλάντωσης, 
[image: image179.wmf]ln
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. Η επιτάχυνση της ταλάντωσης μετράται πιο εύκολα από την μετατόπιση, οπότε η σχέση αυτή είναι πιο χρήσιμη. 

2.4 Εξαναγκασμένη Ταλάντωση Μηχανικού Συστήματος 

Η ταλάντωση του γραμμικού συστήματος σε διέγερση 
[image: image180.wmf]()

Ft

 προκύπτει από την επίλυση της γραμμικής διαφορικής εξίσωσης κίνησης (0.1)

. Από την θεωρία γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, η λύση περιγράφεται στην μορφή: 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.31)

όπου 
[image: image182.wmf]()

xt
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 αποτελεί τη λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης και 
[image: image183.wmf]()

xt

mer

 αποτελεί τη μερική (ειδική) λύση της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης. Στη συνέχεια της ανάλυσης θεωρείται ότι οι τιμές του συντελεστής απόσβεσης είναι 
[image: image184.wmf]1

z
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. Η λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης δίνεται από τη σχέση 
(0.20)

, όπου οι σταθερές α και β που εμφανίζονται στον ομογενή όρο  GOTOBUTTON ZEqnNum104332  \* MERGEFORMAT  προσδιορίζονται έτσι ώστε η συνολική λύση (0.3)

. 
(0.2)

 και (0.31)

 να ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες 
Παρακάτω μελετώνται ειδικές περιπτώσεις μοντέλων διέγερσης 
[image: image186.wmf]()
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 και αναπτύσσονται οι λύσεις που περιγράφουν την απόκριση του μηχανικού συστήματος στις περιπτώσεις αυτές. 

2.4.1 Απόκριση Ταλαντωτή σε Βηματική Διέγερση

Η μορφή της βηματικής διέγερσης φαίνεται στο Σχήμα 2.8 και διατυπώνεται μαθηματικά από την σχέση 
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Σχήμα 2.8: Βηματική Διέγερση

ή ισοδύναμα 
[image: image189.wmf]0
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, όπου 
[image: image190.wmf]()
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 η συνάρτηση Heavyside η οποία ικανοποιεί την 
(0.32)

 με  GOTOBUTTON ZEqnNum748953  \* MERGEFORMAT . Με βάση τη θεωρία των γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, για 
[image: image192.wmf]0
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, αναζητείται η ειδική λύση της διαφορικής εξίσωσης 
(0.1)

 στη μορφή  GOTOBUTTON ZEqnNum549488  \* MERGEFORMAT . Με αντικατάσταση της ειδικής λύσης στην εξίσωση 
(0.1)

 προσδιορίζεται η άγνωστη  GOTOBUTTON ZEqnNum549488  \* MERGEFORMAT . Λαμβάνοντας υπόψη ότι η μερική λύση είναι ανεξάρτητη του χρόνου 
[image: image195.wmf]t

, προκύπτει ότι 
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 και επομένως η 
(0.1)

 οδηγεί στη σχέση  GOTOBUTTON ZEqnNum549488  \* MERGEFORMAT . Με βάση την (0.20)

, η απόκριση του μηχανικού συστήματος δίνεται από τη σχέση 
(0.31)

 και την 
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Οι σταθερές α και β υπολογίζονται έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι αρχικές συνθήκες (0.3)

 του προβλήματος. 
(0.2)

 και 
Στη συνέχεια η τελική λύση προσδιορίζεται για μηδενικές αρχικές συνθήκες, δηλαδή για 
[image: image199.wmf]00
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. Συγκεκριμένα, εφαρμόζοντας την αρχική συνθήκη 
[image: image200.wmf](0)0
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 προκύπτει 
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ενώ από την αρχική συνθήκη 
[image: image202.wmf](0)0
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 προκύπτει 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.35)

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των α και β στην εξίσωση (0.33)

 και μετά από πράξεις, η τελική λύση παίρνει τη μορφή: 



[image: image204.wmf]0

0

2

1

()1cos()

1

t

d

F

xtet

k

zw

wj

z

-

éù

=--

êú

-

êú

ëû


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.36)

όπου 
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Στο Σχήμα 2.9 δείχνεται η χρονοϊστορία της απόκρισης όπως επίσης και τα σημαντικά χαρακτηριστικά της απόκρισης σε σχέση με τις παραμέτρους του μηχανικού συστήματος.

[image: image206.png]()





Σχήμα 2.9: Απόκριση ταλαντωτή σε βηματική διέγερση
Παρατηρήσεις:

1) Η απόκριση είναι άθροισμα δύο όρων. Ο πρώτος όρος είναι αποσβενόμενος αρμονικός  συχνότητας ίσης με την αποσβενόμενη συχνότητα 
[image: image207.wmf]d

w

 του ταλαντωτή. Ο όρος αυτό αποσβένει και τείνει στο μηδέν για σχετικά μεγάλους χρόνους με ρυθμό που εξαρτάται από τον συντελεστή 
[image: image208.wmf]0
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 της εκθετικής συνάρτησης 
[image: image209.wmf]0
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. Επομένως ο ρυθμός επηρεάζεται από τον συντελεστή απόσβεση 
[image: image210.wmf]z

 του συστήματος. Ο δεύτερος όρος είναι σταθερός εύρους 
[image: image211.wmf]0
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 και αντιστοιχεί στην απόκριση μόνιμης κατάστασης του ταλαντωτή η οποία παραμένει για μεγάλους χρόνους. Ο σταθερός όρος είναι ίδιος με την στατική απόκριση του συστήματος για την περίπτωση που η διέγερση 
[image: image212.wmf]0

F

 επιβάλλεται στατικά. 

2) Το εύρος της απόκρισης σε βηματική διέγερση λαμβάνοντας υπόψη την δυναμική συμπεριφορά του συστήματος είναι μεγαλύτερο του εύρους στατικής απόκρισης 
[image: image213.wmf]0
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. Επομένως, η δυναμική των συστημάτων παίζει ρόλο στον σχεδιασμό των συστημάτων αυτών. Η ανάλυση των ακρότατων της συνάρτησης απόκρισης (0.36)

 δίνει σημαντικές πληροφορίες για την μέγιστη τιμή της απόκρισης και την χρονική στιγμή στην οποία παρουσιάζεται η μέγιστη τιμή της απόκρισης. Συγκεκριμένα, ο χρόνος στον οποίο η συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατα προσδιορίζεται από τη λύση της εξίσωσης 
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Από τις πολλαπλές λύσεις, το μέγιστο παρουσιάζεται στο μικρότερο χρόνο 
[image: image215.wmf]t

m

 το οποίο ικανοποιεί τη σχέση 
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Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα 
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 και την σχέση 
(0.37)

, εύκολα προκύπτει ότι  GOTOBUTTON ZEqnNum263363  \* MERGEFORMAT  από την οποία συμπεραίνεται ότι 
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. Αποδεικνύεται ότι οι άρτιες τιμές του 
[image: image222.wmf]n

 αντιστοιχούν στα ελάχιστα της απόκρισης, ενώ οι περιττές τιμές του 
[image: image223.wmf]n

 αντιστοιχούν στα μέγιστα. Από το Σχήμα 2.9, το ολικό μέγιστο εμφανίζεται στο χρόνο που αντιστοιχεί σε 
[image: image224.wmf]1
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. Επομένως η χρονική αυτή στιγμή είναι 
[image: image225.wmf]/2
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. Αντικαθιστώντας στην 
(0.36)

, χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα  GOTOBUTTON ZEqnNum749206  \* MERGEFORMAT  και την σχέση 
(0.37)

, η μέγιστη τιμή  GOTOBUTTON ZEqnNum263363  \* MERGEFORMAT  της απόκρισης δίνεται από τη σχέση 
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3) Εισάγοντας τον αδιάστατο συντελεστή 
[image: image229.wmf]max
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 η στατική απόκριση (απόκριση μόνιμης κατάστασης για 
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) σε σταθερή διέγερση εύρους 
[image: image232.wmf]0

F

, προκύπτει ότι 
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Ο συντελεστής 
[image: image235.wmf]()
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 καλείται συντελεστής ενίσχυσης και περιγράφει την μέγιστη απόκριση του ταλαντωτή σε σχέση με την στατική απόκριση που θα προέκυπτε από μια στατική ανάλυση του συστήματος σε διέγερση σταθερού εύρους 
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. Ο συντελεστής ενίσχυσης 
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 είναι συνάρτηση του συντελεστή απόσβεσης 
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 του ταλαντωτή. Τα διαγράμματα που δίνουν την εξάρτηση του 
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 ως προς τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή ονομάζονται φάσματα απόκρισης και περιέχουν χρήσιμες πληροφορίες για την εξάρτηση του μέγιστου της απόκρισης από τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή. Τα φάσματα απόκρισης για τον συντελεστή ενίσχυσης 
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 συναρτήσει του συντελεστή απόσβεσης 
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 παρουσιάζονται στο Σχήμα 2.10. 
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Σχήμα 2.10: Φάσματα απόκρισης για βηματική διέγερση
4) Παρόμοια φάσματα απόκρισης μπορούν να σχεδιασθούν για την ταχύτητα, επιτάχυνση και άλλες μεταβλητές απόκρισης του ταλαντωτή. Τα φάσματα απόκρισης αναφέρονται σε συγκεκριμένο τύπο διέγερσης. Στην περίπτωσή μας αναφέρονται σε βηματική διέγερση αλλά μπορούν να επεκταθούν και για τους άλλους τύπους διεγέρσεων όπως θα δούμε στην συνέχεια. 

2.4.2 Απόκριση Ταλαντωτή σε Παλμική Διέγερση

Η μορφή της παλμικής διέγερσης φαίνεται στο Σχήμα 2.11 και διατυπώνεται μαθηματικά από την σχέση 
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Σχήμα 2.11: Παλμική Διέγερση
Η απόκριση του ταλαντωτή προσδιορίζεται για μηδενικές αρχικές συνθήκες, δηλαδή για 
[image: image245.wmf]00
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. Για τον προσδιορισμό της απόκρισης του συστήματος σε παλμική διέγερση μελετώνται ξεχωριστά οι περιπτώσεις (α) 
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 και (β) 
[image: image247.wmf]0
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. Στην περίπτωση (α) η απόκριση είναι ίδια με την απόκριση 
(0.36)

 περιορίζεται στο διάστημα (0.36)

 σε βηματική διέγερση. Η διαφορά είναι ότι το χρονικό διάστημα για το οποίο ισχύει η σχέση  GOTOBUTTON ZEqnNum749206  \* MERGEFORMAT . Η περίπτωση (β) αντιστοιχεί σε μηδενική διέγερση και επομένως σε ελεύθερη ταλάντωση του μηχανικού συστήματος σε αρχικές συνθήκες 
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 και 
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 οι οποίες προσδιορίζονται από την απόκριση στο διάστημα 
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. Επομένως, οι αρχικές συνθήκες είναι: 
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όπου 
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Η απόκριση 
[image: image256.wmf]()
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 στο χρονικό διάστημα 
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 δίνεται από την σχέση 
(0.22)

, όπου ο χρόνος  GOTOBUTTON ZEqnNum704807  \* MERGEFORMAT  στο δεύτερο μέλος της απόκρισης αντικαθίσταται από τον χρόνο 
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 έτσι ώστε να ληφθεί υπόψη ότι οι αρχικές συνθήκες αναφέρονται στον χρόνο 
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. Συγκεκριμένα, η απόκριση 
[image: image261.wmf]()

xt

b

 παίρνει τη μορφή 
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όπου η φάση 
[image: image263.wmf]b
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 δίνεται από τη σχέση 
(0.23)

 με αρχικές συνθήκες  GOTOBUTTON ZEqnNum764037  \* MERGEFORMAT  και  
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Η απόκριση του συστήματος σχεδιάζεται στο Σχήμα 2.12 όπου δείχνονται τα βασικά χαρακτηριστικά της απόκρισης σε σχέση με τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή και της παλμικής διέγερσης.  
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Σχήμα 2.12: Απόκριση ταλαντωτή σε παλμική διέγερση
Στην συνέχεια παρουσιάζεται η απόκριση του συστήματος σε δύο ειδικές περιπτώσεις. Η πρώτη περίπτωση αναφέρεται σε παλμική διέγερση μεγάλης διάρκειας (
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). Στην περίπτωση αυτή το μεταβατικό μέρος της απόκρισης αποσβένει πριν την χρονική στιγμή 
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. Επομένως η απόκριση στο χρονικό διάστημα 
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 αντιστοιχεί σε ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες 
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. Η απόκριση παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.13(α). 

Η δεύτερη περίπτωση αναφέρεται σε παλμική διέγερση μικρής διάρκειας (
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). Παρουσιάζεται πρώτα η απόκριση 
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 του ταλαντωτή στο χρονικό διάστημα 
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. Αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor τις συναρτήσεις γύρω από το 
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ενώ η φάση 
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 στην λύση (0.38)

 ικανοποιεί τη σχέση 
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οπότε 
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. Αντικαθιστώντας στην (0.38)

 προκύπτει η λύση στην μορφή 
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Η απόκριση παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.13(β). Ουσιαστικά η απόκριση για 
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 είναι ελεύθερη ταλάντωση με σχεδόν μηδενική αρχική μετατόπιση και αρχική ταχύτητα 
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, ίση με την ώση της δύναμης 
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 διαιρούμενη με την μάζα του ταλαντωτή. 
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Σχήμα 2.13: Απόκριση ταλαντωτή σε παλμική διέγερση (α) μεγάλης διάρκειας  (
[image: image292.wmf]00
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), και (β) μικρής διάρκειας (
[image: image293.wmf]00
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)

2.4.3 Απόκριση Ταλαντωτή σε Κρουστική Διέγερση

Μια διέγερση καλείται κρουστική όταν ο χρόνος δράσης πάνω στον ταλαντωτή είναι πολύ μικρός σε σχέση με τον χαρακτηριστικό χρόνο απόκρισης του ταλαντωτή. Ως χαρακτηριστικός χρόνος απόκρισης ενός ταλαντωτή θεωρείται η ιδιοπερίοδος του 
[image: image294.wmf]0
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. Παραδείγματα κρουστικής διέγερσης δείχνονται στο Σχήμα 2.14, εφόσον ο χρόνος 
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 θεωρηθεί πολύ μικρός σε σχέση με το 
[image: image296.wmf]0
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. Να σημειωθεί ότι ειδική περίπτωση της κρουστικής διέγερσης είναι η παλμική διέγερση της Παραγράφου 2.4.2 για 
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. Το αποτέλεσμα που προκαλεί μια κρουστική διέγερση για χρόνους 
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 εξαρτάται από την ώση 
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 της διέγερσης, ενώ είναι ανεξάρτητο από την μορφή της διέγερσης στο χρονικό διάστημα 
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Σχήμα 2.14: Κρουστικές διεγέρσεις (
[image: image302.wmf]00
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): (α) γενική μορφή, (β) παλμική, (γ) επαλληλία τριγωνικών, και (δ) δέλτα συνάρτηση μεγέθους 
[image: image303.wmf]ˆ
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Λόγω της πολύ μικρής διάρκειας, η κρουστική διέγερση διατυπώνεται μαθηματικά από τη συνάρτηση 
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 του Σχήματος 2.14(δ), όπου 
[image: image305.wmf]ˆ

F

 είναι η ώση της κρουστικής διέγερσης και 
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 είναι η συνάρτηση δέλτα. Η ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα είναι ότι για οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση 
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 ισχύει η ακόλουθη σχέση 
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όπου 
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 και 
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 θετικοί αριθμοί. Για την ειδική περίπτωση της 
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Gt

=

, η παραπάνω ιδιότητα παίρνει την μορφή 
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Η απόκριση του ταλαντωτή σε κρουστική διέγερση 
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 δίνεται από την λύση της διαφορικής εξίσωσης 
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Για ευκολία, η εξίσωση θα επιλυθεί στη συνέχεια για μη-μηδενικές αρχικές συνθήκες 
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. Η δράση της κρουστικής διέγερσης για πολύ μικρό (απειροστό) χρόνο μεταβάλει (τροποποιεί) τις αρχικές συνθήκες από 
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 είναι απειροστή θετική ποσότητα. Οι αρχικές συνθήκες 
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 αμέσως μετά την δράση της κρουστικής διέγερσης προκύπτουν από την 
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 ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη από το  GOTOBUTTON ZEqnNum634701  \* MERGEFORMAT , απλοποιώντας τα ολοκληρώματα, παίρνοντας το όριο όταν το 
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 και χρησιμοποιώντας ότι η μετατόπιση είναι συνεχής συνάρτηση, δηλαδή 
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Συγκεκριμένα από την ολοκλήρωση προκύπτει η ακόλουθη σχέση 



[image: image329.wmf]ˆ

()

mxdtcxdtkxdtFtdt

eeee

eeee

d

----

++=

òòòò

&&&


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.44)

Το πρώτο ολοκλήρωμα απλοποιείται στην μορφή 
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Χρησιμοποιώντας την αρχική συνθήκη 
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 και την συνέχεια 
(0.43)

 της συνάρτησης  GOTOBUTTON ZEqnNum419846  \* MERGEFORMAT  της μετατόπισης, το δεύτερο ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή 
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Χρησιμοποιώντας ότι η μετατόπιση είναι συνεχής συνάρτηση, επίσης το τρίτο ολοκλήρωμα δεν συνεισφέρει στην εξίσωση όταν 
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 γίνεται 
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, το ολοκλήρωμα στο δεύτερο μέλος της 
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Αντικαθιστώντας τις 
(0.44)

 και λύνοντας ως προς την άγνωστη (0.47)

 στην (0.46)

 και (0.45)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum249365  \* MERGEFORMAT  προκύπτει 
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Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι το αποτέλεσμα μιας κρουστικής διέγερσης είναι να μεταβάλει την αρχική ταχύτητα του ταλαντωτή κατά 
[image: image338.wmf]ˆ
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, ενώ αφήνει αμετάβλητη την αρχική μετατόπιση. Η μεταβολή της αρχικής ταχύτητας είναι ανάλογη της ώσης της διέγερσης και αντιστρόφως ανάλογη της μάζας του ταλαντωτή. 

Για 
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 οπότε η απόκριση προκύπτει από την λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης. Η λύση δίνεται από τη σχέση (0.48)

. Επομένως η λύση γράφεται στην μορφή 
(0.43)

 και (0.21)

 με αρχικές συνθήκες τις 
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Για μηδενικές αρχικές συνθήκες 
[image: image342.wmf]00
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, η λύση παίρνει την απλούστερη μορφή 
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Εισάγοντας την συνάρτηση βάρους 
[image: image344.wmf]()
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 από τη σχέση 
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η λύση σε κρουστική διέγερση γράφεται ως εξής 
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Η συνάρτηση βάρους εξαρτάται μόνο από τα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή. Όπως θα δούμε παρακάτω, η συνάρτηση βάρους χρησιμοποιείται για να περιγράψει την απόκριση του ταλαντωτή σε οποιαδήποτε διέγερση. 

Να σημειωθεί ότι για την ειδική περίπτωση της παλμικής διέγερσης με 
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 η απόκριση 
(0.39)

 προέκυψε από την ασυμπτωτική ανάλυση της απόκρισης σε παλμική διέγερση για (0.50)

 σε δέλτα διέγερση. Υπενθυμίζεται ότι απόκριση (0.39)

 που προέκυψε είναι ίδια με την απόκριση  GOTOBUTTON ZEqnNum639274  \* MERGEFORMAT .

Άσκηση 2: Να σχεδιασθούν τα φάσματα απόκρισης σε κρουστική διέγερση. Να παρουσιασθούν καμπύλες απόκρισης συναρτήσει του αδιάστατου χρόνου 
[image: image349.wmf]00
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2.4.4 Απόκριση Ταλαντωτή σε Αρμονική Διέγερση
Η μορφή της αρμονικής διέγερσης φαίνεται στο Σχήμα 2.16 και διατυπώνεται μαθηματικά από την σχέση 
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όπου 
[image: image351.wmf]W

 και 
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 είναι η συχνότητα και το εύρος (πλάτος) της αρμονικής διέγερσης, αντίστοιχα. Η συμπεριφορά του ταλαντωτή περιγράφεται από την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης 
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Σχήμα 2.16: Αρμονική διέγερση
Με βάση τη θεωρία γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης, η λύση έχει τη μορφή 
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όπου 
[image: image356.wmf]()
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 είναι η λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης και 
[image: image357.wmf]()

xt
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 είναι η μερική (ειδική) λύση. Για αρμονική διέγερση συνημίτονου, η μερική λύση έχει τη γενική μορφή 
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όπου οι σταθερές 
[image: image359.wmf]A

 και 
[image: image360.wmf]B

 επιλέγονται έτσι ώστε να ικανοποιείται η διαφορική εξίσωση (0.54)

. Χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα 
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η λύση εκφράζεται επίσης στην εναλλακτική μορφή 
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Αντικαθιστώντας την (0.54)

 προκύπτει μετά από πράξεις ότι 
(0.56)

 στην 
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Ομαδοποιώντας ξεχωριστά τους όρους του ημίτονου και του συνημίτονου προκύπτει 
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Για να είναι δυνατή η ικανοποίηση της σχέσης για κάθε χρονική στιγμή 
[image: image365.wmf]t

, θα πρέπει οι συντελεστές του ημίτονου και συνημίτονου να είναι μηδέν, οπότε προκύπτει το παρακάτω γραμμικό αλγεβρικό σύστημα εξισώσεων 
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Λύνοντας τις γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις 
(0.59)

 ως προς τις άγνωστες  GOTOBUTTON ZEqnNum469123  \* MERGEFORMAT  και 
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 προκύπτει ότι 
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Αντικαθιστώντας στην (0.57)

, η μερική λύση παίρνει τη μορφή 



[image: image370.wmf]0

222

()cos()

()()

F

xtt

kmc

mer

j

=W-

-W+W


όπου



[image: image371.wmf]2

tan

c

km

j

W

=

-W


Στη συνέχεια εισάγονται οι ακόλουθες σημαντικές παράμετρες: 
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η οποία εκφράζει τον λόγο της συχνότητας διέγερσης ως προς την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή, και 
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η οποία εκφράζει την στατική απόκριση του ταλαντωτή (απόκριση μόνιμης κατάστασης για 
[image: image374.wmf]t
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) για σταθερή (βηματική) διέγερση εύρους 
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. Η ειδική λύση παίρνει τη μορφή 
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όπου 
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και 
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Παρατηρήσεις: 

1. Η 
[image: image379.wmf]()
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 στην (0.31)

 δίνεται από τη σχέση 
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και αποτελεί το μεταβατικό μέρος της απόκρισης το οποίο, λόγω του εκθετικού 
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 δίνεται στην μορφή 
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Η παραπάνω σχέση φανερώνει ότι ο λόγος του χρόνου 
[image: image389.wmf]t
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 ως προς την ιδιοπερίοδο 
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 του συστήματος είναι αντιστρόφως ανάλογος του συντελεστή απόσβεσης. Στο Σχήμα 2.17 παρουσιάζονται διαγράμματα μεταβολής του αδιάστατου χρόνου 
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  συναρτήσει του συντελεστή απόσβεσης 
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 για διάφορες τιμές του 
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Σχήμα 2.17: Διαγράμματα 
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Η απόκριση 
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 η οποία παραμένει μετά από σχετικά μεγάλους χρόνους (
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), έτσι ώστε το μεταβατικό τμήμα της απόκρισης να έχει αποσβεσθεί, καλείται απόκριση μόνιμης κατάστασης.

2. Η απόκριση (μετατόπιση) μόνιμης κατάστασης του ταλαντωτή δίνεται από τη σχέση 
(0.61)

 και είναι επίσης αρμονική. Η συχνότητα της απόκρισης είναι ίδια με την συχνότητα διέγερσης. Το εύρος της αρμονικής απόκρισης σε σχέση με το εύρος της ισοδύναμης στατικής λύσης που θα προέκυπτε από μια διέγερση σταθερού εύρους, εξαρτάται από τον συντελεστή   GOTOBUTTON ZEqnNum369542  \* MERGEFORMAT . Ο συντελεστής αυτός καλείται συντελεστής ενίσχυσης και εκφράζει το εύρος της δυναμικής απόκρισης ως προς την ισοδύναμη στατική απόκριση σε διέγερση σταθερού εύρους. Το εύρος εξαρτάται από τον λόγο 
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 και τον συντελεστή απόσβεσης 
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 του ταλαντωτή. 

Στη συνέχεια διερευνάται η εξάρτηση του 
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 και τον συντελεστή απόσβεσης 
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. Για το σκοπό αυτό μελετώνται πρώτα τα ακρότατα (μέγιστα και ελάχιστά) της 
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 ως προς 
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. Τα ακρότατα της συνάρτησης 
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 προκύπτουν από την λύση της 
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Το είδος των ακρότατων, μέγιστα ή ελάχιστα, προκύπτει εξετάζοντας την δεύτερη παράγωγο της 
[image: image412.wmf](,)
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 ως προς 
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. Το ακρότατο 
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 αντιστοιχεί σε μέγιστο εάν ικανοποιεί τη σχέση 
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 και μετά από πράξεις προκύπτει η ακόλουθη μη γραμμική εξίσωση για το (0.62)

 στην σχέση  GOTOBUTTON ZEqnNum856660  \* MERGEFORMAT 
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Οι λύσεις εξαρτώνται από τις τιμές του 
[image: image420.wmf]z

. Διακρίνονται δύο περιπτώσεις. 

(α) Για 
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, η 
[image: image422.wmf]2

120

z

-³

 οπότε προκύπτουν δύο λύσεις της 
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. Το μέγιστο αντιστοιχεί στην τιμή  GOTOBUTTON ZEqnNum596368  \* MERGEFORMAT  με 
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, ενώ το ελάχιστο αντιστοιχεί στην τιμή 
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 του συντελεστή ενίσχυσης είναι αντιστρόφως ανάλογη του συντελεστή απόσβεσης 
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[image: image431.wmf]2/20.707

z

>=

, η 
[image: image432.wmf]2

120

z

-<

 οπότε προκύπτει μια μόνο λύση της 
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. Το ακρότατο της συνάρτησης αντιστοιχεί σε μέγιστο για  GOTOBUTTON ZEqnNum596368  \* MERGEFORMAT  με 
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Τέλος διερευνάται η ασυμπτωτική συμπεριφορά της 
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ανεξάρτητα της τιμής του 
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. Δηλαδή η 
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 τείνει προς το μηδέν, ανεξάρτητα της τιμής του 
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, με ρυθμό που καθορίζεται από τη σχέση 
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. Για μικρές τιμές του  GOTOBUTTON ZEqnNum330242  \* MERGEFORMAT , η 
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. Η παραπάνω διερεύνηση μας επιτρέπει τον ποιοτικό σχεδιασμό της 
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 ο οποίος παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.17(α) για την περίπτωση 
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Σχήμα 2.17: Διάγραμμα ποιοτικής μεταβολής του 
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Στο Σχήμα 2.18 παρουσιάζονται τα διαγράμματα του συντελεστή ενίσχυσης 
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 συναρτήσει του λόγου 
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 για διάφορες τιμές του συντελεστή απόσβεσης 
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. Για τιμές του 
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 στην γειτονιά του 
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 που αντιστοιχεί στο μέγιστο της 
[image: image464.wmf](,)

hz

C

, παρουσιάζονται οι μεγαλύτερες τιμές του συντελεστή ενίσχυσης. Η περιοχή αυτή αναφέρεται στην βιβλιογραφία ως περιοχή συντονισμού.
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Σχήμα 2.18: Διαγράμματα 
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Το εύρος της περιοχής συντονισμού καθορίζεται από τις τιμές 
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 προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης 
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από την οποία προκύπτει η αλγεβρική τετραγωνική εξίσωση στο 
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Επομένως το εύρος της περιοχής συντονισμού είναι ανάλογο του 
[image: image485.wmf]z

. Αντικαθιστώντας το λόγο 
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Σχήμα 2.19: Διάγραμμα ποιοτικής μεταβολής του 
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3. Τα διαγράμματα της φάσης 
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 που προκύπτουν από τη σχέση 
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 παρουσιάζοντα στο Σχήμα 2.20 για διάφορες τιμές του  GOTOBUTTON ZEqnNum192226  \* MERGEFORMAT . Τα διαγράμματα αυτά προκύπτουν από την διερεύνηση της ασυμπτωτικής συμπεριφορά της 
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[image: image501.wmf]0

z

=

 η
[image: image502.wmf](,)0

jhz

=

 για 
[image: image503.wmf]1

h

<

, 
[image: image504.wmf](,)

jhzp

=

 για 
[image: image505.wmf]1

h

>

 και 
[image: image506.wmf](,)/2

jhzp

=

 για 
[image: image507.wmf]1

h

=

. 

[image: image508.png]PC)





Σχήμα 2.20: Διάγραμμα φάσης 
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 της αρμονικής απόκρισης μόνιμης κατάστασης συναρτήσει του 
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 για διάφορες τιμές του 
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2.4.5 Πειραματικός Προσδιορισμός του Συντελεστή Απόσβεσης από το Εύρος της Περιοχής Συντονισμού

Στην περίπτωση που είναι πειραματικά διαθέσιμο το φάσμα απόκρισης του ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση, οι τιμές 
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) προκύπτουν από το φάσμα και επομένως η εξίσωση 
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 χρησιμοποιείται για να δώσει πειραματικά μια καλή εκτίμηση του συντελεστή απόσβεσης  GOTOBUTTON ZEqnNum386749  \* MERGEFORMAT  από τη σχέση 
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2.4.6 Απόκριση Ταλαντωτή σε Γενικευμένη Διέγερση – Ολοκλήρωμα Duhamel
Για την περίπτωση που η διέγερση 
[image: image518.wmf]()

Ft

 έχει σύνθετη μορφή, η μερική λύση της διαφορικής εξίσωσης δίνεται από την γενική μορφή 
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όπου 
[image: image520.wmf]()

ht

 είναι η συνάρτηση βάρους η οποία έχει ορισθεί από τη σχέση (0.31)

 προκύπτει η γενική λύση στην μορφή 
(0.20)

 στην (0.71)

 και την (0.71)

 καλείται ολοκλήρωμα Duhamel. Αντικαθιστώντας την (0.51)

. Το ολοκλήρωμα συνέλιξης που εμφανίζεται στην 
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Οι σταθερές 
[image: image522.wmf]a

 και 
[image: image523.wmf]b

 υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Για τον υπολογισμό χρησιμοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες του ολοκληρώματος συνέλιξης, 
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xx

mermer

==

&

, οι οποίες είναι εύκολο να επιβεβαιωθούν με βάση την (0.3)

 εύκολα προκύπτει η γενική λύση στην μορφή 
(0.2)

 και (0.71)

. Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες 
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Να σημειωθεί ότι το ολοκλήρωμα συνέλιξης υπολογίζεται αναλυτικά μόνο για ειδικές περιπτώσεις της διέγερσης.  

2.5 Επίδραση Πεδίου Βαρύτητας στην Απόκριση Ταλαντωτή

Για την περίπτωση που το πεδίο βαρύτητας ενεργεί στην διεύθυνση της απόκρισης του ταλαντωτή, η εξίσωση κίνησης απλοποιείται στην μορφή 
(0.1)

 όταν το  GOTOBUTTON ZEqnNum549488  \* MERGEFORMAT  περιγράφει την θέση της μάζας ως προς την θέση στατικής ισορροπίας του ταλαντωτή υπό την επίδραση της βαρύτητας. Στο Σχήμα 2.21(α) περιγράφεται η θέση της μάζας του ταλαντωτή ως προς τη συντεταγμένη 
[image: image527.wmf]()

yt

 με αρχή την θέση της μάζας που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο ελατήριο. Επίσης περιγράφεται η θέση του ταλαντωτή ως προς την συντεταγμένη 
[image: image528.wmf]()

xt

 με αρχή την θέση ισορροπίας της μάζας. Με βάση το διάγραμμα ελευθέρου σώματος του Σχήματος 2.21(β), η εξίσωση κίνησης ως προς την συντεταγμένη 
[image: image529.wmf]()

yt

 δίνεται από την διαφορική εξίσωση 
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όπου επιπλέον της εξωτερικής δύναμης 
[image: image531.wmf]()

Ft

 εμφανίζεται και η δύναμη βαρύτητας 
[image: image532.wmf]mg

. Η θέση στατικής ισορροπίας 
[image: image533.wmf]y
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 σε διέγερση 
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 προκύπτει από την λύση της διαφορικής εξίσωσης με 
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 και 
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. Επομένως η 
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 δίνεται από τη σχέση 
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Θεωρώντας τη σχέση 
[image: image539.wmf]()()
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 που συνδέει τις συντεταγμένες 
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 και 
[image: image541.wmf]()

xt

, αντικαθιστώντας στην 
(0.74)

, προκύπτει η διαφορική εξίσωση για την (0.73)

 και λαμβάνοντας υπόψη την  GOTOBUTTON ZEqnNum835843  \* MERGEFORMAT  στην μορφή (0.1)

 η οποία δεν περιέχει την επίδραση της δύναμης βαρύτητας. 
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Σχήμα 2.21: (α) Ταλαντωτής υπό την επίδραση πεδίου βαρύτητας, (β) Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

2.6 Απόκριση Ταλαντωτή σε Διέγερση Αζυγοστάθμιας

Μια σημαντική καταπόνηση μηχανών (π.χ. τουρμπίνες) δημιουργείται από την περιστροφή των στοιχείων της όπως, για παράδειγμα, την περιστροφή αξόνων. Όταν οι άξονες αυτοί δεν είναι ζυγοσταθμισμένοι, εμφανίζονται φυγοκεντρικές δυνάμεις που οφείλονται στην αζυγοστάθμια. Το φαινόμενο της αζυγοστάθμιας παρουσιάζεται λόγω της ανομοιόμορφης κατανομής της πυκνότητας στα περιστρεφόμενα στοιχεία (άξονες) μηχανών. Η ανομοιομορφία αυτή οφείλεται συνήθως στις ατέλειες του υλικού το οποίο δημιουργεί πολύ μικρές ανομοιομορφίες ικανές να δημιουργήσουν σημαντική καταπόνηση στην μηχανή σε μεγάλες περιστροφές του άξονα. Επίσης, μπορεί να οφείλεται σε βλάβες που δημιουργούνται κατά την λειτουργία της μηχανής. Για παράδειγμα, η καταστροφή ενός από τα πολλαπλά πτερύγια μιας πολύ καλά ζυγοσταθμισμένης στροβιλομηχανής. Η αζυγοστάθμια αυτή σε μεγάλες περιστροφές μπορεί να φέρει καταστροφικά αποτελέσματα στην λειτουργία της στροβιλομηχανής. 

Για να μελετήσουμε το φαινόμενο της αζυγοστάθμιας και τις δυνάμεις αζυγοστάθμιας που δημιουργούνται κατά την περιστροφή αξόνων, θεωρούμαι έναν δίσκο (βλ. Σχήμα 2.22) με ανομοιόμορφη κατανομή μάζας ο οποίος στηρίζεται σε ένα ακλόνητο σημείο στο κέντρο του και περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα 
[image: image545.wmf]W

. Μελετάμε την δύναμη στήριξης η οποία εφαρμόζεται στην στήριξη κατά την περιστροφή του δίσκου. Έστω 
[image: image546.wmf]dm

 και  
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 απειροελάχιστες μάζες του δίσκου στις αντιδιαμετρικές θέσεις  
[image: image548.wmf](,)
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 και 
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, αντίστοιχα, όπως αυτές περιγράφονται συναρτήσει ενός πολικού συστήματος συντεταγμένων με αρχή το κέντρο Ο του δίσκου. Έστω 
[image: image550.wmf]ddmdm
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 η διαφορά των μαζών λόγω ανομοιομορφίας. Για σταθερή γωνιακή ταχύτητα 
[image: image551.wmf]W

, οι αδρανειακές δυνάμεις για τις στοιχειώδης μάζες 
[image: image552.wmf]dm

 και  
[image: image553.wmf]dm
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, αντίστοιχα, ενώ η συνισταμένη αδρανειακή δύναμη για τις δύο μάζες είναι 
[image: image556.wmf]2
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. Η δύναμη αυτή μπορεί να θεωρηθεί ως η αδρανειακή δύναμη λόγω ύπαρξης στοιχειώδους μάζας 
[image: image557.wmf]d

m

 στη θέση 
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 του δίσκου. Έστω 
[image: image559.wmf]r

 το διάνυσμα θέσης της μάζας 
[image: image560.wmf]d

m

. Η συνισταμένη δύναμη είναι 
[image: image561.wmf]2

rd

m

W

. Η συνισταμένη αδρανειακή δύναμη που προκύπτει από την ανομοιομορφία στη κατανομή της πυκνότητας του δίσκου δίνεται από τη σχέση: 
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όπου 
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 είναι η πρώτη ροπή αδράνειας και 
[image: image564.wmf]d

 είναι το διάνυσμα θέσης του κέντρου του δίσκου με κατανομή μάζας ίση με 
[image: image565.wmf]d

m

 στο μισό του δίσκου και μηδέν στο υπόλοιπο μισό του δίσκου (βλ. Σχήμα 2.23). Εφαρμόζοντας τις εξισώσεις κίνησης, η δύναμη η οποία μεταφέρεται στην στήριξη είναι 
[image: image566.wmf]in

F

. Όταν περιστρέφεται ο δίσκος με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 
[image: image567.wmf]W

, ο προσανατολισμός 
[image: image568.wmf]()
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 της συνισταμένης δύναμης 
[image: image569.wmf]in
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 μεταβάλλεται με τον χρόνο. Η δύναμη αυτή καλείται δύναμη αζυγοστάθμιας. 
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Σχήμα 2.22: Δυνάμεις αζυγοστάθμιας πάνω σε απειροελάχιστες, συμμετρικά ως προς το κέντρο, τοποθετημένες μάζες 
[image: image571.wmf]dm

 και  
[image: image572.wmf]dm
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Σχήμα 2.23: Περιγραφή θέσης και προσανατολισμού συνισταμένης δύναμης αζυγοστάθμιας
Στην συνέχεια θεωρούμε ότι ο δίσκος στηρίζεται μεταξύ του κέντρου του και ενός ακλόνητου στηρίγματος με ελαστικό σώμα ακαμψίας 
[image: image574.wmf]k

 και απόσβεσης 
[image: image575.wmf]c

 στην διεύθυνση 
[image: image576.wmf]x

, ενώ η κίνησή του στην διεύθυνση 
[image: image577.wmf]y

 δεν επιτρέπεται μέσω κατάλληλων περιοριστών. Λόγω της περιστροφής του δίσκου με γωνιακή ταχύτητα 
[image: image578.wmf]W

, εφαρμόζεται στο δίσκο η δύναμη αζυγοστάθμιας μέτρου 
[image: image579.wmf]2
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. Η κίνηση του κέντρου του δίσκου στην κατεύθυνση 
[image: image580.wmf]x

 προσδιορίζεται από το διάγραμμα ελευθέρου σώματος που φαίνεται στο Σχήμα 2.24. 


[image: image581.emf]k


c


Ω


Χωρίς 


τριβή


Χωρίς 


τριβή


δ


μ


φ


(


α


)




k

c

Ω

Χωρίς 

τριβή

Χωρίς 

τριβή

δ

μ

φ

(α)



 EMBED Visio.Drawing.11  [image: image582.emf]φ

x

(1)

(β)

δ

μ

kx

cx

.

μδΩ sinφ

2

μδΩ cosφ

2

μδΩ

2


Σχήμα 2.24: (α) Περιστρεφόμενος δίσκος σε ελατήρια στήριξης, (β) Διάγραμμα ελευθέρου σώματος για τον δίσκο

Μελετώντας την κίνηση στην κατακόρυφη κατεύθυνση και θεωρώντας τη προβολή 
[image: image583.wmf]22
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 της δύναμης αζυγοστάθμιας στην διεύθυνση 
[image: image584.wmf]x

, προκύπτει η εξίσωση κίνησης 



[image: image585.wmf]2

cos()

mxcxkxt

md

++=WW

&&&


Επομένως η κίνηση η οποία προκύπτει αναλύεται μελετώντας την κίνηση ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση με συχνότητα διέγερσης την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του δίσκου και εύρος διέγερσης που είναι ανάλογο της συνολικής αζυγοσταθμισμένης μάζας 
[image: image586.wmf]m

, ανάλογο της απόστασης 
[image: image587.wmf]d

 της μάζας 
[image: image588.wmf]m

 και ανάλογο του τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας 
[image: image589.wmf]W

 του δίσκου. Επομένως, για σχετικά πολύ μεγάλες γωνιακές ταχύτητες, οι δυνάμεις αζυγοστάθμιας μπορεί να γίνουν μεγάλες ακόμα και εάν οι αζυγοσταθμισμένη μάζα είναι σχετικά πολύ μικρή. 

2.7 Μετάδοση ταλάντωσης στον Περιβάλλοντα Χώρο (Δύναμη Έδρασης)

Η δύναμη η οποία μεταφέρεται στο περιβάλλον (έδραση) λόγω της κίνησης του ταλαντωτή οφείλεται στις εσωτερικές δυνάμεις του ελατηρίου και του αποσβεστήρα μέσω των οποίων γίνεται η επικοινωνία με το περιβάλλον. Επομένως η μαθηματική έκφραση της δύναμης η  οποία μεταφέρεται στην έδραση του ταλαντωτή από την κίνηση της μάζας είναι  
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Για την περίπτωση της αρμονικής διέγερσης, η απόκριση μόνιμης κατάστασης δίνεται από τη σχέση (0.61)

, οπότε η δύναμη αντίδρασης στην μόνιμη κατάσταση παίρνει τη μορφή 
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όπου 
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Εισάγοντας τον συντελεστή ενίσχυσης 
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ο οποίος εκφράζει το ποσοστό με το οποίο το εύρος 
[image: image594.wmf]0

F

 της δύναμης διέγερσης ενισχύεται όταν μεταφέρεται στην έδραση, η δύναμη έδρασης στην μόνιμη κατάσταση παίρνει την μορφή 
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Τα φάσματα απόκρισης παρουσιάζονται στο Σχήμα 2.25 συναρτήσει του λόγου 
[image: image596.wmf]h

 για διάφορες τιμές του συντελεστή απόσβεσης 
[image: image597.wmf]z

.
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Σχήμα 2.25: Φάσματα απόκρισης της δύναμης έδρασης ταλαντωτή
2.8 Απόκριση Ταλαντωτή σε Διέγερση Βάσης

Θεωρούμε τον ταλαντωτή του Σχήματος 2.26(α) ο οποίος διεγείρεται λόγω της κίνησης της βάσης. Έστω 
[image: image599.wmf]()

yt

 η απόλυτη μετατόπιση της μάζας σε σχέση με αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων και 
[image: image600.wmf]()

xt

 η σχετική μετατόπιση της μάζας ως προς την βάση. Εάν 
[image: image601.wmf]()

st

 είναι η μετατόπιση της βάσης, τότε η σχέση μεταξύ 
[image: image602.wmf]()
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 και 
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 είναι 
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Το διάγραμμα ελευθέρου σώματος της μάζας δείχνεται στο Σχήμα 2.26(β). 
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Σχήμα 2.26: (α) Ταλαντωτής σε διέγερση βάσης, γνωστής μετατόπισης 
[image: image607.wmf]()

st

 ή γνωστής σεισμικής επιτάχυνσης 
[image: image608.wmf]()
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&&

, (β) Διάγραμμα ελευθέρου σώματος
Εφαρμόζοντας τον νόμο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης, γραμμένη ως προς την απόλυτη μετατόπιση 
[image: image609.wmf]()

yt

, προκύπτει στην μορφή 
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η οποία απλοποιείται στην μορφή
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Η εξίσωση (0.80)

 είναι η μελέτη της απόλυτης κίνησης οργάνων για την απομόνωσή τους από θορύβους που μεταδίδονται μέσω της βάσης από το περιβάλλον. Άλλη εφαρμογή αποτελεί η μελέτη της κίνησης οχημάτων σε διεγέρσεις που προέρχονται από ανομοιομορφίες του εδάφους. 
(0.80)

 χρησιμοποιείται για να περιγράψει την απόλυτη κίνηση σωμάτων σε διέγερση βάσης η οποία συνήθως περιγράφεται μέσω της μετατόπισης της βάσης. Μια εφαρμογή της 
Για δοσμένη αρμονική μετατόπιση βάσης 
[image: image612.wmf]0
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, το δεύτερο μέλος της εξίσωσης (0.80)

 απλοποιείται διαδοχικά με τις παρακάτω εκφράσεις 
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όπου 
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Επομένως η διέγερση είναι αρμονική με εύρος 
[image: image615.wmf]22
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 και συχνότητα 
[image: image616.wmf]W

. 

Η απόκριση μόνιμης κατάστασης είναι επίσης αρμονική και με βάση την λύση (0.61)

, δίνεται από τη σχέση 
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η οποία γράφεται στην τελική μορφή 
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όπου 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.82)

είναι ο συντελεστής ενίσχυσης (ή μεταδοτικότητας) ο οποίος εκφράζει το λόγο του πλάτους μετατόπισης της μάζας του ταλαντωτή ως προς το πλάτος της μετατόπισης της βάσης. Διαγράμματα του συντελεστή ενίσχυσης 
[image: image620.wmf](,)
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X
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 παρουσιάζονται στο Σχήμα 2.27 συναρτήσει του 
[image: image621.wmf]h

 για διάφορες τιμές του 
[image: image622.wmf]z

.  
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Σχήμα 2.27: Διαγράμματα μεταβολής του συντελεστής ενίσχυσης 
[image: image624.wmf](,)
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 συναρτήσει του 
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Αντικαθιστώντας τη σχέση 
(0.79)

, η εξίσωση κίνησης ως προς την σχετική μετατόπιση (0.78)

 στην  GOTOBUTTON ZEqnNum383055  \* MERGEFORMAT , γράφεται στη μορφή 
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η οποία απλοποιείται στη παρακάτω μορφή
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Τέλος, διαιρώντας με την μάζα 
[image: image629.wmf]m

 και εισάγοντας τον συντελεστή απόσβεσης και την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή, προκύπτει 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.85)

Η μορφή της εξίσωσης (0.6)

 και μπορεί εύκολα να μελετηθεί η κίνηση σε διάφορους τύπους επιταχύνσεων όπως, αρμονικών, περιοδικών και μη-περιοδικών σεισμικών διεγέρσεων οι οποίες είναι σχετικά μικρής διάρκειας, 10 – 30 sec.
(0.85)

 χρησιμοποιείται στην αντισεισμική μηχανική να περιγράψει την απόκριση κατασκευών σε σεισμικές διεγέρσεις για τις οποίες δίδεται η επιτάχυνση της βάσης (εδάφους). Η εξίσωση κίνησης έχει ακριβώς την μορφή (0.84)

 ή 
2.9 Απόκριση Κινούμενου Ταλαντωτή σε Ανομοιόμορφο Προφίλ Εδάφους

Θεωρούμε ένα ταλαντωτή ο οποίος κινείται με ταχύτητα 
[image: image631.wmf]()
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 πάνω σε οδόστρωμα με προφίλ 
[image: image632.wmf]()
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 συναρτήσει της απόστασης 
[image: image633.wmf]z

, όπως αυτό δείχνεται στο Σχήμα 2.28(α). Ο ταλαντωτής διεγείρεται λόγω της ανομοιομορφίας 
[image: image634.wmf]()
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 του εδάφους η οποία μετατοπίζει τη βάση του ταλαντωτή. 
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Σχήμα 2.28: (α) Κινούμενος ταλαντωτής υπό διέγερση βάσης 
[image: image637.wmf]()
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, (β) Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

Για την κατανόηση της κίνησης, θεωρείται το διάγραμμα ελευθέρου σώματος του Σχήματος 2.28(β) και εφαρμόζεται ο Νόμος του Νεύτωνα. Η εξίσωση κίνησης για την απόλυτη μετατόπιση 
[image: image638.wmf]()
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 της μάζας του ταλαντωτή δίνεται από την σχέση 
(0.80)

. Για την πλήρη περιγραφή της μετατόπισης της βάσης  GOTOBUTTON ZEqnNum232354  \* MERGEFORMAT  συναρτήσει του χρόνου 
[image: image640.wmf]t

 απαιτείται η σχέση μεταξύ της κίνησης του ταλαντωτή στην διεύθυνση 
[image: image641.wmf]z

 συναρτήσει του χρόνου 
[image: image642.wmf]t

. Η σχέση αυτή προκύπτει χρησιμοποιώντας την κινηματική σχέση 
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και ολοκληρώνοντας ως προς 
[image: image644.wmf]t

. Θεωρώντας σταθερό μέτρο ταχύτητας και ότι ο ταλαντωτής ξεκινά στον χρόνο 
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 από την αρχή του συστήματος συντεταγμένων, δηλαδή 
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 δίνει 
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Επομένως, η συνάρτηση βάσης και η παράγωγός της συναρτήσει του 
[image: image648.wmf]t

 για ανομοιομορφία της μορφής 
(0.87)

 έχει την περιγραφή  GOTOBUTTON ZEqnNum331642  \* MERGEFORMAT  και
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Για αρμονική ανομοιομορφία της μορφής 
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, όπου 
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 το μήκος κύματος του αρμονικού προφίλ εδάφους, η 
[image: image653.wmf]s

 και 
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 δίνονται συναρτήσει του χρόνου από τις σχέσεις 
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, αντίστοιχα, όπου 
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 είναι το εύρος διέγερσης βάσης και 
[image: image658.wmf]0
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 είναι η συχνότητα διέγερσης βάσης. Επομένως, στην περίπτωση αυτή η διέγερση βάσης είναι αρμονική με εύρος και συχνότητα που εξαρτώνται από την ταχύτητα κίνησης του ταλαντωτή και τα (εύρος και μήκος κύματος) του εδάφους, ενώ η απόκριση του ταλαντωτή περιγράφεται από τη σχέση (0.81)

. 

2.10 Απομόνωση Ταλαντώσεων προς και από το Περιβάλλον

Μια σημαντική εφαρμογή των αναλύσεων που παρουσιάστηκαν μέχρι τώρα είναι στην απομόνωση ταλαντώσεων. Θα παρουσιασθούν δύο εφαρμογές απομόνωσης. Στην πρώτη θεωρείται η μηχανή του Σχήματος 2.29 στην οποία κατά την λειτουργία της δημιουργούνται δυνάμεις, λόγω αζυγοσταθμίας, συχνότητας ίσης με την συχνότητα λειτουργίας της μηχανής. Οι δυνάμεις αυτές μεταδίδονται στην έδραση της μηχανής  με αποτέλεσμα να μεταδίδονται προς τον περιβάλλοντα χώρο. Σε έναν εργοστασιακό χώρο, οι δυνάμεις από τις μηχανές μεταφέρονται μέσω του δαπέδου στον περιβάλλοντα χώρο και αποτελούν σημαντική πηγή θορύβου, ενώ όταν επιδρούν στον άνθρωπο αποτελούν σημαντική πηγή παρενόχλησης. Σε κτιριακές εγκαταστάσεις, οι δυνάμεις που μεταφέρονται από την λειτουργία των κλιματιστικών μηχανών αποτελούν επίσης σημαντική πηγή θορύβου και παρενόχλησης. Σκοπός της απομόνωσης είναι η μείωση στο ελάχιστο δυνατό της δύναμης που μεταδίδεται στην έδραση της μηχανής λόγω της λειτουργίας της μηχανής. Η μείωση αυτή επιτυγχάνεται παρεμβάλλοντας μεταξύ της μηχανής και του δαπέδου στήριξης ένα ελαστικό (μαλακό) υλικό όπως, για παράδειγμα, λάστιχο, φελλό ή ελατήρια. Μια τέτοια διάταξη φαίνεται στο Σχήμα 2.29. Για καλύτερα αποτελέσματα απομόνωσης η μηχανή τοποθετείται σε μια βαριά θεμελίωση (συνήθως από μπετόν) μάζας 
[image: image659.wmf]M

 και το ελαστικό υλικό παρεμβάλλεται μεταξύ της βαριάς θεμελίωσης και του δαπέδου, όπως δείχνεται στο Σχήμα 2.29. Η διάταξη της θεμελίωση με το ελαστικό υλικό είναι τέτοια ώστε να επιτυγχάνεται αποτελεσματικά η απομόνωση των δυνάμεων προς το περιβάλλον στην κατακόρυφη και στις οριζόντιες κατευθύνσεις. 
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Σχήμα 2.29: Αποτελεσματική Θεμελίωση για Απομόνωση Ταλαντώσεων προς το Περιβάλλον

Για να μελετήσουμε την αποτελεσματικότητα της απομόνωσης για τη διάταξη του σχήματος, θεωρούμε την κίνηση στην κατακόρυφη κατεύθυνση λόγω αρμονικής διέγερσης συχνότητας 
[image: image661.wmf]W

 στην ίδια κατεύθυνση, η οποία αναπτύσσεται στο σύστημα από την λειτουργία της μηχανής. Το σύστημα μηχανής και θεμελίωσης προσομοιώνεται ως ένα ταλαντωτή (βλ. Σχήμα 2.30) με μάζα 
[image: image662.wmf]mM
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, όπου είναι 
[image: image663.wmf]m

 η μάζα της μηχανής, και ακαμψία 
[image: image664.wmf]k

 που προέρχεται από το ελαστικό και επομένως εξαρτάται από το υλικό του ελαστικού και την γεωμετρία της διάταξης (π.χ. πάχος και επιφάνεια κάλυψης του ελαστικού). Η δύναμη που μεταφέρεται στο δάπεδο είναι η δύναμη έδρασης η οποία δίνεται από την εξίσωση (0.77)

. 
(0.75)

. Επομένως η δύναμη αυτή συναρτήσει των χαρακτηριστικών του συστήματος και της συχνότητας διέγερσης δίνεται από την σχέση 
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Σχήμα 2.30: Μαθηματικό μοντέλο ταλαντωτή για την περιγραφή του συστήματος του Σχήματος 2.29
Το εύρος της δύναμη που μεταδίδεται στο έδαφος σε σχέση με το εύρος της δύναμη που προκύπτει από την λειτουργία της μηχανής δίνεται από τον συντελεστή ενίσχυσης (μεταδοτικότητας – συνάρτηση μετάδοσης) 
[image: image666.wmf](,)
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ο οποίος σχεδιάζεται στο Σχήμα 2.24 συναρτήσει του λόγου 
[image: image667.wmf]h

 για διάφορες τιμές του 
[image: image668.wmf]z

. Οι καμπύλες συντελεστών ενίσχυσης διέρχονται από το σημείο 
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 για όλες τις τιμές του συντελεστή απόσβεσης 
[image: image671.wmf]0.707
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. Για τιμές του 
[image: image672.wmf]2
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, αύξηση του συντελεστή απόσβεσης προκαλεί μείωση της μεταδοτικότητας. Για τιμές του 
[image: image673.wmf]2
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, αύξηση του συντελεστή απόσβεσης προκαλεί αύξηση της μεταδοτικότητας. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.24 αποτελεσματική απομόνωση (μείωση της μεταδοτικότητας σε τιμές 
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) επιτυγχάνεται για τιμές του 
[image: image675.wmf]2
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. Μάλιστα, όσο μικρότερη η τιμή του 
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 τόσο πιο αποτελεσματική γίνεται η απομόνωση. Επομένως, στην συγκεκριμένη εφαρμογή της απομόνωσης των ταλαντώσεων η απόσβεση δεν είναι επιθυμητή διότι χειροτερεύει την αποτελεσματικότητα της απομόνωσης. 

Στον σχεδιασμό των θεμελιώσεων για απομόνωση χρησιμοποιούνται τιμές του 
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 στην περιοχή 
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h

>

. Αντικαθιστώντας τη σχέση 
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, προκύπτει μετά από πράξεις ότι η ακαμψία 
[image: image681.wmf]k

 του ελαστικού της απομόνωσης δίνεται από τη σχέση 
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Η σχέση (0.88)

 αποτελεί την σχέση σχεδιασμού της θεμελίωσης. Χρησιμοποιείται για την επιλογή της μάζας της βαριάς θεμελίωσης και της γεωμετρίας (πάχους) και υλικού του ελαστικού (μαλακού) υλικού απομόνωσης. 

Μια δεύτερη εφαρμογή της απομόνωσης ταλαντώσεων αποτελεί η μείωση της κίνησης που προέρχεται από το περιβάλλον προς ένα σύστημα. Σε αρκετές εφαρμογές είναι επιθυμητή η μείωση της κίνησης που μεταδίδεται από διέγερση βάσης, προερχόμενη από το περιβάλλον, σε ευαίσθητα όργανα λόγω των απαιτήσεων λειτουργίας τους. Η μείωση αυτή επιτυγχάνεται παρεμβάλλοντας ελαστικό (μαλακό) υλικό μεταξύ της βάσης και του οργάνου. Μια τέτοια διάταξη δείχνεται στο Σχήμα 2.30, όπου το ευαίσθητο όργανο για να απομονωθεί από το περιβάλλον τοποθετείται σε κατάλληλη τράπεζα μάζας 
[image: image683.wmf]M

 η οποία εδράζεται στο έδαφος μέσω ελαστικού υλικού. Θεωρώντας ότι το όργανο έχει μάζα 
[image: image684.wmf]m

, το σύστημα αυτό προσομοιώνεται με έναν ταλαντωτή μάζας 
[image: image685.wmf]mM
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 και ακαμψίας 
[image: image686.wmf]k

 που προέρχεται από το μαλακό υλικό. Η ανάλυση του συστήματος αυτού για τον υπολογισμό του συντελεστή ενίσχυσης μεταξύ της διέγερσης βάσης και της μετατόπισης της μάζας του ταλαντωτή έχει γίνει στην Παράγραφο 2.8. Εάν 
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 είναι η αρμονική διέγερση (μετατόπιση) εδάφους, η μετατόπιση του οργάνου δίνεται από την σχέση  
(0.81)

. Η μεταδοτικότητα είναι  GOTOBUTTON ZEqnNum532926  \* MERGEFORMAT  και δίνεται από τη σχέση 
(0.76)

 και επομένως τα διαγράμματα (0.82)

 η οποία είναι ίδια με την σχέση  GOTOBUTTON ZEqnNum348995  \* MERGEFORMAT  συναρτήσει του 
[image: image690.wmf]h

 για διάφορες τιμές του συντελεστή απόσβεσης 
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 δίνονται επίσης στο Σχήμα 2.24. Ο σχεδιασμός λοιπόν είναι ίδιος με αυτόν της θεμελίωσης της μηχανής. Συγκεκριμένα, αποτελεσματική απομόνωση του οργάνου επιτυγχάνεται για συνθήκες λειτουργίας που αντιστοιχούν σε 
[image: image692.wmf]3
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 από την οποία προκύπτει η σχέση (0.88)

 για τον σχεδιασμό της διάταξης απομόνωσης με την κατάλληλη επιλογή της μάζας της τράπεζας και του υλικού και γεωμετρίας της ελαστικής έδρασης. 
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Σχήμα 2.31: Αποτελεσματική θεμελίωση για απομόνωση ταλαντώσεων από το περιβάλλον
22
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