ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Μοντέλα Προσομοίωσης Μηχανικών Συστημάτων

Αντικείμενο των σημειώσεων είναι η ανάλυση της δυναμικής και των ταλαντώσεων των μηχανικών συστημάτων τα οποία διεγείρονται από επιδράσεις του περιβάλλοντος.

Παραδείγματα μηχανικών  συστημάτων και περιβαλλοντικών διεγέρσεων είναι: 

· Κατασκευές υπό την επίδραση εξωτερικών φορτίων 

· Σκάφοι οχημάτων υπό την επίδραση ανομοιομορφίας οδοστρώματος 

· αεροπλάνα υπό την επίδραση τυρβώδους ροής

· θαλάσσιες κατασκευές υπό την επίδραση κυμάτων, ανέμου και σεισμών

· Πλοία υπό την επίδραση κυμάτων και ανέμου

· Διαστημικές κατασκευές υπό την επίδραση θερμοκρασιακών μεταβολών 

· κτίρια υπό την επίδραση σεισμικών δράσεων και φορτία ανέμου 

· γέφυρες υπό την επίδραση σεισμικών δράσεων, φορτία ανέμου και διέλευση οχημάτων

· Περιστροφικά στοιχεία μηχανών (π.χ. άξονες, στροβιλομηχανές) υπό την επίδραση διεγέρσεων αξυγοστάθμιας

Στόχος είναι ο περιορισμός των ταλαντώσεων που προέρχονται απο τις διεγέρσεις (εξωτερικά φορτία) έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η ασφάλεια των μηχανικών συστημάτων σε διάφορες οριακές καταστάσεις και η λειτουργικότητα τους σε συνήθεις καταστάσεις λειτουργίας. 

Η ανάλυση των συστημάτων αυτών βασίζονται στην ανάπτυξη μαθηματικών μοντέλων συμπεριφοράς των μηχανικών συστημάτων και μαθηματικών μοντέλων συμπεριφοράς των εξωτερικών επιδράσεων (διεγέρσεων). Τα μοντέλα αυτά αναπτύσσονται με βάση υποθέσεις. Λόγω των υποθέσεων, η συμπεριφορά των μοντέλων σε όλες τις περιπτώσεις δεν περιγράφουν επακριβώς την συμπεριφορά των συστημάτων. Τα σφάλματα μεταξύ της συμπεριφοράς των μοντέλων και της συμπεριφοράς των πραγματικών συστημάτων καλούνται σφάλματα μοντελοποίησης. 

Η διαδικασία ανάλυσης μηχανικών συστημάτων περιλαμβάνει τρία γενικά βήματα τα οποία δίνονται στο Σχήμα 1.1. Το πρώτο βήμα αποτελεί την προσομοίωση της συμπεριφοράς των στοιχείων που απαρτίζουν το σύστημα με εξειδικευμένα στοιχεία (μοντέλα). Το δεύτερο βήμα αποτελεί την ανάπτυξη των εξισώσεων κίνησης για τα εξειδικευμένα στοιχεία (μοντέλα) με βάση καταστατικούς νόμους και νόμους κίνησης διαθέσιμους από την μηχανική. Το τελευταίο βήμα αποτελεί την επίλυση των εξισώσεων κίνησης. 
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Σχήμα 1.1: Ανάλυση δυναμικής μηχανικών συστημάτων
1.1.1 Ανάπτυξη Μοντέλων Προσομοίωσης Μηχανικών Συστημάτων
Παραδείγματα φυσικών συστημάτων και απλοποιημένων μοντέλων περιγραφής των συστημάτων δείχνονται στο Σχήμα 1.2. 
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Σχήμα 1.2: Παραδείγματα μοντέλων μηχανικών συστημάτων

1.1.2 Ανάλυση Συμπεριφοράς Μοντέλων 

Η ανάλυση της συμπεριφοράς των μοντέλων επιτυγχάνεται χρησιμοποιώντας τους νόμους της μηχανικής και δυναμικής. Οι βασικοί νόμοι για την κατάστρωση των εξισώσεων που περιγράφουν την δυναμική συστημάτων είναι οι νόμοι του  Νεύτωνα ή του Euler, μαζί με τους κινηματικούς ή άλλους περιορισμούς που προκύπτουν κατά την διαδικασία ανάλυσης του συστήματος. 

1.1.3 Επίλυση Μαθηματικού Προβλήματος

Εξαρτώμενη από τις υποθέσεις οι οποίες έχουν χρησιμοποιηθεί, οι προκύπτουσες εξισώσεις κίνησης, συμπεριλαμβανομένων των κινηματικών περιορισμών, μπορεί να είναι γραμμικές ή μη-γραμμικές αλγεβρικές, διαφορικές ή μερικές διαφορικές εξισώσεις. Απαιτείται λοιπόν η επίλυση των εξισώσεων αυτών με βάση τις συνοριακές και τις αρχικές συνθήκες οι οποίες προκύπτουν από τα χαρακτηριστικά και τα δεδομένα του προβλήματος, αντίστοιχα. Στις σημειώσεις παρουσιάζονται αναλυτικές μέθοδοι επίλυσης των γραμμικών εξισώσεων κίνησης. Με την εφαρμογή των νόμων του Νεύτωνα ή του Euler, στα συστήματα τα οποία αποτελούνται από απαραμόρφωτα σώματα με κατανεμημένες ή σημειακές μάζες και αβαρή παραμορφώσιμα σώματα (στοιχεία), προκύπτουν διαφορικές εξισώσεις κίνησης. Για τα συστήματα τα οποία αποτελούνται από παραμορφώσιμα σώματα με κατανεμημένη μάζα προκύπτουν μερικές διαφορικές εξισώσεις κίνησης. Οι εξισώσεις κίνησης προκύπτουν γραμμικές όταν οι καταστατικοί νόμοι συμπεριφοράς των υλικών είναι γραμμικοί και οι παραμορφώσεις και οι κίνηση των σωμάτων είναι σχετικά μικρές.  

1.2 Εφαρμογή

Η επίδειξη της μεθοδολογίας ανάπτυξης μοντέλων γίνεται με εφαρμογή στο σύστημα που δείχνεται στο Σχήμα 1.3. Το σύστημα αποτελείται από μια ράβδο σταθερής διατομής 
[image: image3.wmf]A

, πυκνότητας 
[image: image4.wmf]r

 και μέτρου ελαστικότητας 
[image: image5.wmf]E

. Η ράβδος αναρτάται στο πάνω μέρος από ένα ακλόνητο στήριγμα ενώ στο κάτω μέρος στηρίζει ένα σώμα συνολικής μάζας 
[image: image6.wmf]m

. Στο σώμα εφαρμόζεται φορτίο 
[image: image7.wmf]()
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 το οποίο μεταβάλλεται με το χρόνο. Θα μελετηθεί η κίνηση της μάζας υπό την επίδραση της εξωτερικής διέγερσης 
[image: image8.wmf]()
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. Επίσης, θα περιγραφούν οι υποθέσεις για την ανάπτυξη των μοντέλων συμπεριφοράς του μηχανικού συστήματος. 
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Σχήμα 1.3: (α) Μηχανικό Σύστημα, (β) ΔΕΣ Ράβδου, (γ) ΔΕΣ Σώματος Μάζας 
[image: image10.wmf]m


Παρακάτω περιγράφονται οι υποθέσεις με βάση τις οποίες αναπτύσσεται το μοντέλο του συστήματος και στη συνέχεια οι εξισώσεις κίνησης. 

Υπόθεση 1: Αφορά την κατανομή μάζας στο σώμα και την σχέση μαζών μεταξύ του σώματος και της ράβδου. Η μάζα του σώματος θεωρείται απαραμόρφωτη και συγκεντρωμένη στο κέντρο βάρους του σώματος έτσι ώστε να μπορεί να θεωρηθεί ως υλικό σημείο μάζας 
[image: image11.wmf]m

. Η συνολική μάζα της ράβδου θεωρείται πολύ μικρή σε σχέση με τη μάζα του σώματος, δηλαδή 
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Υπόθεση 2: Η ράβδος δύναται να μοντελοποιηθεί ως μονοδιάστατο στοιχείο ράβδου. Οι τάσεις στην διατομή της ράβδου είναι ομοιόμορφα κατανεμημένες έτσι ώστε η συνολική εσωτερική δύναμη στην διατομή δίνεται από τη σχέση: 
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Υπόθεση 3: Αφορά την συμπεριφορά του υλικού της ράβδου η οποία οδηγεί στον καταστατικό νόμο που συνδέει τάσεις και παραμορφώσεις. Για παράδειγμα, μια ειδική περίπτωση τάσης-παραμόρφωσης δίνεται από τη μη-γραμμική σχέση: 
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Για την περίπτωση που ισχύει ο νόμος του Hooke, η σχέση αυτή παίρνει την μορφή: 
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Υπόθεση 4: Αφορά τις αξονικές μετακινήσεις των σημείων της ράβδου. Η σχέση  παραμόρφωσης και μετατόπισης ενός σημείου στον άξονα της ράβδου είναι: 
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Για μικρές παραμορφώσεις, η σχέση παίρνει την γραμμική μορφή 
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και ισχύει για 
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Στόχος είναι η ανάπτυξη της εξίσωσης που περιγράφει την μετατόπιση 
[image: image19.wmf]u

 του σώματος μάζας 
[image: image20.wmf]m

. Λόγω της αλληλοεπίδρασης του σώματος με την ράβδο, απαιτείται η μελέτη των κινήσεων του σώματος και της ράβδου. Οι εξισώσεις κίνησης του σώματος και της ράβδου αναπτύσσονται χρησιμοποιώντας τον νόμο του Νεύτωνα. Αυτό προϋποθέτει τον σχεδιασμό τον διαγραμμάτων ελευθέρου σώματος για την ράβδο και το σώμα, όπως δείχνεται στα Σχήματα 1.3(β) και 1.3(γ), αντίστοιχα. Αμελώντας την μάζα της ράβδου, οι εξισώσεις κίνησης της ράβδου συμπίπτουν με τις εξισώσεις ισορροπίας. Με βάση τις εξισώσεις ισορροπίας, η εσωτερική δύναμη αντίστασης 
[image: image21.wmf]()
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 η οποία επιδρά στο σώμα και αναπτύσσεται στο κατώτερο άκρο της ράβδου είναι ίση με την εσωτερική αξονική δύναμη 
[image: image22.wmf]F

 η οποία παραμένει σταθερή κατά μήκος της ράβδου, δηλαδή 
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Αντικαθιστώντας την (1.1)

 προκύπτει 
(1.2)

 στην (1.2)

 και στην συνέχεια την (1.3)

 στην 
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Λαμβάνοντας υπόψη ότι η εσωτερική αξονική δύναμη 
[image: image25.wmf]F

 παραμένει σταθερή, λόγω ισορροπίας, κατά μήκος της ράβδου και ολοκληρώνοντας την εξίσωση 
(1.4)

, προκύπτει η μετατόπιση  GOTOBUTTON ZEqnNum824036  \* MERGEFORMAT  κατά μήκος της ράβδου στην μορφή 
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Αντικαθιστώντας το 
[image: image28.wmf]xL
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, 
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 και 
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, η σχέση μεταξύ της δύναμης 
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 και της μετατόπισης του κατώτερου άκρου της ράβδου ή της μετατόπισης του σώματος δίνεται από τον τύπο 
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Η παραπάνω σχέση είναι γραμμική. Εισάγοντας την σταθερά 
[image: image33.wmf]/
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, η παραπάνω σχέση γράφεται στην μορφή 
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Στη συνέχεια, με βάση το διάγραμμα ελευθέρου σώματος του σώματος μάζας 
[image: image35.wmf]m

 (βλ. Σχήμα 1.3(γ)) και χρησιμοποιώντας τον νόμο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης δίνεται από την σχέση 
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Με βάση την 
(1.5)

, η τελική εξίσωση η οποία περιγράφει την κίνηση (μετατόπιση  GOTOBUTTON ZEqnNum931108  \* MERGEFORMAT ) του σώματος δίνεται από τη παρακάτω διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης 
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Η παραπάνω εξίσωση κίνησης αποτελεί την εξίσωση κίνησης για το μοντέλο μάζας-ελατηρίου ενός βαθμού ελευθερίας το οποίο δείχνεται στο Σχήμα 1.4.  
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Σχήμα 1.4: Μοντέλο μάζας – ελατηρίου ενός βαθμού ελευθερίας

Να σημειωθεί ότι για μη γραμμικούς καταστατικούς νόμους και/ή μεγάλες παραμορφώσεις, η εξίσωση κίνησης προκύπτει μη γραμμική. 

Το μοντέλο συμπεριφοράς του μηχανικού συστήματος αποτελεί το απλούστατο μηχανικό μοντέλο ενός βαθμού ελευθερίας το οποίο, όπως θα γίνει κατανοητό στα επόμενα Κεφάλαια, έχει μεγάλη σημασία στην ανάλυση των ταλαντώσεων μιας μεγάλης κατηγορίας μηχανικών συστημάτων. Για το λόγο αυτό, στο Κεφάλαιο 2, θα γίνει λεπτομερή ανάλυση του μοντέλου και θα παρουσιασθούν οι αποκρίσεις του μοντέλου σε διάφορα είδη διεγέρσεων. Επίσης θα δοθούν εφαρμογές στις οποίες το μηχανικό μοντέλο αποτελεί χρήσιμο εργαλείο σχεδιασμού μηχανικών συστημάτων. 
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