
 

Ι Ω Α Ν Ν Η Σ      Μ Α Ρ Ο Υ Λ Α Σ 
ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ    ΣΕΜΦΕ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Η   Α Λ Γ Ε Β Ρ Α 
 

 

                                                                  Επιµέλεια :   ∆ρ Αδάµ Μαρία 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΕΜΠ, 2005 
 
 
 
 
 
 
 
 



 2

 
 
 
 
 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

 
     Ο ρόλος της Γραµµικής Άλγεβρας στις Εφαρµοσµένες Επιστήµες είναι εξαιρετικά 

σηµαντικός. Η Γραµµική Άλγεβρα είναι το υπόβαθρο της Γραµµικής Ανάλυσης, των 

∆ιακριτών Μαθηµατικών, έχει ουσιαστικές εφαρµογές στη Γεωµετρία, στη Στατιστική, 

στη Στοχαστική Μοντελοποίηση και είναι ιδιαίτερα εύχρηστη µε τους ηλεκτρονικούς 

υπολογιστές.  

     Η προφανής ανάγκη παρουσίασης της προπτυχιακού επιπέδου ύλης της Γραµµικής 

Άλγεβρας σε e-book, όπου οι έννοιες θα παρουσιάζονται απλοποιηµένες, αλλά σε 

µαθηµατικά πλαίσια, θα βοηθήσει γενικά όλους τους φοιτητές του Πολυτεχνείου. Ένα 

τέτοιο βιβλίο πρέπει να είναι διαλεκτικό, περιγραφικό και να περιέχει βασικά 

παραδείγµατα. 

     Η ύλη κατανέµεται σε έξι κεφάλαια. Τα τρία πρώτα κεφάλαια αναφέρονται στην 

άλγεβρα πινάκων, στις ορίζουσες και στην επίλυση των γραµµικών συστηµάτων. Τα δε 

επόµενα τρία κεφάλαια περιέχουν τις πλέον σηµαντικές έννοιες, όπως τους 

διανυσµατικούς χώρους, τις γραµµικές απεικονίσεις και τη θεωρία των χαρακτηριστικών 

µεγεθών. 

     Στο τέλος του βιβλίου παρουσιάζεται και το πρόγραµµα MATLAB, ιδιαίτερα 

απαραίτητο και φιλικό µε το περιεχόµενο του βιβλίου, για να εξοικειωθεί ο αναγνώστης 

µε τις έννοιες της Γραµµικής Άλγεβρας χρησιµοποιώντας τον ηλεκτρονικό υπολογιστή. 

 

Αθήνα, Οκτώβριος 2005 

 

 

Ο συγγραφέας 

Ιωάννης Μαρουλάς   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

 

ΑΛΓΕΒΡΑ ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

Τι είναι πίνακας, ποιες ιδιότητες έχουν, ποιος είναι ο λογισµός των πινάκων και πώς 

επεκτείνεται στους σύνθετους πίνακες, είναι το κύριο αντικείµενο του πρώτου κεφαλαίου.  

 

1.1.   Ορισµοί 

    Όπως εµπειρικά κατανοείτε µε την ονοµασία πίνακας τύπου µ×ν εννοούµε µν 

πραγµατικούς ή µιγαδικούς  αριθµούς µεταξύ δύο αγκυλών που έχουν διαταχθεί ορθογώνια 

σε µ γραµµές και ν στήλες. Παράδειγµα ο πίνακας 

                                                      Α =                                                ( 1.1 )
α α α
α α α

11 12 13

21 22 23

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 είναι τύπου 2×3. Οι αριθµοί  ονοµάζονται στοιχεία του πίνακα Α και 

έχουµε επιπλέον σηµειώσει σ’ αυτούς µε δείκτες τις θέσεις που κατέχουν. Ο πρώτος δείκτης 

ονοµάζεται δείκτης γραµµής και ο δεύτερος  δείκτης στήλης.  Γι’ αυτό ο πίνακας  Α  στην 

α  , α  ,  , α11 12 23…

( 1.1 ) γράφεται και µε την µορφή: 

                                                          Α = [ ]α ij i, j=1

2 3,
                                         

Αν το πλήθος των γραµµών και των στηλών σ’ ένα πίνακα είναι το ίδιο ( δηλ. µ = ν ), ο 

πίνακας ονοµάζεται τετραγωνικός τάξεως µ. Αν ο πίνακας έχει µόνο µία στήλη ( ν = 1 ) ή 

µόνο µία γραµµή ( µ = 1 ), θα τον ονοµάζουµε διάνυσµα. ∆ύο ή περισσότεροι πίνακες µε 

τον ίδιο αριθµό γραµµών και στηλών, θα λέµε ότι είναι του ίδιου τύπου. ∆ύο πίνακες του 

ίδιου τύπου, όταν τα στοιχεία τους στις ίδιες θέσεις είναι ίσα, ονοµάζονται ίσοι. Παράδειγµα, 

από την ισότητα των τετραγωνικών πινάκων 

x -  2x 1
2 x -  x

-1 y
  2 0

2

2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =         

συµπεραίνουµε  y  = 1  και από τις εξισώσεις  x2 - 2x  = −1  και  x2 - x  = 0  έχουµε  x = 1. 

    Σε τετραγωνικό πίνακα τα στοιχεία   α   ονοµάζονται διαγώνια και 

όλα µαζί αποτελούν την κύρια διαγώνιο του πίνακα.  Οι πίνακες της µορφής 

 , α  , α  ,  , α11 22 33 νν…
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α α α
0 α α

α

11 12 1ν

22 2ν

ννΟ

…
…

% % #
0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

   ,          ,        

α
α α

0
α α

11

21 2 2

ν1 ν ν

Ο0
%

# %
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

α
α

α

11

22

ν ν

Ο

Ο
%

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 ονοµάζονται αντίστοιχα  άνω τριγωνικός, κάτω τριγωνικός  και  διαγώνιος πίνακας.  Οι 

διαγώνιοι πίνακες σηµειώνονται και ως   diag  ( . Ειδικότερα, ο δια- 

γώνιος πίνακας µε ν γραµµές και ν στήλες 

 )α  ,  α  ,   ,  α11 2 2 ν ν…

    

1
1

1

O

O
%

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

ονοµάζεται µοναδιαίος και συµβολίζεται  Ιν. 

     Ο πίνακας τύπου 3×2 

α α
α α
α α

11 21

12 22

13 23

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

      

που  προκύπτει  από τον πίνακα  ( 1.1 ) όταν οι γραµµές γίνουν στήλες, ονοµάζεται 

ανάστροφος και συµβολίζεται ΑΤ.  Είναι προφανές ότι   ( ΑΤ )Τ = Α.   Από την ισότητα 

Α = ΑΤ

συµπεραίνουµε ότι ο πίνακας Α είναι τετραγωνικός ( γιατί; ) και τα ζευγάρια των στοιχείων 

που είναι σε συµµετρικές θέσεις ως προς την κύρια διαγώνιο είναι ίσα, δηλαδή:  α12 = α21,  

α13 = α31, … , α1ν = αν1 ,  α23 = α32 , … , α2ν = αν2 , … ,  αν-1,ν = αν,ν-1. Οι πίνακες µε την 

ιδιότητα αυτή ονοµάζονται συµµετρικοί. 

    Οι πίνακες     

                      Α  =  
1 1 + i
i 2 - i

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ Α  =  

 1 1 -  i
- i 2 + i

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

ονοµάζονται  συζυγείς και γι’ αυτό χρησιµοποιείται ο συµβολισµός αυτός στον δεύτερο 

πίνακα. Οι πράξεις συζυγίας και αναστροφής µαζί σηµειώνονται µε τον πίνακα     

Α )  = (A)  =  
1 -  i

1 -  i 2  +  i
T T∗ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥=  (A  

Αν   Α = Α* , ο τετραγωνικός πίνακας Α ονοµάζεται ερµιτιανός. 
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1.2.     Πράξεις  πινάκων 

    Η  αριθµητική  των πινάκων περιορίζεται στις πράξεις αθροίσµατος πινάκων, γινοµέ-

νου αριθµού επί πίνακα,  διαφοράς πινάκων και γινοµένου πινάκων.  

Άθροισµα πινάκων 

    Αν  Α = [α  ]  και  Β = [ βij ]  είναι πίνακες τύπου µ×ν, τότε το άθροισµα των Α και Β 

είναι ένας πίνακας   Γ= [ γij ]   που ορίζεται από το άθροισµα των στοιχείων των  Α και Β 

που έχουν τις ίδιες θέσεις:  

ij

γ  =  α  + β         1  i   µ  ,      1  j   νi j i j i j ≤ ≤ ≤ ≤   

Σύµφωνα µε τον ορισµό, πίνακες διαφορετικού τύπου δεν µπορούν να προστεθούν. 

Παράδειγµα 1.1  Αν      Α  =      και     Β  =                                         
2 3 5
6 5 4

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 2 3
2 1 4

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

τότε 

                            Γ  =  Α + Β  =                         �   =  
2 1 3 2 5 3
6 2 5 1 4 4

3 1 8
8 4 8

+ − + +
+ − + +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 Γινόµενο αριθµού επί πίνακα 

    Αν Α = [ αij ]  είναι πίνακας τύπου µ×ν και k είναι ένας αριθµός, τότε το γινόµενο του 

Α επί k είναι ο πίνακας   kΑ   µε στοιχεία το γινόµενο κάθε στοιχείου του  Α  επί τον α-

ριθµό   k. 

Παράδειγµα 2.1  Αν  k = -2  και  

Α =   
  2 0
-1 3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

τότε 

                                           (-2)Α  =    =                             � 
( ). ( ).

( ).( ) ( ).
− −

− − −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2 2 2 0
2 1 2 3

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4   0
  2 - 6

Αν  k = -1,  ο πίνακας    (-1)Α = -Α   ονοµάζεται  αντίθετος  του Α. Έτσι για τους πίνα-

κες Α και Β του ίδιου τύπου ορίζουµε την διαφορά τους 

Α - Β = Α + (-1)Β 

και το αποτέλεσµα είναι ο πίνακας µε στοιχεία την διαφορά των οµοθέσιων στοιχείων 

των  Α , Β. 

Παράδειγµα  3.1  Αν 

Α =          και      Β  =    
2 3 5
4 2 1

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

2 1
3 2

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  3
  5
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τότε 

                            Α - Β  =    =                              � 
2 2 3 1 5 3
4 3 2 5 1 2

− + − −
− − +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

0 8
1 3

  4
  3
−

−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Από τις ιδιότητες των πράξεων άµεσα διαπιστώνουµε τις αντίστοιχες ιδιότητες για τους 

πίνακες. 

             Α + Β = Β + Α                                     k( Α + Β ) = kΑ + κΒ 

             Α + ( Β + Γ ) = ( Α + Β ) + Γ              ( k + λ )Α = kΑ + λΑ 

             Α + Ο = Α                                           k( λΑ ) = ( kλ )Α 

όπου µε  Ο  συµβολίζουµε τον µηδενικό πίνακα  ( όλα τα στοιχεία του είναι µηδέν ). 

 

Γινόµενο πινάκων 

    Αν ο πίνακας   Α = [ αij ]  είναι τύπου µ×ρ και ο πίνακας  Β = [ βij ]  είναι τύπου ρ×ν,  

τότε ορίζεται το γινόµενο του Α επί Β, σηµειούµενο  ΑΒ, και είναι ο πίνακας   Γ = [ γij ] 

τύπου µ×ν, όπου 

γij  = [  =  αi1 β1j + … + αiρ βρj        ]α α α

β
β

β

ρ

1

2

ρj

i1 i2 i

j

j… # 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1 ≤ i ≤  µ ,   1 ≤ j ≤  ν . 

    Ο τρόπος υπολογισµού των στοιχείων  γij   του γινοµένου ΑΒ προέρχεται, όπως είναι 

φανερό, από το γινόµενο των στοιχείων της i-γραµµής του Α επί τα στοιχεία της j-στήλης 

του Β. Στο παρακάτω παράδειγµα σηµειώνεται το στοιχείο γ21 : 

α α α

α α α

β
β
β

11 12 13

31 32 33

12

22

32

α α α
β
β
β

21 22 23

11

21

31

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

    =  
∗ ∗

∗
∗ ∗

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

α β +α β +α β21 11 22 21 23 31

 Για τις διαστάσεις του γινοµένου πινάκων, σηµειώστε ότι 
    A     

  

                            

            B       =          AB    
µ  ρ            ρ ν                µ ν

ιδια διασταση

διασταση γινοµενου

× × ×

↑ ↑

� 	� 
�

� 	��� 
���
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Παράδειγµα  4.1  Αν 

Α  =          και     Β  =     
2 3
1 5

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 3 6
1 2 3

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

ορίζεται µόνο το γινόµενο ΑΒ και είναι τύπου 2×3. 

         ΑΒ  =     =          
2   3
1 - 5

 
  ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 3 6
1 2 3

2 4 31 2 3 3 2 2 6 3 3
14 5 1 13 5 2 16 5 3

. . . .( ) . .
. ( ). . ( )( ) . ( ).

+ + − +
+ − + − − + −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

                =                                                                                                  � 
  11 0 21

1 13 9− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

      Γενικά ΑΒ ≠ ΒΑ,  αν όµως οι πίνακες είναι τετραγωνικοί  ν×ν  και ισχύει η ισότητα  

ΑΒ = ΒΑ, οι πίνακες ονοµάζονται  αντιµεταθετικοί. 

     Για κάθε πίνακα Α τύπου µ×ν, σηµειώστε την ισότητα: 

Ιµ Α  =  ΑΙν  =  Α 

Προσέξτε ότι είναι δυνατόν   ΑΒ = Ο,  όταν   Α ≠ Ο   και    Β ≠ Ο. Παράδειγµα: 

  1   3
- 2 - 6

 
- 3   1
  1 -1 / 3

 =  
0 0
0 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥    

 

Ακόµη είναι δυνατόν   ΑΒ = ΑΓ,  όταν οι πίνακες  Β  και  Γ  δεν  είναι ίσοι. Παράδειγµα: 

    
0 1
0 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

1 1
3 4

 =  
3 4
6 8

 =  
0 1
0 2

 
2 -1
3   4

Για το γινόµενο των πινάκων ισχύουν οι ιδιότητες 

Α( ΒΓ ) = ( ΑΒ )Γ                                       Α( Β ± Γ ) = ΑΒ ± ΑΓ 

λ( ΑΒ ) = ( λΑ )Β = Α( λΒ )                        ( Α ± Β )Γ = ΑΓ ± ΒΓ 

και 

( AB )T  =  BT  AT ,                      ( AB )*  =  B* A* 

 

Παράδειγµα  5.1  Αν    Α =   ,   Β =     ,  για ποια τιµή του k οι πίνακες 

Α, Β είναι αντιµεταθετικοί; 

  3 - 4
- 5   1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

7 4
5 k

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση:  Υπολογίζουµε τα γινόµενα 

ΑΒ  =     ,         ΒΑ  =  
    1

30
4( 3 -  k )

k - 20−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 - 2
5( 3 -  k ) k - 20

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4
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Από την ισότητα  ΑΒ = ΒΑ  έχουµε τις εξισώσεις   4( 3 - k ) = -24   και  5( 3 - k ) = -30,  

που συναληθεύουν για   k = 9.                                                                                             � 

 

∆υνάµεις πίνακα  

    Για κάθε  τετραγωνικό πίνακα  Α  και για κάθε φυσικό αριθµό   ρ  ο πίνακας 

Αρ  =   A  A     A
ρ παραγοντες

"� 	�� 
��
�

ονοµάζεται  ρ-στή δύναµη του  Α. Σηµειώστε    Α0  =  Ι ,    Α1  =  Α. 

    Αν  ρ , σ είναι φυσικοί αριθµοί εύκολα µπορείτε να διαπιστώσετε ότι ισχύουν οι 

ιδιότητες: 

Αρ Ασ  =  Αρ+σ

 ( Αρ )σ  =  Α ρσ

    ( k Α )ρ  =  kρ Αρ

                                        ( Α Β )ρ  =  Αρ Βρ    όταν   Α Β  =  Β Α.  

Παράδειγµα  6.1  Αν 

Α  =    
συνθ - ηµθ
ηµθ συνθ  

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

τότε 

        Α2  =    =   
συν θ - ηµ θ - 2ηµθσυνθ

2ηµθσυνθ συν θ - ηµ θ

2 2

2 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

συν2θ - ηµ2θ
ηµ2θ συν2θ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

    Α3  =    =  
συνθσυν2θ - ηµθηµ2θ - ηµ2θσυνθ - ηµθσυν2θ
ηµθσυν2θ + συνθηµ2θ συνθσυν2θ - ηµθηµ2θ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

συν3θ - ηµ3θ
ηµ3θ συν3θ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Οπότε για κάθε φυσικό αριθµό  ρ  θα είναι:  

Αρ  =    
συν( ρθ ) - ηµ( ρθ )
ηµ( ρθ ) συν( ρθ )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά.                                                                                            � 

Παράδειγµα  7.1  Αν οι πίνακες  Α , Β  είναι τετραγωνικοί τάξεως ν και αντιµεταθετικοί, 

τότε  ( Α + Β )2  =  Α2 + Β2 + 2 Α Β.  

Λύση : Πράγµατι, σύµφωνα µε τον ορισµό της δύναµης πίνακα έχουµε  

(  Α + Β )2  =  ( Α + Β )( Α + Β )  =  Α2 + Β Α + Α Β + Β2  =  Α2 + Β2 + Α Β + Α Β    

                                                              ↑                                           ↑ 
                                         επιµεριστική ιδιότητα                  ΑΒ = ΒΑ 
 
                  =  Α2 +  Β2 + 2 Α Β.                                                                                           � 



 11

Σηµειώστε ότι οι γνωστές αλγεβρικές ταυτότητες ισχύουν και για πίνακες, ακριβώς όταν  

οι πίνακες είναι αντιµεταθετικοί. 

 

Παράδειγµα  8.1  Αν ένας από τους τετραγωνικούς πίνακες  Ρ  και  Ι - Ρ  επαληθεύει την 

εξίσωση  Χ2  = Χ ,  δείξτε ότι και ο άλλος πίνακας έχει την ιδιότητα  αυτή. 

Λύση :  Έστω  Ρ2 = Ρ. Επειδή οι πίνακες  Ι , Ρ  είναι αντιµεταθετικοί  

                 ( Ι - Ρ )2  =  Ι + Ρ2 - 2 Ρ  =  Ι + Ρ - 2 Ρ  =  Ι - Ρ.   

Όµοια,  αν   ( Ι - Ρ )2  =  Ι - Ρ   έχουµε 

                                        Ι + Ρ2 - 2 Ρ  =  Ι - Ρ  ⇒   Ρ2  =  Ρ.                                                 � 

Οι πίνακες που επαληθεύουν την προηγούµενη εξίσωση ονοµάζονται προβολικοί ή 

αδύναµοι, αφού    Χ3  =  Χ2 X  =  X X = Χ ,     Χ4  =  Χ2 Χ2  =  Χ Χ  =  Χ    και   γενικά    

Χk = Χ ,   για κάθε  k ≥ 2.  

Παράδειγµα  9.1  Θα υπολογίσουµε τις ν-οστές δυνάµεις των πινάκων 

 Α  =       ,     Β  =     ,        Γ  =  
-1 - 2
  0   1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 1
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0 1
1 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση :  Στο παράδειγµα αυτό παρουσιάζονται µερικές χρήσιµες µέθοδοι υπολογισµού 

των δυνάµεων πινάκων. 

Για τον πρώτο πίνακα επαληθεύουµε ότι 

      Α2 =    ,     Α
1 0
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =  I 3 = Α Α2 = Α  ,        Α4 = Α2 Α2 = Ι …      

και γενικά έχουµε: 

για τις περιττές δυνάµεις :       Α2k-1  = Α,     

                                       για τις άρτιες δυνάµεις :          Α2k = Ι. 

Για τον πίνακα  Β,  παρατηρούµε ότι 

             Β  =  Ι + Μ      ;       Μ =                                                               
0 1
0 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Επειδή οι πίνακες  Ι  και  Μ  είναι αντιµεταθετικοί έχουµε το ανάπτυγµα 

Bν  =  ( I + M )ν  =  I + M  + M
ν
1

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

ν
2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 2  + … +  M

ν
ν

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ν 

όπου  ν
κ

ν!
κ!(ν-κ)!

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  =   .  Αλλά για τον πίνακα  Μ, είναι   Μ2 = Ο  και έτσι   Μρ  =  Ο  για 

κάθε  ρ ≥ 2.    

Τότε: 
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 Βν    =   Ι + Μ   =   
ν
1

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 1
1

0 1
0 1

⎡ ν ⎤⎛ ⎞
ν⎡ ⎤⎢ ⎥⎜ ⎟ =⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Για τον πίνακα  Γ  έχουµε: 

    Γ2  =  Ι ,        Γ3  =  Γ2 Γ  =  Γ  , … 

Συνεπώς                                 Γ2k  =  Ι      και      Γ2k-1  =  Γ.                                                � 

Παράδειγµα  10.1  Θα δείξουµε ότι    
-1 2
  4 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

k

   =  32k Ι.        

Λύση :  Επαγωγικά, για  k = 1, έχουµε       
-1 2
  4 1  =  9 I  I.

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2

=  32

Αν ισχύει η ισότητα για  k = ν,  τότε ισχύει και  για   k = ν+1,  γιατί: 

               .            � 
-1 2
  4 1 =  

-1 2
  4 1  

-1 2
  4 1  =  ( 3  

2
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2 2 ( ν + 1 ) ν
2 ν 2 2 ( ν + 1 )Ι )( 3  Ι )  =  3  Ι

 

 

1.3.     ∆ιανύσµατα 

     Στην ενότητα αυτή θ’ ασχοληθούµε µε  πίνακες τύπου 2×1 και 3×1, που ονοµάζονται 

διανύσµατα ( ενότητα 1.1 ). Η ονοµασία αυτή δηµιουργείται επειδή υπάρχει αµφιµονο-

σήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων του επιπέδου ή του χώρου µε τα στοιχεία των 

πινάκων.  Παράδειγµα, στον πίνακα   [ 1  2 ]Τ  αντιστοιχεί το σηµείο  Μ( 1, 2 ) του επι-

πέδου και στον πίνακα  [ 1  2  3 ]Τ  αντιστοιχεί το σηµείο  Ν( 1, 2, 3 ) του χώρου. 

 

 

 

              

 

 

 

 

Έτσι απεικονίζονται τα διανύσµατα ( µε τη γεωµετρική τους έννοια ) OM  και . Τα 

στοιχεία των πινάκων ονοµάζονται συντεταγµένες των διανυσµάτων αυτών. Αν 

θεωρήσουµε τις αντιστοιχίες 

→
ON
→
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         α  =    
α
α
α

1

2

3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

↔
→

  OA

         β  =                  
β
β
β

1

2

3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

↔
→

  OB

εύκολα διαπιστώνουµε ότι στο άθροισµα των πινάκων  

  α + β  =  [ α1 + β1    α2 + β2   α3 + β3 ] Τ

αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα το διανυσµατικό άθροισµα των    και .  Επιπλέον, 

στο γινόµενο  λα  αντιστοιχεί το γινόµενο  λOA . Έτσι, συνοψίζοντας έχουµε: 

OA
→

OB
→

→

λα + µβ  =      
λα + µβ
λα + µβ
λα + µβ

λOA + µOB
1 1

2 2

3 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

↔
→ →

για κάθε πραγµατικό αριθµό λ, µ. 

    Το γινόµενο πινάκων 

                                               αΤ β  =  α1 β1 + α2 β2 + α3 β3                                       ( 1.2 ) 

ονοµάζεται εσωτερικό γινόµενο των αντιστοίχων διανυσµάτων ,   και σηµειώ-

νεται  .  Ιδιαίτερα, ο αριθµός 

OA
→

OB
→

OA OB
→ →
D

    OA OA =   =  
→ →
D α  + α  + α1

2
2
2

3
2 || || OA

→

παριστάνει το µέτρο του διανύσµατος , όπως αυτό άλλωστε αποδεικνύεται και 

γεωµετρικά 

OA
→

 

 

                                                                                            

                                                                                            

                     || OA ′
→

||  =  α  +  α1
2

2
2                                   

                     || ′
→

A A ||   =  α 3
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Για το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

1.  OA   OB =  OB OA
→ → → →
D D

2.  OA  OB+ O ) =  OA OB+ OA
→ → → → → → →
D D( Γ ΟD Γ

≡

3.  ( )  ( )λ λ λ(  )OA OB =  OA OB  =  OA OB
→ → → → → →

D D D

4.  OA  OA
→ →

>D 0

5.  OA  OA =  0  OA  =    O 
→ → →

⇔ ⇔D
G
Ο  A

 

Επειδή 

                              ( αΤ β )² ≤  ( αΤ α ) ( βΤ β )                   ( ανισότητα του Schwarz ) 

έχουµε 

− ≤ ≤1 1  
 

  
α β

α α β β

Τ

Τ Τ
 

και κατά συνέπεια 

α β
α α β β

συνθ
Τ

Τ Τ
 =  

OA OB

OA  OB
 =  

→ →

→ →
D

|| || || ||
 

όπου  θ ∈ [ 0 , π ]  είναι η γωνία των διανυσµάτων    και  . OA
→

OB
→

     Για  θ = π/2,  είναι προφανές  , και η συνθήκη αυτή είναι ικανή και 

αναγκαία για την καθετότητα των διανυσµάτων  OA , OB . 

OA OB = 0
→ →
D

→ →

 

      Αποδεικνύεται ότι το διάνυσµα   
OA OB

 OB ||
 OB

2

→ →

→
→D

||
       

      είναι η  προβολή  του διανύσµατος    επί του      OA
→

       OB   και σηµειώνεται  ( O ). 
→

προβ
OB
→ A

→

  
 
→ →
OA ′  = ( ) προβ
OB
→ OA  
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Παράδειγµα  11.1  Αν τα µη συγγραµµικά διανύσµατα  OA  και  ορίζουν το επίπεδο 

Π, κάθε διάνυσµα , όπου  Γ ∈ Π,  γράφεται µονότροπα µε τη µορφή:   

→
OB
→

OΓ
→

 = k OA OBΟΓ λ
→ → →

+ . 

Λύση : Αν πολλαπλασιάσουµε την ισότητα  = k OA OBΟΓ λ
→ → →

+  εσωτερικά επί  

και  έχουµε: 

OA
→

OB
→

    
ΟΓ ΟΑ λ

ΟΓ ΟB λ

→ → → → → →

→ → → → → →
D D

D D D

 =  k OA

 =  k OA

( ) (

( ) (

 OA   +   OB OA

 OB  +   OB OB 

D )

)

 

                                                          

Αρκεί το σύστηµα των εξισώσεων αυτών να έχει µοναδική λύση ως προς  k, λ. Γι’ αυτό 

αρκεί 

          || || ² || OB || ² - || || ² || OB || ² συν²θ  =  || || ² || OB || ²( 1 - συν²θ )   OA
→ →

OA
→ →

OA
→ →

                                                                          =  || || ² || || ² ηµ²θ  ≠ 0 ,  OA
→

OB
→

η οποία αληθεύει, αφού τα διανύσµατα OA  και   δεν είναι παράλληλα.                     � 
→

OB
→

 

Εξωτερικό γινόµενο  των διανυσµάτων OA , OB  ονοµάζεται το διάνυσµα O  που έχει 
→ →

Γ
→

 
 

 

OΓ
→

  = [ , ] OA
→

OB
→

 

           Ι.      µέτρο  || || = ||  ||.|| || ηµθ ,   OΓ
→

OA
→

OB
→

                   θ = γων ( , ) OA
→

OB
→

           ΙΙ.    διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο των    

                   διανυσµάτων  , OA
→

OB
→

(1)    και 

           ΙΙΙ.   φορά τέτοια ώστε η διατεταγµένη  

                   τριάδα  { , , }  να είναι     OA
→

OB
→

OΓ
→

                   δεξιόστροφη. 

 

 

 

 
(1) Η συνθήκη ΙΙ έχει νόηµα για µη συγγραµµικά διανύσµατα. 
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     Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων   και OB  συµβολίζεται  [ , ]  και 

ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

OA
→ →

OA
→

OB
→

1.    [ OA , OB ]  =  - [ , OA ] 
→ →

OB
→ →

2.    [ λ , ]  =  [ , λ ]  =  λ[ OA , OB ] OA
→

OB
→

OA
→

OB
→ → →

3.    [ OA , OB +  ]  =  [ , ] + [ , ] 
→ →

OΓ
→

OA
→

OB
→

OA
→

OΓ
→

4.    [ OA , [ , O ] ]  =  ( OA ) OB - ( )  
→

OB
→

Γ
→ →

D OΓ
→ →

OA
→
D OB

→
OΓ
→

Η σχέση µεταξύ εσωτερικού και εξωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων είναι µετρική 

και εύκολα διαπιστώνουµε ότι: 

|| [ , ] || OA
→

OB
→ 2 = || OA || 

→ 2 || OB || 
→ 2 - ( )OA

→
D OB

→ 2

Επιπλέον από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου, το µέτρο του διανύσµατος  O  

ισούται µε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που ορίζουν τα διανύσµατα   και  

  και κατά συνέπεια 

Γ
→

OA
→

OB
→

1 || [OA  , OB  ] ||
2

→ →
 

είναι το εµβαδόν τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία  Ο, Α, Β. 

Για κάθε δεξιόστροφη τρισορθογώνια τριάδα µοναδιαίων διανυσµάτων  έχουµε: 
G G G
i ,  j,  k ,

                      [ 
G G
i  ,   i  ]  =  [  ]  =  [ 

G G
j ,   j

G G
k ,   k  ]   =  

G
O  

                      [ 
G G
i  ,   j  ]  =   ,    [ 

G
k

G G
j ,   k  ]  =  

G
i  ,    [ 

G G
k ,   i  ]  =  

G
j                               ( 1.3 ) 

Αν  [ α1  α2  α3 ] Τ  και  [ β1  β2  β3 ] Τ   είναι οι συντεταγµένες των διανυσµάτων   και  

 αντίστοιχα ως προς τρισορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων, αποδεικνύεται ότι: 

OA
→

OB
→

OA
→

=  α1  + α2
G
i

G
j   + α3

G
k     ,     OB =  β1

→ G
i  + β2

G
j  + β3  

G
k

Έτσι, από την 3η ιδιότητα και τις σχέσεις  ( 1.3 ), αποδεικνύεται 

           [ , ]  =  ( a2 b3 - a3 b2 )OA
→

OB
→ G

i  + ( a3 b1 - a1 b3 )
G
j  + ( a1 b2 - a2 b1 )           ( 1.4 ) 

G
k

Από την έκφραση αυτή ή από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου συµπεραίνουµε την 

ικανή και αναγκαία συνθήκη 

[ , ]  =  OA
→

OB
→ G

O  

για να είναι τα διανύσµατα συγγραµµικά. 
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Παράδειγµα  12.1  Θα βρούµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος 

O∆
→

=  ( [ , ]  [ , ] ) OA - ( OA )  OA
→

OB
→

D OB
→

OΓ
→ → →

D OB
→

OΓ
→

αν      = [ 1  2  -1 ] OA
→ Τ , OB = [ 0  1  2 ] 

→ Τ   και     = [ 1  -1  0 ] OΓ
→ Τ. 

Λύση :  Από τους τύπους ( 1.3 ) και ( 1.4 )  έχουµε: 

[ , ] = [ 5  -2   1 ] OA
→

OB
→ Τ                 [ , ]  =  [ 2   2  -1 ] OB

→
OΓ
→ Τ

και κατά συνέπεια    [ , ]  [ , ] = 10 - 4 - 1 = 5  ,   =  0. OA
→

OB
→

D OB
→

OΓ
→

OA
→
D OB

→

Οπότε:                                       = 5  = [ 5  10  -5 ] O∆
→

OA
→ Τ.                                              � 

     

    Για τα διανύσµατα  OA , OB και  O   το γινόµενο 
→ →

Γ
→

[ , ] D  OA
→

OB
→

OΓ
→

ονοµάζεται µικτό γινόµενο των διανυσµάτων αυτών και συµβολίζεται  ( OA , , O ).  

Από τους τύπους ( 1.2 ) και ( 1.4 ) έχουµε 

→
OB
→

Γ
→

     ( , , O ) = ( a2 b3 - a3 b2 ) g1 + ( a3 b1 - a1 b3 ) g2 + ( a1 b2 - a2 b1 ) g3        ( 1.5 )  OA
→

OB
→

Γ
→

και βασιζόµενοι στην ισότητα αυτή αποδεικνύεται: 

[ , ]   =  [ OB , ]. OA
→

OB
→

D OΓ
→

OA
→
D

→
OΓ
→

Αποδεικνύεται ακόµη ότι το µικτό γινόµενο ( OA , , ) αλλάζει πρόσηµο αν αντι-

µεταθέσουµε δυο διανύσµατα απ’ αυτά, αλλά δεν αλλάζει  πρόσηµο αν µεταθέσουµε τρία 

διανύσµατα κυκλικά, δηλαδή: 

→
OB
→

OΓ
→

 

       ( , , O )  =  ( O , , )  =  ( OB , ,  )   OA
→

OB
→

Γ
→

Γ
→

OA
→

OB
→ →

OΓ
→

OA
→

                                  = - ( , , ) = - ( , , OB ) = - ( O , , ). OB
→

OA
→

OΓ
→

OA
→

OΓ
→ →

Γ
→

OB
→

OA
→

Η συνθήκη 

( , , )  =  0 OA
→

OB
→

OΓ
→

είναι ικανή και αναγκαία για να είναι τα τρία διανύσµατα συνεπίπεδα. 
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Παράδειγµα  13.1  Θα υπολογίσουµε την ελάχιστη απόσταση των ασυµβάτων ευθειών  

ε1  :   ( x, y, z )  =  ( 1, 0, -1 ) + t ( 2, 0, 1 ) 

ε2  :   ( x, y, z )  =  ( 3, 1, 0 ) + s ( 1, 1, -1 )  

και µετά θα βρούµε στις ευθείες τα σηµεία  Α, Β  που απέχουν ελάχιστο. 

Λύση :  Οι ευθείες είναι παράλληλες των µη συγγραµµικών διανυσµάτων  n1 = ( 2, 0, 1 )  

και  n2 = ( 1, 1, -1 )   και συνεπώς το διάνυσµα 

ξ = [ n1 , n2 ] = ( -1, 3, 2 ) 

είναι κάθετο και στις δύο ευθείες. Το επίπεδο που περνά από την ευθεία  ε1  και είναι 

κάθετο στο διάνυσµα  ξ, είναι παράλληλο της ευθείας  ε2 . Κατά συνέπεια η ελάχιστη 

απόσταση των  ε1, ε2  είναι η απόσταση της ευθείας  ε2  από το επίπεδο αυτό. 

         

            

          Τα σηµεία      Ρ1 = ( 1, 0, -1 )  και          

     Ρ2 = ( 3, 1, 0 )  αντίστοιχα των ευθειών      

    ε1 και ε2  ορίζουν το διάνυσµα                            

     n =  = ( 2, 1, 1 )  και το µέτρο της  P1P2

→

     προβολής του  n  επί του  ξ  είναι η     

     ζητούµενη απόσταση:  

 

|| προβ
ξ

|| ξ ||
ξ 

ξ |
|| ξ ||ξ 2n ||  =     =  

|  n 
 =  

3
14

n   D D
 

    Τα σηµεία  Α, Β  έχουν συντεταγµένες  ( 1+2t, 0, -1+t )     και      ( 3+s, 1+s, -s ),   το δε 

διάνυσµα  = ( 2+σ-2τ, 1+σ, 1-σ-τ )  είναι  κάθετο των  ν1, ν2 .  Από τις εξισώσεις: ΑΒ
→

 

  
AB

AB

→

→

=

=

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

D

D

n

n

1

2

0

0

   ⇒         ⇒      
5t -  s =

t -  3s = 2 

5
  

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

t 13 / 1

s -5 / 1

4

4

=

=
 

ορίζονται τα σηµεία  Α = 
1

14
( 40, 0, -1 )  και  Β = 

1
14

( 37, 9, 5 ).  Επαληθεύσατε ότι 

|| || = ΑΒ
→ 3

14 ,  όπως πριν.       
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1.4.   Σύνθετοι πίνακες 

    Ας διαµερίσουµε έναν πίνακα µε  κατακόρυφες και οριζόντιες γραµµές µεταξύ των 

γραµµών και των στηλών του. Για παράδειγµα, 

   
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a a a
a a a a
a a a a

a
 

 

 

 Κάθε τµήµα του πίνακα ονοµάζεται υποπίνακας και στο παράδειγµά µας ο πίνακας  Α  

γράφεται µε τη µορφή 

                                               Α  =                                                  ( 1.6 ) 
A A A
A A A

11 12 13

21 22 23

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Ο πίνακας  Α µε τη µορφή ( 1.6 ) ονοµάζεται σύνθετος, τα δε στοιχεία του ( υποπίνακες 

του Α ) όταν είναι στην ίδια γραµµή, έχουν τον ίδιο αριθµό γραµµών και όταν είναι στην 

ίδια στήλη, έχουν τον ίδιο αριθµό στηλών. 

Παράδειγµα, η λειτουργία κυκλώµατος microcomputer µε τρία VLSI microchips απεικο-

νίζεται στον πίνακα  

Α  =    
A A A
A A A
A A A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

όπου οι διαγώνιοι υποπίνακες   Α11 , Α22 , Α33  αντιστοιχούν στα κυκλώµατα VLSI chips 

και οι άλλοι υποπίνακες αντιστοιχούν  στις συνδέσεις µεταξύ των chips. 

    Οι σύνθετοι πίνακες 

                 

A
A

A

1

2

Ο Ο
Ο

Ο ν

…

# %
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

# #

A A A
O A A

O A

11 12 1k

22 2k

kk

…

# %
… Ο

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

όπου µε Ο παριστάνουµε τους µηδενικούς πίνακες, ονοµάζονται σύνθετος διαγώνιος και 

σύνθετος ( άνω ) τριγωνικός αντίστοιχα και η παρουσία τους µας διευκολύνει στις 

πράξεις, όπως θα δούµε στη συνέχεια. 

    Όταν δυο πίνακες  Α  και Β  είναι του ίδιου τύπου µ×ν και έχουν διαµερισθεί ακριβώς 

µε τον ίδιο τρόπο µεταξύ των γραµµών και των στηλών, οι οµοθέσιοι υποπίνακες είναι 
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του ίδιου τύπου και κατά συνέπεια το άθροισµά τους ανάγεται στο άθροισµα των 

υποπινάκων τους. Για παράδειγµα, οι 5×7 πίνακες  

Ρ =     ,      =       
Α Β
Γ ∆

2 3 2 4

3 3 3 4

× ×

× ×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ Q

Κ Λ
Μ Ν

2 3 2 4

3 3 3 4

× ×

× ×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

τότε, 

Ρ ± Q  =     
Α Κ Β  Λ
Γ  Μ ∆  Ν

± ±
± ±

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Επιπλέον 

                                                 λ Ρ  =    
λ Α λ Β
λ Γ λ ∆

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

    Περισσότερο ενδιαφέρον παρουσιάζεται στον πολλαπλασιασµό σύνθετων πινάκων. 

Φυσικά θα πρέπει να διατηρηθεί ο τρόπος πολλαπλασιασµού των πινάκων και επιπλέον 

να µπορεί να γίνει ο πολλαπλασιασµός των υποπινάκων του. Γι’ αυτό, κατά τον 

πολλαπλασιασµό  PQ  θα πρέπει να προσέξουµε µόνο αν ο τρόπος διαµέρισης των 

γραµµών του  Q   είναι ίδιος µε την διαµέριση στηλών του  Ρ,   χωρίς να ενδιαφερθούµε 

για τις υποδιαιρέσεις γραµµών του  Ρ  και τις υποδιαιρέσεις στηλών του  Q.  Για 

παράδειγµα, οι σύνθετοι πίνακες 

Ρ5×4 =        ,      Q 4×4  =         
Α Β
Γ ∆

2 2 2 2

3 2 3 2

× ×

× ×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Κ
Λ

2 4

2 4

×

×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

πολλαπλασιαζόµενοι, το γινόµενό τους είναι: 

ΡQ  =   
ΑΚ + ΒΛ
ΓΚ + ∆Λ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Επιπλέον, σηµειώστε για τους σύνθετους διαγωνίους πίνακες 

    Η  =             Θ  =    
A O

O B
2 2

3 4

×

×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Κ Ο
Ο Λ
2 1

4 2

×

×

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

έχουµε 

ΗΘ  =   
AK O
O BΛ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

γενικεύοντας το γνωστό τρόπο πολλαπλασιασµού διαγωνίων πινάκων.  

 

Παράδειγµα  14.1  Θα υπολογίσουµε το γινόµενο  ΑΒ, θεωρώντας τους σύνθετους 

πίνακες:  
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1 2

2 -1 3 1
1   0 1 2 A A

A  = 
0   0 1 0 O I
0   0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1

2 3

  1   2 0
B O-1   0 0

B  = 
B B  0   5 1

  1 -1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Επειδή η υποδιαίρεση των στηλών του  Α  και των γραµµών του  Β  είναι η ίδια,  

  

1 1 2 2 2 3

2 3

4 18 3
A B + A B A B 3   5 1

AB  = 
B B 0  5 1

1 -1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

 

 

Για να υπολογίσουµε τον πίνακα  Α², έχουµε 

     

                                                                                                                                       
2

2 1 1 2 2

3 -2 8 1
2 -1 4 3A A A + A                                       A  = 
0   0 1 0O I
0   0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

         � 

 

Παράδειγµα  15.1  Θα υπολογίσουµε τις δυνάµεις του σύνθετου πίνακα: 

 

1

2 3

1   0   0
A O

A 1   1 -1 =
A A

1 -1   1

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

Επειδή: 

                           
2

12 1
2

2 32 1 3 2 3

1   0   0
A OA O

A  = 1   2 -2  = 
A 2AA A  + A A A

1 -2  2

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

             

 

 

Α³ =   
A O

A A  +  2A A 2A
 =  

A O
A 2 A

1
2

2 1 3 2 3
2

1

2
2

3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 Επαγωγικά επαληθεύουµε ότι: 
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                                                                                                                                        1k k - 1 k - 1
k - 1A  = 1   2 -2

A 2 A2 3 k - 1 k - 1

1   0   0
A O

1 -2   2

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 

� 

                                                                  

 

1.5.     Πολυωνυµικοί πίνακες  

    Ο  τετραγωνικός πίνακας  Α, τάξεως ν, που ορίζεται από τον τύπο: 

Α  =  α k Μ k + α k-1 Μ k-1 +… + α 1 Μ + α 0 Ι  ,      α i ∈ C 

ονοµάζεται πολυωνυµικός πίνακας του  Μ  και είναι φανερό ότι ορίζεται από το 

πολυώνυµο α k λk + … + α 1 λ + α 0  αντικαθιστώντας τη  µεταβλητή  λ  µε τον πίνακα Μ. 

Για παράδειγµα, αν    α( λ ) = 3 λ ² - λ + 2  και    Μ =   ,  τότε      
  0 1

2 1−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

α( Μ )  =  3 Μ ² - Μ + 2 Ι  =     
−
− −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 2
4 2

  

 Αν θεωρήσουµε τα βαθµωτά πολυώνυµα  α( λ )  και  β( λ ) , αντίστοιχα των πράξεων 

α( λ ) + β( λ )  =  γ( λ )   ,       α( λ )  β( λ )  =  δ( λ )   

 α( λ )  =  β( λ ) π( λ ) + υ( λ ) 

έχουµε: 

            α( Μ ) + β( Μ )  =  γ( Μ )   ,       α( Μ )  β( Μ )  =  β( Μ ) α( Μ )  =  δ( Μ )  ,  

    α( Μ )  =  β( Μ ) π( Μ ) + υ( Μ ). 

Η αντιµετάθεση των πινάκων    α( Μ )  και    β( Μ )  στη δεύτερη από τις παραπάνω ισό-

τητες είναι δυνατή, διότι κάθε τετραγωνικός πίνακας αντιµετατίθεται µε τον εαυτό του. 

    Το γνωστό θεώρηµα της  Άλγεβρας ότι  “κάθε πολυώνυµο  βαθµού  k έχει  k  ρίζες” 

δεν ισχύει για τους πολυωνυµικούς πίνακες.  

Παράδειγµα, ο πίνακας 

  α( Χ )  =  Χ ² + Χ - 2 Ι  =  ( Χ - Ι )( Χ + 2 Ι ) 

ισούται µε το µηδενικό πίνακα για  Χ  =  Ι  ή  Χ  =  - 2 Ι  και για κάθε πίνακα    

Χ  =   ,    z ∈ C.  
−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2
0 1

z
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Παράδειγµα  16.1  Αν   q( λ ) = λ³ + λ² + 2λ + 2  και  για  κάθε  α ∈ C 

   J  =      
α 1 0
0 α 1
0 0 α

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

τότε  έχουµε :      

         q( J )  =  J ³ + J ² + 2 J + 2 I                             

                   =   
α 3α 3α
0 α 3α
0 0 α

α 2α 1
0 α 2α
0 0 α

α 1 0
0 α 1
0 0 α

3 2

3 2

3

2

2

2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

2 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

                   =  
q( ) q (  )

q(  ) q ( )
q (  )

α α
2!

α )
α α 

α

1
′

′

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

q' ' ( 
0
0 0

.                                                                

                                                                                                                                              � 

Παράδειγµα  17.1  Αν    C =   και    α( λ ) = αλ³ + βλ² + γλ + δ,  

θα δείξουµε ότι   α( C ) =     ,     όπου     r  =  [ δ   γ   β   α ].  

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

  c   c   c   c1 2 3 4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

r   
r C

 r C2

 r C3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Λύση :  Αν θεωρήσουµε τους πίνακες γραµµές:   

ε 1 = [ 1  0  0  0 ]     ε 2 = [ 0  1  0  0 ]     ε 3 = [ 0  0  1  0 ]     ε 4 = [ 0  0  0  1 ] 

διαπιστώνουµε  τις ισότητες 

                         ε 1 C  =  ε 2   ,       ε 2 C  =  ε 3   ,       ε 3 C  =  ε 4 

και ακόµη      ε 1C ² = ε 2 C = ε 3   ,    ε 1C ³ = ε 3C = ε 4 ,     ε 2C ² = ε 3 C = ε 4. 

Οπότε  η πρώτη γραµµή του   α( C )   είναι: 

                                ε 1 α ( C )  =  ε 1 ( α C ³ + β C ² + γ C + δ Ι ) 

                                                 =  α ε 1 C ³ + β ε 1 C ² + γ ε 1 C + δ ε 1 

                                                 =  α ε 4 + β ε 3 + γ ε 2 + δ ε 1  =  [ δ   γ   β   α ] = r   

Η δεύτερη, τρίτη και τέταρτη γραµµή είναι αντίστοιχα: 
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  ε 2 α( C )  = α ε 2 C ³ + β ε 2 C ² + γ ε 2 C + δ ε 2 

                      = α ε1 C 4 + β ε 1 C ³ + γ ε 1 C ² + δ ε 1 C 

                                  = ( α ε1 C ³ + β ε 1 C ² + γ ε 1 C + δ ε 1 ) C  = r C 

                                 ε 3 α( C )  =  α ε 3 C ³ + β ε 3 C ² + γ ε 3 C + δ ε 3 

                                                 =  ( α ε 1 C ³ + β ε 1 C ² + γ ε 1 C + δ ε 1 ) C ²  = r C 

                                 ε 4 α( C )  = α ε 4 C 4 + β ε 4 C ² + γ ε 4 C + δ ε 4 

                                                 = ( α ε 1 C ³ + β ε 1 C ² + γ ε 1 C + δ ε 1 ) C ³  = r C ³        � 

 

 

 

1.6.    Ασκήσεις 

1.1       Αν        Α  =    ,   ποια είναι τα στοιχεία α12 , α23 , α13 , α31  και  α33 ; 
  7 3   2
- 4 3   5
  6 1 -1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1.2       Αν        ,   βρείτε  τους αγνώστους  x, y, z, ω. 
x +  y 2z +   
z -  2 x -  y

ω
ω

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =  

  4 4
- 3 2

1.3       Επαληθεύσατε µε παραδείγµατα και µετά αποδείξτε τις ισότητες: 

            Ι.      || [ , ] || ² + ( OA  )²  =  || || ² || OB || ² OA
→

OB
→ →

D OB
→

OA
→ →

            ΙΙ.     [ [ , ] , O ] + [ [ , O ] , OA ] + [ [ , OA ] , OB ]  =  OA
→

OB
→

Γ
→

OB
→

Γ
→ →

OΓ
→ → → G

O . 

            ΙΙΙ.    [ - ( OA ) ] D  =  0. OA
→

προβ
OB
→

→
OB
→

1.4      Αν 

 

                       
[ ]1 2

2 -3   1 0 -4
1   5 -2 3 -1
0 -4 -2 7 -1

⎡ ⎤

 

 

            δείξτε ότι     

⎢ ⎥Α = = Α Α⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

  6 4
-2 1
-3 7
-1 3
  5 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ Β⎡ ⎤
⎢ ⎥Β = = ⎢ ⎥Β⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                             1 1 2 2

-5 4
-6 2
 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥ΑΒ = Α Β + Α Β = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
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1.5      Με ποια διάταξη πολλαπλασιάζονται οι πίνακες ως σύνθετοι ; 

 

 3   4   2
A -2 -1 -1

-1 -3 -1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

-1 -1 -1
B   2   2   2

 1   1   1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

1.6      Αν    Μ =    και    α( λ ) = λ³ - 3λ² + λ - 1,  δείξτε ότι: 
1   3
2 - 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

α( Μ )  =  . 
- 20   39
  26 - 59

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

 

 ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ     ΚΑΙ   ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΙ   ΠΙΝΑΚΕΣ 

  

Ορίζουσα είναι ένας αριθµός που αντιστοιχεί σε τετραγωνικό πίνακα κατά έναν ορισµένο 

τρόπο. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες των οριζουσών, ο τρόπος 

υπολογισµού ορίζουσας τετραγωνικού πίνακα και  η εφαρµογή τους στην εύρεση του 

αντίστροφου πίνακα. 

 

2.1. Ορίζουσα πίνακα 

    Στο σύνολο των τετραγωνικών πινάκων ορίζεται µια ειδική συνάρτηση που 

ονοµάζεται ορίζουσα και έχει πεδίο τιµών στο σύνολο R ή C. Για κάθε ν×ν πίνακα Α η 

ορίζουσα συµβολίζεται  | Α |  ή  det Α  και η έκφρασή της, σε σχέση µε τα στοιχεία του 

πίνακα, αναπτύσσεται στον ακόλουθο λογισµό. 

Για τον πίνακα   

Α  =   
α α
α α

α α  - α  α11 12

21 22
11 22 21 12

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⇒       det ( A ) =  

και για τον πίνακα 

Α  =     
α α α
α α α
α α α

11 12 13

21 22 23

31 32 33

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

έχουµε: 

              det A =  α
α α
α α

α
α α
α α

α
α α
α α11

22 23

32 33
12

21 23

31 33
13

21 22

31 32
 -   +                                 ( 2.1 ) 

           =  α α α  - α α α  + α α α  - α α α  + α α α  - α α α11 22 33 11 32 23 12 23 31 12 21 33 13 21 32 13 22 31

Ιδιαίτερα την παράσταση αυτή είναι δυνατόν να τη θυµάστε “ως κανόνα του Sarrus” αν 

γράψετε τις δύο πρώτες στήλες δεξιά του πίνακα και υπολογίσετε τα γινόµενα των 

στοιχείων των έξι διαγωνίων. 
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Επιπλέον, από την ( 2.1 ) διαπιστώσατε ότι ο  τύπος ( 1.4 ) του εξωτερικού γινοµένου 

διανυσµάτων ισούται συµβολικά µε την ορίζουσα: 

  

G G G
i j k
α α α
β β β

1 2 3

1 2 3

  

    Συµβολίζοντας µε Αij  τον υποπίνακα του Α όταν διαγράψουµε την  i- γραµµή του και  

j- στήλη του, τότε το ανάπτυγµα του 3×3 πίνακα Α γράφεται: 

det Α = α11 det Α11 - α12 det Α12 + α13 det Α13 

Έτσι, ορίζεται αναδροµικά η ορίζουσα  ν×ν  πίνακα από τις ορίζουσες των (ν - 1)×( ν -1)  

υποπινάκων. 

Ορισµός.  Για  ν ≥ 2, η ορίζουσα του  ν×ν  πίνακα   Α = [ ] α  
ν

ij i , j = 1
  είναι το άθροισµα 

   
( )

det A =  det A  -  det A  +   +  (-1)  det A

         =    det 

11 12 1α α α

α Α

11 12
1+ν

1ν ν

1 1

ν

"

− +∑ 1 1 j
j j

j = 1

Ο αριθµός     ονοµάζεται αλγεβρικό συµπλήρωµα του στοιχείου 

αij  και προφανώς έχουµε:  

M  =  (-1 )  det Aij
i+ j

ij

det A  =  α11 Μ11 + α12 Μ12 + …. + α1ν Μ1ν 

Το άθροισµα αυτό ονοµάζεται ανάπτυγµα ορίζουσας ως προς την πρώτη γραµµή του 

πίνακα Α. Αποδεικνύεται ότι η ορίζουσα ν×ν πίνακα υπολογίζεται και όταν αναπτύ-

ξουµε αυτή ως προς οποιαδήποτε γραµµή ή στήλη του. 

 

Θεώρηµα  1.2   Για τον τετραγωνικό πίνακα   Α =  [ ] α  
ν

ij i , j = 1
 

 det A  =  α i1 Μ i1 + α i2 Μ i2 + …. + a in M in  

            =  a 1j M 1j + a 2j M 2j + …. + a nj M nj . 
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    Από το θεώρηµα αυτό είναι φανερό ότι αν τα στοιχεία µιας γραµµής ή µιας στήλης του 

πίνακα Α είναι όλα µηδέν, τότε αναπτύσσοντας την ορίζουσα ως προς αυτή τη γραµµή ή 

στήλη θα έχουµε    det A  =  0. 

 

Παράδειγµα  1.2  Θα υπολογίσουµε τις ορίζουσες των πινάκων 

Α  =            ,           Β  =   

6   1 2 8
0   7 0 3
0   2 0 1
5 - 5 0 8

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

  1 2 - 3   4
- 4 2   1   3
  3 0   0 - 3
  2 0 - 2   3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Για τον πίνακα Α αναπτύσσοντας κατά την  3η στήλη ( επειδή έχει τα περισσότερα 

µηδενικά στοιχεία ) έχουµε: 

det A =  2 (-1)1+3   
  7 3
  2 1
- 5 8

  =  2 ( 7.1.5 -  5.2.3 ) =  10.
0
0
5

 

Για τον πίνακα Β, αναπτύσσοντας κατά την τρίτη γραµµή έχουµε:  

         det B =  3(-1)3+1   
2 - 3 4
2   1 3
0 - 2 3

  +  (-3)(-1)   
  1 2 - 3
- 4 2   1
  2 0 - 2

 3+4  

                    = 3 {  + 4.2.(-2) - (-2).3.2 -3.2.(-3) } + 3{1.2.(-2) + 2.1.2 - 2.2.(-3) -        2 13. .

                         (-2).(-4).2 } =  3.20 + 3.(-4)  =  48.                                                             � 

 

Παράδειγµα  2.2  Θα υπολογίσουµε την ορίζουσα άνω τριγωνικού πίνακα. 

Αν    Α  =  ,   τότε   det A  =  α11 α22    και   αν    Α  =       τότε    

det A  =  α11 α22 α33 .  

α α
0 α
11 12

22

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

α α α
0 α α
0 0 α

11 12 13

22 23

33

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Για τον πίνακα         Α  =    

α α α α
0 α α α
0 0 α α
0 0 0 α

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

έχουµε: 
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det A =  α  
α α α
0 α α
0 0 α

α  α  α  α11

22 23 24

33 34

44

11 22 33 44   =   

Έτσι επαγωγικά αποδεικνύεται ότι η ορίζουσα άνω τριγωνικού πίνακα είναι το γινόµενο 

των διαγωνίων στοιχείων του.                                                                                              � 

    Στο συµπέρασµα αυτό καταλήγουµε και όταν ο πίνακας είναι διαγώνιος. Ειδικότερα: 

det Ιν  =  1. 

Από το θεώρηµα 1.2  συµπεραίνουµε επιπλέον την αξιοσηµείωτη ισότητα: 

                                                        det A  =  det AΤ                                                     ( 2.2 ) 

 

 

2.2.     Ιδιότητες οριζουσών 

    Στο εδάφιο αυτό θ’ αναφέρουµε βασικές ιδιότητες των οριζουσών, οι οποίες µας 

διευκολύνουν στον υπολογισµό της ορίζουσας πίνακα. 

 

 

Θεώρηµα  2.2.   Για κάθε ν×ν πίνακα  Α 

1.  Αν εναλλάξουµε δύο γραµµές ( ή στήλες ) του Α, η ορίζουσα του νέου πίνακα 

ισούται µε  -det A. 

2.  Αν τα στοιχεία µιας γραµµής ( ή στήλης ) του Α πολλαπλασιασθούν επί τον αριθµό 

k, η ορίζουσα του νέου πίνακα ισούται µε  k( det A ). 

3.  Αν το πολλαπλάσιο των στοιχείων µιας γραµµής ( στήλης ) του Α προστεθεί σε       

    µια άλλη γραµµή ( στήλη ) του πίνακα, η ορίζουσα του νέου πίνακα ισούται µε  

    det A. 

 

Από τις ιδιότητες 1 και 2, συµπεραίνουµε άµεσα ότι αν ο πίνακας Α έχει δύο γραµµές 

(στήλες) ανάλογες, τότε  det A = 0. Επιπλέον από την ιδιότητα 2 έχουµε:  

 

 

 

det ( λA )  =  λν ( det A )
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Παράδειγµα  3.2  Εάν      θα υπολογίσουµε τις ορίζουσες των 

πινάκων:   A  =   ,      B  =    

det 
α β γ
κ λ µ
ρ σ τ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
 = -1

 -ρ -σ  -τ
3κ + α 3λ + β 3µ + γ

 2κ 2λ  2µ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 -2α -2β  -2γ
2κ + ρ 2λ + σ 2µ + τ

 3ρ 3σ  3τ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Λύση :  Για τον πρώτο πίνακα έχουµε: 

det A  

2det - 2det 

( ) (  )

(  ) (  ) (  )

 ιδ . 2 ιδ . 2

 ιδ . 3 ιδ . 1 ιδ . 1

= =

= = =

  ρ σ   τ
3κ + α 3λ + β 3µ + γ

 2κ 2λ  2µ

  ρ σ   τ
3κ + α 3λ + β 3µ + γ

 κ  λ   µ

  ρ  σ  τ
 α  β γ
 κ  λ  µ

  α  β  γ
 ρ  σ τ
 κ  λ  µ

  α  β  γ
 κ  λ µ
 ρ  σ  τ

-  det - 2 det 

          - 2 det    =  2 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

Όµοια για το δεύτερο πίνακα: 

det B  
(  ) (  )

(  )

ιδ . 2 ιδ . 3

ιδ . 2

= =

=

  α  β   γ
2κ + ρ 2λ + σ 2µ + τ

 ρ σ  τ

  α  β  γ
2κ 2λ 2µ
 ρ  σ  µ

  α  β  γ
 κ  λ µ
 ρ  σ  τ

(-2)3 det - 6 det 

          -12 det   =  12 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

     � 

Παράδειγµα  4.2  Θα δείξουµε ότι 

det 
1 1 1
α α α
α α α

α  - α  )( α  - α  )( α  - α  )1 2 3

1
2

2
2

3
2

3 2 3 1 2 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
 =  (  

Λύση :  Πράγµατι, σύµφωνα µε την ιδιότητα 3 του θεωρήµατος  2.2 έχουµε: 

det  =  

det 

1 1 1
α α α
α α α

1 0 0
α α α α  - α
α α α α  - α

α α α  - α
α  - α α  - α

α  - α  )( α  - α  ) 
1 1

α  + α α  + α
                                = 

1 2 3

1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 1

1
2

2
2

1
2

3
2

1
2

2 1 3 1

2
2

1
2

3
2

1
2

2 1 3 1
1 2 1 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 =  det   
 -  

 
 

                               =  ( 

( α  - α  )( α  - α  )( α  - α  )2 1 3 1 3 2

det 
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Γενικεύοντας την παραπάνω ισότητα, αποδεικνύεται ότι: 

det 

1 1 1
α α α
α α α

α α α

 = 
(α  - α  )(α  - α  ) (α  - α  )

                  (α  - α  ) (α  - α  )

α  - α )

1 2 ν

1
2

2
2

ν
2

1
ν-1

2
ν-1

ν
ν-1

ν ν-1 ν ν-2 ν 1

ν-1 ν-2 ν-1 1

2 1

…
…
…

# #
…

"
"

#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

(

         

Η ορίζουσα αυτή είναι γνωστή στην βιβλιογραφία ως ορίζουσα του Vandermonde.         � 

     

    Από το θεώρηµα 2.2 και το χαρακτηριστικό τύπο της ορίζουσας τριγωνικού πίνακα 

είναι φανερό ότι για να υπολογίσουµε την ορίζουσα πίνακα, χωρίς να χρησιµοποιήσουµε 

τους τύπους του θεωρήµατος 1.2, θα πρέπει µε µετασχηµατισµούς γραµµών ή στηλών να 

µετασχηµατίσουµε τον πίνακα σε τριγωνικό άνω ( ή κάτω ). Η διαδικασία αυτή 

παρουσιάζεται σε αριθµητικό παράδειγµα πίνακα  4×4.  Έστω:  

Α  =   

  2 - 8 6   8
  3 - 9 5 10
- 3   0 1 - 2
  1 - 4 0   6

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Τότε θα έχουµε: 

det A =  2 det 

  1 - 4 3    4
  3 - 9 5   10
- 3   0 1 - 2
  1 - 4 0    6

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

Στην πρώτη στήλη κάποιο από τα στοιχεία θα είναι διάφορο του µηδενός, γιατί σε 

διαφορετική περίπτωση η ορίζουσα του πίνακα θα είναι µηδέν. Επειδή  το στοιχείο στη 

θέση  (1, 1) είναι διάφορο του µηδενός, πολλαπλασιάζουµε την 1η γραµµή διαδοχικά µε  

-3, 3  και  -1  και προσθέτουµε αντίστοιχα στη   2η , 3η  και 4η  γραµµή. Σύµφωνα µε την 

ιδιότητα  3 του θεωρήµατος  2.2 : 

det A =  2 det 

1 - 4   3    4
0   3 - 4 - 2
0 -12  10  10
0 0 - 3    2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

Στον παραπάνω πίνακα, πολλαπλασιάζουµε τη  2η  γραµµή του επί  4  και προσθέτουµε 

στην  3η.  Τότε 
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det A =  2 det 

1 - 4   3    4
0   3 - 4 - 2
0   0 - 6   2
0  0 - 3    2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

Τέλος, πολλαπλασιάζουµε την  3η  γραµµή επί  -1/2  και προσθέτουµε στην  4η γραµµή 

det A =  2 det 

1 - 4   3    4
0   3 - 4 - 2
0   0 - 6   2
0  0   0    1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 =  2 1 3 (-6) 1  =  - 36( ) . 

    Αν µε τη διαδικασία αυτή κάποιος από τους σηµειούµενους υποπίνακες έχει µηδενική 

στήλη, τότε η ορίζουσα του αρχικού πίνακα είναι µηδέν.  Οι πράξεις αυτές µεταξύ των 

γραµµών του πίνακα ονοµάζονται στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών. 

    Από την ισότητα ( 2.2 ) είναι φανερό ότι αντίστοιχη διαδικασία έχουµε µεταξύ των 

στη-λών και οι πράξεις αυτές ονοµάζονται στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί στηλών. 

    Γενίκευση της ορίζουσας τριγωνικού ( ή διαγωνίου ) πίνακα, είναι η ορίζουσα 

σύνθετου τριγωνικού ( ή διαγωνίου ) πίνακα. Αποδεικνύεται, ότι αν  Α, Β  είναι 

τετραγωνικοί πί-νακες: 

                                                  ( 2.3 )  det  =  det 
A O
N B

 =  ( det A ) ( det B )
A M
O B

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

και κατά συνέπεια 

 det 
A O
O B

 =  ( det A ) ( det B )
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

Θα τελειώσουµε το εδάφιο αυτό µε την ακόλουθη πρόταση. 

 

Θεώρηµα  3.2.  Αν  Α, Β είναι  ν×ν  πίνακες, τότε 

det ( ΑΒ )  =  ( det Α ) ( det Β ) 

                      det ( A k )  =  ( det A ) k ,              k =  1, 2,… 

 

 

    Σηµειώστε ότι για το άθροισµα  δεν  ισχύει ανάλογη σχέση, δηλαδή γενικά έχουµε 

det ( Α + Β )  ≠  det Α + det Β 
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2.3.   Αντίστροφοι πίνακες 

    Από τους τύπους αναπτύγµατος της ορίζουσας πίνακα στο θεώρηµα 1.2 

συµπεραίνουµε ότι το άθροισµα των γινοµένων των στοιχείων µιας γραµµής ( στήλης ) επί 

τα αλγεβρικά συµπληρώµατα των στοιχείων µιας άλλης γραµµής ( στήλης ) είναι µηδέν, 

δηλαδή 

αi1 Μτ1 + αi2 Μτ2 + …. + αiν Μ τν  =  0  ,    i ≠ τ              

                                   α1j Μ1σ + α2j Μ2σ + …. + ανj Μ νσ =  0   ,    j ≠ σ                        ( 2.4 ) 

Αυτό συµβαίνει διότι το αριστερό µέρος της πρώτης της ( 2.4 ) είναι το ανάπτυγµα 

ορίζουσας του πίνακα 

τ- γραµµη 
 

α α α

α α α

α α α

α α α

11 12 1ν

1 2 ν

i1 i i ν

ν1 ν2 νν

→

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

…
# # #

…
# # #

…
# #

…

i i i

2

  

κατά την τ- γραµµή του, η οποία είναι ίδια µε την  i- γραµµή του πίνακα και γι’ αυτό η 

τιµή της ορίζουσας είναι µηδέν. Κατά τον ίδιο τρόπο δικαιολογείται η δεύτερη  ισότητα 

στη ( 2.4 ) καθόσον το αριστερό µέρος της είναι το ανάπτυγµα ορίζουσας του πίνακα 

α α α α
α α α α

α α α α

11 1ν

21 2 ν

ν1 ν j ν j ν ν

1j 1j

2j 2j

… …
… …

# # #
… …

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

                                                                        ↑ σ - στήλη 

κατά την σ- στήλη του, που ταυτίζεται µε την  j- στήλη του. 

Ορισµός. Για κάθε ν×ν πίνακα Α, ο πίνακας µε στοιχεία τ’ αλγεβρικά συµπληρώµατα 

των στοιχείων του Α  

M M M
M M M

M M M

11 21

12 22

2

…
…

# #
…

ν1

ν2

1ν ν ν

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

ν
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ονοµάζεται προσαρτηµένος του Α και συµβολίζεται  adj A. Παρατηρείστε ότι τα 

πρόσηµα  (-1)i+j  των αλγεβρικών συµπληρωµάτων  Μij  εναλλάσσονται σύµφωνα µε τον 

πίνακα: 

+ − +
− + −
+ − +

…

#

 

Παράδειγµα  5.2  Για  τον πίνακα 

Α  =   
3
5
1

- 2   1
  6   2
  0 - 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

τ’ αλγεβρικά συµπληρώµατα των στοιχείων του είναι:  

M = (-1)  
6   2
0 - 311

1+1  = -18 ,  M = (-1)  
5   2
1 - 312

1+2  = 17 ,     M = (-1)  
5 6
1 013

1+3  = -6  

M = (-1)  
- 2   1
 0 - 321

2+1 = -6 ,   M = (-1)  
3   1
1 - 322

2+2  = -10 ,   M =  (-1 )  
3 - 2
1 023

2+3  = -2  

M = (-1)  
- 2 1
  6 231

3+1  = -10,  M = (-1)  
3 1
5 232

3+2  = -1   ,     M = (-1)  
3 - 2
5   633

3+3  = 28  

Τότε: 
 

                                                   a                                            � dj A  =  
-18  - 6 -10
  17 -10  -1
  - 6  - 2   28

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Έχοντας υπόψη τις ισότητες  ( 2.4 )  και το θεώρηµα 1.2 ,  αποδεικνύεται άµεσα: 

                                           Α ( adj Α )  =  ( adj Α ) Α  =  ( det A ) Ιν                           ( 2.5 )  

Την ισότητα ( 2.5 ) µπορείτε να την επαληθεύσετε µε το προηγούµενο αριθµητικό παρά-

δειγµα και θα βρείτε: 

Α ( adj Α )  =  ( adj Α ) Α  =  -94 Ι3 
όπου   det A  =  - 94. 

Ορισµός. Για κάθε τετραγωνικό πίνακα Α, αν υπάρχει πίνακας Β που έχει την ιδιότητα 

                                                            Α Β  =  Β Α  =  Ι                                               ( 2.6 ) 

ονοµάζεται αντίστροφος του Α και συµβολίζεται  Α-1 . 

Από τη συνεπαγωγή  
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Α Β  =  Ι    ⇒   Β Α  =  Ι 

ο ορισµός του αντίστροφου πίνακα περιορίζεται σε µια από τις ισότητες   ΑΒ  =  Ι   ή 

ΒΑ  =  Ι. Επιπλέον, από την ( 2.6 ) και το θεώρηµα 3.2 συµπεραίνουµε 

 ( det A ) ( det B )  =  1 

και γι’ αυτό ένας πίνακας έχει αντίστροφο ( ισοδύναµη έκφραση:  είναι αντιστρέψιµος ) 

ακριβώς όταν η ορίζουσα του πίνακα είναι διάφορη του µηδενός. Η συνθήκη αυτή 

δικαιολογεί  την ονοµασία οµαλός πίνακας ακριβώς όταν   det A  ≠  0. 

    Αποδεικνύεται ότι ο αντίστροφος πίνακας Β είναι µοναδικός και κατά συνέπεια από 

την ισότητα ( 2.5 ) έχουµε: 

                                                      (-1 1A  =   adj A 
det A

)                                               ( 2.7 ) 

Για τον πίνακα Α στο παράδειγµα 5.2 θα είναι 

 A =  
  18 / 94  6 / 94     10 / 94
-17 / 94 10 / 94       1 / 94
  6 / 94  2 / 94  - 28 / 94

-1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

Μετά τη γνωριµία µας µε τον αντίστροφο πίνακα είναι προφανής η επέκταση της έννοιας 

των δυνάµεων πινάκων στους αρνητικούς ακέραιους εκθέτες.  ∆ηλαδή, ορίζουµε: 

A  =  A  A     A-k -1 -1 -1

k 
"� 	�� 
��

παραγοντες
 

και κατά συνέπεια ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των δυνάµεων που αναφέραµε στην 

ενότητα 1.2 και για αρνητικούς εκθέτες.  

 

Πρόταση 4.2  Αν οι πίνακες  Α, Β  είναι αντιστρέψιµοι, τότε: 

1.    Α  είναι αντιστρέψιµος  και  ( Α-1 )-1  =  Α. 

2.    Αk  αντιστρέψιµος  και   ( Αk )-1  =  ( Α-1 )k 

3.    για κάθε λ ≠ 0,  ( λ Α )-1  = 
1
λ

 A -1  

4.    det A-1   =  ( det A )-1  

5.    ( A* )-1  = ( A-1 )* 

6.     adj A-1  =  ( adj A )-1 

7.    o πίνακας AB είναι αντιστρέψιµος και ( AB )-1  =  B-1 A-1  

 

     Άµεση εφαρµογή των αντιστρόφων πινάκων είναι η επίλυση των εξισώσεων 
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Α Χ  = Β              ,       Υ Α  =  Β 

Όταν ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος έχουν την µοναδική λύση 

Χ  =  Α-1  Β        ,           Υ  =  Β Α-1   

Αν οι πίνακες  Α, Β  είναι αντιστρέψιµοι, οι σύνθετοι πίνακες 

Α Μ
Ο Β

Α  Ο
Ν  Β

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥       ,         

σύµφωνα µε την ( 2.3 ), είναι αντιστρέψιµοι και επαληθεύσατε ότι: 

Α Μ
Ο Β

Α -Α Μ  Β
Ο    Β

Α  Ο
Ν  Β

   Α Ο
-Β Ν  Α  Β

-1 -1 -1

-1

-1

-1 -1 -1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

− −   

 =         ,        =  
1 1

 

 

 2.4   Ασκήσεις 

2.1   Αν    Α  =    ,     επαληθεύσατε την ισότητα   ( 2.2 ). 
1 -1 2
3   4 1
2   5 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

2.2   Υπολογίσατε τις ορίζουσες 

                          και      det 
λ - 1 2

3 λ - 2
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ( )3det I Aλ − ,      όπου    . 

-1 0   1
-2 0 -1
  0 0   1

⎡ ⎤
⎢ ⎥Α = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2.3   Επαληθεύσατε µε παραδείγµατα την ισότητα 

det A = det A . 

2.4   Υπολογίστε τις ορίζουσες των πινάκων 

                          . A =  

α β β β
β α β β
β β α β
β β β α

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

B =  

α α α α
β α α α
β β α α
β β β α

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Γ

α 0 0 β
0 α β 0
0 β α 0
β 0 0 α

 =  

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

2.5   Αν για τους τετραγωνικούς πίνακες  Α , Β  είναι    Α Β = Ο   και ο πίνακας  Α  

       ( ή  Β ) είναι αντιστρέψιµος, δείξτε ότι   Β  =  Ο ( ή  Α  =  Ο ). 

2.6   ∆είξτε για τον πίνακα    Α  =  ,     όταν είναι αντιστρέψιµος 
α β
γ δ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Α  = 
1

αδ - βγ
  δ - β
- γ   α

-1  
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

2.7   Επαληθεύσατε µε παράδειγµα ότι  ( Α + Β )-1   ≠   Α-1 + Β-1 . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

Η κεντρική ιδέα της Γραµµικής Άλγεβρας είναι η µελέτη των γραµµικών συστηµάτων και 

στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται συστηµατικά µέθοδοι επίλυσής τους.  

 

3.1.   Στοιχειώδεις  µετασχηµατισµοί 

    Σ’ έναν πίνακα η εναλλαγή δύο γραµµών ( στηλών ), το γινόµενο γραµµής ( στήλης ) 

επί αριθµό λ και το άθροισµα δύο γραµµών ( στηλών ) ονοµάζονται στοιχειώδεις 

µετασχηµατισµοί γραµµών ( στηλών ). 

Παράδειγµα, από τον πίνακα 

        A =  
  

1 0 2
2 1 0

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

προκύπτουν οι πίνακες 

Β1 =         ,             ,       
0 1 2
1 2 0

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

Β2

2 0 4
2 1 0

 =  
   
−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ Β3

1 0 2
2 1 3

 =  
   
−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

όταν αντίστοιχα εναλλάξουµε 1η και 2η στήλη, πολλαπλασιάσουµε την 1η γραµµή επί 2 

και τέλος προσθέσουµε στην 3η στήλη το γινόµενο της 2ης στήλης επί 3. 

    Με τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς σκοπός µας είναι να µετασχηµατίσουµε τον 

µ×ν πίνακα Α σε διαγώνια µορφή. Έτσι, µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών ο 

σύνθετος πίνακας 

[ Ι µ   Α  ] 

 µετασχηµατίζεται στον  

[  P   T  ] 

 όπου 

                      Τ     ,          όταν  µ < ν =

O

τ τ τ
τ τ

τ τ

11 12 1ν

22 2ν

µµ µν

• • •

• • •

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

0
%

…
#
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 και 

     Τ     ,          όταν  µ ≥ ν =

τ τ τ
τ τ

τ

11 12 1ν

22 2ν

νν

0

0 0
0 0

# % #

"
"

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

χωρίς κατ’ ανάγκη όλα τα διαγώνια στοιχεία να είναι διάφορα του µηδενός. Στη συνέχεια 

θεωρούµε τον σύνθετο πίνακα  

 Ι
Τ
ν⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

και µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στηλών µετασχηµατίζουµε αυτό στον πίνακα  

  
Q
K

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

όπου ο πίνακας  Κ γενικά έχει µία από τις ακόλουθες µορφές: 

                    ,                       ( 3.1 ) [ ]D O
O O

D O
D
O

ρ
µ

ν
ν

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥                                                        D

 ο δε διαγώνιος πίνακας  D  δεν έχει µηδενικά διαγώνια στοιχεία. Αντίστοιχα των 

πινάκων στην  ( 3.1 )  έχουµε         

                  ρ < µ,ν                     ρ = µ < ν              µ > ν = ρ           ρ = µ = ν 

και προφανώς µε επιπλέον στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στον πίνακα   µπο-

ρούµε να καταλήξουµε ώστε  Dρ = Iρ . Ο πίνακας  Κ ονοµάζεται κανονική µορφή του 

πίνακα Α και είναι µοναδικός. Οι πίνακες  P, Q  είναι αντιστρέψιµοι και αποδεικνύεται η 

αξιοσηµείωτη σχέση 

 
Q
K

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

                                                        PAQ = K                                                              ( 3.2 ) 

    Η τάξη του διαγώνιου πίνακα  D  ή ισοδύναµα, το πλήθος των µη  µηδενικών γραµµών 

του πίνακα  Τ  ονοµάζεται βαθµός του Α και συµβολίζεται  rank Α . 

    Από την  ( 3.1 ) είναι φανερό ότι για κάθε  µ×ν  πίνακα  Α  έχουµε 

rank Α  ≤  µ           και         rank Α  ≤  ν 

Επιπλέον, όταν  µ = ν  και ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος, 

rank Α  =  ν. 
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Παράδειγµα  1.3  Θα  βρούµε την κανονική µορφή του πίνακα 

A =  
0 0   1   2
2 6 - 5 - 2
1 3 - 2   0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 Στον πίνακα  [ Ι3  Α ], αν εναλλάξουµε 1η και 3η γραµµή και µετά πολλαπλασιάσουµε 

την 1η γραµµή επί  -2  και προσθέσουµε στη  2η γραµµή έχουµε: 

 
0 0 1 1 3 2 0
0 1 2 0 0 1 2
1 0 0 0 0 1 2

    

      

#
#
#

−
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 −

 Προσθέτοντας τη 2η γραµµή στην 3η, θα είναι: 

[ ]
0 0 1 1 3 2 0
0 1 2 0 0 1 2
1 1 2 0 0 0 0

    

    
 =  

#
#
#

−
− − −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

P T     

Στον πίνακα   , πολλαπλασιάζουµε την 1η στήλη επί  -3 και στη συνέχεια επί 2 και 

προσθέτουµε αντίστοιχα στη 2η και 3η στήλη. Τότε έχουµε τον πίνακα: 

Ι
Τ

4⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
0
0
0
1
0
0

- 3   2   0
  1   0   0
  0   1   0
  0   0   1
  0   0   0
  0 -1 - 2
  0   0   0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

Πολλαπλασιάζοντας την 3η στήλη επί  -2 και προσθέτοντας στην 4η στήλη και µετά  

εναλλάσσοντας 2η και 3η στήλη, έχουµε: 

  

1 3 4
0
0 2
0
1
0 1
0

  2
  0   1   0
  1   0
  0   0   1
  0   0   0

  0   0
  0   0   0

 =  

− −

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Q
K

Ο πίνακας 
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Κ =
   

   

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

είναι η κανονική µορφή του Α και προφανώς   rank Α  = 2.  Επαληθεύσατε ότι   

PAQ = K.                                                                                                                             � 

 

Όταν ο πίνακας Α είναι τετραγωνικός και στο σύνθετο πίνακα  [ Ρ  Τ ]  όλα τα διαγώνια 

στοιχεία  τii  του άνω τριγωνικού πίνακα  

T =   

τ τ
τ τ

τ
τ

τ
τ

τ

11

22

1ν

2ν

νν

… …
…

#
%

%

1i

2i

i-1,i

ii

  O

.

.

.

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

είναι µη µηδενικά, µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών στον πίνακα [ P  Τ ] 

µπορούµε να µηδενίσουµε τα στοιχεία  τ1i ,  τ2i ,… , τi-1,i  και µετά να µετασχηµατίσουµε 

µε τα στοιχεία   τii   σε 1. Έτσι, θα καταλήξουµε στο σύνθετο πίνακα 

[ R    Ιν ] 

Επειδή  RA = I,   συµπεραίνουµε ότι   

R = Α-1. 

Παράδειγµα  2.3  Θα υπολογίσουµε µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών τον 

αντίστροφο του πίνακα 

A =
  2   3

  2
  1

1
2 3
3 1

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

 

Στον πίνακα  [ Ι3    Α ]   πολλαπλασιάζοντας την  1η  γραµµή επί  -2  και  -3  και  προσθέ-

τοντας στη 2η και 3η γραµµή αντίστοιχα, έχουµε: 

  1    2   30 0 1
2 1 0 0 7 4
3 0 1 0 5 10

#
#
#

− −
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−
−
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Πολλαπλασιάζοντας την 2η γραµµή επί  -5/7  και προσθέτοντάς την  στην 3η γραµµή, 

καταλήγουµε στον πίνακα: 

[ ]  =
  1   0   2    3

  1
  0

P T 
0 1

2 0 0 7
11 7 5 7 1 0 50 7

#
#
#

− −
− − −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥/ / /

4−  

Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζουµε τη 2η γραµµή επί  -1/7 και την 3η γραµµή επί -7/50:                           

 
1   0   0 1 2 3

  2/7 1/7   0 0 1 4/7
11/50   1/10 7/50 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

Θα µηδενίσουµε τα στοιχεία που είναι πάνω από τις διαγώνιες µονάδες, πολλα-

πλασιάζοντας τη 2η γραµµή επί -2 και προσθέτοντας στην 1η και πολλαπλασιάζοντας 

την 3η γραµµή επί -4/7 και επί -13/7 και προσθέτοντας στη 2η και στην 1η. Τα 

αποτελέσµατα των πράξεων αυτών είναι: 

1 50 1 10 13 50 1 0 0
4 25 1 5 2 25 0 1 0
11 50 1 10 7 50 0 0 1

/ / /
/ / /
/ / /

       
   

    

#
#
#

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

Ο αριστερός υποπίνακας είναι ο αντίστροφος του Α.                                                       � 

Θα τελειώσουµε την ενότητα αυτή, αναφέροντας µερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες για 

το βαθµό πίνακα:       

 

Θεώρηµα   1.3.   Για κάθε  µ×ν  πίνακα  Α 

1.    rank Α  =  rank ΑΤ  =  rank ATA 

2.    rank ΜΑ  ≤  rank Α,   rank ΑΝ  ≤  rank Α  

3.    Αν  Μ, Ν είναι αντιστρέψιµοι πίνακες, τάξεως  µ, ν  αντίστοιχα: 

rank Α  =  rank ΜΑΝ  

4.    Αν  rank Α = ρ, υπάρχει τετραγωνικός υποπίνακας Β του Α τάξεως ρ, τέτοιος     

       ώστε  det B ≠ 0 , αλλά η ορίζουσα κάθε υποπίνακα τάξεως  ρ+1  είναι µηδέν. 

 

 

Επιπλέον, ισχύουν οι σχέσεις: 
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rank ( A + B )  ≤  rank A + rank B 

και αν  Α, Β  είναι τύπου  µ×ν  και  ν×ρ  αντίστοιχα 

rank A + rank B - ν  ≤  rank ( AB ). 

 

 

3.2.   Παραγοντοποίηση   LU 

    Έχοντας υπόψη στην ενότητα 2.2 τη µεθοδολογία µετασχηµατισµού πίνακα σε άνω 

τριγωνικό και εφαρµόζοντας αυτήν στον σύνθετο πίνακα   [ Ι  Α ]  καταλήγουµε στον 

πίνακα  [ P  U ] ,  όπου  Ρ  είναι πίνακας αντιστρέψιµος κάτω τριγωνικός µε διαγώνια 

στοιχεία µονάδες και ο υποπίνακας U είναι γενικά κλιµακωτής µορφής 

 

 

 

 

 

 

 

όπου όλα τα στοιχεία κάτω της τεθλασµένης γραµµής είναι 0, τα στοιχεία  α, β, γ,…,δ 

στις “γωνιακές θέσεις” είναι διάφορα του µηδενός και τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα 

σηµειώνονται µε   ∗. Έτσι θα έχουµε: 

                                                             PA  =  U                                                           ( 3.2 ) 

Επειδή ο αντίστροφος κάτω τριγωνικού πίνακα είναι κάτω τριγωνικός πίνακας, αν 

σηµειώσουµε  P-1 = L , από την εξίσωση ( 3.2 )  προκύπτει η  παραγοντοποίηση  LU  

του πίνακα 

                                                            A  =  LU                                                            ( 3.3 ) 

όπου L είναι κάτω τριγωνικός πίνακας και U άνω τριγωνικός.  

 

Παράδειγµα  3.3  Θα παραγοντοποιήσουµε στην µορφή  ( 3.3 ) τον πίνακα 

Α =

  6   4
  3   1

  8   
  0   7

− −
− −

− −
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

2 4
3 6

12 21 8
6 10

 

Πράγµατι, στον πίνακα  [ Ι4  Α ] : 
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• Πολλαπλασίασε την 1η γραµµή επί  (-1/2)  και πρόσθεσε στη  2η γραµµή. Πολλαπλα-

σίασε την 1η γραµµή επί 2 και πρόσθεσε στην 3η γραµµή. Πρόσθεσε την 1η γραµµή 

στην 4η γραµµή: 

  1 0 0 0 6 - 2 - 4   4
-1 / 2 1 0 0 0 - 2 - 4 -1

  2 0 1 0 0   4   13   0
  1 0 0 1 0 - 2 -14   11

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

• Πολλαπλασίασε τη 2η γρ. επί  2  και πρόσθεσε στην 3η γραµµή.  Πολλαπλασίασε τη 

2η γρ. επί -1 και πρόσθεσε στην 4η γραµµή (ισοδύναµα: αφαίρεσε 2η γρ. από 4η γρ.) : 

  1   0 0 0 6 - 2 - 4   4
-1 / 2   1 0 0 0 - 2 - 4 -1

  1   2 1 0 0   0   5 - 2
  3 / 2 -1 0 1 0   0   10   12

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

• Πολλαπλασίασε την 3η γραµµή επί 2 και πρόσθεσε στην 4η γραµµή: 

  1 0 0 0 6 - 2 - 4   4
-1 / 2 1 0 0 0 - 2 - 4 -1

  1 2 1 0 0   0   5 - 2
  7 / 2 3 2 1 0   0   0   8

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

                                                                 ↑                            ↑ 
                                                       Ρ                            U 
Τότε:                

                        A = P                            �  U =-1  

  1   0   0 0
    1 / 2   1   0 0

- 2 - 2   1 0
-1   1 - 2 1

 

  

  0   5
  0   0   

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

− −
− − −

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

6 2 4 4
0 2 4 1
0
0 8

2

Παρατηρείστε, ότι τα στοιχεία του πίνακα  L( = P -1 )  κάτω από τις διαγώνιες µονάδες 

είναι οι αντίθετοι των συντελεστών στους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών, 

απλουστεύοντας έτσι τη διαδικασία παραγοντοποίησης του πίνακα. 

Σηµειώστε ότι κάθε πίνακας δεν παραγοντοποιείται στη µορφή LU.  

Παράδειγµα, αν γράψουµε τον πίνακα     µε την µορφή γινοµένου LU  
0 1
1 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0 1
1 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =   

l 0
l l

u u
0 u

11

21 22

11 12

22
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θα έχουµε   l11u11= 0.  Από τη σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι  l11 = 0  ή  u11 = 0, δηλαδή 

ένας από τους πίνακες L ή U δεν είναι αντιστρέψιµος, άτοπο γιατί ο πίνακας  LU = Α  

είναι αντιστρέψιµος. 

     Συµβολίζοντας µε  u11 ,… , uνν  τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα  U  από την ( 3.3 ) 

έχουµε  

                                                                  A  =  L D U1                                                ( 3.4 ) 

όπου  D = diag( u11,…,uνν )  και τα διαγώνια στοιχεία του άνω τριγωνικού πίνακα  U1  

είναι µονάδες. Έτσι για τους τετραγωνικούς πίνακες θα είναι  

 det A = u11 u 22….u νν  
Στην ( 3.4 ), αν ο πίνακας A είναι συµµετρικός  ( A = AT )  τότε 

                                                          A = L D LT                                                                                       ( 3.5 ) 

Η ( 3.5 ) είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως παραγοντοποίηση Cholesky  

Παράδειγµα  4.3  Η παραγοντοποίηση LU  του συµµετρικού πίνακα 

A =
3 2 0
2 2 2
0 2 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

είναι 

      A =
1 0 0

2 3 1 0
0 3 1
/

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 
3 2   0
0 2 / 3   2
0 0 - 5

Οπότε η παραγοντοποίηση Cholesky θα είναι: 

A =  
3 0   0
0 2 / 3   0
0 0 - 5

 
1 2 / 3 0
0 1 3
0 0 1

1 0 0
2 3 1 0

0 3 1
/

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

  

    Η παραγοντοποίηση LU  πίνακα µας διευκολύνει να λύσουµε την εξίσωση  

Α x = β 

όπου  x , β είναι πίνακες στήλη ( διανύσµατα ).  

Πράγµατι, θέτοντας  U x = y  στην εξίσωση   LU x = â,  η εξίσωση 

  L y = β           ;        y = [ y1,  y2, ….,  y µ ] 

είναι άµεσα επιλύσιµη, διότι ο πίνακας L είναι κάτω τριγωνικός και όταν αναπτύξουµε 

τις εξισώσεις, βλέπουµε ότι κάθε εξίσωση έχει ένα άγνωστο  yi περισσότερο από την 

προηγούµενη.  Μετά την εύρεση του y, τα ίδια πλεονεκτήµατα παρουσιάζονται στην 
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εξίσωση   U x = y, όπου κάθε εξίσωση µε αγνώστους τα στοιχεία του x, έχει έναν 

άγνωστο τουλάχιστον λιγότερο από την προηγούµενη. Η διαδικασία αυτή παρουσιάζεται 

στο επόµενο παράδειγµα. 

Παράδειγµα  5.3  Ας θεωρήσουµε στην εξίσωση  A x = β  τον πίνακα Α στο παράδειγµα 

3.3 και  β = [ 2  -4    8  -43 ] Τ . Θέτοντας    U x = y,  η εξίσωση  L y = β  είναι ισοδύναµη 

µε το σύστηµα των εξισώσεων: 

         

       y                              =     2
1
2

y  + y                     =  - 4

 - 2y  - 2y  + y            =     8

1

1 2

1 2 3

    

             -y1  + y2   - 2y3  + y4    =  -43 

Οπότε     y1 = 2,   y2 = -5,   y3 = 2   και   y4 = -32. 

Στη συνέχεια από την εξίσωση  U x = y,  έχουµε το σύστηµα: 

6x  - 2x  - 4x  + 4x  =    2
      - 2x  - 4x     - x  =  - 5
                   5x   - 2x  =    2
                             8x  = -32

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

 

που βρίσκουµε άµεσα τη λύση του   x = [ 4.5  6.9  -1.2  -4 ] Τ .                                          � 

 

 

3.3.      Επίλυση γραµµικών συστηµάτων 

3.3.1.   Γραµµικά συστήµατα 

    Κάθε εξίσωση της µορφής 

α1 x  +  α 2 y   =   β 

ονοµάζεται γραµµική των µεταβλητών  x και y. Γενικότερα, ονοµάζουµε γραµµική 

εξίσωση των µεταβλητών  x1 , x 2 , … , xν  κάθε εξίσωση της µορφής 

α1 x1 + α2 x2 + …+ αν x ν  =  β 

όπου  α1 , … ,αν , β  είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί. Παρατηρούµε ότι σε µία 

γραµµική εξίσωση δεν παρουσιάζονται δυνάµεις ή γινόµενα ή ρίζες των µεταβλητών, 

ούτε τριγωνοµετρικοί αριθµοί ή λογάριθµοι ή εκθετικές συναρτήσεις αυτών. Ένα πλήθος  

µ  γραµµικών εξισώσεων των µεταβλητών  x1 ,… , xν : 
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                                                          ( 3.6 ) 

α α α
α α α

α α α

11 12 1ν ν 1

21 22 2ν ν 2

µ1 µ2 µν ν µ

x +  x +   +  x  =  
x +  x +   +  x  =  

                                                        
x +  x +   +  x  =  

1 2

1 2

1 2

"
"

# #
"

β
β

β

ονοµάζεται γραµµικό σύστηµα  µ  εξισώσεων µε  ν  αγνώστους. 

Αν παραστήσουµε 

Α 

α α α
α α α

α α α

11 12 1ν

21 22 2ν

µ1 µ2 µν

=

"
…

# #
"

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

                      β                  x  =

β
β

β

1

2

µ

#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

x
x

x

1

2

ν

#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

το σύστηµα ( 3.6 ) γράφεται υπό τη µορφή 

                                                               Αx = β                                                            ( 3.7 ) 

Κάθε  ν-άδα αριθµών    x1 = c1 ,… , xν = cν   που επαληθεύει τις εξισώσεις ( 3.6 ) ονοµά-

ζεται  λύση του συστήµατος.  Κάθε σύστηµα που έχει λύση ονοµάζεται   συµβιβαστό, 

διαφορετικά ονοµάζεται  ασυµβίβαστο. 

    Για να γίνουν κατανοητές οι περιπτώσεις που παρουσιάζονται κατά την επίλυση του 

γραµµικού συστήµατος, θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώ-

στους  x και y : 

α1 x + β1 y  =  γ1 

α2 x + β2 y  =  γ2 

όπου  αi , βi ∈ R  και    ( i = 1, 2 ). Οι γραφικές παραστάσεις των εξισώσεων 

αυτών είναι δύο ευθείες ε1 και ε2 και οι λύσεις του συστήµατος θ’ αντιστοιχούν στις 

σχετικές  θέσεις των ευθειών: 

α  + β   0i
2

i
2 ≠

Ι.      Όταν οι ευθείες  ε1 , ε2  τέµνονται, το σύστηµα έχει ακριβώς µία λύση. 

ΙΙ.     Όταν οι ευθείες  ε1 , ε2  είναι παράλληλες, το σύστηµα είναι ασυµβίβαστο. 

ΙΙΙ.    Όταν οι ευθείες  ε1 , ε2  ταυτίζονται, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 

Οι περιπτώσεις  Ι, ΙΙ και ΙΙΙ  ισχύουν για οποιοδήποτε γραµµικό σύστηµα. 

 

Θεώρηµα   2.3.   Το σύστηµα Αx = β είναι συµβιβαστό ακριβώς όταν 

rank [ Α  β ]  =  rank Α. 
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Για την επίλυση του συστήµατος, θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα  

[ A  β ]   =   

α α α
α α α

α α α

β
β

β

11 12 1ν

21 22 2ν

µ1 µ2 µν

1

2

µ

"

# #
"

#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

και µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών µετασχηµατίζουµε αυτόν σε άνω τρι-

γωνικό πίνακα ( ή γενικότερα σε κλιµακωτή µορφή ). 

c c c
c c

c c

d
d

d

11 12 1

22 2

1

20

0

. . .

. . .
...

ν

ν

ρρ ρν ρ

%
…

#

O O

 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

Το νέο σύστηµα είναι ισοδύναµο του αρχικού (δηλαδή, έχει το ίδιο σύνολο λύσεων) και 

επιλύεται ευκολότερα, αφού κάθε εξίσωση έχει έναν τουλάχιστον άγνωστο λιγότερο από 

την προηγούµενη εξίσωση. 

 

Παράδειγµα  6.3  Θα λύσουµε το σύστηµα: 

  

 x + 2x  + 3x  =  9

2x   - x  +   x  =  8

3x           -   x   =  3

1 2 3

1 2 3

1 3

Με την εµπειρία που έχετε αποκτήσει, διαπιστώνετε ότι η κλιµακωτή µορφή του επαυ-

ξηµένου πίνακα  

1 9
2 1 8
3 0 1 3

  2   3
  1

  

#
#
#

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

είναι 

1 2 3 9
0 1 1 2
0 0 1 3

#
#
#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

     

Έτσι, έχουµε  το ισοδύναµο σύστηµα 
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  x + 2x  + 3x  =  9

        -  x  +  x  =  8

                      x  =  3

1 2 3

2 3

3

 

που βρίσκουµε άµεσα την λύση του:   

                                                    x3 = 3,         x2 = -1,       x1 = 2.                                        � 

Παράδειγµα  7.3  Για το σύστηµα 

    

         2x  +  3x  - 4x  =  1

                    2x  + 3x  =  4

2x  + 2x  - 5x  + 2x  =  4

2x             - 6x  + 9x  =  7

2 3 4

3 4

1 2 3 4

1 3 4

 

µπορείτε να επαληθεύσετε ότι, ο επαυξηµένος πίνακας 

             

0 2 4 1
0 0 4
2 2 5 4
2 0 6 7

  3
  2   3

  2
  9

−

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

#
#
#
#

µετασχηµατίζεται στην κλιµακωτή µορφή: 

1 1 5 2 1 2
0 1 3 2 2 1 2
0 0 1 3 2 2
0 0 0 0

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

/
/ /

/

  
  

     
     0

#
#
#
#

 

Τότε, από το ισοδύναµο σύστηµα 

 x  +  x  -  
5
2

x      + x  =    2

          x   +
3
2

x     - 2x  =   
1
2

                         x +
3
2

x  =    2

1 2 3 4

2 3 4

3 4

 

έχουµε  την µονοπαραµετρική απειρία  λύσεων: 

                        x4  =  c        x3 = 2 -
3
2

c ,        x2  = -
5
2

+
17
4

c ,        x1  = 
19
2

9− c.              � 

Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι αν το σύστηµα έχει περισσότερους αγνώστους από τις 

εξισώσεις, µπορεί το σύστηµα να είναι ασυµβίβαστο, αν όµως είναι συµβιβαστό, τότε 

έχει άπειρες λύσεις, όπως στο προηγούµενο παράδειγµα. 
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Παράδειγµα  8.3  Το γραµµικό σύστηµα   

 2x  + 2x  - 3x  + 4x  =   1

   x   - 2x  +  x   -  x  =    2

 4x   - 2x  -  x  + 2x  =  -1

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

 

δεν είναι συµβιβαστό, γιατί η κλιµακωτή µορφή του επαυξηµένου πίνακα 

2
1
4

  2 - 3   4   1
- 2   1 -1   2
- 2 -1   2 -1

#
#
#

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

είναι 

1 0 2 3
0 1 5 6
0 0

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

/
/

1   1
1 -1 / 2

  0 0 - 6

#
#
#

 

όπου συµπεραίνουµε ότι η τελευταία εξίσωση του ισοδύναµου γραµµικού συστήµατος 

είναι   0x1  + 0x2  + 0x3  + 0x4  =  -6.                                                                                   � 

     

    Στην εξίσωση ( 3.7 ), αν ο πίνακας  A  είναι τετραγωνικός και    det Α ≠ 0, το σύστηµα  

έχει τη  µοναδική λύση: 

   ( )x =  A
A

adj A-1β =  β 
1

det
 

Αποδεικνύεται  ότι ο άγνωστος    xi   βρίσκεται από τον τύπο 

det Ax   
det A

= i
i  

όπου Αi   είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον Α, όταν αντικαταστήσουµε την  i - στή-

λη του µε το διάνυσµα β. Στο Παράδειγµα  6.3, έχουµε   det Α = 20 και 

                                          x1 =
    

  
  

 =
1
20

9 2 3
8 1 1
3 0 1

2−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

,   

                                          x2 =
  
   =

1
20

1 9 3
2 8 1
3 3 1

1
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

− ,    

                                          x3 =
  

  
 =

1
20

1 2 9
2 1 8
3 0 3

3−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

.      
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3.3.2.   Οµογενή συστήµατα 

    Αν στην εξίσωση ( 3.7 ) είναι   β = 0 , το σύστηµα 

        Α x   =   0 

ονοµάζεται οµογενές. Τα οµογενή συστήµατα είναι πάντοτε συµβιβαστά, διότι προφανής 

λύση είναι   x = 0. Η µηδενική λύση είναι µοναδική όταν ο πίνακας Α είναι 

τετραγωνικός και det Α ≠ 0. Σε κάθε άλλη περίπτωση το οµογενές σύστηµα έχει απειρία 

λύσεων και το πλήθος των αγνώστων στους οποίους δίνουµε οποιαδήποτε τιµή, είναι: 

rank Aν −  

όπου  ν  είναι το πλήθος των αγνώστων. 

 

Παράδειγµα  9.3  Θα λύσουµε το οµογενές σύστηµα 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

   x + x + 2x -5x  = 0
 2x + 5x -  x -9x  = 0
 2x + x -  x + 3x  = 0
  x -3x + 2x + 7x  = 0

   

 
Η κλιµακωτή µορφή του πίνακα των συντελεστών  

Α =

  1   2 - 5
  5 -1 - 9
  1 -1   3
- 3   2   7

1
2
2
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

µετά από στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών (επαληθεύσατε) είναι 

1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 2
0 0 0 0

  

  

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

όπου επιπλέον πληροφορούµαστε ότι   rank Α  =  3. 

Οπότε το αρχικό σύστηµα είναι ισοδύναµο του συστήµατος 

   x         + 2x  =  0

       x      - 3x  =  0

           x  - 2x  =  0

1 4

2 4

3 4

 

και έχουµε την µονοπαραµετρική   ( 4 - 3 =1 )    απειρία λύσεων: 

                                x1  = -2 c,      x2  = 3 c ,      x3  = 2 c ,      x4  = c.                              � 
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3.4.   Ασκήσεις 

3.1    Βρείτε την κανονική µορφή των πινάκων 

                                           . A =
  0

  3   2

1 2
2 3 1
1

−
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Β =   1
  3

1 3 6 1
1 4 5
1 5 4

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3.2     Βρείτε µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς τους αντίστροφους των πινάκων 

A =
  0

  7

2 8
2 2 3
1 2

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                  Β . =

   6   4
   3   1

   8    21
   6    0   7

− −
− −

− −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

2 4
3 6

12 8
10

  

3.3    Να παραγοντοποιηθούν στην µορφή  LU οι πίνακες 

A =

  0   0   
  1   

  
  

2 7
1 1 1

1 1 4 5
2 2 5 4

−
− −
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

            Β . =
        

         

1 3 3 8
2 5 1 8
0 1 7 8

− − −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3.4     Να λύσετε τα συστήµατα 

3x + 4y + z =     1

2x + 3y        =     0

4x + 3y - z  =  - 2

 ,        ,          

 x +  2y  -  z =   2

2x +   5y + 2z =  -1

7x +17y + 5z =  -1

 x       +10z =     5

3x +  y  - 4z =  -1

4x +  y + 6z =    1

 

 

3.5      Να λύσετε τα συστήµατα 

                                                             
 x  + 2x  + 3x  =  0

4x  - 5x  + 6x  =  0

1 2 3

1 2 3

 x    - x  + 2x  + x  =  0

2x  + 2x            - x  =  0

3x  + x  + 2x  + x  =  0

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

3.6 ∆ιευκρινίσατε τα διαγράµµατα ροής επίλυσης των γραµµικών συστηµάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ   ΧΩΡΟΙ 

 

Η έννοια του διανυσµατικού χώρου έχει τις ρίζες του σε πολλά προβλήµατα του φυσικού 

µας κόσµου. Η µελέτη των χώρων αυτών δεν είναι πολύ διαφορετική από εκείνη του ν-

διάστατου  χώρου Rν , καθόσον διάφορες γεωµετρικές έννοιες ( π.χ. διάνυσµα, απόσταση, 

γωνία ) του R2 και R3  γενικεύονται. 

 
4.1.    ∆ιανυσµατικοί χώροι 

    Στην ενότητα 1.2 γνωρίσαµε ότι το σύνολο των διανυσµάτων ( πίνακες στήλη ) του 

ίδιου τύπου   

   x = [ ] ,        y = x x x1 2 … ν

T [ ]y y y1 2 … ν

T
,       z = [ ]z z z1 2

T
… ν  

έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες : 

1.   ∀     x,  y,  z           ( x + y ) + z  =  x + ( y + z ) 

2.   ∀     x,   y                x + y  =  y + x 

3.    ∀     x                      x + 0  =  0 + x ,    όπου     0 = [ 0   0 …   0 ] Τ  

4.    ∀     x                      x + (- x )  =  0,    όπου    - x = [ -x1   -x2   …   -xν ] 
Τ

5.    ∀     x                        1 . x  =  x         

6.    ∀     x,  y,   ∀   k ∈ C           k ( x + y ) = k x + k y 

7.    ∀     x,        ∀   k, λ ∈ C       ( k + λ ) x = k x + λ x   

8.    ∀     x,       ∀   k, λ ∈ C         k ( λ x )  =  ( k λ ) x  

Οι συνθήκες αυτές χαρακτηρίζουν κάθε σύνολο ∆ που είναι διανυσµατικός χώρος όταν 

µεταξύ των στοιχείων του ∆ έχει ορισθεί η πρόσθεση και το γινόµενο επί αριθµό, έτσι 

ώστε: 

∀  x, y ∈ ∆   →  x + y ∈ ∆ 

     ∀  x ∈ ∆ ,  ∀  k ∈ C  →  kx ∈ ∆ 

Ιδιαίτερα,  αν  k ∈ R  το σύνολο ∆ ονοµάζεται πραγµατικός διανυσµατικός χώρος. Τα 

στοιχεία κάθε διανυσµατικού χώρου ονοµάζονται διανύσµατα. 
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    Σε κάθε διανυσµατικό χώρο ∆ αποδεικνύεται ότι 

   0 x =  0  ,                    k 0  =  0 ,                 ( -1 ) x = - x 

 ∀ x ∈ ∆ ,  k ∈ C  ,       k x = 0        ⇒      k = 0     ή     x  =  0      

 

Παραδείγµατα διανυσµατικών χώρων  

1. Τα  σηµεία µιας ευθείας ε ή επιπέδου Π που διέρχονται από την αρχή των 

συντεταγµένων Ο είναι διανυσµατικός χώρος µε τις γνωστές πράξεις πρόσθεσης                 

και γινοµένου επί αριθµό, µεταξύ των σηµείων του: 

 ( x1 , y1 , z1 ) + ( x2 , y2 , z2 ) = ( x1 + x2 , y1 + y2 , z1 + z2 ) 

 k( x1 ,  y1 , z1 )  =  (  kx1 , ky1 , kz1 ). 

 Κάθε ευθεία ή επίπεδο που δεν περνά από την αρχή δεν είναι διανυσµατικός χώρος, 

αφού δεν περιέχουν το 0. Αλλά και κάθε ηµιευθεία ή ηµιεπίπεδο που περνά από την 

αρχή δεν είναι διανυσµατικός χώρος, αφού δεν περιέχει τα αντίθετα διανύσµατα. 

2.  Το σύνολο των σηµείων του επιπέδου στο α’ τεταρτηµόριο  (x ≥0, y ≥0) δεν είναι δια-

νυσµατικός χώρος. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι για  x = ( 1 , 1 ), το σηµείο ( -1 ) x = 

( -1 , -1 )   δεν ανήκει στο πρώτο τεταρτηµόριο. 

3.  Το σύνολο  Πν  των πολυωνύµων βαθµού  ≤ ν   είναι διανυσµατικός χώρος µε τις γνω-    

     στές πράξεις πρόσθεσης πολυωνύµων και γινοµένου πολυωνύµου επί αριθµό. 

4.  Το σύνολο των πινάκων τύπου µ×ν, µε πράξεις το γνωστό µας λογισµό στην ενότητα 

1.2, είναι επίσης διανυσµατικός χώρος. 
 

     Ένα υποσύνολο Ε του διανυσµατικού χώρου ∆ ονοµάζεται διανυσµατικός υπόχωρος 

ή απλά υπόχωρος του ∆ ακριβώς όταν είναι διανυσµατικός χώρος µε πράξεις αυτές που 

ορίσθηκαν στον ∆. Αποδεικνύεται ότι για να συµβαίνει αυτό, ικανή και αναγκαία 

συνθήκη είναι: 

  ∀  x , y ∈ Ε     ∀  k , λ ∈ C     →   k x + λ y ∈ Ε 

    Από κάθε πεπερασµένου πλήθους διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου ∆, το σύνολο 

Ε  =  {  x :    x  =  λ1 η1 + …  + λρ ηρ  ,    λi ∈ C  } 

είναι υπόχωρος του ∆ και συµβολίζεται span { η1 , … , ηρ }.Τα διανύσµατα η1 , … , ηρ 

ονοµάζονται γεννήτορες του Ε, για δε το διάνυσµα x θα λέµε ότι είναι γραµµικός 

συνδυασµός αυτών. 
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 Αν Ε1 , Ε2  είναι υπόχωροι του ∆, το σύνολο Ε1 ∩ Ε2  είναι πάντοτε διανυσµατικός 

υπόχωρος του ∆, αλλά αυτό δεν συµβαίνει για το σύνολο Ε1 ∪ Ε2 . Πράγµατι, αν 

θεωρήσουµε δύο ευθείες  ε1  και  ε2  που περνούν από την αρχή, για  x ∈ ε1  και  y ∈ ε2 

δεν συµπεραίνουµε ότι   x  + y ∈ ε1 ∪ ε2 . 

 Το σύνολο  

 Ε1 + Ε2  =  {  x1 + x2  :      x1 ∈ Ε1 ,    x2 ∈ Ε2   } 
ονοµάζεται άθροισµα των υποχώρων   Ε1 , Ε2  και είναι διανυσµατικός υπόχωρος του ∆.   

 Αν µεταξύ των υποχώρων  Ε1 , Ε2  είναι  Ε1 ∩ Ε2  = { 0 },  ο υπόχωρος Ε1 + Ε2  

ονοµάζεται ευθύ άθροισµα των Ε1 , Ε2 και συµβολίζεται Ε1 ⊕ Ε2 . Αποδεικνύεται, ότι 

κάθε διάνυσµα  x ∈ Ε1 ⊕ Ε2  γράφεται  µονοσήµαντα  σαν το άθροισµα   x = x1 + x2 , 

όπου  x1 ∈ Ε1  και   x2 ∈ Ε2 .  Ισχύει και το αντίστροφο, αν κάθε διάνυσµα  x ∈ Ε1 ⊕ Ε2 

γράφεται  µονοσήµαντα  x = x1 + x2 ,  όπου  x1 ∈ Ε1 ,  x2 ∈ Ε2   τότε   Ε1 ∩ Ε2  = { 0 }. 

 

Παραδείγµατα  διανυσµατικών υποχώρων. 

1.  Τα διανύσµατα  ε1 = [    ε2 = ]1 0 0
T [ ]0 1 0

T
   ε3 = [ ]0 0 1

T    είναι γεννήτορες    

 του R³,  γιατί για κάθε διάνυσµα  x = [ α  β  γ ]Τ ∈ R³  έχουµε: 

                                      x = α ε1 + β ε2 + γ ε3.                                                      

 Αν   γ = 0 , το σύνολο των διανυσµάτων  x = [ ]α β 0
T
  είναι υπόχωρος του  R³.      

2.  Τα µονώνυµα   1, x ,  x 2, …  , x ν    είναι γεννήτορες του διανυσµατικού χώρου των    

 πολυωνύµων  Πν , βαθµού  ≤  ν. 

3.  Στο επίπεδο  0.xy  ,  το σύνολο των σηµείων  Μ ( x, y )  του µοναδιαίου δίσκου έχουν    

 την ιδιότητα   x2 + y2 ≤ 1 . Το σύνολο αυτό δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος του  R³,  

γιατί για το σηµείο του δίσκου ( 1/2 , 0 ), το σηµείο 3( 1/2 , 0 ) = ( 3/2 , 0 ) είναι εκτός 

του δίσκου. 

4.  Αν  W  είναι το σύνολο των διανυσµάτων   [ ]k k 2k + 3λ  - λ  - λ 4λ
Τ

   έχουµε: 

        

k + 3λ
k - λ

2k - λ
4λ

λ 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 =  k  +  

  3
-1
-1
  4

1
1
2
0

                       ↑             ↑ 
                                                           η1            η2  

     Η ισότητα αυτή δείχνει ότι   W  =  span { η1 , η2 },   είναι υπόχωρος του  R4. 
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5.  Το σύνολο  Ε = { ( x , -x ) :   x ∈ R }  είναι υπόχωρος του R² . Πράγµατι, για ο- 

ποιαδήποτε  στοιχεία ( x , -x )  και  ( y , -y ) του Ε , έχουµε   

                   ( x , -x ) + (y , -y ) = ( x + y , - (x + y) )  ∈ E , 

                   k ( x , -x ) = ( kx , - ( kx ) )  ∈ E   , ∀ k ∈ C. 

     Ο υπόχωρος  Ε  είναι το σύνολο των διανυσµάτων, συγγραµµικών  του   ( 1, -1 ). 

6.  Αν  U  είναι το σύνολο των πολυωνύµων του  Πν , που έχουν ρίζα τον αριθµό  3,  δη-     

 λαδή  U = { p( x ) ∈ Πν :  p( 3 ) = 0 },  θα δείξουµε ότι U είναι υπόχωρος  του Πν . 

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι τα πολυώνυµα  p( x ) + q( x ) και  kp( x ), για κάθε        

p( x ) , q( x ) ∈ U  και   k ∈ C  µηδενίζονται για  x = 3. 

7.  Το σύνολο των πινάκων   είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου των 

πινάκων 2×2. Προσπαθείστε να δικαιολογήσετε την πρόταση  µε το ίδιο σκεπτικό των 

παραπάνω παραδειγµάτων  5 και 6. 

  0 α
-α 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Παράδειγµα  1.4  Θα εξετάσουµε αν το σύνολο  R²  µε τις σηµειωµένες πράξεις  

( x1 ,  x2 ) + ( y1 , y2 ) = ( x1  + y1  ,  x2  +  y2  )    

λ ( x1  ,   x2  ) = ( 2λ x1 ,  2λ x2  ) 

είναι διανυσµατικός χώρος. Επειδή το αξίωµα 5 µε την πράξη του πολλαπλασιασµού που 

έχει ορισθεί  

1 ( x1  ,  x2  )  =  ( 2x1  ,  2x2 )  ≠  ( x1 ,  x2 ) 

δεν αληθεύει, δεν είναι διανυσµατικός χώρος. 

Αν όµως  ορισθεί ο πολλαπλασιασµός 

λ ( x1 ,  x2 )   =    ( λx1 ,  λx2 ) 

τότε η απάντηση είναι καταφατική για όλα τα αξιώµατα 1 - 8.                                          � 
 
Παράδειγµα  2.4  Αν ο πίνακας Α είναι τύπου µ×ν, το σύνολο των λύσεων του 

οµογενούς συστήµατος,  Α x = 0  είναι υπόχωρος του  Rν . 

Για να διαπιστώσουµε αυτό θεωρούµε δύο λύσεις  x  και  y  του συστήµατος, δηλαδή                

Α x = 0  και  Α y = 0. Επειδή 

          Α ( x + y ) = Α x + Α y = 0 + 0 = 0 

Α ( kx ) = k( Α x ) = k 0 = 0 

συµπεραίνουµε ότι   x + y και kx  είναι επίσης λύσεις του οµογενούς συστήµατος. Ο 

χώρος αυτός ονοµάζεται µηδενικός χώρος  ή  πυρήνας του πίνακα  Α.                           � 
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Απεναντίας, το σύνολο των λύσεων του γραµµικού συστήµατος  Α x = β, όπου β είναι µη 

µηδενικό διάνυσµα, δεν  είναι υπόχωρος του   Rν.  Αυτό συµβαίνει, διότι ο χώρος λύσεων 

του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος  Α x = 0  έχει µετατοπισθεί κατά µήκος µιας 

συγκεκριµένης λύσης του  Α x = β  και δεν ανήκει πλέον σ’ αυτόν το µηδενικό διάνυσµα.  

Στο παράδειγµα  7.3 η γενική λύση του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος Α x = 0  είναι 

τα διανύσµατα  x0 = c 
T

1 -
3
2

17
4

- 9⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

, τα οποία µε παράλληλη µεταφορά κατά το 

διάνυσµα  ξ = 0 2
5
2

19
2

−
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

T

 ορίζουν το χώρο λύσεων του αρχικού συστήµατος. Γι’ 

αυτό, κάθε λύση του γραµµικού συστήµατος ( 3.7 ) είναι της µορφής: 

x =  ξ + x0 . 

 

Παράδειγµα  3.4  Για ποια τιµή του θ,  το διάνυσµα 

  4
3−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥  θ

 ∈ span {  }   
  

  
  ,   

  5
- 4
  7

  ,   
- 3
  1
  0

1
1
2

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Σύµφωνα µε τη θεωρία, αυτό θα συµβαίνει ακριβώς όταν υπάρχουν αριθµοί  λ1 , λ2 , λ3 

τέτοιοι ώστε: 

  

  
 =  

  1
-1
  2

 +  
  5
- 4
  7

+  
- 3
  1
  0

4
3−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥θ

λ λ λ1 2 3   

 Από την  ισότητα αυτή συµπεραίνουµε ότι το σύστηµα  

   λ  + 5λ  - 3λ  =  4

 - λ  - 4λ  +  λ  = -3

 2λ  + 7λ           =  θ

1 2 3

1 2 3

1 2

 

θα πρέπει να είναι συµβιβαστό. Η κλιµακωτή µορφή του πίνακα        

       
  

         

1 5 3 4
1 4 1 3
2 7 0

−
− − −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

#
#
# θ

 

είναι                                     
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1 5 3 4
0 1 2 1
0 0 0

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

#
#
#  θ - 5

 

και απ’ αυτή συµπεραίνουµε ότι   θ = 5.                                                                              � 

 

Παράδειγµα  4.4  Εύκολα µπορείτε να διαπιστώσετε ότι όλα τα σύνολα 

Ε 1 = { ( α, β, 0 ) :  α , β ∈ R }   ,          Ε2 = { ( 0, 0, γ ) : γ ∈ R } 

είναι υπόχωροι του  R³. Επειδή κάθε διάνυσµα   x = ( α, β, γ ) ∈ R³  ισούται µε το 

άθροισµα   x = x1 + x2 , όπου  x1 ∈ Ε1  και  x2 ∈ Ε2,  έχουµε  

R³ = Ε1 + Ε2 

Επιπλέον από την ισότητα  Ε1 ∩ Ε2 = { 0 }, ο χώρος R3 είναι το ευθύ άθροισµα των Ε1 

και Ε2 , δηλαδή του επιπέδου 0.xy  και του άξονα 0.z .   

 

  

4.2.      Γραµµικά ανεξάρτητα ή εξαρτηµένα διανύσµατα 

4.2.1.   Γραµµική εξάρτηση 

    Σε κάθε διανυσµατικό χώρο είναι χρήσιµο να γνωρίζουµε ένα σύνολο γεννητόρων, 

αφού οι ιδιότητες των διανυσµάτων αυτών επεκτείνονται και στα υπόλοιπα στοιχεία του 

διανυσµατικού χώρου. Γι’ αυτό είναι επιθυµητό το σύνολο των γεννητόρων να είναι όσο 

το δυνατόν µικρότερο. Το πρόβληµα να βρίσκουµε το µικρότερο σύνολο γεννητόρων 

εξαρτάται από την έννοια της γραµµικής ανεξαρτησίας. Αν  η1 , … , ηρ  είναι ένα σύνολο 

διανυσµάτων, η διανυσµατική εξίσωση 

                                        λ1 η1 + λ2 η2 + …  + λρ ηρ  =  0                                     ( 4.1 )  

έχει τουλάχιστον µία λύση την  

   λ1   =  λ2   =  …  =  λρ  =  0 . 

    Αν η λύση  αυτή είναι µοναδική τότε τα διανύσµατα  η1 , … , ηρ  ονοµάζονται  

γραµµικά ανεξάρτητα. Αν υπάρχουν κι άλλες λύσεις τότε ονοµάζονται γραµµικά εξαρ-

τηµένα. Το µηδενικό διάνυσµα είναι εξαρτηµένο, γιατί για κάθε  λ ≠ 0 είναι  λ 0 =  0. 

Επίσης κάθε σύνολο διανυσµάτων, που περιέχει το 0, είναι γραµµικά εξαρτηµένα 

διανύσµατα. Κάθε διάνυσµα  α ≠ 0 είναι γραµµικά ανεξάρτητο, αφού από την εξίσωση  

λα =  0  συµπεραίνουµε  λ = 0. 
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    Η ονοµασία “γραµµικά εξαρτηµένα” για τα διανύσµατα  η1 , … , ηρ  δικαιολογείται, 

γιατί ένα τουλάχιστον διάνυσµα του συνόλου των γεννητόρων είναι γραµµικός 

συνδυασµός των υπολοίπων. Πράγµατι, αφού η εξίσωση ( 4.1 ) έχει λύση διάφορη της 

µηδενικής, ας είναι  λ1 ≠ 0. Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση επί  1/λ1  έχουµε:  

                                     η
λ
λ

η
λ
λ

η1
2

1
2

ρ

1
ρ =  -    -   -   "  .                                    ( 4.2 ) 

∆ηλαδή,  το διάνυσµα  η1     είναι γραµµικός συνδυασµός των  η2 , … , ηρ .   

Από τους προηγούµενους ορισµούς συµπεραίνουµε ακόµη ότι αν  η1 , … , ηρ  είναι 

γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, τότε κάθε υποσύνολο αυτών είναι επίσης γραµµικά 

ανεξάρτητα διανύσµατα.  Όπως, αν  η1 , … , ηρ  είναι γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα, 

κάθε σύνολο διανυσµάτων από τον ίδιο διανυσµατικό χώρο, που περιέχει αυτά, είναι 

γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα. 

 

Παράδειγµα  5.4  Τα διανύσµατα    ε1 = [ ]1 0 0…
T

,    ε2 = [ ]0 1 0 0…
T

 , … ,    

εν = [   είναι γραµµικά ανεξάρτητα, γιατί από την διανυσµατική εξίσωση ]0 0 1…
T

λ1 ε1 + λ2 ε2 + …  + λν εν  =  0 

έχουµε    ( λ1 , λ2 , … , λν )  =  0    και συνεπώς    λ1  =  λ2  =  …  =  λν  =  0.                    � 

  

Παράδειγµα  6.4  Από την ( 4.2 ) αποδεικνύεται άµεσα ότι δύο διανύσµατα  υ1 και υ2 

είναι γραµµικά εξαρτηµένα, ακριβώς όταν ένα από τα διανύσµατα αυτά είναι βαθµωτό 

πολλαπλάσιο του άλλου, δηλαδή όταν βρίσκονται στην ίδια ευθεία που περνά από την 

αρχή. 

Όµοια, τα διανύσµατα   υ1 , υ2  και  υ3  είναι γραµµικά εξαρτηµένα, ακριβώς όταν είναι 

συνεπίπεδα και το επίπεδο αυτό περνά από την αρχή.                                                        � 

 

 

Θεώρηµα  1.4.   Τα διανύσµατα η1 , η2 , … , ηρ  τύπου ν×1, είναι γραµµικά 

εξαρτηµένα, ακριβώς όταν η ορίζουσα κάθε υποπίνακα τάξεως  ρ  του ν×ρ πίνακα  

Η  =  [ η1  η2  …  ηρ ] 

είναι ίση µε µηδέν.   
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    Έτσι, τα διανύσµατα  η1, η2, … , ηρ, για ρ < ν, θα είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ακριβώς 

όταν στον  ν×ρ πίνακα  

Η  =  [ η1  η2  …  ηρ ] 

υπάρχει υποπίνακας τάξεως ρ, µε ορίζουσα διάφορη του µηδενός. 

 

Συνδυάζοντας το θεώρηµα  1.4  µε τις προτάσεις  4 και 1 του θεωρήµατος 1.3, κατα-

λήγουµε στο συµπέρασµα: 

Ι.    Αν ο µ×ν πίνακας  Α  είναι βαθµού  ρ,  υπάρχουν  ρ  γραµµικά ανεξάρτητες στήλες  

       του, αλλά οποιεσδήποτε  ρ+1  στήλες του είναι γραµµικά εξαρτηµένες. 

ΙΙ.   Τα ίδια ισχύουν και για τις γραµµές του πίνακα  Α.  

Από τα συµπεράσµατα  Ι και ΙΙ  είναι πλέον κατανοητό ότι ο βαθµός πίνακα µπορεί να 

ορισθεί και σαν το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών ή στηλών του 

πίνακα. Κατά συνέπεια, όταν ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος, οι γραµµές και οι στήλες 

του είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. 

    Για να εξετάσουµε αν τα διανύσµατα  η1 , η2 , … , ηκ  είναι γραµµικά εξαρτηµένα ή 

ανεξάρτητα έχουµε δύο διαδικασίες: 

Α.  Σχηµατίζουµε την εξίσωση  4.1 και απ’ αυτή οδηγούµαστε σε οµογενές σύστηµα. Αν   

     το σύστηµα αυτό έχει λύση µόνο τη µηδενική, τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρ-  

     τητα και αν η λύση εξαρτάται από  σ  παραµέτρους, τα διανύσµατα είναι γραµµικά ε-  

     ξαρτηµένα. Το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων είναι  κ-σ.  

Β.  Σχηµατίζουµε τον πίνακα  Η  µε στήλες ή γραµµές τα διανύσµατα αυτά και προσπα -  

     θούµε να βρούµε το βαθµό του Η. Αν  rank Η  =  ρ ( ≤ κ ),  ρ διανύσµατα είναι γραµ- 

     µικά ανεξάρτητα. Τα υπόλοιπα   κ-ρ  διανύσµατα είναι γραµµικός συνδυασµός των   

     γραµµικά ανεξαρτήτων  διανυσµάτων. 

 

Παράδειγµα  7.4   Τα διανύσµατα    η1 = [ ]1 0 1 2
T

 ,   η2 = [ ]0 1 1 2
T

  και  

η3 =  [1 1 1 3
T]   είναι γραµµικά εξαρτηµένα ή ανεξάρτητα ; 

Λύση :   Από την εξίσωση  

λ1 η1 + λ2 η2 + λ3 η3  =  0 

έχουµε το οµογενές σύστηµα 
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  λ             +   λ  =  0

            λ  +   λ  =  0

  λ  +   λ  +   λ  =  0

2λ  + 2λ  + 3λ  =  0

1 3

2 3

1 2 3

1 2 3

Επειδή έχει µόνο την µηδενική λύση   ( λ1 = λ2 = λ3 = 0 ),  τα διανύσµατα είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα. 

Στο ίδιο συµπέρασµα   καταλήγουµε, αν θεωρήσουµε τον πίνακα 

Η  =   

1 0 1
0 1 1
1 1 1
2 2 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 όπου υπάρχει   3×3  υποπίνακας του  Η  µε ορίζουσα διάφορη του µηδενός, δηλαδή 

rank Η = 3.                                                                                                                           � 

 

 Παράδειγµα  8.4  Θα βρούµε για ποιες τιµές του λ τα πολυώνυµα  x + 3  και  2x + λ2 + 3  

του χώρου Π1  είναι γραµµικά  εξαρτηµένα. 

 Λύση :  Θα  πρέπει  η εξίσωση 

 µ ( x + 3 ) + ν ( 2 x + λ2 + 3 ) = 0  

 µε αγνώστους  µ, ν  να έχει λύση διάφορη του µηδενός, για κάθε  x. Γι’ αυτό θα πρέπει το 

πολυώνυµο 

 ( µ + 2 ν ) x + ( 3 µ + ( λ2 + 3 ) ν )  =  0       

 να είναι εκ ταυτότητας µηδέν, δηλαδή: 

 µ             + 2 ν  =  0 

 3 µ + ( λ2 + 3 ) ν  =  0 

 Το οµογενές σύστηµα θα έχει λύση διάφορη της µηδενικής, ακριβώς όταν: 

        
1 2
3

0
λ +32 =   

 Τότε,   λ  = ± 3 .                                                                                                                 � 

 Παράδειγµα  9.4  Αν   η1  =   ,   η2  =    και   η3  =  ,  δείξτε ότι:   
  1
- 2
- 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3
  5
  7

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

4
  5
  6

    span { η1 , η2 , η3 } = span { η1 , η2 } 
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 Λύση :  Αρκεί να διαπιστώσουµε ότι τα διανύσµατα  η1, η2, η3  είναι γραµµικά εξαρτη-

µένα, ακριβέστερα ότι το διάνυσµα   η3  είναι γραµµικός συνδυασµός των  η1 , η2.  Από 

την εξίσωση   η3 =  k η1 + λ η2   καταλήγουµε στο γραµµικό σύστηµα: 

        

    k -  

- 2k +  

- 3k +

 3λ  = - 4

5λ  =   5

7λ  =   6

 που είναι συµβιβαστό και έχει τη µοναδική λύση  k = 5,  λ = 3.  

 Τότε, για κάθε διάνυσµα   x ∈ span { η1 , η2 , η3 } έχουµε: 

   x  =  λ1 η1 + λ2 η2 + λ3 η3  =  ( λ1 + 5 λ3 ) η1 + ( λ2 + 3 λ3 ) η2  ,    

  δηλαδή   x ∈ span { η1 , η2 }.                                                                                              � 

 

 

4.2.2.   Βάση - ∆ιάσταση 

    Κάθε συλλογή γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων  η1 , η2 , … , ην  που είναι και   

γεννήτορες του διανυσµατικού χώρου ∆, ονοµάζεται βάση του ∆. Το πλήθος των δια-

νυσµάτων της βάσης ονοµάζεται διάσταση του ∆ και σηµειώνεται dim ∆. Για τον τε-

τριµµένο διανυσµατικό χώρο  ∆0 = { 0 }, ορίζουµε  dim ∆ = 0, αφού δεν έχει κανένα 

γραµµικά ανεξάρτητο διάνυσµα. Παράδειγµα, τα διανύσµατα 

ε1 = [ ] ,      ε2 = 1 0 0…
T [ ]0 1 0 0…

T
,    …   ,    εν = [ ]  0 0…

T
1

είναι µια βάση του Rν, η οποία ονοµάζεται κανονική  και συνεπώς  dim Rν = ν. Επίσης, 

τα µονώνυµα   1 , x , … , xν    είναι η κανονική βάση του διανυσµατικού χώρου Πν  και  

dim Πν = ν + 1. 

Σύµφωνα µε τους προηγούµενους ορισµούς είναι φανερό ότι σ’ ένα διανυσµατικό χώρο η 

βάση δεν είναι µοναδική, αλλά όλες οι βάσεις έχουν τον ίδιο αριθµό διανυσµάτων, αφού 

η διάσταση του χώρου εκφράζει το µέγιστο πλήθος των γραµµικών ανεξάρτητων 

γεννητόρων του. Αν Ε είναι υπόχωρος του ∆ τότε: 

dim Ε  ≤  dim ∆ 

Επιπλέον, αν  η1 , η2 , … , ην  είναι γεννήτορες του ν-διάστατου διανυσµατικού χώρου ∆, 

τότε αυτά είναι µια βάση του ( δηλαδή είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα ), γιατί αν 

αυτό δεν συµβαίνει τότε   dim ∆ < ν,  άτοπο. 

Για κάθε δε διάνυσµα  α ∈ ∆, θα είναι 

 α  =  α1 η1 +  …   + αν ην . 
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Η   ν-άδα των αριθµών   ( α1 ,… , αν )   είναι µονοσήµαντα ορισµένη για το διάνυσµα α,  

(Παράδειγµα  10.4),  οι δε αριθµοί   α1 , …  , αν   ονοµάζονται συντεταγµένες του 

διανύσµατος  α  ως προς τη βάση  η1 , η2 , … , ην . Παράδειγµα, τα στοιχεία του διανύ-

σµατος   α = [  ]1 2 3 4
T

 είναι οι συντεταγµένες του  α  ως προς την κανονική βάση   

ε 1 , ε 2 , ε 3 ,  ε 4.      

 

 

Θεώρηµα  2.4.   Αν  ε1 , ε2 , … , εν  είναι µια βάση του διανυσµατικού χώρου ∆  και  

η1 , η2 , … , ηρ  είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του ∆ , τότε τα διανύσµατα 

αυτά µπορούν ν’ αντικαταστήσουν  ρ  κατάλληλα διανύσµατα της βάσης { ε i }, ώστε 

το νέο σύνολο διανυσµάτων να είναι βάση του ∆. 

 

 

    Έτσι, σ’ ένα ν-διάστατο χώρο ∆, αν  η1 , η2 , … , ηρ  ( ρ < ν ) είναι γραµµικά ανε-

ξάρτητα διανύσµατά του, είναι δυνατόν να βρούµε  ξ1 , … , ξν-ρ  γραµµικά ανεξάρτητα 

διανύσµατα του ∆, τέτοια ώστε τα διανύσµατα 

 η1 ,  η2 , … ,  ηρ ,  ξ1 , … ,  ξν-ρ 

να είναι βάση του ∆. Συνήθως, τα  ξ1 , … , ξν-ρ  αναζητούνται από τα διανύσµατα της   

κανονικής βάσης. 

 

 
Θεώρηµα  3.4.   Αν  Ε1 , Ε2   είναι διανυσµατικοί υπόχωροι του  ∆ , τότε : 

dim ( Ε1 + Ε2 ) = dim Ε1 + dim Ε2 - dim ( Ε1 ∩ Ε2 ) 

 
 
 
Παράδειγµα  10.4  Αν   η1 , η2 , … , ην   είναι µια βάση του ν-διάστατου χώρου ∆, κάθε 

διάνυσµα  α  είναι µοναδικός γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων αυτών. 

Λύση :  Πράγµατι, τα διανύσµατα  α, η1, … , ην   είναι γραµµικά εξαρτηµένα (dim ∆ = ν)  

και αν υποθέσουµε: 

 α  =  α1 η1 +  …  + αν ην  

      =  α'1 η1 +  …  + α'ν ην 

έχουµε 

       ( α1 - α'1 ) η1  + … + ( α1 - α'1 ) ην  =  0. 
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Επειδή τα διανύσµατα   η1 , η2 , … , ην    είναι γραµµικά ανεξάρτητα, συµπεραίνουµε 

α1 = α'1  , … , αν = α'ν .                                                                                                        �  

 

Παράδειγµα  11.4   Θα εξετάσουµε πότε τα διανύσµατα 

[ ]1 α α 2 T
 ,       [ ]1 β β2 T

 ,       [ ]1 γ γ 2 T
 

είναι βάση του  R³. 

Λύση :  Για να είναι τα διανύσµατα αυτά βάση του  R³, αρκεί να διερευνήσουµε πότε 

είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Τότε θα είναι και γεννήτορες του  3-διάστατου χώρου  R³ . 

Επειδή   ( Παράδειγµα 4.2 ) : 

det   =  ( γ - β )( γ - α )( β - α )  
1 1 1
α β γ

  α   β   γ2 2 2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

είναι προφανές, ότι   α ≠ β ≠ γ   είναι η ζητούµενη συνθήκη.                                             �   

 

Παράδειγµα  12.4  Αν ο υπόχωρος  Ε  έχει γεννήτορες τα διανύσµατα 

 η1 = [ ] ,   η2 = [ ] ,    η3 = 2 1 3 1
T

1 2 0 1
T [ ]− 1 1 3 0

T
,   η4 = [ ]  0 3 3 1−

T

θα βρούµε µια βάση του Ε και θα επεκτείνουµε αυτή σε βάση του  R4. 

Λύση :  Η κλιµακωτή µορφή του πίνακα 

    
    

  
  

2 1 3 1
1 2 0 1
1 1 3 0
0 3 3 1

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 

είναι 

   

1 0 0 1 3
0 1 0 1 3
0 0 1 0
0 0 0 0

/
/

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Συνεπώς, τα διανύσµατα   η1 , η2 , η3  είναι γραµµικά ανεξάρτητα και αποτελούν µια 

βάση του Ε. Επειδή τα διανύσµατα    η1 , η2 , η3   και   ε4 = [ ]0 0 0 1
T

  είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητα, αυτά είναι µια βάση του  4-διάστατου χώρου  R4.                                 � 
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Παράδειγµα  13.4    Θα δείξουµε ότι τα σύνολα  

                                          Ε1  =  { ( x1 ,  x2 , x3 , x4 )   :     x2 + x3 + x4 = 0 }  

                                          Ε2  =  { ( x1 ,  x2 , x3 , x4 )    :    x1 + x2 = 0  ,  x3  = 2 x4 }  

είναι διανυσµατικοί υπόχωροι του  R4  και θα βρούµε βάσεις των υποχώρων   Ε1 ,  Ε2 ,  

Ε1 ∩ Ε2  και  Ε1 + Ε2 . 

Λύση :  Ας θεωρήσουµε τα διανύσµατα  ( x1 ,  x2 , x3 , x4 )  και   (  ) του 

Ε1 . Το άθροισµά τους   ( 

′ ′ ′x  ,  x  ,  x  ,  x1 2 3 ′4

x + x  ,  x + x  ,  x + x  ,  x + x  1 1 2 2 3 3 4 4′ ′ ′ ′ )  και το γινόµενο επί 

αριθµό  ( λ x1 ,  λ x2 ,  λ x3 ,  λ x4 ),  ανήκουν στο Ε1 , διότι: 

          ( x2 +  ) + ( x3 +  ) + ( x4 + ′x2 ′x3 ′x4  )  =  ( x2 + x3 + x4 ) + ( ′ ′x  +  x  +  x2 3 ′4  )  =  0 

          λx2 + λx3 + λx4  =  λ ( x2 + x3 + x4 )  =  λ.0  =  0. 

Συνεπώς,  Ε1  είναι διανυσµατικός υπόχωρος. Επειδή 

             ( x1 ,  x2 , x3 , x4 )   =  ( x1 ,  x2 , x3 , - x2 - x3 )  

                                           =  x1 ( 1, 0, 0, 0 ) + x2 ( 0, 1, 0, -1 ) + x3 ( 0, 0, 1, -1 ) 

τα διανύσµατα   η1 = ( 1, 0, 0, 0 ) ,  η2 = ( 0, 1, 0, -1 ) ,  η3 = ( 0, 0, 1, -1 )  είναι γεν-

νήτορες του Ε1 . Είναι και γραµµικά ανεξάρτητα ( ελέγξτε το ), άρα αποτελούν βάση του 

Ε1  και  dim Ε1  = 3. 

Όµοια, διαπιστώνουµε ότι το σύνολο Ε2 είναι διανυσµατικός υπόχωρος. Επειδή για κάθε 

διάνυσµα του Ε2 είναι: 

 ( x1 , x2 , x3 , x4 )  =  ( x1 , - x1 , 2x4 , x4 )  =  x1 ( 1, -1, 0, 0 ) + x4 ( 0, 0, 2, 1 ) , 

τα διανύσµατα   ξ1  =  ( 1, -1, 0, 0 ) ,  ξ2  =  ( 0, 0, 2, 1 ) ,  είναι βάση του  Ε2 ,  αφού είναι 

γραµµικά ανεξάρτητοι γεννήτορές του,  dim Ε2 = 2. 

Το σύνολο των διανυσµάτων των βάσεων των διανυσµατικών χώρων Ε1 και Ε2  είναι 

γεννήτορες του Ε1 + Ε2 , αφού για κάθε διάνυσµα   x ∈ Ε1 + Ε2   έχουµε: 

x  =  x1 + x2  =   ( λ1 η1 + λ2 η2 + λ3 η3 ) + ( µ1 ξ1 + µ2 ξ2 )  

Επειδή, τα διανύσµατα   η1 , η2 , η3 , ξ1 , ξ2   του  R4  δεν µπορούν να είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα και  

  det  

1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
1 1 0 0

0

    
  
  

  

−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

≠

τα διανύσµατα     η1 , η2 , η3 , ξ1   είναι γραµµικά ανεξάρτητα και αποτελούν βάση του  Ε1 

+ Ε2 . Τότε  dim ( Ε1 + Ε2 ) = 4. 
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Για κάθε διάνυσµα   x ∈ Ε1 ∩ Ε2   έχουµε :    x2 + x3 + x4 = 0,   x1 + x2 = 0,   x3 = 2x4. 

Συνεπώς,      ( x1 ,  x2 , x3 , x4 )  =  ( 3x4 ,  -3x4 , 2x4 , x4 )  =  ( 3, -3, 2, 1 ) x4 . 

Το διάνυσµα   ε = ( 3, -3, 2, 1 )  είναι γραµµικός  ανεξάρτητος γεννήτορας του υποχώρου 

Ε1 ∩ Ε2 , δηλαδή   dim ( Ε1 ∩ Ε2 ) = 1.  Επαληθεύσατε την ισότητα στο θεώρηµα 3.4 .  

 

 

4.3.      Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 

4.3.1.   Ορισµός  -  Ιδιότητες 

    Έστω ο ν-διάστατος διανυσµατικός χώρος ∆. Κάθε συνάρτηση  D  :  ∆ × ∆ → C( R ) 

ορίζει εσωτερικό γινόµενο επί του ∆ ακριβώς όταν, για κάθε  x, y, z, ∈ ∆  ισχύουν οι 

συνθήκες: 

Ι.      x y = D y xD      ( x y  =  yD x ) D

ΙΙ.    ( k x + λ y)  z = k ( x  z ) + λ ( y  z ) D D D
ΙΙΙ.   x  x ≥ 0 D
ΙV.   x  x = 0  ⇔  x = 0 D
 
Παράδειγµα, για τα διανύσµατα   x = ( x1 , … , xν )  ,  y = ( y1 , … , yν ) , το Ευκλείδειο 

εσωτερικό γινόµενο 

x  y  =  yD * x  =  y1  x1 + …  + y ν  xν 

ικανοποιεί τα αξιώµατα Ι - ΙV.  Η διαφοροποίηση της συνθήκης  Ι  δικαιολογείται γιατί, 

αν επί του  C  ίσχυε  xD  y = y D x , τότε για κάθε διάνυσµα  x  ≠ 0  θα έχουµε: 

( ix ) ( ix )  =  i( x ( ix ) )  =  i(( ix ) x ) =  iD D D 2 ( x x ) = - ( x x ) D D
άτοπο, αφού σύµφωνα µε τη συνθήκη  ΙΙΙ ,  ( ix )D ( ix )  ≥  0. 

 
Από τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες: 

1.    x D  λ y  =  λ ( x  y ) D
2.    x D  ( y + z )  = x  y + x  z D D
3.    x D  y   =  0  ,  ∀ y ∈ ∆   ⇒   x = 0 

Η µη αρνητική ρίζα  x xD  ονοµάζεται µέτρο του διανύσµατος x και συµβολίζεται ||x||. 

Αποδεικνύονται οι σχέσεις: 

|| λ x ||  = | λ |.|| x || 

 | x  y |  ≤  || x || || y || , D
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όπου στη δεύτερη, ισχύει η ισότητα ακριβώς όταν   x , y  είναι συγγραµµικά διανύσµατα. 

Η απόσταση των διανυσµάτων   x , y  είναι το µέτρο του διανύσµατος   x - y.  Τότε 

 x - y x - y) (x - y)  x x - y x - x y + y y  ||  x || |  -  2 x y2 2= = = +( |D D D D D    y || D  

Αν   x  y = 0  τα διανύσµατα x , y  είναι ορθογώνια και από προηγούµενη ισότητα 

συµπεραίνουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα 

D

|| x - y || 2  =  || x || 2 + || y || 2                  

 

Παράδειγµα  14.4  Στο διανυσµατικό χώρο των πραγµατικών πινάκων 2×2, η σχέση  

Α  Β = α11 β11 + α12 β12 + α21 β21 + α22 β22 D
όπου Α = [ αij ] ,  Β = [ βij ] , ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο. 

Λύση :  Πράγµατι, επαληθεύονται τ’ αξιώµατα: 

1.  Α  Β  =  α11 β11 + α12 β12 + α21 β21 + α22 β22  =  Β D  Α , D
2.  ( k Α + λ Β ) D  Γ  =  ( k α 11 + λ β11 ) γ11 +( k α 12 + λ β12 ) γ12 + ( k α 21 + λ β21 ) γ21  

                                      + ( k α 22 + λ β22 ) γ22 =  k ( Α  Γ ) + λ ( Β D  Γ ) , D

3.  Α  Α  =  α 11
2  + α 12

2  + α  + α   ≥  0 ,    και D 21
2

22
2

4.  Α  Α  =  0   ⇔   αij  =  0   ⇔   Α  =  Ο.                                                                         � D

Παράδειγµα  15.4  Θα δείξουµε ότι τα µη µηδενικά διανύσµατα  η1 , … , ην  που είναι 

ορθογώνια µεταξύ τους ανά δύο, είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

Ας θεωρήσουµε την ισότητα 

λ1 η1 + …  + λν ην  =  0 

και ας πολλαπλασιάσουµε εσωτερικά επί το διάνυσµα  ,  ( k  = 1, 2, ηk … , ν ) τότε 

έχουµε 

λ1 ( η1  η k ) +  D …  + λk ( η kD  η k ) + …  + λν ( ην  η k) = 0 D
Επειδή    ηi  η k = 0  για   i ≠ k  και  η k  η k  ≠  0 ,  από την ισότητα συµπεραίνουµε ότι  

λk = 0   (  k =1, 2, 

D D
… , ν ).                                                                                                    � 

 

 

4.3.2.   Ορθοκανονική βάση 

    Μια βάση  ε1 , … , εν  του διανυσµατικού χώρου ∆ µε εσωτερικό γινόµενο ονοµά-

ζεται ορθοκανονική, ακριβώς όταν τα διανύσµατα   είναι ορθογώνια µεταξύ τους ανά 

δύο   ( ε i  ε j  = 0 ) και έχουν µέτρο 1   (  || ε i  || = 1 ). D
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    Παράδειγµα, η κανονική βάση  ε1 , … , εν  είναι µια ορθοκανονική βάση του ∆. Οι πί-

νακες στην  άσκηση 4.4 είναι µια ορθοκανονική βάση του χώρου των πινάκων 2×2, µε 

εσωτερικό γινόµενο όπως αυτό έχει ορισθεί στο παράδειγµα 14.4. 

 

 

Θεώρηµα  4.4.   Αν τα διανύσµατα  η1 , … , ην  είναι µία βάση του διανυσµατικού 

χώρου ∆ µε εσωτερικό γινόµενο, τα διανύσµατα   
1

1
1  ξ
ξ

 
  , … ,  

1
  ξ

ξ
ν

ν 
 ,  όπου 

ξ  = η  

ξ  = η  
η   ξ
ξ   ξ

 ξ

ξ  = η  - 
η   ξ
ξ   ξ

 ξ  - 
η   ξ
ξ   ξ

 ξ

ξ  = η  - 
η   ξ
ξ   ξ

 ξ
η   ξ
ξ   ξ

 ξ
η   ξ
ξ   ξ

 ξ

1 1

2 2
2 1

1 1
1

3 3
3 1

1 1
1

3 2

2 2
2

ν ν
ν 1

1 1
1

ν 2

2 2
2

ν ν-1

ν-1 ν-1
ν-1

-  

 

 -   -   -  

D
D
D
D

D
D

#
D
D

D
D

…
D
D

  

 είναι µια ορθοκανονική βάση του ∆. 

 

   Η µέθοδος ορθοκανονικοποίησης που περιγράφεται στο θεώρηµα αυτό είναι γνωστή ως 

µέθοδος Gram-Schmidt. 

 

Παράδειγµα  16.4   Έστω τα διανύσµατα    η1 = [ ]1 1 1 1
T

,    η2 = [ ] ,    

η3  = [    είναι µια βάση του υποχώρου ∆ ( ⊆ R

0 1 1 1
T

]0 0 1 1
T 4 ). 

Εφαρµόζοντας τους τύπους στο θεώρηµα 4.4 , βρίσκουµε µια ορθογώνια βάση του ίδιου 

χώρου. 

ξ1  =  η1 ,   ξ2  =

0
1
1
1

3
4

1
1
1
1

3 4
1 4
1 4
1 4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

    
 
 
 

/
/
/
/

 ,  ξ3  =

0
0
1
1

2
4

1
1
1
1

2
3

3 4
1 4
1 4
1 4

0
2 3
1 3
1 3

⎡
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⎢

⎤

⎦

⎥
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⎥

−

⎡
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⎤
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⎥
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 Συνεπώς, τα διανύσµατα 
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[ ]

[ ]

[ ]

T
1

1

T
2

2

T
3

3

1 1 1 1 1 1
2

1 1 3 1 1 1
2 3

1 1 0 2 1 1
6

ξ =
ξ

ξ = −
ξ

ξ = −
ξ

 

αποτελούν µια ορθοκανονική βάση του ∆.                                                                          � 

 

Αν  Ε  είναι υπόχωρος του ∆, το σύνολο 

Ε ⊥  =  {  y ∈ ∆ :    y D  x  =  0  ,  ∀ x ∈ Ε   } 

ονοµάζεται ορθογώνιο συµπλήρωµα του Ε και είναι και αυτό υπόχωρος του ∆ ( γιατί; )  

Σηµειώστε ότι: 

( Ε ⊥ )⊥  =  Ε  ,             ∆  =  Ε  ⊕ Ε ⊥   

Επιπλέον, αν    ξ1 , … , ξk   είναι µια ορθογώνια βάση του  Ε  και   x ∈ ∆, το διάνυσµα 

�x  =  
x  x  D
D

"
D
D

ξ
ξ   ξ

 ξ
ξ

ξ   ξ
 ξ1

1 1
1

k k
k+ +  k  

είναι η   ορθογώνια προβολή   του διανύσµατος  x  επί του υποχώρου  Ε, το δε διάνυσµα   

 ∈ Ε y =  x -  x� ⊥ .   

Η  απόσταση  του διανύσµατος   x  από τον υπόχωρο  Ε  ισούται µε   x -  x � . 

 

Παράδειγµα  17.4  Αν   ξ1 = [  ,   ξ2 = ]2 5 1−
T [ ]− 2 1 1

T
,  θα βρούµε την ορθο-

γώνια προβολή του διανύσµατος   x = [ ]1 2 3
T

  στον επίπεδο χώρο  span { ξ1  , ξ2 }. 

Τα διανύσµατα ξ1 , ξ2  είναι ορθογώνια. Συνεπώς η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος   

x  επί του επιπέδου, που περνά από την αρχή και είναι παράλληλο προς τα διανύσµατα   

ξ1, ξ2  είναι: 

�
/

/
x  =  

x  x  D
D

D
D

ξ
ξ   ξ

 ξ
ξ

ξ   ξ
 ξ1

1 1
1

2

2 2
2   =  

  
      

  
   

  
+

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+
−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
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⎥

=
−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦
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⎥
⎥

9
30

2
5
1

3
6

2
1
1

2 5
2

1 5
 

Το διάνυσµα   y =  x -  x�    είναι κάθετο στον υπόχωρο  span { ξ1,  ξ2 }.  Αρκεί να  

διαπιστώσετε ότι   y  ξ1 = 0,   y D  ξ2 = 0.                                                                         �   D
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4.3.3.   Παραγοντοποίηση  QR 

    Αν τα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα  η1 , … , ην  είναι στήλες του µ×ν πίνακα  Α, 

από τις εξισώσεις του θεωρήµατος  4.4  έχουµε: 

  

η  = ξ
η  = λ  ξ  + ξ
η  = λ  ξ  + λ  ξ  + ξ

η  = λ  ξ  + λ  ξ  +  + λ  ξ  + ξ

1 1

2 12 1 2

3 13 1 23 2 3

ν 1ν 1 2ν 2 ν-1,ν ν-1 ν

 #
"

όπου   λ  = 
η   ξ
ξ   ξij

j

i i

D
D

i .   Από τις ισότητες αυτές έχουµε 

[ ] [ ]A =   =  =   =  QR ,η η η ξ ξ ξ

λ λ λ
λ λ

1 λ
1

1 2 ν 1 2 ν

12 13 1ν

23 2ν

ν-1,ν

… …

…
…

% % #

1
0 1

...
. . .Ο

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

όπου 

                        Q  =  [ ]diag ( || ξ1 || , ξ ξ ξ1 2 ν… …  , || ξν || ) -1

R  =  diag ( || ξ1 || , … , || ξν || )   

1
0 1

λ λ λ
λ λ

1 λ
1

12 13 1ν

23 2ν

ν-1,ν

…
…

# % % #
#

… … …Ο

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

Η ισότητα  A = Q R  ονοµάζεται  παραγοντοποίηση QR  του  Α, ο δε πίνακας  Q  έχει 

την ιδιότητα 

Q*  Q  =  I       ( ή    QΤ Q  =  I  ) 

Αν οι γραµµές του πίνακα Α είναι γραµµικά ανεξάρτητες, εφαρµόζουµε τα προηγούµενα 

στον πίνακα ΑΤ. 

    Εφαρµόζοντας την προηγούµενη διαδικασία παραγοντοποίησης στον πίνακα 

συντελεστών του συστήµατος  Α x  = β ,  έχουµε το ισοδύναµο σύστηµα 

R x  =  Q* β  =  γ. 

Έτσι βρίσκουµε άµεσα τη λύση του συστήµατος, γιατί ο πίνακας  R  είναι άνω 

τριγωνικός. 
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Παράδειγµα  18.4  Θα λύσουµε το σύστηµα  Α x = β , όπου 

A  =     ,  β  =   

1 3 5
1 1 0
1 1 2
1 3 3
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Η  παραγοντοποίηση  QR  του  Α  είναι: 

Α  =   

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

2 4 5
0 2 3
0 0 2

/ / /
/ / /
/ / /
/ / /

    

  
  

 
− −
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Τότε 

  Q
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και το ισοδύναµο σύστηµα είναι: 
2 4 5
0 2 3
0 0 2
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Η λύση του συστήµατος είναι:     

                                                       x3  = 2 ,  x2  =  -6 ,   x1  = 10.                                         � 

          

 

4.4.     Ορθοµοναδιαίοι πίνακες 

    Ένας τετραγωνικός πίνακας Α τάξεως ν ονοµάζεται ορθοµοναδιαίος ή ορθοκανονι-

κός, ακριβώς όταν όλες οι στήλες του ή οι γραµµές του είναι ορθοκανονικά διανύσµατα. 

    Οι ορθοµοναδιαίοι πίνακες µε πραγµατικά στοιχεία ονοµάζονται ορθογώνιοι. 

Αποδεικνύεται ότι οι ορθογώνιοι πίνακες, τάξεως  2, είναι της µορφής      

Rθ         ,         Sθ  =  =
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

συνθ -ηµθ
ηµθ  συνθ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

συνθ   ηµθ
ηµθ  -συνθ

Γενικά, διαπιστώσατε ότι  µέτρο των στοιχείων των ορθοµοναδιαίων πινάκων είναι 

πάντοτε  ≤ 1. 
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Ιδιότητες ορθοµοναδιαίων ( ορθογωνίων ) πινάκων  

1.    A* A = A A* = I     ( ATA = A AT = I  ) 

2.    | det A | = 1 

3.    A-1  =  A*   ( A-1 =  AT ) 

4.    Ο πίνακας  Α*  ( ΑT )   είναι ορθοµοναδιαίος ( ορθογώνιος ). 

5.    Το γινόµενο ορθοµοναδιαίων ( ορθογωνίων ) πινάκων είναι ορθοµοναδιαίος 

      ( ορθογώνιος ) πίνακας. 
 

 

Γεωµετρικά, οι ορθοµοναδιαίοι πίνακες και µόνο αυτοί διατηρούν 

1.   το µέτρο         :  || Α x || = || x || , 

2.   την απόσταση : || Α x - Α y || = || x - y ||   και 

3.   τη γωνία          :  Α x  Α y  =  x  y D D
 

Παράδειγµα  19.4  Αν ο τετραγωνικός πίνακας τάξεως ν 

Α  =         ,          y > 0 

x y y y
y x y y

y y y x

…
…

# #
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

είναι ορθογώνιος, δείξτε ότι  x = -1 + 2/ν  ,  y = 2/ν   και  Α2 = Ι. 

Λύση :  Από τον ορισµό του ορθογωνίου πίνακα, οποιαδήποτε στήλη  του  Α  είναι µο- 

ναδιαίο διάνυσµα: 

x2 + ( ν - 1 ) y2  =  1                                       

και δυο οποιεσδήποτε στήλες του  Α  είναι ορθογώνια διανύσµατα : 

2x y + ( ν - 2 ) y2 = 0. 

Αφαιρώντας τις εξισώσεις αυτές έχουµε  x2 - 2x y + y2 = 1 , δηλαδή :   x = y ± 1. 

Αντικαθιστώντας στη 2η ισότητα έχουµε  . Για   y > 0 , συµπεραίνουµε   

y = 2/ν   και   x = -1 + 2/ν . 

νy   2y =  02 ±

Έτσι                                                   

Α  =  
2

1 1 1

1 1 1
ν

…
# #

…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

− Ι 

και 
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Α2  =  
4

1 1

1 1

4
1 1

1 1

2

ν ν2

…
# #
…

…
# #
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+ Ι = 
4

1

1

4
1 1

1 1
ν

 ν 
1

1
ν2

…
# #
…

…
# #
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+ Ι  = Ι.          � 

 

Παράδειγµα  20.4  Αν ο πίνακας  Α είναι ορθογώνιος και τριγωνικός, δείξτε ότι είναι 

διαγώνιος, µε διαγώνια στοιχεία  ± 1. 

Λύση :  Έστω 

Α  =   

α α α
0 α α

0 α

11 12 1ν

22 2ν

νν

…
…

# %
. .     .

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

#

 Η πρώτη στήλη του Α είναι µοναδιαίο διάνυσµα, δηλ.  α11
2   = 1 ⇒ α11  = ± 1 , και 

ορθογώνια µε όλες τις άλλες στήλες:   α11 α1k = 0  ⇒  α1k = 0  ( k = 2 , … , ν ). 

Η δεύτερη στήλη του Α επίσης είναι µοναδιαίο διάνυσµα, δηλ.  α 22
2 = 1 ⇒  α22 = ± 1 και 

ορθογώνια µε όλες τις άλλες στήλες:   α22 α2j  =  0  ⇒  α2j =  0  (  j = 3, … , ν ) 

Συνεχίζοντας, αποδεικνύουµε ότι   αii = ± 1  και  αis  =  0  για   s > i.                                 � 

 

Παράδειγµα  21.4   Να βρείτε τα στοιχεία   x1 ,  x2 , x3   έτσι ώστε ο πίνακας 

Α  =  
3 5 4 6
4 5 3 6

0 11 6

/ /
/ /

/

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x
x
x

1

2

3

 
   

 

να είναι ορθογώνιος. 

Λύση :  Μπορείτε να υπολογίσετε τα   x1 ,  x2 , x3   από το σύστηµα των εξισώσεων 

 

    x  +    x  +       x   =  1

- 4x  +  3x  + 11x   =  0

  3x  +  4x                  =  0

1
2

2
2

3
2

1 2 3

1 2

  

που προκύπτουν από την ισότητα   ΑΤ Α  =  Ι. 

Ένας άλλος τρόπος είναι να επεκτείνουµε την ορθοκανονική βάση  ( 3/5 , 4 /5 , 0 ) ,  

( -4/6 , 3/6 , 11 6  )  σε βάση του R3, προσαρτώντας το διάνυσµα  ( 0 , 0 , 1 ) . Η βάση 

αυτή δεν είναι ορθοκανονική και από το θεώρηµα  4.4  έχουµε  

ξ3 =  ( 0 , 0 , 1 ) - 
11
6

 ( -4/6 , 3/6 , 11 /6 )  = ( 11 /9 , - 11 /12 , 25/36 ) 
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Συνεπώς 

                     ( x1 , x2 , x3 ) = 
1

||  ξ  ||3
 ξ3  =  

6
5

 ξ3  =  ( 
2 11

15
 ,  - 

11
10

,  
5
6

  ).                     � 

 

 

4.5.    Ασκήσεις 

4.1      Εξετάσατε αν το σύνολο  R²  είναι διανυσµατικός χώρος µε τις σηµειούµενες            

           πράξεις. 

           Ι.     ( x1 , x2 ) + ( y1 , y2 ) = ( x1 + y1 , x2 + y2 )    ,   λ( x1 , x2 ) = ( 0, 0 ) 

           ΙΙ.    ( x1 , x2 ) + ( y1 , y2 ) = ( x1 + y1 , x2 + y2 +1 ) ,  λ( x1 , x2 ) = ( λx1 , λx2 + λ - 1 )  

           ( Υπόδειξη :  Εξετάστε αν ισχύουν τ’ αξιώµατα  1-8 ). 

4.2     Εξετάστε αν τα διανύσµατα  ( 1, 2, 0 ) , ( 1, 1, 1 )  είναι γεννήτορες του υποχώρου 

          ∆ = {  ( α , β, 0 )  :   α , β ∈ R }. 

4.3     ∆είξτε ότι τα πολυώνυµα   1, x, x2 , … , xν  του  Πν  είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

4.4     ∆είξτε ότι οι πίνακες 

                                                
1 0
0 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0 1
0 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0 0
1 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0 0
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

           είναι γραµµικά ανεξάρτητοι. 

4.5      Αν   η1 = [ ] ,  η2 = 4 3 7−
T [ ]1 9 2−

T
,    η3 = [ ]7 11 6

T
,  δείξτε ότι τα δια-    

           νύσµατα  είναι γραµµικά εξαρτηµένα και επαληθεύουν την ισότητα  

4 η1 + 5 η2 - 3 η3 = 0. 

4.6     Αν    p( x ) , q( x ) είναι πολυώνυµα του πραγµατικού διανυσµατικού χώρου  Πν         

           δείξτε ότι ο τύπος 

         p( x )  q( x ) = p( 0 ) .q( 0 ) + p( 1 ).q( 1 ) + D …  + p( ν ).q( ν ) 

           ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο. 

4.7     Αν   η1 = ( 1 , -2 , 0 , 1 ) ,   η2 = ( -1 , 0 , 0 , -1 )   και   η3 = ( 1 , 1 , 0 , 0 ) ,   βρείτε       

           µια  ορθοκανονική βάση του χώρου   W  = span { η1 ,  η2 ,  η3 }. 

4.8      Αν   ε1 , … , εν   είναι ορθοκανονική βάση του διανυσµατικού χώρου ∆ και Α  εί-    

           ναι ορθοµοναδιαίος πίνακας,  δείξτε ότι τα διανύσµατα   Αε1 , Αε2 , … , Αεν   εί-   

           ναι ορθοκανονική βάση του ∆. 

4.9      ∆είξτε ότι ο πίνακας  Α = Β-1Β*  είναι ορθοµοναδιαίος όταν οι πίνακες  Β, Β*   εί- 

           ναι αντιµεταθετικοί. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ  ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάται η σχέση των γραµµικών απεικονίσεων των διανυσµατικών 

χώρων µε τους πίνακες. 

 

5.1.      Γραµµική απεικόνιση 

5.1.1.   Ορισµοί 

    Έστω ∆ και Η είναι διανυσµατικοί χώροι διαστάσεων αντίστοιχα ν και µ. Η 

συνάρτηση  f : ∆ → Η  ονοµάζεται  γραµµική απεικόνιση  ακριβώς όταν για κάθε  x, y 

µε  x, y ∈ ∆ ισχύει : 

                                                      f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y )                                       ( 1.5 ) 

                              f ( kx ) = kf ( x )                               k ∈ C 

Παράδειγµα γραµµικής απεικόνισης είναι η συνάρτηση  y = Ax , όπου Α είναι  πίνακας 

τύπου µ×ν.  Άµεσα επαληθεύουµε τις  ( 1.5 ) : 

Α( x1 + x2 ) = Αx1 + Αx2 

 Α( kx ) = k( Αx ) 

Για τις γραµµικές απεικονίσεις   f : ∆ → Η ,   g : Η → Ε ,  η  σύνθεση  αυτών 

g∗ f  :  ∆ → Ε 

που ορίζεται από τον τύπο 

( g∗ f ) ( x ) = g ( f (x) ) 

είναι επίσης γραµµική απεικόνιση. Για την γραµµική απεικόνιση  f  : ∆ → Η  τα σύνολα:  

      
         Ι .    πεδίο τιµών της  f          

    f (∆)  =  { f ( x ) : x ∈∆} ⊆ Η 

         ΙΙ .  πυρήνας της  f    :      

         Ker f  =  { x  :   f ( x ) = 0 }  ⊆ ∆ 

               είναι  διανυσµατικοί υπόχωροι  των      

               Η  και  ∆  αντίστοιχα και  
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ισχύει η ισότητα 

dim ∆ = dim f ( ∆ ) + dim Ker f 

  Έτσι, αν τα διανύσµατα   η1 , … , ηρ , ηρ+1, …  , ην   είναι βάση του  ∆  τέτοια ώστε  

  ηρ+1 , … , ην  είναι βάση του  Ker f , τότε σύµφωνα µε την παραπάνω ισότητα  f( η1) , 

… , f ( ηρ )  είναι βάση του f ( ∆ ) . 

    Η γραµµική απεικόνιση  f  είναι  ένα - προς - ένα  ακριβώς όταν  Ker f = { 0 } και επί 

ακριβώς όταν  f ( ∆ ) = Η. 

 

Παράδειγµα  1.5  Θα εξετάσουµε αν οι απεικονίσεις   f  : R³ → R²   και   g  : R² → R² 

που ορίζονται από τους τύπους  

f ( x ) = ( x2 , x1 + x3 )     ,       g ( x ) = ( x2 , 2x1 )   

 είναι γραµµικές και θα βρούµε τη σύνθεση   g∗ f  αυτών. 

Λύση :  Επειδή 

f  ( x + y )  = ( x2 + y2 , ( x1 + y1 ) + ( x3 +  y3 ) ) = ( x2 , x1 + x3 ) + (y2 , y1 + y3 )  

                 = f ( x ) + f ( y ) 

f ( kx ) = ( kx2 , kx1 + kx3 ) = k( x2 , x1 + x3 ) = kf ( x ) 

και ακόµη 

g ( x +  y ) = ( x2 +  y2 , 2( x1 +  y1 ) ) = ( x2 , 2x1 ) + ( y2 , 2y1  ) = g ( x ) + g ( y ) 

g ( kx ) = ( kx2 , 2kx1 ) = k( x2 , 2x1 ) = kg ( x ) 

οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι γραµµικές.  Η σύνθεση  g∗ f  ορίζεται από τον τύπο: 

                  (  g∗ f  ) ( x ) = g ( f ( x ) ) = g ( x2 , x1 + x3 ) = ( x1 + x3 , 2x2 )                          � 

 

Παράδειγµα  2.5  Για τη γραµµική απεικόνιση   f  : R² → R3   γνωρίζουµε ότι 

f( 
  1
-1  
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⎢
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    ,            f ( 
  2
-1  

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦
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⎥
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) =  
0
1
2

και θέλουµε να βρούµε το διάνυσµα   f ( 
  8
- 5

 ) 
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση :  Επειδή         έχουµε: 
  

 =   
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5
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1
1 3
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⎤

⎦
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f( 
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�   

Παράδειγµα  3.5  Για τη γραµµική απεικόνιση   f  : R³ → R³ που ορίζεται από τον τύπο 

   f ( x ) = ( x1 + x3 , x1 + x2 + 2x3 , 2x1 + x2 + 3x3 ) 

θα  βρούµε µία βάση του  Ker f  και µία βάση του  f ( R³ ) . 

Λύση :  Από τον ορισµό του συνόλου  Ker f  έχουµε το οµογενές σύστηµα 

   

  x          +  x  =   0

  x + x + 2x  =   0

2x + x + 3x  =   0

1 3

1 2 3

1 2 3

Η λύση του συστήµατος είναι   x1 = -x3   και   x2 = -x3.  Συνεπώς  

Ker f = { x :   x = α ( -1, -1, 1 ) } 

Το διάνυσµα  [   είναι βάση του πυρήνα της f  και  dim Ker f =1. Προφανώς, 

η απεικόνιση  f  δεν είναι ένα - προς - ένα. 

]

]

− −1 1 1
T

Για το χώρο  f ( R³ ), από την ισότητα 

f ( x ) = x1 ( 1, 1, 2 ) + x2 ( 0, 1, 1 ) + x3 (1, 2, 3 ) 

συµπεραίνουµε 

f ( R³ ) = span ( ,   ,   ). 
1
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⎢

⎤

⎦

⎥
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⎥

Οι γεννήτορες είναι γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα, αλλά τα διανύσµατα , 

    είναι γραµµικά ανεξάρτητα και είναι βάση του  f ( R³ ) ,   dim f ( R³ ) = 2. 

Επειδή   f ( R³ ) ⊂ R³ ,  η απεικόνιση  f  δεν είναι επί.                                                        � 

[ ]1 1 2
T

[0 1 1
T

 

 

5.1.2.   Πίνακας της γραµµικής απεικόνισης 

    Αν τα διανύσµατα   ε1 , … , εν    είναι βάση του ∆ και τα διανύσµατα   η1 , … , ηµ  είναι 

βάση του Η, τα διανύσµατα  f ( ε1 ) , … , f ( εν )  ανήκουν στο χώρο  Η  και είναι γραµ-

µικός συνδυασµός των   η1 , … , ηµ : 
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            f ( ε1 )  =  α11 η1 + α21 η2 + …  + αµ1 ηµ  

                                                  #                                                                                  ( 2.5 ) 

           f ( εν )  =  α1ν η1 + α2ν η2  + … + αµν ηµ                           

Κατά συνέπεια, για κάθε διάνυσµα   x = x1 ε1 + … + x1 εν  ∈ ∆ , έχουµε: 

y = f ( x )  = x1 f ( ε1 ) + … + xν f ( εν )  

                = ( α11x1+… + α1νxν ) η1 + ( α21x1+… + α2νxν ) η2 +… + ( αµ1x1+… + αµνxν ) 

ηµ  

                =  y1 η1 + … + yµηµ                                                                                                                                   ( 3.5 ) 

Αν θεωρήσουµε τον πίνακα 

                                                                     Α
α α

α α

11 1ν

µ1 µν

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

…
#

…
#

 από την ( 3.5 ), για τις συντεταγµένες   ( x1 , … , xν )  και  ( y1, … , yµ )  αντίστοιχα των 

διανυσµάτων  x και  y, ως προς τις συγκεκριµένες βάσεις { εi },  { ηj } ισχύει η ισότητα: 

                                                                                                            ( 4.5 )  
y

y
A 

x

x

1 1

#

µ ν
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⎢
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⎤
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⎥
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⎣

⎢
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⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 = #

Αντίστροφα, για κάθε πίνακα Α από την ( 4.5 ) άµεσα συµπεραίνουµε ότι ορίζεται µία 

γραµµική απεικόνιση.   

 

 

Θεώρηµα  1.5.  Σε κάθε γραµµική απεικόνιση   f : ∆ → Η, µετά την εκλογή των 

βάσεων στους διανυσµατικούς χώρους ∆ και Η, αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα ένας 

πίνακας Α τύπου µ×ν, όπου   ν = dim ∆   και   µ = dim Η. 

 

    Από τη θεωρία των γραµµικών συστηµάτων στο κεφάλαιο 3, καταλήγουµε στην 

επόµενη διαδικασία υπολογισµού του πίνακα Α που αντιστοιχεί στη γραµµική 

απεικόνιση f : 

1.    Υπολογίζουµε τα διανύσµατα  f ( ε1 ), … , f ( εν ) 

2.    Μετασχηµατίζουµε τον πίνακα  

   [ η1 …  ηµ   # f ( ε1 ) …  f ( εν ) ] 

       µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών στον πίνακα  [ Ιµ    Α ]. 
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3.    Ο πίνακας Α αντιπροσωπεύει την απεικόνιση  f  ως προς τις βάσεις  ε1 , … , εν   και      

       η1, … , ηµ. 

    Στην ταυτοτική απεικόνιση   1: ∆ → ∆   είναι προφανές ότι αντιστοιχεί ο µοναδιαίος 

πίνακας Ιν , για οποιαδήποτε βάση του ∆. Επιπλέον σε κάθε αντιστρέψιµη ( ένα - προς - 

ένα ) απεικόνιση, ο αντίστοιχος πίνακας είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή στην απεικόνιση    

f  -1  αντιστοιχεί ο πίνακας   Α-1. 

    Είναι αξιοσηµείωτο ότι αν ο πίνακας  Α  τύπου µ×ν, και ο πίνακας  Β  τύπου ρ×µ, αντι-

στοιχούν στις γραµµικές απεικονίσεις   fΑ : ∆ → Η  και  gB : Η → Ε , στη σύνθεση αυτών   

gB ∗  fΑ : ∆ → Ε   αντιστοιχεί ο πίνακας  ΒΑ . 

 

Παράδειγµα  4.5  Για τη γραµµική απεικόνιση  f : R² → R²  θα βρούµε τον αντίστοιχο 

πίνακα όταν αυτή είναι: 

1.   περιστροφή  περί την αρχή κατά γωνία θ 

2.  προβολή       επί της ευθείας  y = λx 

3.  συµµετρία    ως προς την ευθεία y = λx. 

 

Ο πί

είναι

2.   Η

      (

      Γ
   

1. Θεωρούµε την κανονική βάση    

    ε1 = ( 1, 0 )T,  ε2 = ( 0, 1 )T  του  R².  

    Από το σχήµα  έχουµε: 

f ( ε1 ) = ( συνθ , ηµθ ) = συνθ ε1 + ηµθ ε2 

   f ( ε2 ) = ( -ηµθ, συνθ ) = - ηµθ ε1 + συνθ ε2 

       

 

νακας  Rθ της γραµµικής απεικόνισης  f ,  όταν  αυτή εκφράζει στροφή κατά γωνία θ, 

 ο γνωστός  ορθογώνιος πίνακας: 

Rθ  =
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

συνθ - ηµθ
ηµθ   συνθ

 ευθεία είναι παράλληλη του διανύσµατος   ( 1,  λ ) , αφού για κάθε σηµείο της   

 α , β )  έχουµε: 

( α , β ) = ( α , λα ) = α ( 1, λ ) 

ια κάθε σηµείο ( x , y ) του επιπέδου, η προβολή του επί της ευθείας είναι 
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x 
 =

+ λy
1 + λ λ2

1⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
1

1
1

1
  

 
 

=
  

  
+

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥λ

λ
λx + λ λ

λ
λ  λ2 2 2 2

x y
y

x
y

 

   

έτσι ο πίνακας προβολής είναι: 

 

P =  
1

1 +  λ λ  2

1⎡

⎣
⎢

λ
λ 2

⎤

⎦
⎥  

 

 

 

3.   Από το σχήµα έχουµε  f ( x ) = 2Ρx - x = ( 2Ρ - Ι )x . Τότε, ο αντίστοιχος πίνακας της    

      συµµετρίας, είναι: 

S = 2Ρ - Ι =    - I =  
1

1+λ
λ

2λ 2λ λ
1 - λ 2λ

2λ λ - 12 2 2

2

2

2 2 1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

      Παρατηρείστε ότι ο πίνακας  S  είναι συµµετρικός. 

      Σχόλιο :  Για  λ = 0  ( η ευθεία είναι ο άξονας Οx ), είναι: 

S . =
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 0
0 1

  

      Τότε για τον ορθογώνιο πίνακα 

Τθ =  
συνθ  ηµθ
ηµθ - συνθ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

      έχουµε 

Tθ  = Rθ S  

      όπου συµπεραίνουµε ότι η αντίστοιχη του  Τθ  γραµµική απεικόνιση είναι σύνθεση    

      δύο γραµµικών απεικονίσεων, της συµµετρίας ως προς τον άξονα Οx  και µετά στρο-   

      φής κατά γωνία θ.                                                                                                           � 

 

Παράδειγµα  5.5  Για την γραµµική απεικόνιση  f : R³ → R²  που ορίζεται από τον τύπο 

f ( x ) = ( x1 + x2 + x3 , x1 + 2x2 + 3x3 ) 

ως προς τις κανονικές βάσεις  { ε i }  των χώρων έχουµε: 
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f ( ) =  ( 1,  1 ) =   +   

f ( ) =  ( 1,  2 ) =   + 2

f ( ) =  ( 1,  3 ) =   + 3

ε ε  ε

ε ε

ε ε

1 1

2 1

3 1

ε

ε

2

2

2

Ο αντίστοιχος πίνακας της  f   ως προς τις βάσεις αυτές είναι: 

Α  =  
1 1 1
1 2 3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 Αν θεωρήσουµε τα διανύσµατα   η1 =  [ ]1 1 0
T

,   η2  =  [ ]0 1 1
T

,   η3  =  [ ]   

ως  βάση του  R³  και τα διανύσµατα    ξ1 =  

0 0 1
T

[ ]1 2
T

 ,    ξ 2 =  [ ]1 3
T

 ως βάση του  R²  

έχουµε: 

f  ( η1 ) =  ( 2,  3 ) ,       f  ( η2  ) = ( 2,  5 ),      f ( η3 ) = ( 1,  3 ) 

Ο πίνακας  

     
1 1 2 2 1
2 3 3 5 3

#
#

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 µετασχηµατίζεται στην  κλιµακωτή µορφή: 

      
1 0 3 1 0
0 1 1 1 1

#
#

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Ο αντίστοιχος πίνακας της γραµµικής απεικόνισης  f  ως προς τις βάσεις { ηi  } και { ξ j } 

είναι: 

                                                                                                                   � ~Α = 
  3 1 0

1 1 1−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Παράδειγµα  6.5  Έστω η γραµµική απεικόνιση  f : Π1 → Π2  που ορίζεται από τον τύπο      

f ( p( t ) )  =  t p( t ) . Αν θεωρήσουµε τα σύνολα { t, 1 } και { t2 , t -1 , t +1 } ως βάσεις 

των Π1 και Π2 αντίστοιχα, έχουµε: 

 f ( t ) = t.t = t2 = 1.t2 + 0( t - 1 ) + 0( t + 1 ) 

     f ( t ) = t.1 = t = 0t2 + 1/2( t - 1 ) + 1/2( t + 1 ) 

Ο αντίστοιχος πίνακας της απεικόνισης είναι:  

Α=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 0
0 1 2
0 1 2

/
/

 

Η εικόνα του πολυωνύµου  p( t ) = 3t -2 είναι: 
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Α 
3

-2
  

 =  
  

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3
1
1

 

δηλαδή,  f ( p( t ) ) = 3t2 - ( t -1 ) - ( t + 1 ) = 3t2 - 2t    ( = t p( t )) .                                    � 

 

 

5.1.3.   Αλλαγή βάσης 

    Έστω η ταυτοτική συνάρτηση  1: ∆ → ∆  και τα διανύσµατα  ε1 , … , εν  και   

η1 , … , ην   είναι βάσεις του διανυσµατικού χώρου ∆ , τότε θα είναι:  

ε   = 1 ( ε  )  =  α  η  +   + α  η
ε   = 1 ( ε  )  =  α  η  +  + α  η

ε   = 1 ( ε  )  =  α  η  +  + α  η

1 1 11 1 ν1 ν

2 2 2ν 1 ν2 ν

ν ν 1ν 1 νν ν

"
"

#
"

  

Αν  ( x1 , … ,xν )  και  ( , ′x1 … , ′x ν )  είναι οι συντεταγµένες του διανύσµατος x ∈ ∆ ως 

προς τις βάσεις {  ε i   }    και  { ηj } αντίστοιχα αποδεικνύεται ότι   

                                                                                                           ( 6.5 ) 
′

′

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x

x

x

x

1 1

#

ν ν

 =  A #

#

 όπου ο πίνακας  

                                                       Α =             
α α

α α

11 1ν

ν1 νν

…
#

…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 αντιστοιχεί στην ταυτοτική απεικόνιση ως προς τις προηγούµενες βάσεις και ονοµάζεται 

πίνακας αλλαγής βάσης.  

Αν οι βάσεις είναι ορθοκανονικές, ο πίνακας Α είναι ορθοκανονικός. Σηµειώνοντας τους 

πίνακες 

Ε  =  [  ε1  …   εν ]      ,       Η =  [ η1  …   ην  ] 

από την ( 6.5 ) έχουµε 

Ε  =  Η Α 

και απ’ αυτή  

Aε  η→ =  Η -1 Ε  ,       A η  ε→
−1 =  Ε -1 Η 
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Παράδειγµα  7.5  Στο παράδειγµα 5.5, ο πίνακας αλλαγής βάσης  Ρ  από την βάση  η1 ,  
η2 , η3  στην κανονική βάση ε1 ,  ε2 ,   ε3      είναι:  

                           Ρ  =  [ ε1   ε2   ε3 ] -1 [ η1   η2   η3 ]  =  I3       
1 0 0
1 1 0
0 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

και ο πίνακας αλλαγής βάσης  Q  από την κανονική βάση  ε1 , ε2   στη βάση  ξ1 , ξ2  είναι:   
 
 

Από το σχήµα 

                                                                 Α 

                                                      x ε        →      f ( x ) ε 
 

                                                                 P ↑                   ↓ Q 

x ξ       →      f ( x ) ξ 
                                                                ~A                                    
συµπεραίνουµε την ισότητα 

~A   =   Q  Α  Ρ. 

 

 

5.2.   Όµοιοι πίνακες 

    Έστω   η1 , … , ην   και  ξ1 , …  , ξν  είναι δύο βάσεις του διανυσµατικού χώρου ∆ και  

f : ∆ → ∆ είναι γραµµική απεικόνιση. Αν οι πίνακες Α και Β αντιστοιχούν στην απει-

κόνιση  f , ως προς τις βάσεις αυτές, τότε 

                                                             Β  =  Ρ -1 Α Ρ                                                    ( 7.5 ) 

όπου Ρ είναι ο πίνακας αλλαγής βάσης από την  { ξi } στην { ηj }. Αυτό άλλωστε φαίνεται 

και στο γράφηµα 

                                                                  Α 

                                                     x η        →      f  ( x ) η 

 

                                                  P ↑               ↓ Ρ -1                                          ( 8.5 ) 

  x ξ         →      f ( x ) ξ 
                                                                       B 
Οι πίνακες Α και Β στην ( 7.5 ) ονοµάζονται όµοιοι. Για τους όµοιους πίνακες 

σηµειώστε: 
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det A = det B  ,        rank A = rank B ,       tr A = tr B, 

όπου tr A = α11 + α22 +  +ανν, το οποίο ονοµάζεται ίχνος του τετραγωνικού πίνακα Α. 

Αποδεικνύεται ότι οι όµοιοι πίνακες αντιστοιχούν στην ίδια γραµµική απεικόνιση f :∆→∆. 

    Για τους όµοιους πίνακες  Α , Β  στην ( 8.5 ) αν  { ηi }  είναι η κανονική βάση του ∆, 

τότε οι στήλες του πίνακα Ρ είναι τα διανύσµατα της βάσης  { ξ i }. Επιπλέον, αν ο ν×ν 

πίνακας  Α  αντιστοιχεί στη γραµµική απεικόνιση  f : ∆ → ∆ , ο αντίστοιχος πίνακας της  

f   για κάθε βάση  { ξ i }  του διανυσµατικού χώρου ∆, είναι: 

 Β  =  Ρ -1 Α Ρ  ,           όπου    Ρ = [ ξ1   ξ2  …  ξν ] 

Στην ( 7.5 ) αν ο πίνακας Ρ είναι ορθοµοναδιαίος, έχουµε 

 Β  =  Ρ * Α Ρ 

και οι πίνακες  Α, Β  ονοµάζονται ορθοµοναδιαία όµοιοι. Όπως έχουµε αναφέρει στην 

ενότητα 5.1.3, αυτό συµβαίνει όταν οι βάσεις    { ηi }   και  { ξ j }  είναι ορθοκανονικές.  

 

 Παράδειγµα  8.5  Αν   Α  =   ,   Ρ  =     και    Β  =   
    10 6

18 11− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  
  

2 1
3 2

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 0
0 2

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

διαπιστώσατε ότι   Ρ -1 Α Ρ = Β   και βρείτε βάση του  R²  έτσι ώστε ο πίνακας  Β  να 

αντιστοιχεί στη βάση αυτήν. 

Λύση : Αρκεί να επαληθεύσουµε την ισότητα 

Α Ρ  =  Ρ Β  =   .          
    2 2

3 4− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Οι πίνακες  Α , Β  ορίζουν την ίδια γραµµική απεικόνιση 

f ( x ) =  Ax  =  ( 10x1 + 6x2 ,  -18x1 - 11x2 ) 

Αν σαν βάση του  R²  θεωρήσουµε τις στήλες του πίνακα Ρ, ο αντίστοιχος πίνακας της  f  

είναι ο πίνακας  Β.  Πράγµατι, η κλιµακωτή µορφή του πίνακα  

[   Ρ     Α Ρ  ]  =    
      

  
2 1 2 2
3 2 3 4

−
− −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

#
# −

 είναι 

                                             =  [  Ι    Β  ]                                               � 
1 0 1 0
0 1 0 2

#
#

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
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Ιδιότητες 

Αν οι πίνακες  Α , Β είναι όµοιοι: 

1.  οι πίνακες   ΑΤ  και  ΒΤ   είναι όµοιοι 

2.  οι πίνακες  Α-1  και  Β-1   είναι όµοιοι 

3.  αν   A2 = A   ⇒  B2 = B 

4.  αν   Ak = O  ⇒   Bk = O 

5.  αν   A AT = AT A  ⇒  B BT = BT B 

6.  αν  A = -AT  ⇒  B = - BT 

 

 

∆ιατυπώσατε ανάλογες ιδιότητες για τους ορθοµοναδιαία όµοιους πίνακες.      

 

                  

5.3.   Ασκήσεις 

5.1       ∆είξτε ότι οι  απεικονίσεις         

                                          f ( x1 , x2 )  =  ( 4x1 - 2x2  ,  3 |x2| ) 

          g ( x1 , x2 )  =  ( 2x1 - 3x2  , x1 + 4 , 5x2 )     

        δεν είναι γραµµικές.  

5.2     Υπολογίζοντας το ίχνος ή την ορίζουσα ή το βαθµό πίνακα, δείξτε ότι οι πίνακες      

        Α , Β δεν είναι όµοιοι. 

   Α  =         Β  =  ,       Α  =         Β  =  , 
3 1
2 1

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 1
2 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  3 1
1 2−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2 1
3 2

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

                                 Α  =           Β  =                 
1 2 3
1 1 2
0 3 5

  
  

  

−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

2 1 3
6 3 9
0 0 0

    
  
      

      
 
 

 

 

 

 



 86

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 

 

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται ιδιότητες του γραµµικού µετασχηµατισµού   x → Ax  και 

εφαρµογές αυτών στην απλοποίηση εξισώσεων επιφανείας. 

 

6.1.   Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα 

    ∆ιάφορα προβλήµατα των Μαθηµατικών, της Φυσικής, των Oικονοµικών καταλήγουν 

στην επίλυση της εξίσωσης 

Α x  =  λ x , 

όπου ο πίνακας  Α  είναι τετραγωνικός τάξεως  ν  και άγνωστος είναι το διάνυσµα  x  και 

η παράµετρος λ. Η εξίσωση αυτή έχει πάντοτε λύση αλλά όχι µοναδική και ονοµάζεται 

χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Α, γιατί τα άγνωστα διανύσµατα  x  και οι εικόνες 

τους   Αx  είναι διανύσµατα συγγραµµικά, µε συντελεστή συγγραµµικότητας  λ. H  χαρα-

κτηριστική εξίσωση είναι ισοδύναµη µε το οµογενές σύστηµα 

                                                         ( Ι λ - Α ) x = 0                                                     ( 1.6 ) 

Αν στην ( 1.6 ) θέσουµε     x  =  [ ]x x x1 2

T
… ν    και   Α = [ ] α 

ν

ij i, j=1
   αναλυτικά οι 

εξισώσεις του συστήµατος είναι: 

                                    ( 2.6 ) 

( -   ) x                -  x  -                 -  x   =   0

        -  x  +  ( -   ) x  -                 -  x   =   0

                

        -  x               -  x  -    +  ( -   ) x   =   0

1 2

1 2

1 2

λ α α α

α λ α α

α α λ α

11 12 1ν ν

21 22 2ν ν

ν1 ν2 νν ν

…

…

#

…

Το σύστηµα ( 2.6 ),  όπως γνωρίζετε,  έχει µη µηδενική λύση ακριβώς όταν 

  

λ - α -α -α
-α λ - α -α

-α -α λ - α

11 12 1ν

21 22 2ν

ν1 ν2 νν

…
…

# #
…

0=   
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Αναπτύσσοντας την ορίζουσα αυτή προκύπτει το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του 

πίνακα  Α 

                                                                               ( 3.6 )                       1
A 1 1( ) c cν ν−

ν−δ λ = λ + λ + + λ + 0c

Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου  λ1 , λ2 ,… , λν  (όχι κατ’ ανάγκη διακε-

κριµένες µεταξύ τους ) ονοµάζονται ιδιοτιµές του πίνακα  Α. Το σύνολο των ιδιοτιµών 

του  Α  ονοµάζεται  φάσµα  και συµβολίζεται  σ ( Α ).  

Αντικαθιστώντας στο σύστηµα ( 2.6 ) τις διακεκριµένες τιµές των ριζών του  δΑ( λ ) , για 

κάθε  λ = λi  βρίσκουµε τη λύση του οµογενούς συστήµατος   

( Α - λi Ι ) x  = 0. 

 Αν 

ki = ν - rank ( λi Ι - Α ) , 

η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος είναι ki - παραµετρική και, όπως έχουµε 

αναφέρει στο κεφάλαιο 3,  βρίσκουµε ότι κάθε λύση του είναι γραµµικός συνδυασµός 

των ki  διανυσµάτων   

xi1 ,  xi2  , … ,  xi ki

Τα διανύσµατα αυτά ονοµάζονται ιδιοδιανύσµατα του πίνακα  Α  αντίστοιχα της ιδιοτι-

µής λi. Ο υπόχωρος 

span { xi1,  xi2 , … ,  } xi ki

ονοµάζεται ιδιόχωρος και η διάστασή του  ki  ονοµάζεται γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής λi. Αν  νi  είναι η  αλγεβρική πολλαπλότητα της ρίζας  λi  στο πολυώνυµο  

δΑ( λ ) , σηµειώστε ότι 

                                                             1  ≤ ki  ≤  νi                                                                      ( 4.6 ) 

Προφανώς για τις απλές ρίζες  ( νi  = 1 )  έχουµε   ki = 1. Συνολικά, οι ιδιοτιµές και τα 

ιδιοδιανύσµατα ονοµάζονται  ιδιοποσά  ή  χαρακτηριστικά µεγέθη  του πίνακα  Α. 

 

Παράδειγµα  1.6  Έστω   Α =   και  x =  ,   y = . Eίναι τα διανύσµατα  

x και y  ιδιοδιανύσµατα του  Α ; 

1 6
5 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

   6
5−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  3
2−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση : Επειδή 

               Ax  =  x  
1 6
5 2

6
5

24
20

4
6
5

4
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

  
 =  

  
 =  -  

  
 =  -
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Ay  =   
1 6
5 2

3
2

9
11

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ≠

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

  
 =  

  
  

 
λ 

3
-2

το διάνυσµα  x  είναι ιδιοδιάνυσµα του  Α , αντίστοιχο της ιδιοτιµής  -4, αλλά το διάνυ-

σµα  y  δεν είναι ιδιοδιάνυσµα του Α, αφού τα διανύσµατα  ,   δεν είναι 

συγγραµµικά.                                                                                                                       � 

−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

9
11  

  3
2−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Παράδειγµα  2.6  Για τον πίνακα  Α στο παράδειγµα 1.6, δείξτε ότι ο αριθµός  7  είναι 

ιδιοτιµή του και βρείτε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα. 

Λύση : Ο αριθµός  7  είναι ιδιοτιµή του  Α  ακριβώς όταν η εξίσωση  

Αx  =  7x   

έχει µη µηδενική λύση. Η ισοδύναµη εξίσωση 

( 7Ι - Α )x = 0  

έχει λύση διάφορη της µηδενικής, διότι   

det ( 7I - A )  =   
  

  
  =  

6 6
5 5

0
−

−
 

και συνεπώς λ = 7 είναι ιδιοτιµή του  Α. Για να βρούµε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα 

γράφουµε τις εξισώσεις του οµογενούς συστήµατος 

  6 x1  - 6 x2  =  0 

-5 x1  + 5 x2  =  0 

Αυτές επαληθεύονται για κάθε διάνυσµα της µορφής  c . Κάθε διάνυσµα της µορφής 

αυτής, για c ≠ 0, είναι ιδιοδιάνυσµα του  Α  αντίστοιχο της ιδιοτιµής  7, αλλά µπορείτε να 

θεωρήσετε το  ,  δηλαδή για  c = 1 .                                                                               � 

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Παράδειγµα  3.6  Για τον πίνακα    Α  =   , όπου  α, β ∈ R  θα δείξουµε ότι  
α -β
β α

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

σ ( Α ) = { α + i β, α - i β } και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι      και    
  1
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥i

 
 i
1⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση :  Πράγµατι,  
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α -β
β α

α + iβ
β - α 

α + β )
1
-

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 

 
 =    =   

 1
i i

i
i

(  

και 

                                                                        � 
α -β
β α

α - iβ
β + α 

α - β )
1⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  =   =   

1
i i

i
i

(

 

Παράδειγµα  4.6  Θα βρούµε τα χαρακτηριστικά µεγέθη του πίνακα  

Α =   
 1 1
2 4−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση : Από τη χαρακτηριστική εξίσωση 

  
   =  

1 1
2 4−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

x
x

x
x

1

2

1

2
λ  

έχουµε το οµογενές σύστηµα 

                                                    ( λ -1 )x1             - x2 =  0                                           ( * ) 

          2x1 + ( λ - 4 )x2 =  0 

Όπως γνωρίζετε, το σύστηµα αυτό έχει λύση διάφορη της µηδενικής ακριβώς όταν  

    =  
λ - 1 -1

2 λ - 4
0  

δηλαδή, όταν: 

( λ - 1 )(λ - 4 ) + 2 = λ2 - 5λ +6 = ( λ - 3 )(λ - 2 ) = 0 

Συνεπώς 

λ1 = 2    και   λ2 = 3 

είναι οι ιδιοτιµές του  Α. Για  λ1 = 2, από το σύστηµα  ( * )  έχουµε: 

   
 x     -  x   =   0

2x  -  2x   =   0

1 2

1 2

Το σύστηµα αυτό έχει λύση κάθε διάνυσµα της µορφής  c  για c ≠ 0. Ιδιαίτερα, 

θεωρούµε το διάνυσµα     ως ιδιοδιάνυσµα του Α αντίστοιχο της ιδιοτιµής  λ1 = 2. Για  

λ2 = 3, από τις εξισώσεις ( * ) έχουµε: 

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2x  -  x   =   0

2x  -  x   =   0

1 2

1 2
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που έχει λύση κάθε διάνυσµα  c ,  για  c ≠ 0. Το διάνυσµα   είναι ιδιοδιάνυσµα 

του  Α  αντίστοιχο της ιδιοτιµής  λ2 = 3.                                                                              � 

1
2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1
2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 

Παράδειγµα  5.6  Έστω  Α  =  . Θα δείξουµε ότι ο αριθµός 2 ∈ σ ( Α ) και 

θα βρούµε µια βάση του αντίστοιχου ιδιοχώρου. 

4 1 6
2 1 6
2 1 8

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

  

Λύση :  Πράγµατι, ο αριθµός 2 είναι ιδιοτιµή του πίνακα  Α , διότι 

   =     =  2
2 1 6
2 1 6
2 1 6

0I -  A 
− −
− −
− −

 

Επειδή 

3 - rank ( 2Ι - Α ) = 3 - 1 = 2 

 

ο ιδιόχωρος της ιδιοτιµής  λ = 2  έχει διάσταση  2, 

δηλαδή αντιστοιχούν σ’ αυτήν δύο ιδιοδιανύσµατα. Το 

οµογενές σύστηµα  ( 2Ι - Α )x  =  0 ,  είναι η εξίσωση 

-2x1 + x2 -6 x3  =  0 

και έχει λύση 

x
x
x

x
2x

x

1

2

3

1

3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

 =  

1
2
0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

0
6
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x x1 3 1 3

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 =  x6
1
2
0

0
6
1

 

όπου  x1 , x3  αυθαίρετες µεταβλητές.  Μια βάση του 

ιδιοχώρου είναι 

{    ,      } 

 

και τα διανύσµατα αυτά είναι ιδιοδιανύσµατα του  Α  αντίστοιχα της ιδιοτιµής  2.           � 
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6.2.    Ιδιότητες 

    Στο εδάφιο αυτό θα σας παρουσιάσουµε τις πλέον αξιοσηµείωτες ιδιότητες των ιδιο-

τιµών και ιδιοδιανυσµάτων. 

1.                                     det A  =  l1 l2 … ln  =  ( -1 )n c0                                           ( 5.6 ) 

     Απόδειξη :  Από την δεύτερη ισότητα 

  det ( λI - A )  =  λν + cν-1 λν-1  +  … + c1 λ +  c0  =  ( λ - λ1 )( λ - λ2 ) … ( λ - λν ) 

     είναι προφανές ότι   ( -1 )ν λ1 λ2 … λν  =  c0.  Επιπλέον, αν αντικαταστήσουµε  λ = 0,         

     έχουµε 

det ( -A ) = c0 

     Επειδή   det ( -A )  =  ( -1 )ν det A , άµεσα συµπεραίνουµε την ( 5.6 ).                       � 

         Από την ισότητα αυτή είναι φανερό ότι ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος ακριβώς    

     όταν ο αριθµός 0 δεν είναι ιδιοτιµή του  Α. 

           

         Συνοψίζοντας σχετικά µε την αντιστρεψιµότητα του πίνακα  Α, έχουµε τις ακόλου-     

     θες ισοδυναµίες: 

 

 

1. det A  ≠ 0 

2.  ο πίνακας  Α αντιστρέφεται. 

3.  rank Α = ν . 

4.  οι γραµµές ( στήλες ) του πίνακα  Α  είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 

5.  dim { Ax  :    x ∈ Kν  } = ν     (  Κ ≡ R  ή  C  ) 

6.  dim { x  :    Ax = 0 } = 0. 

7.  Το σύστηµα  Αx = β ,  έχει λύση για κάθε  β ∈ Kν. 

8.  Αν το σύστηµα Αx = β είναι συµβιβαστό, τότε η λύση του είναι µοναδική. 

9.  Το οµογενές σύστηµα  Αx = 0 , έχει µοναδική λύση   x  =  0. 

10. To  0  δεν είναι ιδιοτιµή του  A. 

 

 

2.                                                        σ ( Α ) = σ ( ΑΤ )  

     Απόδειξη : Οι πίνακες  Α και ΑΤ  έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, διότι 

                            det ( λΙ - ΑΤ )  =  det ( λΙ - Α )T  =  det ( λΙ - Α).                                  � 
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3.  Αν  λ , x  είναι αντίστοιχα χαρακτηριστικά µεγέθη του πίνακα  Α , τότε  λk , x  είναι    

     αντίστοιχα χαρακτηριστικά µεγέθη του πίνακα  Ak , όπου  k  φυσικός αριθµός. 

     Απόδειξη : Από την εξίσωση   Α x  =  λ x   έχουµε: 

              
A  x =  A ( Ax )    =  A ( x )   =  ( Ax )    =   x

A  x =  A ( A  x ) =  A ( x ) =  ( Ax ) =   x

2

3 2

λ λ λ

λ λ  λ

2

2 2 3

     και επαγωγικά διαπιστώνουµε ότι 

Αk x  =  λk x 

     για κάθε φυσικό αριθµό   k.                                                                                            � 

 

4.  Αν  λ , x  είναι αντίστοιχα χαρακτηριστικά µεγέθη του αντιστρέψιµου πίνακα  Α, τότε           

 λ-1 , x   είναι αντίστοιχα χαρακτηριστικά µεγέθη του   Α-1. 

 Απόδειξη :  Από την εξίσωση  Α x  =  λ x ,  έχουµε   

 x  =  I x  =  ( Α-1 Α ) x  =  Α-1 ( Α x )  =  Α-1 λ x  =  λ ( Α-1 x ) 

     Συνεπώς   Α x  =  λ-1 x    ( Γιατί   λ  ≠ 0 ; )                                                                     � 

 

5.    Αν ο πίνακας  Α  είναι τριγωνικός, οι ιδιοτιµές του είναι τα διαγώνια στοιχεία του. 

       Απόδειξη :  Χωρίς να είναι περιορισµός έστω ο πίνακας  Α  είναι άνω τριγωνικός,  

       τάξεως  3. Τότε: 

det ( λI - A )  =   
λ - α -α -α

0 λ - α -α
0 0 λ - α

11 12 13

22 23

33

  =   ( λ - α11 )( λ - α22 )(λ - α33 ) 

       Προφανώς, σ ( Α ) = { α11 , α22 , α33 }.                                                                         � 

       Συµπληρώστε την απόδειξη, όταν  ο πίνακας  Α  είναι κάτω τριγωνικός. 

 

6.    Αν  Α , Β  είναι ν×ν πίνακες και  Α x  =  λ x ,   B x  =  µ x ,  τότε  

 ( Α + Β ) x   =  ( λ + µ ) x  ,     ( ΑΒ ) x   =  ( λµ ) x  . 

  

7.    Αν    x1 , x2   είναι  ιδιοδιανύσµατα του πίνακα  Α αντίστοιχα της ιδιοτιµής λ , τότε το   

   διάνυσµα    kx1 + µx2 ,   για κάθε  k , µ  είναι ιδιοδιάνυσµα του  Α αντίστοιχο του λ. 

   Απόδειξη :  Από τις ισότητες   Α x1  =  λ x1  ,  Α x2  =  λ x2   έχουµε: 

       A ( k x1 + m x2  )  =  k( A x1 ) + m( A x2 )  =  kl x1 + ml x2  =  l ( k x1 + m x2 ).     � 
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8.    Έστω  Α , Β  είναι όµοιοι πίνακες  και  Β  =  Ρ-1 Α Ρ . Αν  λ , x  είναι αντίστοιχα      

       ιδιοποσά του πίνακα  Α,  τότε  λ , Ρ-1x  είναι αντίστοιχα ιδιοποσά  του  Β. 

       Απόδειξη : Από την ισότητα 

λΙ - Β  =  Ρ-1 ( λΙ - Α ) Ρ 

       έχουµε 

                                                det ( λΙ - Β )  =  det Ρ-1 det ( λΙ - Α ) det Ρ   

                                                   =  ( det Ρ )-1 det ( λΙ - Α ) det Ρ  =  det ( λΙ - Α ) 

       δηλαδή, οι όµοιοι πίνακες   Α και B  έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 

       Επιπλέον  

Β ( Ρ-1 x )  =  Ρ-1 Α x  =  Ρ-1 λ x  =  λ ( Ρ-1 x ) 

       και η πρόταση αποδείχθηκε.                                                                                         � 

 

9.    Για τους τετραγωνικούς πίνακες  Α και Β , τάξεως  ν, ισχύει η ισότητα 

σ ( ΑΒ )  = σ ( ΒΑ ) 

       Απόδειξη : Αν ένας από τους πίνακες   Α , Β   είναι αντιστρέψιµος οι πίνακες   ΑΒ          

       και  ΒΑ  είναι όµοιοι, δηλαδή    ΒΑ = Α-1 ( ΑΒ )Α   ή   ΑΒ = Β-1 ( ΒΑ )Β.  Έτσι,    

       σύµφωνα µε την προηγούµενη  ιδιότητα 8,   σ ( ΑΒ ) = σ ( ΒΑ ) .  

       Αν όµως κανένας από τους πίνακες  Α , Β  δεν αντιστρέφεται, υπάρχει αριθµός  ε0    

       τέτοιος ώστε,    det ( Β + ε0 Ι )  ≠ 0.  Τότε  

      | λ Ι - Α ( Β + ε Ι ) | = | λ Ι - ( Β + ε Ι ) Α |   ,            ∀  ε > ε0 

       και σύµφωνα µε γνωστό θεώρηµα της  Άλγεβρας, συµπεραίνουµε ότι τα  χαρακτηρι-    

       στικά πολυώνυµα των πινάκων  ΑΒ  και  ΒΑ  ταυτίζονται.                                         � 

 

10.  Αν  x1 , x2 , … , xν  είναι ιδιοδιανύσµατα αντίστοιχα των διακεκριµένων ιδιοτιµών      

   λ1 ,λ2 , … , λν  του πίνακα  Α, τα διανύσµατα αυτά είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

   Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι από τα ιδιοδιανύσµατα    x1 , x2 , … , xν    τα διανύ-     

   σµατα  x1 , x2 , … , xk , όπου  k < ν , είναι γραµµικά ανεξάρτητα, θ’ αποδείξουµε ότι  

   και τα διανύσµατα  x1 , … , xk , xk+1  είναι γραµµικά ανεξάρτητα .  Αν πολλαπλασιά- 

   σουµε την εξίσωση 

                                    α1 x1  + …  +  αk xk  +  αk+1 xk+1  =  0                                      ( * ) 

   επί τον πίνακα  Α, έχουµε 

                                    α1 Α x1  + …  +  αk Α xk  +  αk+1 Α xk+1         =  

                                    α1 λ1 x1  + …  +  αk λk xk  +  αk+1 λk+1 xk+1  =   0 . 
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       Πολλαπλασιάζοντας την  ( * )  επί  λk+1  και αφαιρώντας από την τελευταία ισότητα,   

       έχουµε 

 α1 ( λ1 - λk+1 ) x1 + …  + αk ( λk - λk+1 ) xk  =  0 . 

       Επειδή  λi ≠ λk+1 , και τα διανύσµατα x1 , x2 , … , xk  είναι γραµµικά ανεξάρτητα, οι        

       συντελεστές  α1 = …  = αk = 0  και από την  ( * )  συµπεραίνουµε επιπλέον  αk+1 = 0   

       αφού  xk+1  ≠ 0.  Συνεπώς στην  ( * ) ,  x1 ,… , xk , xk+1   είναι γραµµικά ανεξάρτητα      

       διανύσµατα.                                                                                                                   � 

 

11.  Οι ιδιοτιµές ερµιτιανού πίνακα είναι πραγµατικοί αριθµοί και τα ιδιοδιανύσµατα που    

       αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές είναι κάθετα µεταξύ τους. 

       Απόδειξη : Έστω ο πίνακας  Α είναι ερµιτιανός  ( Α = Α* )  και  Α x  = λ x . Τότε 

 x* Α*  = ( Α x  )*  = ⎯λ x*

       και 
0  =  x* ( Α* - Α ) x   =  x* Α* x - x* Α x   =  ( ⎯λ - λ ) x* x 

       Επειδή το διάνυσµα  x  είναι µη µηδενικό,  λ =⎯λ ,  δηλαδή  λ ∈ R . 

       Αν τα ιδιοδιανύσµατα   x1 , x2  αντιστοιχούν στις διακεκριµένες ιδιοτιµές  λ1 , λ2 από     

       τις εξισώσεις   Α x1  = λ1 x1  ,  Α x2  = λ2 x2   έχουµε: 

0  =  x  ( A1
∗ * - A ) x2  =⎯λ1 x  x2 - λ2 x  x2  =  ( λ1 - λ2 ) x 1  x2 , 1

∗
1
∗ ∗

       διότι  λ1 ∈ R. Επειδή  λ1 ≠ λ2  είναι φανερό ότι  x x2  =  x1 x2  =  0 , δηλαδή τα δια-    1
∗ D

       νύσµατα  x1 , x2  είναι κάθετα.                                                                                      � 

       Η πρόταση αυτή ισχύει και για πραγµατικούς συµµετρικούς πίνακες. 

 

12.  Οι ιδιοτιµές ορθοµοναδιαίου πίνακα έχουν µέτρο  1 και τα ιδιοδιανύσµατα που αντι-     

       στοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές είναι κάθετα µεταξύ τους. 

       Απόδειξη : Έστω  Α x = λ x ,  όπου ο πίνακας  Α  είναι ορθοµοναδιαίος  ( Α* Α = Ι )   

       Τότε: 

      0  =  x* ( Ι - A* A ) x  =  x* x - x* Α* Α x  =  x*x - x* ⎯λ λ x  =  ( 1 -⎯λ λ ) x*x 

       Επειδή   x ≠ 0 ,  από την προηγούµενη ισότητα συµπεραίνουµε  λ⎯λ  =  |λ| 2  =  1 .  

       Αν   Α x1 = λ1 x1  και  Α x2 = λ2 x2 ,  όπου λ1 ≠ λ2  τότε: 

                        0  =  ( Ι - Ax1
∗ * A ) x2  =  x2 -  Αx1

∗ x1
∗ * Α x2  =  x2 - ⎯λ1 λ2 x2   x1

∗ x1
∗

                            = ( 1 -⎯λ1 λ2 ) x2    x1
∗
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       Έχοντας υπόψη ότι  ⎯λ1 =
1
λ 1

   και   λ1 ≠ λ2 , από την ισότητα 

 ( )     x1 0− =∗λ
λ

2

1
1 2x  

       έχουµε   x  x2  =  x1 x2  =  0 , δηλαδή τα διανύσµατα   x1 , x2  είναι κάθετα.           � 1
∗ D

       Η πρόταση ισχύει και για ορθογώνιους πίνακες. 

 

Παράδειγµα  6.6  Αν τα στοιχεία κάθε γραµµής του ν×ν πίνακα  Α  έχουν την ιδιότητα 

    αi1 + αi2 + …  + αiν  =  1    ,           i = 1, 2, … , ν 

δείξτε ότι τα στοιχεία του πίνακα  Αµ , όπου  µ  φυσικός αριθµός, έχουν την ίδια ιδιό-

τητα. 

Λύση :  Από την ιδιότητα των στοιχείων κάθε γραµµής διαπιστώνουµε 

α α α
α α α

α α α

11 12 1ν

21 22 2ν

ν1 ν2 νν

…
…

# #
…

# #

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

  =  

1
1

1

1
1

1

 

Έτσι, βλέπουµε ότι ο αριθµός  1  και το διάνυσµα   [ ]1 1 1…
T

  είναι αντίστοιχα 

ιδιοποσά του πίνακα  Α  και σύµφωνα µε την τρίτη ιδιότητα, ο αριθµός   1µ ( =1 )  και το 

ίδιο διάνυσµα είναι ιδιοποσά του  Αµ. Οπότε 
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β β β
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⎥
⎥
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⎣

⎢
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⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

 =    =    

δηλαδή έχουµε  βi1 + βi2 +  …  + βiν = 1.                                                                            � 

 

Παράδειγµα  7.6  Αν   A =  ,   θα υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα  
4 1
6 1

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

 Β = Α2 - 4Α + 2Ι ,  χωρίς να βρούµε  τον  πίνακα  Β. 

Λύση :  Θα βρούµε πρώτα τις ιδιοτιµές του πίνακα  Α: 

| λΙ - Α |  =   
 

λ - 4 1
-6 λ + 1

  =  ( λ - 4 )( λ + 1 ) + 6  =  λ2 - 3λ + 2  =  ( λ - 1 )( λ - 2 ). 

Οπότε  σ ( Α ) = { 1 , 2 }. Παρατηρούµε ότι αν  λ , x  είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του  Α 

τότε 
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Βx  =  ( Α2 - 4Α + 2Ι )x = Α2 x - 4Α x + 2x  = λ2 x - 4λ x + 2x  =  ( λ2 - 4λ + 2 )x   

δηλαδή   λ2 - 4λ + 2 ,  x   είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του  Β.  

Συνεπώς, οι ιδιοτιµές του  Β  είναι 

λ1  =  1² - 4.1 + 2 = -1     ,        λ2  =  2² - 4.2 + 2 = -2 

και από την πρώτη ιδιότητα, την ισότητα ( 4.6 ), θα έχουµε det B = ( -1 )( -2 ) = 2.        � 

 

Παράδειγµα  8.6  Αν ο πίνακας  Α είναι   µηδενοδύναµος,  δείξτε ότι σ ( Α )  =  { 0 }. 

Λύση :  Σύµφωνα µε τον ορισµό, ο πίνακας  Α  είναι µηδενοδύναµος, ακριβώς όταν 

υπάρχει ελάχιστος φυσικός αριθµός  k , τέτοιος ώστε   Ak  =  Ο.  Οπότε, 

  det Ak  = ( det A ) k  = 0 .   

Επειδή όµως  det A  ισούται µε το γινόµενο των ιδιοτιµών του  Α , µια τουλάχιστον ιδιο-

τιµή του πίνακα είναι ο αριθµός  0 , δηλ.  0 ∈σ ( Α ).  Αν  λ  είναι µια άλλη ιδιοτιµή του  

Α και  x  είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε   λk, x   είναι ιδιοποσά του  Ak. Από την 

εξίσωση 

Ak x  =  λk x  =  0 

είναι πλέον φανερό ότι  λk = 0 , δηλ.  λ = 0.                                                                        � 

 

Παράδειγµα  9.6  Αν ο πίνακας  Α  έχει µόνο µια ιδιοτιµή διάφορη του µηδενός, δείξτε 

ότι 

det ( I + A )  =  1 + tr Α, 

όπου tr A = α11 + α22 +  + ανν  είναι το  ίχνος του Α. 

Λύση :  Για κάθε τετραγωνικό πίνακα  Α αποδεικνύεται στην επόµενη ενότητα ότι: 

tr Α  =  λ1 + λ2   λν  + +"

Αν  σ ( Α )  =  { 0  ,  λ }  όπου  λ ≠ 0 ,  τότε  σ ( Ι + Α ) = { 1 ,  1 + λ }.  Συνεπώς 

det ( I + A )   =  1.1 … 1( 1 + λ )  =  1 + λ  = 1 + ( 0  0 + λ )   +  +"

                                       =  1 + tr Α.                                                                                     � 

 

 

6.3.     ∆ιαγωνοποίηση  πίνακα 

    Για κάθε  ν×ν  πίνακα  Α , ο διανυσµατικός χώρος 

 L  =  span {  x  :    x   ιδιοδιάνυσµα του  Α  } 
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έχει γενικά διάσταση  ≤ ν. Ιδιαίτερα ενδιαφερόµαστε όταν  dim L = ν και αυτό συµβαίνει, 

ακριβώς όταν ο πίνακας  Α  έχει  ν γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα ή ισοδύναµα, 

ακριβώς όταν στην ( 4.6 ) η αλγεβρική πολλαπλότητα  νi  κάθε ιδιοτιµής λi του  Α ισούται 

µε τη γεωµετρική της πολλαπλότητα  ki . Στην περίπτωση αυτή ισχύει η επόµενη 

αξιοσηµείωτη πρόταση: 

 

 

Θεώρηµα  1.6.   Ένας πίνακας  Α  είναι όµοιος µε διαγώνιο πίνακα, ακριβώς όταν έχει  

ν  γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. 
 

 

Τότε χρησιµοποιούµε την έκφραση ότι ο πίνακας  Α  διαγωνοποιείται. 

Απόδειξη :   Έστω  λ1 , x1  ; …  ;  λν , xν   είναι ιδιοποσά του πίνακα  Α. Αν θέσουµε 

Ρ  =  [ x1  x2  …   xν ]               D  =  diag ( λ1 , …  , λν ) 

τότε  

Α Ρ =  Α [ x1  …  xν ]  =  [ Αx1  …   Αxν ]  =  [ λ1x1  …   λνxν ]   

                             =  [ x1  …  xν ] D  =  Ρ D                                                                 ( 6.6 ) 

Από την ( 6.6 ) , έχουµε τη σχέση οµοιότητας  Α = Ρ D Ρ-1, ακριβώς όταν οι στήλες του 

τετραγωνικού πίνακα  Ρ, τάξεως ν, είναι γραµµικά ανεξάρτητες.                                       � 

     

    Συνδυάζοντας το θεώρηµα 1.6 µε την ιδιότητα 10 στην ενότητα 6.2 συµπεραίνουµε ότι 

ο πίνακας  Α  θα διαγωνοποιείται εάν όλες οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι 

διακεκριµένες. 

    Από την απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος οδηγούµαστε στην ακόλουθη διαδι-

κασία διαγωνοποίησης πίνακα: 

Ι.     Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο  δΑ ( λ )  =  det ( λΙ - Α )  του  Α. 

ΙΙ.   Βρίσκουµε τις ρίζες του δΑ ( λ ). 

ΙΙΙ.  Για κάθε ιδιοτιµή λi  του  Α, πολλαπλότητας  νi ,  βρίσκουµε µια βάση του χώρου      

        λύσεων του οµογενούς συστήµατος  ( λi Ι - Α ) x = 0. Αν η διάσταση του ιδιοχώρου      

        είναι µικρότερη του  νi , τότε ο πίνακας  Α  δεν διαγωνοποιείται.  Έτσι βρίσκουµε          

        συνολικά  ν  γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα του  Α. 

ΙV.  Αν οι στήλες του πίνακα  Ρ  είναι τα  ν γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τότε     

       Ρ-1 Α Ρ = D  είναι διαγώνιος πίνακας, µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του  Α  που   
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       αντιστοιχούν στις στήλες του  Ρ. 

 

Από την ισότητα ( 6.6 ) είναι φανερό ότι 

Α  =  Ρ D Ρ-1

και ακόµη για κάθε αριθµό  k 

Αk  =  Ρ Dk Ρ-1 . 

 

Παράδειγµα  10.6  Θα εξετάσουµε αν διαγωνοποιούνται οι πίνακες:  

Α  =         ,        Β  =   
  1 0

2 1−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 4
1 2

  
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση :  Για τον πίνακα  Α  έχουµε: 

Ι.    | λΙ - Α | = ( λ - 1 )² , δηλαδή ο αριθµός  1  είναι ιδιοτιµή πολλαπλότητας  2. 

ΙΙ.  Το οµογενές σύστηµα   ( Ι - Α ) x  = 0,  έχει τη µονοπαραµετρική λύση  c   και 

επειδή στην ιδιοτιµή  1  αντιστοιχεί µόνο ένα ιδιοδιάνυσµα, ο πίνακας  Α  δεν διαγω-     

νοποιείται. 

0
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Για τον πίνακα  Β  έχουµε: 

| λΙ - Β |  =  
λ - 1 -4
-1 λ + 2

  =  λ² + λ - 6 =  ( λ + 3 ) ( λ - 2 ),  

δηλαδή  σ ( Β ) = { 2, -3 }. Επειδή ο 2×2 πίνακας Β έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές, 

διαγωνοποιείται. Το οµογενές σύστηµα  ( 2Ι - Β )x = 0  έχει λύση τα διανύσµατα   c   

και το οµογενές σύστηµα  ( -3Ι - Β )x  = 0  επαληθεύεται από τα διανύσµατα    c .  

Θέτοντας  Ρ  =     έχουµε   Ρ
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-1 Α Ρ  =   .                                                 � 
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Παράδειγµα  11.6  Όµοια, θα εξετάσουµε την διαγωνοποίηση των πινάκων:  

Α  =            ,         Β  =   
0 0 0
0 1 0
1 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
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0 0
1 0
0 1

  1
-1
  1
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⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
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⎥

Λύση :  Ακολουθώντας την προηγούµενη διαδικασία έχουµε: 
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Ι .    | λΙ - Α |  =  λ ( λ - 1 )2  ⇒  σ ( Α )  =  {  0 , 1  }. 

ΙΙ.   Το σύστηµα  ( 0Ι - Α )x = 0,  έχει λύση τα διανύσµατα   c[ ]1 0 1−
T

 και ο χώρος       

       λύσεων του συστήµατος   ( Ι - Α )x  =  0   έχει βάση τα διανύσµατα    [ ] ,     0 1 0
T

      [ .  Ο πίνακας  Α, όπως βλέπετε, έχει συνολικά  3  ιδιοδιανύσµατα και ο         ]0 0 1
T

       πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων  Ρ  =    είναι αντιστρέψιµος. Έτσι, θα   
  
  

1 0 0
0 1 0
1 0 1−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

       έχουµε 

             Ρ-1 Α Ρ  =  diag ( 0 , 1 , 1 ).    

Για τον πίνακα  Β  έχουµε: 

Ι.    | λΙ - Β |  =  ( λ - 1 )( λ2 + 1 )   ⇒   σ ( Β )  =  {  i ,  -i ,  1 }. 

ΙΙ.   Το σύστηµα ( i I - Β )x  = 0  επαληθεύεται από τα διανύσµατα  c[ ]  και      1 1− − i i
T

       ας είναι για  c = 1  το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή   i.  Με τον ίδιο   

       τρόπο βρίσκουµε ότι στην ιδιοτιµή  -i  αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα  [ ]       1 -1 + i i
T

−

       και στην ιδιοτιµή  1, το ιδιοδιάνυσµα   [ ]1 0 1
T

.  

       Ο πίνακας   P =     είναι αντιστρέψιµος, διότι οι στήλες του είναι   
  1    1

-1- i i
  i  - i

1
1 0

1
− +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

       γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα καθόσον αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές   

       ( ιδιότητα 10,  ενότητα 6.2 ). Κατά συνέπεια,  

                                                  Ρ-1 B Ρ  =  diag ( i , -i , 1 ).                                                 �                        

 

Στην εξίσωση ( 6.6 ), όταν ο πίνακας  Ρ  είναι ορθοµοναδιαίος, τότε 

                                                        Α  =  Ρ D Ρ*                                                           ( 7.6 ) 

και για τον πίνακα  Α  θα λέµε ότι είναι ορθοµοναδιαία όµοιος µε διαγώνιο πίνακα. 

 

Θεώρηµα   2.6. ( Schur )  Κάθε τετραγωνικός πίνακας  Α  είναι ορθοµοναδιαία όµοιος 

µε άνω τριγωνικό πίνακα  Τ, µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές  λ1 , λ2 ,… , λν  του  Α. 
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Βάσει του γεγονότος ότι όµοιοι πίνακες έχουν τα ίδια ίχνη, από το θεώρηµα του Schur 

συµπεραίνουµε: 

tr Α  =  tr Τ  =  λ1 + λ2 + …  + λν 

Έχοντας υπόψη την ιδιότητα  11, στην ενότητα 6.2,  σας αναφέρουµε την εξής βασική 

πρόταση: 

 

 

Φασµατικό θεώρηµα   3.6.   Ένας πίνακας είναι ερµιτιανός ( συµµετρικός ) ακριβώς 

όταν είναι ορθοµοναδιαία όµοιος µε πραγµατικό διαγώνιο πίνακα. 

 

    Κατά συνέπεια, οι ερµιτιανοί ( συµµετρικοί ) πίνακες πάντοτε διαγωνοποιούνται και σε 

κάθε ιδιοτιµή  λi ,  πολλαπλότητας  νi , η βάση του αντιστοίχου ιδιοχώρου αποτελείται 

από νi ιδιοδιανύσµατα που βρίσκονται από τη λύση του συστήµατος  ( λi Ι - Α )x = 0 . 

Στην ( 7.6 ) για να βρούµε τον ορθοµοναδιαίο πίνακα  Ρ, θα πρέπει σε κάθε ιδιόχωρο να 

µετασχηµατίσουµε µε τη µέθοδο Gram-Schmidt ( ενότητα 4.3 ) τα ιδιοδιανύσµατα σε 

ορθοκανονική βάση. Συνολικά οι ορθοκανονικές βάσεις των ιδιοχώρων ορίζουν ένα 

σύνολο ν ορθοµοναδιαίων ιδιοδιανυσµάτων που είναι και οι στήλες του πίνακα Ρ (γιατί;). 

 

Παράδειγµα  12.6   Θα βρούµε τον πίνακα  Ρ  στην ( 7.6 )  για το συµµετρικό πίνακα:    

  Α  =    
0 2 2
2 0 2
2 2 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Λύση :  

Ι.    | λΙ - Α |  =   
 λ -2 -2
-2  λ -2
-2 -2  λ

 

]

  =  ( λ + 2 )2 ( λ - 4 )    ⇒   σ ( Α )  =  { -2 , 4 }. 

ΙΙ.  Ο ιδιόχωρος της ιδιοτιµής  -2  είναι ο χώρος λύσεων του συστήµατος ( -2Ι - Α )x  = 0, 

ακριβέστερα της εξίσωσης 

x1 + x2 + x3  =  0 

Τα διανύσµατα: 

[− 1 1 0
T

      ,       [ ]− 1 0 1
T
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είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ( βάση του ιδιόχωρου ) και µε τη µέθοδο ορθογωνο-

ποίησης  Gram-Schmidt, βρίσκουµε την ορθοκανονική βάση: 

1
2
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 1
 0
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⎢
⎢
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⎥
⎥
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      ,      
1
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⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

Για την ιδιοτιµή  4, το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι  [ ]1 1 1
T

,  αφού είναι βάση του 

χώρου λύσεων του συστήµατος  ( 4Ι - Α )x = 0. Το µοναδιαίο διάνυσµα αυτού είναι   

1
3

 1
 1
 1
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.  Θέτοντας 

Ρ  =  
-1 / 2 -1 / 6 1 / 3
 1 / 2 1 / 3

0   1 / 3
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 6
2 6

/
/

 

έχουµε:                                   

                                                 Ρ* Α Ρ  =  diag ( -2 , -2 , 4 ).                                           � 

 

Παράδειγµα  13.6  Θα λύσουµε την εξίσωση: 

Χ2  =   
−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

5 9
6 10

Λύση :  Ο πίνακας      διαγωνοποιείται, αφού η εξίσωση 
−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
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5 9
6 10

  
λ + 5 -9

6 λ - 10
   =  λ2 - 5λ + 4  =  0 

έχει δύο διακεκριµένες ρίζες  1 και  4. Για  λ1 = 1  και  λ2 = 4  τ’ αντίστοιχα ιδιοδια-

νύσµατα είναι  [ -3/2  1 ] T  και  [ 1  1 ] T . Αν    Ρ  =     τότε  
- 3 / 2 1

1 1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Χ2 = Ρ-1  Ρ  . 
1 0
0 4

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Θέτοντας   Υ  =  Ρ Χ Ρ-1, τότε  

Υ2  =  Ρ Χ2 Ρ-1  =     
1 0
0 4

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Το δεύτερο µέλος είναι διαγώνιος πίνακας και επαληθεύεται για 
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Υ  =   
±

±
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1   0
  0 2

Από την ισότητα 

Χ  =  Ρ-1 Υ Ρ, 

µε τους συνδυασµούς των προσήµων στο διαγώνιο πίνακα  Υ, προκύπτουν  4  λύσεις της 

εξίσωσης.                                                                                                                             � 

 

 

6.4.   Θεώρηµα Cayley - Hamilton 

    Έστω  Α  τετραγωνικός  πίνακας τάξεως ν. Για κάθε διάνυσµα  x ∈ Cν , ο υπόχωρος 

Κ  =  span {  x , Α x , … , Αν-1 x  } 

έχει το πολύ  διάσταση  ν και κατά συνέπεια το διάνυσµα  Αν x  θα είναι γραµµικός 

συνδυασµός των γεννητόρων του  Κ . Έτσι, από τη σχέση 

Αν x  =  c0 x + c1 Α x + …  + cν-1 Αν-ι x  

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο  ν-στου βαθµού 

φ( λ )  =  λν - cν-1 λν-1 - …  - c1 λ - c0 

τέτοιο ώστε  φ( Α )  =  Ο.  Συγκεκριµένα αποδεικνύεται ότι: 

 

 

Θεώρηµα   4.6. ( Cayley-Hamilton )   Για κάθε πίνακα  Α  µε χαρακτηριστικό 

πολυώνυµο  

δΑ( λ )  =  λν + αν-1 λν-1 + … + α1 λ + α0 

τότε ισχύει η ισότητα 

                               δΑ( A )  =  Aν + αν-1 Aν-1 + … + α1 A + α0 I  =  O                   ( 8.6 ) 

 

    Αν ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος, σύµφωνα µε την ( 5.6 ) στην ενότητα 6.2, ο 

σταθερός όρος του χαρακτηριστικού πολυωνύµου δεν είναι µηδέν. Πολλαπλασιάζοντας 

την ( 8.6 ) επί  Α-1  και διαιρώντας µε το  α0  έχουµε: 

Α-1  =  −
1
α 0

Αν-1 - 
α
α
ν-1

0
 Αν-2 -  …  - 

α
α

1

0
 Ι. 



 103

Με αυτόν τον τρόπο εκφράζουµε τον πίνακα  Α-1  ως γραµµικό συνδυασµό των πινάκων  

Ι , Α , Α² , … , Αν-1. 

    Αν   p( λ )  είναι πολυώνυµο βαθµού τουλάχιστον  ν, από την ισότητα 

p( λ )  =  δ( λ ) π( λ ) + υ( λ )    ,     βαθµ [ υ( λ ) ]  ≤  ν - 1  

έχουµε 

p( Α )  =  δ( Α ) π( Α ) + υ( Α )  =  υ( Α ), 

µε αποτέλεσµα την οικονοµία των πράξεων κατά τον υπολογισµό του πίνακα  p( Α ). 

    Από το θεώρηµα Cayley-Hamilton προκύπτει εύλογα το ερώτηµα αν το χαρακτη-

ριστικό πολυώνυµο  δ( λ )  είναι το µικροτέρου βαθµού πολυώνυµο µε την ιδιότητα        

δ( Α )  =  Ο.  Η απάντηση είναι αρνητική. Παράδειγµα, ο πίνακας 

Α  =   
1 0 0
0 1 0
2 1 2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο  δ( λ )  =  ( λ - 1 )2 ( λ - 2 )  και  µηδενίζει  επιπλέον το 

πολυώνυµο  α( λ )  =  λ2 - 3λ + 2  =  ( λ - 1 )( λ - 2 ). 

Παράδειγµα  14.6  Για τον πίνακα  Α  =    θα επαληθεύσουµε το θεώρηµα 

Cayley-Hamilton και θα δείξουµε ότι   Α

1 2 0
0 2 0
0 2 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

-1 =  
1
2
Α2 - 2Α + 

5
2

 Ι. 

Λύση :  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα  Α  είναι 

δ( λ )  =  | λΙ - Α |  =   
λ - 1 -2 0

0 λ - 2 0
0 -2 λ - 1

   =  ( λ - 1 )2 ( λ - 2 )  =  λ3 - 4λ2 + 5λ - 2. 

Επιπλέον έχουµε 

Α2  =   ,          Α
1 6 0
0 4 0
0 6 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3  =     
1 14 0
0 8 0
0 14 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

και επαληθεύουµε ότι 

Α3 - 4Α2 + 5Α - 2Ι  =  Ο. 

Επειδή   δ( 0 ) = -2,  ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιµος. Πολλαπλασιάζοντας την προη-

γούµενη ισότητα µε τον πίνακα  Α-1, έχουµε: 
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Α2 - 4Α + 5Ι - 2Α-1  =  Ο 

και απ’ αυτή βρίσκουµε τον πίνακα  Α-1 ως γραµµική έκφραση των πινάκων  I, Α και Α2 :                         

                                      Α-1  =  
1
2

 Α2 - 2Α + 
5
2

 Ι  =                                   � 
1 0
0
0 1

-1
1 / 2
-1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

0

Παράδειγµα  15.6  Αν  

Α  =   
  1   0 2
-1 - 2 3
  2  0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

θα εκφράσουµε τον πίνακα  Α31  ως πολυώνυµο του  Α , βαθµού το πολύ  2. 

Λύση :  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα  Α  είναι 

             δ( λ )  =  | λΙ - Α |  =   
λ - 1 0 -2

 1 λ + 2 -3
-2 0 λ - 1

   =  ( λ + 2 ) [ ( λ - 1 )2 - 4 ]   

                       =  ( λ + 1 )( λ + 2 )( λ - 3 ). 

Το υπόλοιπο  υ( λ )  της διαίρεσης   λ31 : δ( λ )  θα είναι πολυώνυµο 2ου βαθµού και έτσι 

από την ταυτότητα 

λ31  =  δ( λ ) π( λ) + α λ2 + β λ + γ  

αντικαθιστώντας όπου  λ  τις ρίζες του δ( λ )  έχουµε:      

( -1 )31  =    α -    β + γ    

( -2 )31  =  4α + 2β + γ 

      331  =  9α + 3β + γ 

Το σύστηµα αυτό έχει λύση  

α  = 
1
4

 3 -  
1
3

-2 ) -  
1

12
31 31(  ,  β = -

1
4

 3 +  
2
3

-2 ) +  
5

12
31 31(  ,   γ  = -

1
2

 3 +  -2 ) -  
1
2

31 31(   

και συνεπώς 

                                                    Α31  =  αΑ2 + βΑ + γΙ .                                                     � 

Παράδειγµα  16.6  Εφαρµόζοντας το θεώρηµα Cayley-Hamilton, θα βρούµε τον πίνακα   

Α-3   όταν: 

Α  =     
  1
-1   1
  0 -1

1 2
2
1

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Λύση :  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα  Α  είναι 
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δ( λ )  =   
λ - 1 -1  2

1 λ - 2 -1
0 -1 λ + 1

   =  λ³ - 2λ² - λ + 2 

Επειδή   δ( 0 ) = 2 ≠ 0,  ο πίνακας  Α  αντιστρέφεται και από την ιδιότητα 

                                                        Α³ - 2Α² - Α + 2Ι  =  Ο                                             ( * ) 

έχουµε 

Α-1  =  
1
2

 Ι + Α - 
1
2
Α² 

Πολλαπλασιάζοντας την ισότητα ( * )  επί  Α-2  και αντικαθιστώντας την έκφραση του  

  θα είναι: 1A−

Α-2  =  Ι + 
1
2
Α-1 - 

1
2
Α  =  

5
4

 Ι - 
1
4

 Α² 

΄Οµοια πολλαπλασιάζοντας την ( * )  επί  Α-3  και αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των    

Α-1  και  Α-2  έχουµε τελικά: 

              Α-3  =  
1
2
Α-2  + Α-1  - 

1
2
Ι  =  

5
8

 Ι + Α - 
5
8

 Α2   =  
1
8

 
13 3 - 21
7 1 - 7
5 3 -13

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                     � 

Παράδειγµα  17.6  Αν   Α  =     θα εκφράσουµε τον αντίστροφο του πίνακα 
1 -1
2  5

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Β  =  2Α4 - 12Α³ + 19Α² - 29Α + 37Ι 

σε σχέση µε τους πίνακες  Ι  και  Α. 

Λύση :  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα  Α  είναι 

δΑ ( λ )  =   
λ - 1 1
-2 λ - 5

   =  λ² - 6λ + 7 

Επειδή 

2λ4 - 12λ³ + 19λ² - 29λ + 37  =  ( λ² - 6λ + 7 )( 2λ² + 5 ) + λ + 2. 

προκύπτει η απλούστερη έκφραση του πίνακα 

Β  =  Α + 2Ι  =   . 
3 -1
2  7

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα  Β  είναι 

δΒ ( λ )  =   
λ - 3 1
-2 λ - 7

   =  λ² - 10λ + 23. 

Κατά συνέπεια από την ισότητα 
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Β2 - 10Β + 23Ι  =  Ο 

έχουµε 

                     Β-1  =  
10
23

 Ι - 
1
23

 Β  =  
10
23

 Ι - 
1
23

 ( Α + 2Ι )  =  
8
23

 Ι - 
1
23

 Α.                   � 

 

 

6.5.   Τετραγωνικές µορφές 

    Κάθε οµογενές πολυώνυµο δευτέρου βαθµού των µεταβλητών  x1 , x2 , … , xν   µε 

πραγµατικούς συντελεστές 

              Q( x )  =  α11  + 2α12 x1x2 + x1
2 …  + 2α1ν x1xν  

                                        + α22 x + 2α23 x2x3 + 2
2 …  + 2α2ν x2xν + … + ανν          ( 9.6 ) x2

ν

ονοµάζεται τετραγωνική µορφή. Αν συµβολίσουµε   x  =  [ ]x x1

T
… ν   και  

Α  =    , 

α α α
α α α

α α α

11 12 1ν

12 22 2ν

1ν 2ν ν

…
…

# #
…

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

ν

η πολυωνυµική παράσταση  ( 9.6 ) γράφεται 

                                      Q( x )  =  xT Αx  =  Αx D  x  =  x Αx                               ( 10.6 ) D

Ο πίνακας Α είναι συµµετρικός και ονοµάζεται πίνακας της τετραγωνικής µορφής  Q( x ). 

Αν ο πίνακας   A  της τετραγωνικής µορφής είναι οµαλός, η παράσταση  Q( x )  ονοµά-

ζεται οµαλή  και αντίστοιχα ο βαθµός  ρ  του  Α  ονοµάζεται βαθµός της τετραγωνικής 

µορφής. ∆ύο τετραγωνικές µορφές                

Q1( x )  =  xT Αx        ,         Q2( x )  =  xT Βx 

ονοµάζονται ισοδύναµες ακριβώς όταν οι πίνακες  Α  και  Β  είναι ορθογώνια όµοιοι.  

Αν  Β  =  ΡT Α Ρ  και θεωρήσουµε τον µετασχηµατισµό   x  =  Ρy , τότε 

 Q( x )  =  xT Αx  =  yT ( ΡT Α Ρ )y  =  yT Βy   

δηλαδή, αναφερόµαστε στην ίδια τετραγωνική µορφή σε δύο διαφορετικά συστήµατα 

συντεταγµένων. 

Παράδειγµα  18.6  Θα γράψουµε στη µορφή  x TΑx  την τετραγωνική µορφή:    

Q( x ) = - 2  + 2x1x2 + x1x3. x1
2 x3

2
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Λύση :  Οι συντελεστές των   , x  ,   στην παράσταση  Q( x )  θα καταλάβουν τις 

διαγώνιες θέσεις του πίνακα και για να είναι ο πίνακας  Α  συµµετρικός, το µισό των 

συντελεστών των γινοµένων  xi xj   ( i ≠ j )  θα καταλάβουν τις θέσεις  ( i , j )  και  ( j , i ). 

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι: 

x1
2

2
2 x3

2

                                   Q( x )  =  [ x1  x2  x3 ]                                  � 
1 1 1 / 2
1 0   0

1 / 2 0 - 2
 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x
x
x

1

2

3

Μια τετραγωνική µορφή  Q( x )  ονοµάζεται θετικά ορισµένη ακριβώς όταν για κάθε 

διάνυσµα  x ≠ 0, 

Q( x )  =  xT Αx  > 0 

Μια τετραγωνική µορφή  Q( x )  ονοµάζεται θετικά ηµιορισµένη ακριβώς όταν για κάθε 

διάνυσµα  x , 

Q( x )  =  xT Αx  ≥ 0 

και υπάρχει διάνυσµα   x0 ≠ 0  τέτοιο  ώστε,   x0
T

 Ax0 = 0.   

Η τετραγωνική µορφή  Q( x ) ονοµάζεται αρνητικά ορισµένη ή αρνητικά ηµιορισµένη  

ακριβώς όταν  η   - Q( x )   είναι θετικά ορισµένη ή θετικά ηµιορισµένη.  

Μια τετραγωνική µορφή  Q( x ) ονοµάζεται αόριστη ακριβώς όταν για κάθε  x ≠ 0, η πα- 

ράσταση  Q( x )  δεν έχει σταθερό πρόσηµο. 

Σηµειώστε ότι: 

Ι .    Σε κάθε θετικά ( ή αρνητικά ) ορισµένη τετραγωνική µορφή ο αντίστοιχος πίνα-    

       κας   Α  είναι αντιστρέψιµος. 

II .  Οι ισοδύναµες τετραγωνικές µορφές έχουν το ίδιο πρόσηµο. 

 

Παράδειγµα  19.6  Θα γράψουµε τις τετραγωνικές µορφές 

Q1( x )  =   -  - 2x1x2  ,         Q2( x )  =  3  + 3  + 3 x  + 2x1x2    x1
2 x2

2 x1
2 x2

2
3
2

στη µορφή  xT Ax  και θα βρούµε το πρόσηµό τους. 

Λύση :  Η πρώτη τετραγωνική µορφή γράφεται 

Q1( x )  =  [ x1  x2 ] . 
 1 -1
-1 -1

 
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

x
x

1

2

Για   x1  =  1 ,  x2  =  0 ,  έχουµε   Q1( x )  = 1 > 0  και για   x1  =  0 ,  x2  =  1  είναι   

Q2( x )  =  -1 < 0.   Συνεπώς,  Q1( x )  είναι αόριστη 

Για την  
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Q2( x )  =  [ ]  x x x
x
x
x

1 2 3

1

2

3

 
3 1 0
1 3 0
0 0 3

 
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

έχουµε   Q2( x ) > 0   για κάθε   x  =  [ ]x x x1 2 3

T
,   αφού 

Q2( x )  =  2  + 2  + 3  + ( x1 + x2 )²  > 0 x1
2 x2

2 x3
2

Eπιπλέον δεν υπάρχει  x0 ≠ 0, τέτοιο ώστε  Q( x0 )  = 0. Το µη µηδενικό διάνυσµα  x0  θα 

ήταν λύση  του συστήµατος 

3 1 0
1 3 0
0 0 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 x  =  0 

που όµως έχει τη µοναδική λύση  x  =  0.                                                                            � 

     

    Κάθε πραγµατικός συµµετρικός πίνακας  Α  ονοµάζεται θετικά ορισµένος ή θετικά 

ηµιορισµένος και συµβολίζεται  Α > 0  ή  Α ≥ 0 , ακριβώς όταν η αντίστοιχη τετρα-

γωνική µορφή  xTAx  είναι θετικά ορισµένη ή θετικά ηµιορισµένη. Για κάθε θετικά 

ορισµένο ( ηµιορισµένο ) πίνακα  Α είναι προφανές ότι ο πίνακας  -Α  είναι αρνητικά 

ορισµένος ( ηµιορισµένος ). Οι προηγούµενοι ορισµοί εισάγουν στο χώρο  Rν × ν  µια 

µερική διάταξη όπου 

     Α  ≥  Β   ⇔    Α - Β    θετικά ηµιορισµένος 

Α  >  Β   ⇔    Α - Β    θετικά ορισµένος. 

 

Παράδειγµα  20.6  Για κάθε αντιστρέψιµο πίνακα  Ρ, ο πίνακας   Α  = ΡΤ Ρ  είναι θετικά 

ορισµένος. 

Λύση :  Κατ’ αρχήν ο πίνακας  Α  είναι συµµετρικός, διότι 

ΑΤ  =  ( ΡΤ Ρ )Τ   =  ΡΤ ( ΡΤ )Τ   =   ΡΤ Ρ   =   Α 

Επιπλέον είναι και θετικά ορισµένος, διότι για κάθε διάνυσµα  x : 

xT Ax  =  xT PT P x  =  ( Px )T Px  =  || Px ||  >  0  

Είναι φανερό ότι αν ο πίνακας  Ρ   δεν είναι αντιστρέψιµος ,   τότε για κάθε διάνυσµα   x0   

που είναι  λύση του συστήµατος    Ρ x  =  0,    έχουµε: 

x0
TΑ x0  =  0 

και τότε ο πίνακας  Α  θα είναι θετικά ηµιορισµένος.                                                         � 
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    Γνωρίζουµε ότι κάθε πραγµατικός συµµετρικός πίνακας  Α  διαγωνοποιείται και ας 

είναι   

PT A P  =  D  

όπου οι στήλες του  Ρ  είναι ορθοµοναδιαία ιδιοδιανύσµατα του  Α  και τα στοιχεία του 

διαγώνιου  πίνακα  D   είναι  οι  ιδιοτιµές   λi   του  Α.  Αν  κάνουµε  το  µετασχηµατισµό   

x  =  Py,  τότε  

  xΤ Ax  =  yΤ ( PΤ A P )y  =  yΤ diag ( λ1 , … , λν )y  

                                           =  λ1  + y1
2 …  + λν                                                       ( 11.6 ) y2

ν

Το δεξιό µέλος της  ( 11.6 ) ονοµάζεται  διαγώνια µορφή  της τετραγωνικής µορφής      

xΤAx.   Όταν  rank Α  =  ρ < ν, ο πίνακας έχει ιδιοτιµή  λ = 0  µε αλγεβρική και γεωµε-

τρική πολλαπλότητα  ν - ρ  και στην περίπτωση αυτή η διαγώνια µορφή ( 11.6 ) είναι 

 xΤ Ax  =  λ1  + x1
2 …  + λρ  x2

ρ

όπου  λ1 λ2 … λρ  ≠  0. 

Από την ( 11.6 ) είναι φανερό ότι το πρόσηµο µιας τετραγωνικής µορφής εξαρτάται από 

το πρόσηµο των ιδιοτιµών του αντίστοιχου πίνακα. 

 

 

Θεώρηµα  5.6.   Έστω  Α  πραγµατικός συµµετρικός πίνακας, τάξεως ν. Τότε η 

τετραγωνική µορφή  xTAx  είναι: 

1.  Θετικά ορισµένη ακριβώς όταν όλες οι ιδιοτιµές του  Α  είναι θετικές. 

2.  Θετικά ηµιορισµένη ακριβώς όταν όλες οι ιδιοτιµές του  Α  είναι µη αρνητικές. 

3.  Αόριστη ακριβώς όταν ο πίνακας  Α  έχει θετικές και αρνητικές ιδιοτιµές. 

 

 

    Από το θεώρηµα συµπεραίνουµε ότι η τετραγωνική µορφή  xTAx  είναι αρνητικά 

ορισµένη ( ηµιορισµένη ) ακριβώς όταν όλες οι ιδιοτιµές του  Α  είναι αρνητικές ( µη 

θετικές ). 

Παράδειγµα  21.6  ∆ιαπιστώσατε ότι ο πίνακας 

Α  =   
5   2   0
2   6 - 2
0 - 2   7

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 είναι θετικά ορισµένος και βρείτε την διαγώνια µορφή της  xTAx. 
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Λύση :  Επειδή 

| λΙ - Α |  =   
λ - 5 -2 0
-2 λ - 6 2
 0 2 λ - 7

   =  ( λ - 3 )( λ - 6 )( λ - 9 ) 

οι ιδιοτιµές  3 , 6 , 9  είναι θετικοί αριθµοί, οπότε  xTAx  είναι θετικά ορισµένη. 

Τ’ αντίστοιχα ορθοµοναδιαία ιδιοδιανύσµατα είναι οι στήλες του πίνακα 

Ρ  =  
1
3

 
  2 - 2 -1
- 2 -1 - 2
-1 - 2  2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

και µε το µετασχηµατισµό  x = Ρy , όπου  y  = [ y1  y2  y3 ]T,  έχουµε 

                          Q  =  yT PT A P y  =  yT y  =  3  + 6  + 9                     � 
3 0 0
0 6 0
0 0 9

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

y1
2 y2

2 y3
2

 

Παράδειγµα  22.6  Βρείτε για ποιες τιµές της παραµέτρου  α  ο πίνακας 

1 α α
α 1 α
α α 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

είναι θετικά ορισµένος. 

Λύση :  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα είναι 

δ( λ )  =  λ3 - 3λ2 + 3( 1 - α2 )λ - 1 + 3α2 - 2α3  

Αν   λ1 , λ2 , λ3 είναι οι ρίζες του πολυωνύµου, για να είναι αυτές θετικές, από τις σχέσεις 

ριζών και συντελεστών του πολυωνύµου, έχουµε 

λ1 + λ2 + λ3  =  3 > 0 ,    λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = 3( 1 - α2 ) > 0 ,  λ1λ2λ3 = 1 - 3α2 + 2α3 > 0 

Από την  2η ανισότητα προκύπτει ότι   -1 < α < 1   και από την  3η  ανισότητα  

1 - 3α2 + 2α3  =  ( α - 1 )2 ( 2α + 1 ) > 0   έχουµε    α > -1/2 .  Κατά συνέπεια για κάθε   

α ∈ ( -1/2 , 1 ) ,  ο πίνακας είναι θετικά ορισµένος.                                                            � 

 

Παράδειγµα  23.6  Αν οι συµµετρικοί πίνακες  Α , Β  είναι θετικά ορισµένοι, θα δεί-

ξουµε ότι και ο πίνακας    είναι θετικά ορισµένος. 
A O
O B

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Λύση : Επειδή για κάθε διάνυσµα  x  και  w  έχουµε   xΤΑx > 0  και  wΤ Βw > 0 , θα είναι   
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[ x  w ]Τ  =  x
A O
O B

x
w

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ΤΑx + wΤ Βw > 0    

δηλαδή, ο σύνθετος διαγώνιος πίνακας είναι θετικά ορισµένος.                                      � 

    Αν στην τετραγωνική µορφή   Q( x ) = xT A x   ο συµµετρικός πίνακας  Α  είναι τύπου 

2×2, η αλγεβρική παράσταση  Q( x ) + R ( x )  = c, όπου R ( x ) είναι γραµµική έκφραση,   

παριστάνει  έλλειψη  ή  υπερβολή  ή  παραβολή. Η ταξινόµηση αυτή παρουσιάζεται στον  

ΠΙΝΑΚΑ  Ι ,  σε σχέση µε τις ιδιοτιµές του πίνακα  Α , από δε τη διαγώνια µορφή της   

Q( x )  στην ( 11.6 ), καταλήγουµε άµεσα στις γνωστές µορφές των εξισώσεων αυτών. 

Π Ι Ν Α Κ Α Σ  Ι  

      λ1 λ2  >  0       λ1 λ2  <  0       λ1 λ2  =  0              

       έλλειψη       υπερβολή       παραβολή 

 

Αν ο συµµετρικός πίνακας  Α  είναι τύπου 3×3, η τετραγωνική µορφή  

xT A x + R ( x ) = c 

παριστάνει επιφάνειες, οι οποίες ταξινοµούνται στον  ΠΙΝΑΚΑ ΙΙ.  Στον πίνακα αυτό 

χρησιµοποιείται ο συµβολισµός  In( A )  που αναφέρεται στην διατεταγµένη τριάδα των 

αριθµών σχετικά µε το πλήθος των ιδιοτιµών του  Α  που είναι: 

Ιn (Α) = (  θετικές ,     αρνητικές ,     µηδενικές ιδιοτιµές  ) 

Π Ι Ν Α Κ Α Σ   ΙΙ 

In( A ) = ( 3, 0, 0 )            :       ελλειψοειδές 

Ιn( Α ) = ( 2, 0, 1 )            :       ελλειπτικό παραβολοειδές  

In( A ) = ( 2, 1, 0 )            :      µονόχωνο υπερβολοειδές 

                                                 ή κώνος, όταν  c = 0 

In( A ) = ( 1, 2, 0 )            :       δίχωνο υπερβολοειδές  

In( A ) = ( 1, 1, 1 )            :       υπερβολικό παραβολοειδές  

In( A ) = ( 1, 0, 2 )            :       παραβολικός κύλινδρος 

 

Στο παράδειγµα 21.6, η τετραγωνική µορφή  Q   για κάθε  c > 0  παριστάνει ελλει-

ψοειδές, για   c = 0  είναι το σηµείο  ( 0, 0, 0 )  και για   c < 0   είναι φανταστική 

επιφάνεια.   
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6.6.    Ασκήσεις 

6.1      Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο των πινάκων: 

                                               
   2 1

1 3−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  
  

1 2 1
0 1 2
1 3 2−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

4 1 3
0 2 1
0 0 3

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

  
  

6.2     Βρείτε τα ιδιοποσά των πινάκων: 

             ,        ,   ,         
cos   sin
sin - cos

θ θ
θ θ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

cos - sin
sin   cos

θ θ
θ θ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  4    6     6
  1   3     2
-1 - 5  - 2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−
−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

4 5 5
5 6 5
5 5 6

6.3     Αν  λ , x  είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα  Α, δείξτε ότι για κάθε πολυώνυµο   

           p( s )  =  sµ + αµ-1 sµ-1 +  … + α1 s + α0 , ο αριθµός p( λ ) και το διάνυσµα  x  είναι      

           αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα   p( Α ). 

6.4     Για ποιες τιµές των  α , β  οι πίνακες 

          Α  =       ,             Β  =     
1 2
α 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

3 3
β 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

           δεν διαγωνοποιούνται ; 

6.5      ∆ιαγωνοποιείστε το σύνθετο διαγώνιο πίνακα 

    diag  (   ,     ) 
4 1
1 2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  3 -1
-1   3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

6.6     Αν ο  ν×ν  πίνακας  Α  είναι αδύναµος, ποιο πολυώνυµο βαθµού µικροτέρου του    

       ν  επαληθεύει ; 

6.7     Γράψτε τις παρακάτω τετραγωνικές µορφές στη µορφή   xΤ Ax ,  βρείτε τη διαγώ-       

          νια µορφή τους και το πρόσηµό τους  και  αναγνωρίστε το είδος της γραµµής  ή       

          της επιφάνειας.  

            

Q  =  x  x

Q  =  x  +  x  +  2x x

Q  =  x  +  4x  +  4x  +  4x x  +  4x x  +  6x x

Q  =  2x  +  2x  +  x  +  2x x  +  2x x

1 1 2

2 1
2

2
2

1 2

3 1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3

4 1
2

2
2

3
2

1 3 2 3
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7 

 

 M A T L A B 

  

Η χρήση και εξοικείωση των εννοιών της Γραµµικής Άλγεβρας µε τη βοήθεια του 

υπολογιστή ( PC ).  

 

7.1. Εισαγωγή στο πρόγραµµα 

    Το πρόγραµµα MATLAB είναι µια ιδιαίτερη συλλογή προγραµµάτων για 

υπολογιστικά θέµατα πινάκων και η ονοµασία του προέρχεται από τα αρχικά των λέξεων 

Μatrix Laboratory. ∆ηµιουργήθηκε από λογισµικά προγράµµατα και είναι γραµµένο για 

να χρησιµοποιείται σε προσωπικούς υπολογιστές ( PC ). Η εγκατάσταση του MATLAB 

στο PC είναι απλή, εξαρτάται από τη δυνατότητα του λειτουργικού συστήµατος την 

οποία διαθέτει ο Η/Υ του χρήστη και κάθε έκδοση του προγράµµατος περιέχει τις 

κατάλληλες οδηγίες εγκατάστασής του. Το ίδιο το πρόγραµµα έχει ενσωµατωµένες 

ορισµένες εντολές, µαθηµατικές εκφράσεις και συναρτήσεις, οι δε πράξεις των πινάκων 

εκτελούνται αµέσως µε ελάχιστο κόστος. Μπορούν όµως να εκτελεστούν και µε 

διαδοχικές εντολές, οι οποίες περιλαµβάνονται σε αρχείο. Τα αρχεία αυτά ονοµάζονται 

m-files και ένα τέτοιο αρχείο έχει τη δυνατότητα να καλεί και άλλα m-files. 

    Το MATLAB έχει ένα ιδιαίτερο τρόπο επικοινωνίας µε τον χρήστη, όπως αυτό 

άλλωστε συµβαίνει µε όλες τις γλώσσες προγραµµατισµού. Οι συµβολισµοί του 

προγράµµατος είναι διαφορετικοί µε τους αντίστοιχους της Γραµµικής Άλγεβρας και οι 

εντολές είναι εκφράσεις µε ειδικούς χαρακτήρες. Πληκτρολογούµε πάντοτε µετά το 

σύµβολο “ >> ” είτε για να εισάγουµε έναν πίνακα, είτε για να δώσουµε κάποια εντολή.  Η 

εργασία ολοκληρώνεται όταν πληκτρολογήσουµε enter και το αποτέλεσµα θα 

παρουσιασθεί στην οθόνη.  

    Η εισαγωγή των πινάκων στο πρόγραµµα είναι πολύ απλή. Παράδειγµα για τον πίνακα 

A =  
  1 0 -1
  2 3   4
- 2 4  10

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

   

πληκτρολογούµε 
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Α = [ ]  1 0 1−  ; 2 3 4 ; - 2 4 10

όπου κάθε στοιχείο χωρίζεται από το επόµενο µε κενό διάστηµα και κάθε γραµµή 

χωρίζεται από την επόµενη µε το σύµβολο “ ; ”. Πληκτρολογώντας enter, αµέσως 

παρουσιάζεται στην οθόνη : 

A =

       
 1  0 -1
 2  3  4
- 2  4 10

 

    Η ονοµασία του πίνακα  Α  διατηρείται για µελλοντική χρήση. Αν η µεταβλητή και το 

σηµείο “ = ” παραλειφθούν, τότε θα παρουσιασθεί στην οθόνη πριν τον πίνακα το 

σύµβολο ans ( answer ).  Η εισαγωγή του πίνακα µπορεί να γίνει και µε διαφορετικό 

τρόπο, πληκτρολογώντας 
A = [  1     0     - 1
             2      3       4
          - 2      4      10 ] ;   enter      

 

     Με την εντολή clear διαγράφονται όλοι οι πίνακες, αλλά µε την εντολή clear ακολου-

θούµενη µετά από διάστηµα το όνοµα του πίνακα, δηλαδή  clear A, διαγράφεται µόνο ο 

πίνακας Α. Αν από τον πίνακα  Α  θέλετε να χρησιµοποιήσετε το στοιχείο του ( 2, 3 ), 

γράψτε  Α(2, 3), αν θέλετε την 5η γραµµή του πίνακα, γράψτε  Α(5, :)  και αν θέλετε την 

2η στήλη του, γράψτε   Α(: , 2). 

Με τις εντολές 

size(A) ,  zeros(A)  ή  zeros(3) ,   eye(A)  ή  eye(3) 

βλέπουµε αµέσως τις αντίστοιχες απαντήσεις 

              

ans  =           ,               ans  =               ,              ans  =

           
3 3 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

   ,                             

Τα στοιχεία των πινάκων µπορεί να είναι και οποιεσδήποτε συναρτήσεις. Παράδειγµα, 

εισάγοντας 

x = [0.5 sqrt(9) (-15 + 7) / 4] ; enter  

βλέπουµε 
x  =
        0.5 3 - 2  

αλλά αν πληκτρολογήσουµε: 
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x = [0.5 ; sqrt(9) ; (-15 + 7) / 4]  

θα παρουσιασθεί στην οθόνη     x  = 

                                                             
  0.5
    3

 − 2

    Η εντολή  diag(A)  αναφέρεται στο διάνυσµα µε συντεταγµένες τα διαγώνια στοιχεία 

του  Α , αλλά  diag(x) , όπου  x  είναι διάνυσµα, είναι διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια 

στοιχεία τις συντεταγµένες του  x. Οπότε, η εντολή  diag(diag(A))  για τον προηγούµενο 

πίνακα  Α,  αντιστοιχεί στον πίνακα  diag(1, 3, 10) , η δε εντολή  sum(diag(A))  

υπολογίζει το ίχνος του πίνακα, δηλαδή ταυτίζεται µε την εντολή  trace(A) .  

    Οι σύνθετοι πίνακες εισάγονται κατ’ ανάλογο τρόπο µε τους απλούς πίνακες. 

Παράδειγµα, αν έχουν εισαχθεί οι πίνακες 

A =  
  0 1
- 1 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥                    B =  

1 2
2 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ [ ]C =  0 1  

και πληκτρολογήσουµε  Ε = [Α  Β] ,  enter , τότε     E  = 

                                                                                               
 0 1 1 2
- 1 1 2 0

Αν πληκτρολογήσουµε  Η = [Α ; Β]  , enter ,  θα έχουµε τον πίνακα      
H = 

                                                                                     

 0  1
- 1  1
 1  2
 2  0

και αν  Μ = [Α  Β ;  ones(1,2)  C] ,  enter , τότε 
M =  

       
 0  1  1  2
-1  1  2  0
 1  1  0  1

 

Όταν θέλουµε να αναφερθούµε σε υποπίνακα του  Α, οι δείκτες γραµµών και στηλών 

πληκτρολογούνται µε τον συµβολισµό  Α(α : β, γ : δ),  όπου “ α : β ”  σηµαίνει από την 

γραµµή  α  έως την  β  και “ γ : δ ” σηµαίνει από την στήλη  γ  µέχρι την  δ. Παράδειγµα, 

για τον πίνακα  Α  της σελίδας  2 :  

A(2:3 ,  2:3)           ans  =

                                                
3 4
4 10

⇒
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Ο συµβολισµός  Α(α : β,  : )  είναι ο υποπίνακας µε στοιχεία , τα στοιχεία των γραµµών 

από  α  µέχρι  β  και  Α( : , γ : δ)  είναι ο υποπίνακας µε στοιχεία τα στοιχεία των στηλών 

από  γ  µέχρι  δ. 

 

7.2. Εφαρµογές στη Γραµµική Άλγεβρα 

    Τα θέµατα που ακολουθούν αναφέρονται σε προβλήµατα της Γραµµικής Άλγεβρας και 

όπως θα διαπιστώσετε, το πρόγραµµα είναι ένα πολύ καλά εξοπλισµένο εργαστήριο για 

τη µελέτη και επεξεργασία των προβληµάτων µε πίνακες. 

 

Πράξεις πινάκων 

    Στο MATLAB οι πράξεις των πινάκων γίνεται µε τους ειδικούς χαρακτήρες 

  +  ( πρόσθεση )  ,    -  ( αφαίρεση )  ,    ∗   ( γινόµενο )  , 

  ^  ( εκθέτης δύναµης ,  δηλ.  Α^3 = Α3 )  , 

  /  ( γινόµενο από δεξιά µε αντίστροφο  δηλ.  ΑΒ-1 )  , 

  \  ( γινόµενο από αριστερά µε αντίστροφο  δηλ.  Α-1Β )  . 

Παράδειγµα  1.7  Εισάγουµε τους πίνακες : [ ]K =  1 2 ; 3 4  , , και 

µε τις παρακάτω εντολές έχουµε άµεσα την απάντηση: 

[ ]L =  0 1 ; -1 1

                        ,          
K +  L        ans  =

                                     
1 3
2 5

⇒ 3 L       ans  =

                              
 0 3
- 3 3

∗ ⇒

 

                         ,         
K  L        ans  =

                                  
- 2 3
- 4 7

∗ ⇒ L 3       ans  =

                               
- 1  0
 0 - 1

∧ ⇒
 

                          ,       
K / L         ans  =

                                   
3 - 1
7 - 3

⇒ K \ L       ans  =

                             
 - 1 - 1

   0.5  1

⇒

Τα στοιχεία του πίνακα που παρουσιάζεται µετά από κάποια εντολή είναι σε δεκαδική 

µορφή, αλλά µε την εντολή  rat( ),  επανεµφανίζονται ως ρητοί αριθµοί. 

    Για την πρόσθεση  ΑT + cI , όπου  c  είναι αριθµός, θα πρέπει να πληκτρολογήσουµε 

,  όπου µε   συµβολίζεται ο ανάστροφος πίνακας. ′ ∗A + c  eye(n) ′A

   Για τον υπολογισµό πολυωνυµικής παράστασης τετραγωνικού πίνακα, για παράδειγµα  

p( A ) = A3 - A2 + 2I , θα πρέπει να εισάγουµε τον πίνακα  α = [ 1  -1  0  2 ]  µε στοιχεία 
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τους συντελεστές του πολυωνύµου, και µε την εντολή  polyvalm(α , A)  υπολογίζεται ο 

πίνακας  p( A ). 

 

Αντιστροφή πίνακα 

    Για τον οµαλό πίνακα  Α, η εντολή  inv(Α)  υπολογίζει τον αντίστροφο πίνακα  Α-1  µε 

στοιχεία δεκαδικούς αριθµούς. Το ίδιο αποτέλεσµα έχουµε µε την εντολή   Α\eye(n) . 

Με την εντολή  rat(inv(A)) , τα στοιχεία του πίνακα  Α-1  παρουσιάζονται ως πηλίκο 

ακέραιων αριθµών. Σηµειώστε ότι   A∗ rat(inv(A)) ≠ eye(n),  αλλά αν επανεισάγουµε τον 

πίνακα  Β = Α-1, τότε   Β Α = Α∗ ∗Β = eye(n). 

 

Ορίζουσα πίνακα 

    Η ορίζουσα του πίνακα  Α  υπολογίζεται αµέσως µε την εντολή  det(A).  

 

Κλιµακωτή µορφή πίνακα 

    Η κλιµακωτή µορφή πίνακα κατά γραµµές του πίνακα  Α  υπολογίζεται µε την εντολή  

rref(A), η δε εντολή  rrefmovie(A)  παρουσιάζει επιπλέον στην οθόνη τους πίνακες που 

µεσολαβούν µετά από κάθε στοιχειώδη µετασχηµατισµό. 

Παράδειγµα  2.7  Έστω ο πίνακας 

A  =

         
 1  1  1  1
-1 -1  1  1
 1  1 -1  2

 

τότε  B = rref(A) ,  enter 
B  =

         
 1  1  0  0
 0  0  1  0
 0  0  0  1

 

και  rrefmovie(A) , enter 
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ans  =

           

1 1  1 1
0 0  2 2
0 0 - 2 1

1 1  1 1
0 0  1 1
0 0 - 2 1

1 1  0 0
0 0  1 1
0 0  0 3

1 1  0 0
0 0  1 1
0 0  0 1

 

Αν θέλετε να σηµειώνετε τους µετασχηµατισµούς γραµµών, θα πρέπει να δώσετε 

διαδοχικά τις εντολές :   Α(2, :) = (1/2) ( )∗ A(1 ,  :) +  A(2 ,  :) , Α(3, :) = Α(3, :) - Α(1, :) , 

Α(3, :)  =  και  Α(3, :)  =  (1/3)2  A(2, :) +  A(3,  :)∗ ∗Α(3, :) .  

Με τις εντολές αυτές αντικαθίσταται η γραµµή του πίνακα  Α  που σηµειώνεται αριστερά 

της ισότητας, µε το αποτέλεσµα των πράξεων µεταξύ των γραµµών που σηµειώνεται 

δεξιά. Είναι φανερό ότι η εντολή  Α(2, :) = Α(3, :)  σηµαίνει εναλλαγή  2ης  και  3ης  

γραµµής. Σηµειώστε ότι, µε την εντολή  ( rref( ′B ) ′) ,  ο πίνακας 
ans  =

           
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 

είναι η κανονική µορφή του πίνακα  Α. 

Επιπλέον, εισάγοντας τον πίνακα ( )[ ]M =  A eye size(A)   µε την εντολή  rref(M)  

υπολογίζουµε µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς τον αντίστροφο πίνακα του  Α, ο δε 

πίνακας  Α-1  αυτονοµείται µε την εντολή  M( : , n+1 : 2n). 

 

Παραγοντοποίηση LU 

    H εντολή  [L, U] = lu(A) , υπολογίζει τους πίνακες  L , U  ώστε  A = LU.  

Παράδειγµα  3.7  Για τον πίνακα  A = [ ]7 8 0 ; 1 2 3 ; 4 5 6   αν πληκτρολο-

γήσουµε  [L, U] = lu(A)  προβάλλεται στην οθόνη 



 121

L =                                                       U  =

        
1.0000 0 0
0.1429 1.0000 0
0.5714 0.5000 1.0000

                      
7.0000 8.0000 0

0 0.8571 3.0000
0 0 4.5000

 

 

Το σύστηµα  Αx = 0 

    H εντολή  null(A)  παρουσιάζει στην οθόνη πίνακα, του οποίου οι στήλες είναι 

ορθοκανονική βάση του  KerΑ . Το αποτέλεσµα αυτό διαφέρει από εκείνο της εντολής  

mnull(A),  µε την οποία υπολογίζεται µία βάση του  KerΑ.  

    Η γενική λύση του συστήµατος  Αx = 0  είναι  x = Ν∗ α , όπου οι στήλες του πίνακα  Ν  

είναι βάση του  KerA .  

 

Το σύστηµα  Αx = β 

    Με την εντολή  Α\β  υπολογίζεται µερική λύση του συστήµατος Α∗  = β ακριβώς 

όταν το σύστηµα είναι συµβατό . Τότε, η γενική λύση του συστήµατος είναι  

x

N∗α + Α\β ,  

όπου ο πίνακας  Ν  υπολογίζεται σύµφωνα µε την προηγούµενη παράγραφο . Σηµειώστε 

ότι   Α\β  inv(A)∗  β.  Στη γενική λύση του συστήµατος οδηγούµαστε και µε την 

εντολή  rref( [A  β] ). 

≡

   

Oρθοκανονική βάση 

    Η εντολή  Q = orth(A)  υπολογίζει µία ορθοκανονική βάση του υπόχωρου  ImΑ , 

συµπεραίνοντας ταυτόχρονα τη διάσταση του υπόχωρου. 

Παράδειγµα  4.7  Αν  , enter [ ]A =  2 1 1 ; -1 0 -1 ; 1 1 0

orth(A)         ans  =

                                      
 0.8165 0
- 0.4082 - 0.7071
 0.4082 - 0.7071

⇒

 

Παραγοντοποίηση QR 

    Για κάθε πίνακα  Α  τύπου  µ×ν, η εντολή  [Q, R] = qr(A)  υπολογίζει τους πίνακες  Q, 

R  ώστε  A = QR. Ο πίνακας  Q  είναι οµαλός, τύπου  µ×µ και  R  είναι άνω τριγωνικός 

πίνακας, τύπου µ×ν ,  µε την ιδιότητα   rank Α = rank R.  Αν  rank Α = ρ,  οι τελευταίες   

µ - ρ  γραµµές του  R  είναι µηδέν. 
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    Σηµειώστε ότι η  QR  παραγοντοποίηση του πίνακα  Α  µε το πρόγραµµα MATLAB 

διαφέρει της αντίστοιχης παραγοντοποίησης ( ενότητα 4.3.3 ), όπου εκεί  οι πίνακες Q 

και  R είναι τύπου  µ×ν  και  ν×ν , αντίστοιχα.  

Παράδειγµα  5.7  Αν   

[ ]A =  1 1 -1 ; 1 0 0  

[ ]B =  1 2 3 ; 4 5 6 ; 7 8 9 ; 10 11 12  

τότε µε την εντολή  [Q, R] = qr(A), έχουµε 

                 
Q  =                                     ,           R  =

        
- 0.7071 - 0.7071
- 0.7071  0.7071

                            
- 1.4142 - 0.7071 0.7071

0 - 0.7071 0.7071

και για  [Q, R] = qr(B), 

Q  =                                                                  ,        R =

        

- 0.0776 - 0.8331  0.5444  0.0605
- 0.3105 - 0.4512 - 0.7709 0.3251
- 0.5433 - 0.0694 - 0.0913 - 0.8317
- 0.7762  0.3124  0.3178  0.4461

                        

- 12.8841 -14.5961 -16.2992
0 -1.0413 - 2.0826
0 0 0
0 0 0

 

Ρίζες πολυωνύµων 

    Οι συντελεστές των πολυωνύµων εισάγονται στο πρόγραµµα MATLAB, όπως οι 

συντεταγµένες διανύσµατος γραµµής. Το πρώτο στοιχείο είναι ο συντελεστής της 

µεγιστοβάθµιας δύναµης του πολυωνύµου και τα υπόλοιπα στοιχεία είναι οι συντελεστές 

των δυνάµεων της µεταβλητής µε φθίνουσα διάταξη. Η εντολή  s = roots(p)  υπολογίζει 

τις ρίζες της εξίσωσης   p( λ ) = 0 , που προβάλλονται ως διάνυσµα στήλη. Η εντολή  

poly(s) προβάλλει τους συντελεστές του πολυωνύµου  kq( λ ), όπου  q( λ )  είναι πολυώ-

νυµο µε ρίζες τις συντεταγµένες του διανύσµατος  s  και µεγιστοβάθµιο συντελεστή  1. 

Παράδειγµα  6.7  Έστω το πολυώνυµο 

p( λ )  =  -λ5 + 5λ4 - 8λ3 + 8λ2 + 7λ + 3 

Εισάγουµε    και µε την εντολή   r = roots(p)  έχουµε: p =  [-1 5 - 8 8 7 3 ]
r  =

       

  3.0000
- 0 +1.000i
- 0 -1.000i

1.0000
1.0000

 

και  poly(r) ,  
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ans  =
          1.0000 - 5.0000      ,8 0000 8 0000 7 0000 30000. . . .− − −

δηλαδή  k = -1 . 

 

 Ιδιοτιµές - ιδιοδιανύσµατα 

    Η εντολή  eig(A)  υπολογίζει τις ιδιοτιµές  λi  του πίνακα  Α, διατεταγµένες σε στήλη, 

και η εντολή  poly(A)  υπολογίζει τους συντελεστές του πολυωνύµου  det( λI - A ). Είναι 

φανερό ότι, και µε την εντολή  roots(poly(A)), υπολογίζονται οι ιδιοτιµές του πίνακα  Α.  

   Τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα υπολογίζονται µε την εντολή  [X, D] = eig(A),  όπου η  

k-στήλη του πίνακα  Χ  και το  k  διαγώνιο στοιχείο λk του D είναι αντίστοιχα ιδιοποσά. 

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιµή, στον πίνακα  Χ  είναι ορθοκα-

νονικά. Αν ο πίνακας διαγωνοποιείται, τότε  D  είναι διαγώνιος πίνακας και 

A = X∗  D∗  inv( X ) 

Παράδειγµα  7.7  Έστω  Α =  ones( 3 ) 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 

Με την εντολή  [X, D] = eig(A) , έχουµε 

                   

X  =                                                       ,            D  =

         
 0.7685 - 0.2759 0.5774
- 0.6232 - 0.5275 0.5774
 0.1453  0.8035 0.5774

                               
0 0 0
0 0 0
0 0 3

     .

Αν όµως πληκτρολογήσουµε την εντολή  [V , e , g ] = meig(A),  θα προκύψει 
V  =                                   e  =                         g  =

        
  1  0  1 0 0 3 2 1
  0  1  1
-1 -1  1

 

Οι συντεταγµένες του  g  είναι η γεωµετρική πολλαπλότητα των ιδιοτιµών  0  και  3  

αντίστοιχα . Επαληθεύεται ότι: 

inv( V )∗ A∗ V = diag( e ). 

Παράδειγµα  8.7  Να βρείτε τα ιδιοποσά των πινάκων 

                       Α = [ ]  ; 0.2 0.6 0.3 ; 0.1 0.2 0.5 0 7 0 2 0 2. . .       και 

                       Β = [ ] 0.8 0.2 0.1 ; 0.1 0.7 0.3 ; 0.1 0.1 0.6  

και εξετάστε αν οι πίνακες διαγωνοποιούνται. 
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Λύση  :  Πληκτρολογούµε  [ X, D] = eig(A)  enter , τότε: 
X  =                                                        D  =

         
1.0000  1.0000 0
0.9286 - 0.5000  1.0000
0.5714 - 0.5000 -1.0000

                    
1.0000 0 0

0 0.5000 0
0 0 0.3000

 

Συνεπώς  σ( Α ) = { 1,  0.5,  0.3}  και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι οι στήλες του 

πίνακα  Χ. Προφανώς ο πίνακας  Α  διαγωνοποιείται , αφού οι ιδιοτιµές του είναι 

διακεκριµένες. 

Πληκτρολογούµε  [Y , W] = eig(B)  enter , τότε: 

         

Y  =                                                           W  =

         
1.0000 -1.0000 - 0.5000
0.7778  1.0000  1.0000
0.4444  0 - 0.5000

                       
1.0000 0 0

0 0.6000 0
0 0 0.5000

Έτσι  σ( Β ) = { 1,  0.6,  0.5 }  µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τις στήλες του  Υ.  Ο 

πίνακας  Β  είναι επίσης διαγωνοποιήσιµος. 

   

Παραγοντοποίηση Schur 

    Με την έκφραση “ παραγοντοποίηση Schur ” εννοούµε την ορθοµοναδιαία οµοιότητα 

κάθε τεραγωνικού πίνακα  A  µε άνω τριγωνικό πίνακα  Τ (θεώρηµα Schur, ενότητα 6.3). 

Στο πρόγραµµα MATLAB υπάρχουν δύο σχετικές εντολές. Αν ο πίνακας  Α∈K n×n έχει 

πραγµατικές ιδιοτιµές, η εντολή  Τ = schur(Α)  προβάλλει στην οθόνη άνω τριγωνικό 

πίνακα Τ µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του πίνακα  Α. Η εντολή  [ Τ,U ] = schur(Α)  

υπολογίζει ταυτόχρονα τον άνω τριγωνικό πίνακα  Τ  και τον ορθοµοναδιαίο πίνακα  U 

τέτοιον , ώστε ′∗ ∗U A U = Τ .  

    Αν   z = α + iβ, z  = α - iβ  είναι ιδιοτιµές του  Α  µε το πρόγραµµα MATLAB 

προβάλλεται στην οθόνη ο πίνακας  Τ  τέτοιος ώστε σε κάθε ζευγάρι συζυγών ιδιοτιµών 

αντιστοιχεί υποπίνακας  2×2  συµµετρικά τοποθετηµένος κατά µήκος της διαγωνίου µε 

ιδιοτιµές  z  και  z  . 

 

Παράδειγµα  9.7  Ο πίνακας  Α = [ ]0 1 0 0 0 10 0 ; 0 0 1 0 ;  - 3 4 - 4 4;    έχει 

ιδιοτιµές  3 , 1 ,  i  και  -i . Πληκτρολογώντας  schur(A), έχουµε : 
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ans  =

           

3.0000 1.8138 -1.6913 6.1220
0 0.2261 -1.1371 0.6811
0 0.9244 - 0.2261 1.9124
0 0 0 1.0000

 

Ο υποπίνακας, τύπου  2×2 

B =  
0.2261 -1.1371
0.9244 - 0.2261

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

που παρουσιάσθηκε περί την διαγώνιο έχει ιδιοτιµές  i και  -i , όπως άµεσα διαπιστώ-

νεται µε την εντολή  eig(B). 

 

 

 

7.3.  Πίνακες βασικών εντολών 

Συµβολισµοί 

Α’                               Α*

Α.’                              ΑΤ

Α( : , j )                      j στήλη του Α 

Α( i , : )                      i στήλη του Α 

[ ]                               δεν υπάρχει πίνακας 

eye( n )                       I n 

zeros( n )                    0 n × n 

zeros( A )                   0 m × n  , του ίδιου τύπου µε τον πίνακα Α  

ones( n )                     πίνακας  n×n , µε στοιχεία   αij = 1, για κάθε  i , j  

ones( A )                    πίνακας του ίδιου τύπου µε τον  Α  και αij = 1  

ones( m , n )               πίνακας µε στοιχεία  αij = 1 , i = 1, …  , m , j = 1, … , n      

zeros( m , n )              0 m × n 

size( A )                     διαστάσεις του πίνακα 

inf                              ∝ 

NaN                           δεν υπάρχει αριθµός ( not a number ) 

diag( u )                     πίνακας διαγώνιος µε στοιχεία τις συντεταγµένες του u 

diag( A )                    το διάνυσµα γραµµή  [ α11 α22 …  ανν ] 

tril( A )                      κάτω τριγωνικός πίνακας , αij = 0 ,   i < j 
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triu( A )                     άνω τριγωνικός πίνακας , αij = 0 ,   i > j 

max( u ), min( u )       µέγιστη (ελάχιστη) συντεταγµένη του διανύσµατος  u 

max( A ), min( A )     διάνυσµα µε συντεταγµένες τα µέγιστα (ελάχιστα) στοιχεία των                 

                                  στηλών του  Α 

sum( u )                     άθροισµα συντεταγµένων του διανύσµατος  u  

sum( A )                    διάνυσµα µε συντεταγµένες το άθροισµα των στοιχείων κάθε              

                                  στήλης του  Α 

rand( n )                     πίνακας τύπου  n×n  µε στοιχεία αij ∈ (0,1) 

rand( m , n )               πίνακας τύπου  m×n  µε στοιχεία αij ∈ (0,1)                

A.∗ B                         γινόµενο Hadamard  A B D
A.^2                           γινόµενο Hadamard  A A D
compan( r )                συνοδεύων πίνακας του πολυωνύµου p=xn + rn-1 xn-1 + … + r1 x+r0,      

                                  όπου   r = [ 1  r n-1  …   r 0 ]  

mcirc( r )                    κυκλικός πίνακας µε πρώτη γραµµή  [ α0 ; α1 ; …  ; α n ] = r 

hankel( r )                  πίνακας hankel µε στοιχεία  [ α0  α1  …   α n ] = r 

toeplitz( r )                 πίνακας  Toeplitz µε στοιχεία  [ α0 ; α1 ; …  ; α n ] = r 

hilb( n )                      πίνακας  Hilbert   H  =  [ 1 i + j -1 ]n i , j =1
n , n  ,  n  ∈ N  

invhilb( n )                  H n  12n
-1  για ≤

vander( r )                  πίνακας Vandermonde που ορίζεται από τις συντεταγµένες του      

                                  διανύσµατος  r  

Συναρτήσεις 

sin                              ηµίτονο 

cos                             συνηµίτονο 

tan                              εφαπτοµένη 

asin                            τόξο-ηµιτόνου 

acos                           τόξο-συνηµιτόνου 

atan                            τόξο-εφαπτοµένης 

sinh                            υπερβολικό ηµίτονο 

cosh                           υπερβολικό συνηµίτονο 

tanh                           υπερβολική εφαπτοµένη 

asinh                          τόξο - υπερβολικού ηµιτόνου 

acosh                         τόξο - υπερβολικού συνηµιτόνου 
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atanh                          τόξο - υπερβολικής εφαπτοµένης 

abs                             απόλυτη τιµή 

sqrt                            τετραγωνική ρίζα 

real                            πραγµατικό µέρος 

imag                          φανταστικό µέρος 

conv                          πολλαπλασιασµός πολυωνύµων 

deconv                       διαίρεση πολυωνύµων  

round                         προσέγγιση προς τον πλησιέστερο ακέραιο 

fix                              προσέγγιση προς τον µικρότερο κατ΄απόλυτη τιµή ακέραιο 

fool                            προσέγγιση προς τον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο 

ceil                             προσέγγιση προς τον αµέσως µικρότερο ακέραιο 

exp                             εκθετική συνάρτηση 

log                             φυσικός λογάριθµος 

log10                         λογάριθµος µε βάση το  10 

rat                              µετατρέπει δεκαδικούς αριθµούς σε ρητούς 

plot                            σχεδίαση 

 

 

Εντολές 

det ( A )                     ορίζουσα του πίνακα  Α 

trace( A )                   ίχνος του πίνακα  Α 

inv( A )                      Α-1           

pinv( A )                    Moore-Penrose γενικευµένος αντίστροφος του πίνακα  Α 

rref( A )                     κλιµακωτή µορφή κατά γραµµές του  Α 

eig( A )                      ιδιοτιµές του  Α 

schur( A )                  άνω τριγωνικός πίνακας  Τ τέτοιος, ώστε  σ( Τ ) = σ( Α )  

svd( A )                      ιδιάζουσες τιµές του πίνακα  Α 

sqrtm( A )                  τετραγωνική ρίζα του  Α ( δηλ.  Β2 = Α ) 

null( A )                     ορθοκανονική βάση του  Ker A = { x :  Ax = 0 }. 
 
mnull( A )                      βάση του  Ker A 

chol( A )                        Cholesky παραγοντοποίηση για θετικά ορισµένο πίνακα ,   

                                      Α = ΒΤΒ. 
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orth( A )                        ορθοκανονική βάση του υποχώρου  span { α1 ,… ,α n }  όπου αi      

                                      είναι οι στήλες του  Α. 

A\b                                 λύση του γραµµικού συστήµατος   Ax = b ,  A ∈ K n ×n 

inv( A ) b                      λύση του γραµµικού συστήµατος   Ax = b ,  A ∈ K n ×n ∗

A\B                                λύση της εξίσωσης    AX = B ,  A ∈ K n × n 

inv( A ) B                     λύση της εξίσωσης    AX = B ,  A ∈ K n × n  ∗

X=msoln( A,B)               λύση της εξίσωσης    AX = B , όπου ο πίνακας  Α  είναι τύπου      

                                       µ×ν. Αν η εξίσωση δεν είναι συµβιβαστή ,  X = []. 

[L,U] = lu( A )                παραγοντοποίηση  A = LU 

[Q,R] = qr( A )               παραγοντοποίηση  A = QR 

[X,D] = eig( A )              ιδιοποσά του  A ,  A = XDX-1

[X , e, g] = meig( A )      e :  διάνυσµα γραµµή µε συντεταγµένες τις ιδιοτιµές του  Α.      

                                      X :  µη τετραγωνικός πίνακας µε στήλες τα αντίστοιχα γραµµικά      

                                             ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και 

                                       g :  διάνυσµα γραµµή µε στοιχεία τις γεωµετρικές πολλαπλότη-    

                                             τες των αντίστοιχων ιδιοτιµών.  

[P,H] = hess( A )            A = PHPT  , P  ορθοκανονικός πίνακας και  H  πίνακας τύπου      

                                      Hessenberg 

[U,T] = schur( A )          A = UTU-1 , U  ορθοκανονικός πίνακας ,  T  άνω τριγωνικός     

[U,S,V] = srd( A )          ιδιάζουσα παραγοντοποίηση ,   A= USVT 

poly( A)                          συντελεστές χαρακτηριστικού πολυωνύµου του Α σε φθίνουσα    

                                       διάταξη δυνάµεων 

poly( α )                          πολυώνυµο µε ρίζες τις συντεταγµένες του διανύσµατος  α . 

roots( p )                         ρίζες του πολυωνύµου   p . 

polyval( p, s )                  η αριθµητική τιµή   p(s) , όπου  p  πολυώνυµο . 

polyvalm( r, A )              r( A ) = rν Αν+ … + α1Α+α0 I, όπου Α∈Κ µ ×µ ,  r = [ rν …  r1 r0 ]  

expm                               eA

logm( A )                        logA 

funm( A , ´fun΄ )              fun( A) ,  όπου  fun  είναι οποιαδήποτε από τις στοιχειώδεις      

                                      συναρτήσεις   cos , sin , sqrt  κ.λ.π 

norm( A , x )                  για  x =1 ;  fro ;  inf ,  υπολογίζει τις αντίστοιχες  norm  του  

                                      πίνακα  Α 
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norm( r , x )                    για  x =1 ;  2 ;  inf  ,  υπολογίζει τις αντίστοιχες norm του  

                                       διανύσµατος  r . 

dot( α , β )                      εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων α , β. 

 

 

 

7.4        Ασκήσεις 

7.1       Εισάγετε στο πρόγραµµα MATLAB τους πίνακες 

A =  
- 5 1 2
- 3 0 1
  2 4 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

         ,           B =  
4 (-2) 2 / 3
1 / 201 5- 8.2

0.00001 (9 + 4) / 3

∗⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

             και δώστε εντολές για την αυτόνοµη παρουσίαση του στοιχείου  α23 , της  3ης      

             γραµµής του  Α  και της  2ης  στήλης του  Β. 

7.2       Εισάγετε τους πίνακες 

A =  
1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

             b =   
1
0
0

 
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

             και µε τις εντολές  rref [ A  b ]   ή   A\b   ή   rank( A ),   rank([ A  b ]),  εξετάστε  

             αν το σύστηµα  Ax = b  είναι συµβιβαστό. 

7.3        Η µέθοδος ορθογωνοποίησης Gram-Schmidt υλοποιείται στο πρόγραµµα      

         MATLAB µε την εντολή gschmidt. ∆ώστε την εντολή αυτή για να βρείτε  ορθο-    

         κανονική βάση του  R3,   από τη βάση :   ( 1, 1, 0 )  ,   ( 1, 0, 0 )  ,   ( 0, 1, 1 ). 

7.4       Αν  

A =  
- 7.5 8 16
- 2   2.5 4
- 2 2   4.5

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

       ,         x =   
4
1
1

 
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

             βρείτε τον αριθµό  λ , ώστε   Ax = λx . 

7.5       Βρείτε µία βάση του πυρήνα και του πεδίου τιµών της γραµµικής απεικόνισης  

             F( x ) = Ax ,  όπου    A =  . 
  3   3 - 3   1  11
- 4 - 4   7 - 2 -19
  2   2 - 3   1    9

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
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