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ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Α περιόδου στο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ ΙΙ 

Ενδεικτικές Απαντήσεις  

Θέµα 1. α) Έστω η συνάρτηση Z = e-yf, όπου f = f(x-y).  Να βρεθεί  η παράσταση  
    Ζx+Zxx+Zxy (0,75 Μ) 
 
Απάντηση  
 
α)   Zx=(e-yf)x=e-yfx=e-y(x-y)x=e-yf ‘ 1 
Zxx=(e-y f ‘)x = e-y f’’ (x-y)x=e-y f’’ 1 
Zxy=(e-y f’)y= - e-y f’ + e-y f ‘’ (x-y)y =e-y f’ + e-y f ‘’(-1) 
Άρα  Ζx+Zxx+Zxy  = 0  
 
β) Να γίνει αλλαγή των ορίων ολοκλήρωσης για να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα   
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Απάντηση 
 
 Όπως δίνονται τα όρια ολοκληρώνουµε ως προς τον άξονα των y για αυτό είναι και 
σταθερά. Μας ζητά να ολοκληρώσουµε ως προς τον άξονα των χ και έτσι έχουµε ένα τριπλό 
χωρίο µε την εξής µορφή. ( κάντε ένα σχήµα για τις εξισώσεις x=y και x=y-2) 
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γ) Έστω το στερεό που ορίζεται από την σχέση 4x2+y2+4z2=16. Να υπολογιστεί ο όγκος του 
στερεού µε β1) διπλό  β2) τριπλό ολοκλήρωµα. (να γραφούν µόνο οι σχέσεις). ( 0,75 Μ)   
 
Απάντηση  
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Θέµα 2. Έστω η διανυσµατική συνάρτηση )24,24,43( 32 zxyyxzxyzyxF −−+−−  

α) Να βρεθεί αν υπάρχει η συνάρτηση δυναµικού Φ(x,y,z) τέτοια ώστε Fgrad =Φ  
β) Να υπολογιστεί το έργο για µετακίνηση ενός υλικού σηµείου κατά µήκος του τόξου ΑΒ  
του ελλειψοειδούς  4x2+y2+4z2=16 από το σηµείο Α(0,0,1) στο Β(1,1,0). Το έργο αυτό είναι 
παραγόµενο ή καταναλισκόµενο;  (2 Μ) 

 
Απάντηση 
 
Καταρχήν θα βρούµε την rotF που είναι µηδέν και άρα το πεδίο είναι αστρόβιλο άρα υπάρχει 
συνάρτηση δυναµικού Φ(x,y,z) 
Με βάση τη θεωρία η συνάρτηση δυναµικού βρίσκεται από τη σχέση: 
 

∫ ∫ ∫ −+−=++=Φ
χ

0 0 0

223
321 4),0,0(),,0(),,(),,(

y z

zyxyzyxdzzfdyzyfdxzyxfzyx  

 
Επειδή το πεδίο είναι συντηρητικό το έργο εξαρτάται µόνο από την αρχική και τελική 
κατάσταση άρα WA-B=Φ(Β)-Φ(Α)= Φ(1,1,0) – Φ(0,0,1)= 3>0 , παραγόµενο. 
 
 
Θέµα 3. Να υπολογίσετε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ∫ −+

c

y dyexdx
3)2(23  κατά τη θετική 

φορά διαγραφής του συνόρου C του τριγωνικού χωρίου  
R: { }2,0,0:),( ≤+≥≥ yxyxyx  α) Με τον ορισµό (0,75 Μ) β) µε τη χρήση του 
θεωρήµατος του Green. (0,75 Μ) 
 
Απάντηση 
 
Από τη γραφική παράσταση της x+y=2 µε τους άξονες προκύπτει ορθογώνιο τρίγωνο µε 
συντεταγµένες Ο(0,0) , Α(2,0) και Β(0,2). 
Για το τµήµα ΟΑ. 
X=2t       I= ∫

ΟΑ

− =+ 63
3)2(2 dyexdx y  

Y=0  
Για το τµήµα ΑB 
X=2-2t 
Y= 2t 
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Για το τµήµα BO 
X=0 
Y= 2-2t 
I= ∫ =+ −

BO

y dyexdx 03
3)2(2  

Συνεπώς Ιολ= 1/3 -1/3  e-8 
 
Θεώρηµα Green 
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Q(x,y) = x2 e(y-2)^3   Qx =2x e(y-2)^3 
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Θέµα 4. α) ∆είξτε ότι 
2 1lim

1z

z
z→∞

+
= ∞

−
   ( 0,75 Μ) 

β) Να βρείτε την εκθετική µορφή του µιγαδικού  ( )1 3
2

i−  και τις ρίζες 3 z  όπου 

4( 2 2)z i= − +    (0,75+0,75 Μ) 

Απάντηση 
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το οποίο ισχύει. 

β) η εκθετική µορφή ενός µιγαδικού z είναι : iz z e ϕ= , όπου arg( )zϕ = . Έτσι, για τον 

( )1 3
2

i−  έχουµε 
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i− =  και 3 1cos , sin
2 2

ϕ ϕ= = , οπότε arg( )
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Για τις κυβικές ρίζες του 4( 2 2)z i= − +  έχουµε: 

4( 2 2) 8i− + =  και ( ) 3arg 4( 2 2)
4
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και εποµένως 3
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Θέµα 5 α) Εξετάστε αν οι συναρτήσεις = +1( , ) x yu x y x e y e  , = − + +2 2

2 ( , ) 2 1u x y x y x , 
,x y∈ , είναι αρµονικές και να βρείτε τη συζυγή αρµονική τους ( , )v v x y= .    (0,75 Μ) 

β) Αν η συνάρτηση f u iv= +  είναι ολόµορφη, να βρείτε την παράγωγο '( )f z .   (0,75 Μ) 
 
Απάντηση 
 
Επειδή  
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προκύπτει ότι η = +1( , ) x yu x y x e y e  δεν είναι αρµονική. 
Ανάλογα, για την 2 ( , )u x y  (η οποία έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης): 
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άρα η 2 ( , )u x y  είναι αρµονική συνάρτηση. 

Αν v2 είναι η συζυγής αρµονική αυτής  τότε θα πρέπει 2 2u v
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 και 2 2u v
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Άρα η συζυγής αρµονική της u2 είναι η συνάρτηση: 2 ( , ) 2 2v x y xy y c= + + . 

Αν ( ) ( )2 2
2 2( , ) ( , ) ( , ) 2 1 2 2f x y u x y i v x y x y x i xy y c= + = − + + + + +  και σαν συνάρτηση του 

z γράφεται  2( ) 2 1f z z z ic= + + +      (1).  
Είναι γνωστό ότι, αν η v2 είναι η συζυγής αρµονική µιας συνάρτησης u2 τότε η 

2 2( , ) ( , ) ( , )f x y u x y i v x y= +  είναι ολόµορφη και τότε (από το θεώρηµα Cauchy-Riemann) 
ισχύει 

( ) ( )22 2' , 2 2 2 2( ) 2 2 2 2 1 ' '( )u vf x y i x iy x iy z z z ic f z
x x

∂ ∂
= + = + + = + + = + = + + + =
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(η τελευταία ισότητα ισχύει αν παραγωγίζαµε την (1) σαν πολυώνυµο µιγαδικής µεταβλητή, 
που είναι πάλι ολόµορφη συνάρτηση). 

 
 
 

Θέµα 6. α) Αφού ελέγξτε ότι η συνάρτηση π−= + − →2( ) 2 3 6 : [0, 1]i tc t i e C  είναι απλός, 

κλειστός και λείος δρόµος βρείτε το µήκος του ( )cµ  και το προσανατολισµό του c.   (1 Μ)   

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
π

∫ 6

i z

c

e dz
z

, κατά µήκος του δρόµου c όπως  ορίστηκε στο 

(α).     (0,75 Μ) 
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Απάντηση 
 
α) η συνάρτηση π−= + − 2( ) 2 3 6 i tc t i e  αποτελεί κύκλο,  µε κέντρο τον µιγαδικό = +0 2 3z i  
και ακτίνα r=6. Είναι  ( )π π π−= + − = + − −2( ) 2 3 6 2 3 6 cos(2 ) sin(2 )i tc t i e i t i t  (1) και  

≠ ≠1 2 1 2( ) ( ), για c t c t t t  αφού π π π π− ≠ −1 1 2 2cos(2 ) sin(2 ) cos(2 ) sin(2 )t i t t i t , άρα είναι 
απλός δρόµος.  
Επίσης από την (1) ( ) ( )π π π−= + − = − + +2( ) 2 3 6 2 6cos(2 ) 3 6sin(2 )i tc t i e t i t  προκύπτει ότι 
ο δρόµος είναι και λείος, αφού το πραγµατικό και το φανταστικό του µέρος είναι 
παραγωγίσιµες συναρτήσεις.  
Ακόµη είναι θετικά προσανατολισµένος (όπως και κάθε κυκλικός δρόµος) αφού π.χ. για 
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δηλαδή όσο αυξάνει το t αυξάνει και το όρισµα φ.  
Για το µέτρο ισχύει 

( )
1 1 1

2 2 2 2

0 0 0

( ) ( ) '( ) 12 sin (2 ) cos (2 ) 12 12c t c c t dt t t dt dtµ π π π π π= = = + = =∫ ∫ ∫ , 

αναµενόµενο αφού πρόκειται για κύκλο ακτίνας r=6. 
 
β) Έστω ( ) izf z eπ= , τότε είναι ολόµορφη στο εσωτερικό του κυκλικού δρόµου 

π−= + − 2( ) 2 3 6 i tc t i e  και επειδή ο δρόµος είναι θετικά προσανατολισµένος και το σηµείο 

0 0z =  είναι εσωτερικό του c , τότε από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy έχουµε: 

5 1 5 1

5! ( ) ( ) 2 2(0) (0)
2 5! 5!c c

f z f z i if dz dz f
i z z

π π
π + += ⇒ = =∫ ∫ , 

που δίνει το ζητούµενο ολοκλήρωµα. 
 

 


