
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 
Άσκηση 1. α) Ποια είναι η εκθετική µορφή του i ;   

β) Να δείξετε ότι για κάθε ,z w∈ ισχύει: 
{ }2 /w ze e w z k i kπ= ⇔ ∈ + ∈  

γ) δείξτε ότι η συνάρτηση = − + +2 2( , ) 2 1u x y x y x , ,x y∈ , είναι 
αρµονική και βρείτε τη συζυγή αρµονική της ( , )v v x y= .  

 
Απάντηση. 

α)  Επειδή  1,i = και όρισµα arg( )
2

z π
= , τότε 2

i

i e
π

= . 

 
β)  Είναι 1w z w ze e e −= ⇔ =  και είναι γνωστό τότε ότι  

{ } { }2 / 2 /w z k i k w z k i kπ π− ∈ ∈ ⇔ ∈ + ∈  
 
 
γ) Για να είναι η = − + +2 2( , ) 2 1u x y x y x  αρµονική θα πρέπει να ικανοποιείται η 

σχεση (Laplace) δηλ 
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
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 (το οποίο ισχύει εδώ-απλές παραγωγίσεις) και οι 

µερικές παράγωγοι 2ης τάξης να είναι συνεχείς (ισχύει εδώ πάλι). Άρα είναι αρµονική 
η u(x, y). 
Η συζυγής αρµονική v(x,y) της u  θα πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις (Cauchy-
Riehmann): 

u v
x y
∂ ∂

=
∂ ∂

 και u v
y x
∂ ∂

= −
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Έτσι  
 

2 2 ( , ) (2 2) 2 2 ( )u v x v x y x dy xy y c x
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= = + ⇒ = + = + +
∂ ∂ ∫ , 

Όπου ( )c x  συνάρτηση του x. Ακόµη από τη σχεση 

( )2 2 2 ( ) 2 2 '( ) 2
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u v y xy y c x y y c x y
y x x

c x c
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Άρα η συζυγής αρµονική v(x,y) της u  είναι η  
 

v(x,y)=2xy+2y+c,  c=σταθ. 
 
 
 

 

 



Άσκηση 2  α). Είναι ο δρόµος ( ) 3cos 2 sin : [0,2 ]c t t i t π= + → θετικά ή αρνητικά 

προσανατολισµένος;   

β) Αν ( ) 3cos 2 sin : [0,2 ]c t t i t π= + → , να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα 
π+ −
+∫

4 3( 1)sin[ ( 1)]
1c

z z dz
z

, κατά µήκος του δρόµου c. 

 
 
Απάντηση 
 
α)  Ο δρόµος ( ) 3cos 2 sin : [0,2 ]c t t i t π= + →  αποτελεί έλλειψη, η οποία είναι η  

2 2

1
9 4
x y

+ = . Κάθε έλλειψη είναι αρνητικά προσανατολισµένος δρόµος αφού όσο 

αυξάνει το t µειώνεται η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα c(t) µε τον οριζόντιο 
άξονα. Ισοδύναµα µπορεί κάποιος να πει ότι όσο αυξάνει το t µειώνεται το c(t), π.χ. 
c(0)=3, c(π/2)=2i,  c(π)= -3 κλπ. 
 
β) Έστω π= + −4 3( ) ( 1)sin[ ( 1)]f z z z  η οποία είναι ολόµορφη στο εσωτερικό του 
δρόµου c και έστω = −0 1z . Ο αντίθετος δρόµος c- του δρόµου  

( ) 3cos 2 sin : [0,2 ]c t t i t π= + → είναι θετικά προσανατολισµένος (αφού από το (α) 
ο c είναι αρνητικά προς/νος) και εποµένως ισχύει ο τύπος του Cauchy , δηλ  

ππ π
−

+ −
= ⇒ = − − =

− +∫ ∫
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( ) ( 1)sin[ ( 1)]2 ( ) 2 ( 1) 0
1cc

f z z zdz i f z dz i f
z z z

, όπου το – 

(µπροστά) οφείλεται στο ότι αλλάζει ο δρόµος από c- σε c. 
 
 

Άσκηση 3. α) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα 
− +∫ 2 8 15c

dz dz
z z

 κατά µήκος του 

δρόµου ( ) 1 :[0,2 ]itc t e π= + → . 

β) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα π
−∫ 2

sin( / 4)
4c

z dz
z

 κατά µήκος του δρόµου 

( ) 1 2 5 :[1,2]itc t i eπ= + + → .  
 
Απάντηση 
 
α) Ο δρόµος  ( ) 1 :[0,2 ]itc t e π= + →  είναι κύκλος και θετικά προσανατολισµένος 

και το 
− +2

1
8 15z z

 γράφεται: 

= −
− −− +2
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Οπότε  
 

− +∫ 2 8 15c

dz dz
z z

π π− = − =
− −∫ ∫
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Το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει και αν κάποιος χρησιµοποιήσει το Θεωρ Cauchy 
επειδή ο δρόµος c  είναι κλειστός (κύκλος) και λείος (δηλ παραγωγίσιµη συνάρτηση 
µε συνεχείς µερικές παραγώγους και παραγωγίσιµες επίσης). 
 
β) Έστω π=( ) sin( / 4)f z z . Ο δρόµος  ( ) 1 2 5 :[1,2]itc t i eπ= + + →  είναι κύκλος 
(δηλ θετικά προς/νος). Ακόµη 
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Οπότε  

 π
−∫ 2

sin( / 4)
4c

z dz
z

1 sin( / 4) 1 sin( / 4)
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z zdz dz
z z
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= − =
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Άσκηση 4. Ποιες είναι οι ρίζες της µιγαδικής συνάρτησης sinz ;  

 
Απάντηση 

Επειδή 21 1sin ( ) ( 1)
2 2

iz iz iz
izz e e e

i ie
−= − = −  τότε 

{ }2sin 0 1 2 2 : ,izz e iz k i k Z z k k Zπ π= ⇔ = ⇔ ∈ ∈ ⇔ = ∈ . 
 
 
Άσκηση 5. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )−= − + +( , ) sin cos cos 3x xu x y e x y y y e y x . 
 

α) δείξτε ότι η u είναι αρµονική και βρείτε τη συζυγή αρµονική της ( , )v v x y= .  
 

β) Εκφράστε την συνάρτηση ( , ) ( , ) ( , )f x y u x y v x y= +  σαν συνάρτηση του 
µιγαδικού z .  

 
Απάντηση 
 

α) Για να είναι η u(x, y) αρµονική θα πρέπει 
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
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 (το οποίο ισχύει εδώ) και 

οι µερικές παράγωγοι 2ης τάξης να είναι συνεχείς (ισχύει εδώ πάλι). Άρα είναι 
αρµονική η u(x, y). 
Η συζυγής αρµονική v(x,y) της u  θα πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις: 

u v
x y
∂ ∂

=
∂ ∂

 και u v
y x
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

Επειδή  



( )

( )( )

sin cos (sin ) cos 3

( , ) sin cos (sin ) cos 3 ( )

x x x

x x x

v u e x y y y e y e y
y x

v x y e x y y y e y e y dy c x

− −

− −

∂ ∂
= = − − + + + ⇒

∂ ∂

= − + + + +∫
 (1) 

 
Και η c(x) βρισκεται από το γεγονός ότι 

( cos cos sin ) sinx xv u e x y y y y e y
x y

−∂ ∂
− = = − + −
∂ ∂

  (2) 

Όπου στη θέση της v(x,y) το αποτέλεσµα της (1).Ολοκληρώνουµε στη συνέχεια και 
τα δύο µέλη της (2) ως προς x και βρισκουµε την c(x). 
 
β) Αφου είναι γνωστές πλέον  οι u(x, y) και v(x,y) (από το (α) )  τις τοποθετούµε στη 
θέση της ( , ) ( , ) ( , )f x y u x y v x y= + . Στη συνέχεια αντικαθιστούµε στη τελευταία το 
x µε z και τέλειωσε. 
 
 
Άσκηση 6. α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  είναι 

απλός, κλειστός και λείος δρόµος και ότι παριστάνει έλλειψη.  

 

β) Είναι ο δρόµος θετικά ή αρνητικά προσανατολισµένος;    

γ) Αν 0 0z =  και 3, 2a b= =  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
π

−∫
( sin 2 )

2

i z

c

e dz
z

, κατά 

µήκος του δρόµου c όπως  ορίστηκε στο (α).  
 
Απάντηση 
 
α) Η συνάρτηση π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  είναι συνεχής συνάρτηση 
και το πραγµατικό και το φανταστικό της µέρος είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις, 
άρα και η  c(t), οπότε είναι δρόµος. Ακόµη c(0)=c(π) είναι δηλαδή κλειστός δρόµος 
Αν ( )c t x iy= +  και = +0 0 0z x iy  τότε από την σχέση 

π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  παίρνουµε: 
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Η (3) παριστάνει έλλειψη. 
 
β) Ο δρόµος π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  είναι αρνητικά 
προσανατολισµένος γιατί όσο αυξάνει το t µειώνεται η γωνία που σχηµατίζει το 
διάνυσµα c(t) µε τον οριζόντιο άξονα. Ισοδύναµα µπορεί κάποιος να πει ότι όσο 
αυξάνει το t µειώνεται το c(t), π.χ. 



0 0 0(0) , ( ) , ( )
2

c z a c z i c z aπ π= + = − = −  

Κινείται δηλ το διάνυσµα c(t) όπως και η φορά των δεικτών του ρολογιού, άρα 
αντίθετα από τη θετική φορά, για αυτό  ο δρόµος είναι αρνητικά προσανατολισµένος. 
 
γ) Ο δρόµος π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  γίνεται τώρα  

π= + →( ) 3cos 2 sin : [0, 2 ]c t t i t C  
Αν ( sin 2 )( ) i zf z e π=  τότε από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy  

0
0

1 ( )( )
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f zf z dz
i z zπ

=
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για 0 2z = , π= + →( ) 3cos 2 sin : [0, 2 ]c t t i t C  έχουµε ότι 
π

−∫
( sin 2 )

2

i z

c

e dz
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= sin 42 (2) iif e ππ = . 

 
 
Άσκηση 7.  α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση π= + + →0( ) cos sin : [0, 2 ]c t z a t i b t C  είναι 

απλός κλειστός δρόµος και ότι παριστάνει έλλειψη.   

β) Να βρεθεί το 6

iz

c

e dz
z

π

∫ , αν [ ]2( ) 2 3 6 0,1itc t i e π−= + − → . 

 
ΛΥΣΗ 
 
α) απαντήθηκε στην άσκ 6. 
 
β) Έστω ( )f z izπ= , και  [ ]2( ) 2 3 6 : 0,1itc t i e π−= + − →  παριστάνει κύκλο µε 
κέντρο το µιγαδικό (σηµείο) z=2+3i και ακτίνα r=6, ο οποίος είναι ως γνωστό δρόµος 
θετικά προσανατολισµένος. Το z=0 είναι εσωτερικό σηµείο του παραπάνω κύκλου 
και η συνάρτηση f  είναι ολόµορφη στο εσωτερικό του δρόµου c. Χρησιµοποιούµε το 
γενικευµένο ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy και έχουµε  

( ) ( )(5) 5 5 6
6 2 5! 240 240
iz

iz i z i z

c

e dz i e i i e e
z

π
π π ππ π π π= = = −∫  

όπου ( )(5)izeπ  δηλώνει τη 5η παράγωγο. 
 


