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∆ικτυωτά 

 

Μια σχέση µερικής (ή ασθενούς) διάταξης στο Α είναι µια σχέση r  στο Α που ικανοποιεί τις 

επόµενες ιδιότητες : 

i) ανακλαστική       :  ( x , x)  ∈r    ,    ∀ x  ∈Α 

ii) αντισυµµετρική  :  (x , y)   ∈r    ∧   ( y , x) ∈r    ⇛   x = y  

iii) µεταβατική        :  (x , y)   ∈r    ,  ( y , z) ∈     r    ⇛   (x , z)   ∈     r     

 

Τότε το ζεύγος  (Α , ≤)  είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο   όταν   

Παρατήρηση 1. Κάθε  σχέση διάταξης  «< »  σ΄ένα σύνολο Α  «γεννά» µια σχέση  « ≤ »  

µερικής διάταξης  στο  Α ως εξής : x  ≤  y ⇔  x y<  ή  x = y . Και αντίστροφα, κάθε µερικής  « 

≤ »  σ΄ένα σύνολο Α  γεννά  µια σχέση  διάταξης στο Α ως εξής:  x y x y< ⇔ ≤  και x y≠  

 

Έτσι, για παράδειγµα, αν στη σχέση διάταξης του 

διαγράµµατος προσθέσουµε  τα ζεύγη (x ,x) , (z, z) , (u,u) ,      

(v ,v) δηµιουργούµε µια µερική διάταξη στο σύνολο { x , y , z , 

u , v}. 

 

∆ιάγραµµα 1 

 

Ορισµός 1. Έστω  (Α , <) µερικώς διατεταγµένο σύνολο και B A⊆ . Ορίζουµε  

i) x = άνω φράγµα του Β  ⇔  ∀ y∈Β,  y  ≤  x   (x : επόµενο όλων) 



ii) x = κάτω φράγµα του Β  ⇔  ∀   y∈Β ,    x  ≤ y  (x : προηγούµενο όλων) 

iii) x =sup(Β) ή  x=∨Β  ⇔  x = πρώτο στοιχείο του συνόλου των άνω φραγµάτων ⇔  

⇔
,
, ανω φραγµα 

y B y x
z A z x z

∀ ∈ ≤⎧
⎨∀ ∈ = ⇒ ≤⎩

 

iv) x=inf(B) ή x=∧B ⇔ x=τελευταίο στοιχείο του συνόλου των κάτω φραγµάτων ⇔  

⇔
,
, κατω φραγµα 

y B x y
z A z z x

∀ ∈ ≤⎧
⎨∀ ∈ = ⇒ ≤⎩

 

 

Παρατήρηση 2. Αν το sup(B) ∈B   τότε είναι το τελευταίο (άρα και µέγιστο) στοιχείο του B. 

Επίσης, αν το inf(Β)∈B, τότε είναι το πρώτο (άρα και ελάχιστο) στοιχείο του Β. 

 

Παράδειγµα 1:  Στο ∆ιάγραµµα 1 έχουµε: 

∄ inf { x , s , u} 

inf{y , z , ω} = x 

sup{ y , z , ω} = ω 

 

Ορισµός 2. Κάθε µερικώς (ασθενώς) διατεταγµένο  σύνολο (Α , ≤) είναι δικτυωτό  αν για 

οποιαδήποτε x, y ∈Α  υπάρχουν τα inf(x ,y) x y= ∧  και sup{x,y} x y= ∨ . 

 

Παρατήρηση 3. Κάθε ολικά µερικώς διατεταγµένο σύνολο είναι 

δικτυωτό , όχι αντίστροφα . 

Στο διάγραµµα 2, αν { }, , ,X a b c d=  το ζεύγος ( ),X <  αποτελεί 

δικτυωτό, αλλά δεν είναι ολικά µερικώς διατεταγµένο. 

Για παράδειγµα, b c a∧ = , b c d∨ = , c a a∧ = , b d d∨ = . 

    ∆ιάγραµµα 2 

b c

a

d



Ορισµός 3. Κάθε δικτυωτό (a , ≤) λέγεται πλήρες , αν κάθε  µη κενό υποσύνολο του έχει sup 

και inf . 

Παράδειγµα 2. Το ( ),X <  στο ∆ιάγραµµα 2 αποτελεί ένα πλήρες δικτυωτό. 

Παράδειγµα 3. Να δείξετε ότι το σύνολο  F  όλων των πεπερασµένων υποσυνόλων ενός 

συνόλου X είναι δικτυωτό. 

Απάντηση  : Αν    Α ,Β  ⊆ X τότε  υπάρχει το  inf{A, B} = A ∩ B  και υπάρχει το sup{A, B} = 

A∪B  καθώς τα  A∩B  και A∪B είναι πεπερασµένα. 

Όµως το  F  δεν είναι πλήρες  αφού για  Αi ∈F, η ⋃Αi , οσωνδήποτε πεπερασµένων συνόλων, δεν 

είναι κατανάγκη πεπερασµένο σύνολο. Ενώ η  ⋂Αi , Αi ∈F, είναι πεπερασµένο σύνολο και 

εποµένως ορίζεται το inf{ Αi  / i  ∈ I ,   Αi  ⊂ X }=⋂Αi . 

 

Παράδειγµα 4. Κάθε πεπερασµένο δικτυωτό είναι πλήρες. 

 

Απάντηση  Πράγµατι , έστω το πεπερασµένο δικτυωτό  X ={x1 , x2 , …… xn}  και 

{ }1 2
, , ,

sk k kA x x x= … ένα υποσύνολο του X, µε 
jkx , , κάποια από τα στοιχεία του Χ. 

Έστω ότι το σύνολο Α δεν  έχει π.χ. supA, οπότε ∄ y :  
jkx y≤ , ∀ 1 j s≤ ≤ . 

∆ηλαδή υπάρχει ένα τουλάχιστον στοιχείο kx A
λ
∈ , 1 sλ≤ ≤ , του οποίου το sup µε κάποιο άλλο 

στοιχείο του Χ δεν υπάρχει (γιατί τότε θα διαλέγαµε εκείνο ως supA). Αυτό όµως αντιφάσκει στο 

γεγονός ότι το X αποτελεί δικτυωτό. Εποµένως το υποσύνολο Α του Χ έχει sup. 

Όµοια θα µπορούσε να ελέγξει κάποιος και την ύπαρξη του infA. 

Και τελικά συµπεραίνουµε ότι κάθε πεπερασµένο δικτυωτό είναι πλήρες. 

 

Παράδειγµα 5. Να δειχθεί ότι 

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c 

Απάντηση . Θα δείξουµε αρχικά ότι  sup{{a, b }, c} = sup{a, b ,c}   



Έστω  x=sup{a, b } και y= sup{ x, c} , τότε  

x ≤ y   και    c≤ y 

αλλά και  

a ≤ x ,   b ≤ x 

δηλαδή y είναι ένα άνω φράγµα του {a, b, c}. 

Αν z ένα άλλο άνω φράγµα του {a, b, c} τότε z είναι άνω φράγµα του {α, b}. Εποµένως, x≤ z και 

σαν άνω φράγµα του {a , b, c} είναι   c ≤ z. Άρα, y ≤ z , δηλαδή y=sup{a,b,c}. 

Όµοια δείχνεται ότι sup{a, sup{b ,c}} = sup {a, b, c} και αποδεικνύεται έτσι το ζητούµενο. 

 

Παράδειγµα 6. Να δειχθεί ότι  

a ∧ (a ∨ b) =a   και    a ∨(a ∧ b) = a 

Απάντηση. Ισχύει ότι a ≤ a ∨ b  και  a ∧ b ≤ a,  οπότε  a ∨(a ∧ b) = a. Εποµένως προκύπτει το 

ζητούµενο. 

 

Ορισµός 4.  Ένα δικτυωτό (Α , ≤) ονοµάζεται επιµεριστικό αν ισχύουν: 

i) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)  , ,a b c A∀ ∈   και 

ii) a ∨ (b ∧ c) =(a ∨ b) ∧ (a ∨ c)  , ,a b c A∀ ∈  

 

Πρόταση : Οι συνθήκες (i) και (ii) του ορισµού 4 είναι ισοδύναµες . 

Απόδειξη. Θα δείξουµε αρχικά ότι (i)⇒ (ii). Έχουµε 
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Θα δείξουµε τώρα ότι (ii)⇒ (i). Έχουµε 
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