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Ρνέο
• Οξηζκνί

– Γίθηπν Μεηαθνξάο ή Ρνήο

• Βεβαξεκέλν γξάθεκα κε 
ρσξεηηθόηεηεο

• Πεγή, Καηαβόζξα

– Ρνή

• Απεηθόληζε ηηκώλ ζηηο αθκέο, 
θξαγκέλσλ από ηηο αληίζηνηρεο 
ρσξεηηθόηεηεο

• Κνξεζκέλεο, Αθόξεζηεο αθκέο

• Μέγηζηε ξνή

– Σνκή

• Υσξεηηθόηεηα Σνκήο

• Υσξεηηθόηεηα Γηθηύνπ

• Ιζνδπλακία Μέγηζηεο Ρνήο-
Διάρηζηεο Σνκήο 
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Βνεζεηηθέο πλδπαζηηθέο Γνκέο

• Τπνιεηκκαηηθό Γξάθεκα

– Γηα θάζε ξνή αθκήο, 
πεξηέρεη δύν αθκέο: 
ππουθήζευρ θαη 
ακςπώζευρ ποήρ

• Δπαπμεηηθό κνλνπάηη

– Κάζε κνλνπάηη ζην 
ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα 
από ηελ πεγή ζηελ 
θαηαβόζξα, κε ηηκή ξνήο 
ίζε κε ηελ ειάρηζηε ηηκή 
αθκήο

– Βνεζά ζηελ εύξεζε, λέαο, 
βειηησκέλεο ξνήο
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Θεώξεκα Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ
• Ρνή Μέγηζηε αλλ ην αληίζηνηρν ππνιεηκκαηηθό 

γξάθεκα δελ δηαζέηεη επαπμεηηθό κνλνπάηη

– Έζησ κέγηζηε ξνή. Δάλ ππήξρε επαπμεηηθό κνλνπάηη, 
ηόηε ζα ήηαλ δπλαηή ε επαύμεζε (άηνπν)

– Δάλ δελ ππάξρεη επαπμεηηθό κνλνπάηη, νη θνξπθέο 
ρσξίδνληαη ζε δύν ζύλνια V, V’: ην πξώην 
πεξηιακβάλεη ηηο πξνζπειάζηκεο από ηελ πεγή θνξπθέο 
θαη ην δεύηεξν ηηο ππόινηπεο. Σόηε,

• Αθκέο V πξνο V’ θνξεζκέλεο

• Αθκέο V’ πξνο V δίρσο ξνή

• V, V’ ηνκή, όπνπ ε ρσξεηηθόηεηα θξάζζεη ηελ ξνή
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Θεώξεκα Αθέξαηαο Ρνήο

• Δάλ νη ρσξεηηθόηεηεο είλαη αθέξαηεο ηόηε 

θαη ε κέγηζηε ξνή έρεη αθέξαηα ηηκή

– Παξαηεξνύκε όηη ηα επαπμεηηθά κνλνπάηηα 

έρνπλ αθέξαηεο ηηκέο ξνώλ
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Μέζνδνο Ford-Fulkerson

• Βαζίδεηαη ζην ζεώξεκα επαπμεηηθνύ κνλνπαηηνύ:

«όζο ςπάπσοςν επαςξηηικά μονοπάηια, διαλέγοςμε ένα και 

επαςξάνοςμε ηην ποή καηά μήκορ ηος»

• Απνθαιείηαη κέζνδνο, γηαηί δεν πξνζδηνξίδεηαη 

πώο ζα βξεζεί ην επαπμεηηθό κνλνπάηη 

• ηελ ζρεηηθή δεκνζίεπζε, νη Ford-Fulkerson 

είραλ πξνηείλεη γεληθεπκέλν ςάμηκν ζην 

ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα, κε ηςσαία νπξά 

πξνηεξαηόηεηαο
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Παξάδεηγκα
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Αλάιπζε Μεζόδνπ

• Πνιππινθόηεηα Ο(VEM)=O(|f|E)

– ηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, θάζε βήκα ζα 
απμάλεη ηελ ρσξεηηθόηεηα θαηά κία 
κνλάδα. 

– Άξα |f | ςαμίκαηα κνλνπαηηνύ, θόζηνπο 
O(V+E)=O(E). 

– Δπηπιένλ, |f |=O(VM) θαζώο ε ηηκή ηνκήο 
είλαη Ο(VM)

– Σν όξην είλαη ζθισηό (tight), όπσο δείρλεη 
θαη ην δηπιαλό ζηηγκηόηππν, θαη 
τεςδοπολςυνςμικό, γηαηί εμαξηάηαη από 
ηελ |f |

• Άιιν κεηνλέθηεκα: 
– Αζηάζεηα ζπγθιίζεσο ζηελ ηειηθή ξνή, εάλ νη 

ρσξεηηθόηεηεο είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί
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Αιγόξηζκνη Edmonds-Karp

• Οη Edmonds-Karp παξαηήξεζαλ πσο, εάλ 

ηα επαπμεηηθά κνλνπάηηα αλαδεηεζνύλ 

– είηε βάζει ηηρ μέγιζηηρ ηιμήρ ποήρ

– είηε βάζει ηος μικπόηεπος πλήθοςρ ακμών, 

ηόηε ε Μέζνδνο Ford-Fulkerson γίλεηαη 

πολςυνςμική



Π. Μπνδάλεο ΣΗΜΜΤ - Αιγόξηζκνη 2014-2015 10

Παπάδειγμα Μέγιζηηρ Τιμήρ Επαςξηηικού 

Μονοπαηιού
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Παξάδεηγκα Μέγηζηεο Σηκήο Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Αλάιπζε
• Σν πιήζνο ησλ επαπμεηηθώλ κνλνπαηηώλ είλαη Ο(ElogM), M κέγηζηε ηηκή 

ρσξεηηθόηεηαο

– Έζησ όηη ε ξνή f’ έρεη ηηκή | f’| θαη | f | είλαη ε ηειηθή ηηκή 

– Τπάξρνπλ ην πνιύ Ε δηαθξηηά επαπμεηηθά κνλνπάηηα, ζπλνιηθήο ξνήο 
| f | -| f’|

– Βάζεη ηεο αξρήο ηνπ πεξηζηεξώλα, ην κέγηζην κνλνπάηη ζα έρεη ηηκή ηοςλάσιζηον
(|f |-| f’|)/E

– Θεσξνύκε ηελ αθνινπζία ησλ επαπμεηηθώλ βεκάησλ ζε ππννκάδεο ησλ 2Δ.  Έζησ 
κία ππννκάδα 2E επαπμεηηθώλ βεκάησλ πνπ δεκηνπξγνύλ ξνέο  f’1, f’2, f’3,…,f’i,… 
θαη  f’ ε ξνή πξηλ ηελ έλαξμή ηεο.  Σόηε,

• Δάλ θάζε έλα από απηά ηα βήκαηα πξνσζεί ξνή ηηκήο ηοςλάσιζηον |f|-|f’|/2E, 
ηόηε ε δηαδηθαζία ηεξκαηίδεη κεηά από 2Ε βήκαηα, ην πνιύ, θαη απηή είλαη ε 
ηειεπηαία ππννκάδα πνπ κειεηνύκε. Γηαθνξεηηθά,

• Δάλ ππάξρεη έζησ θαη έλα επαπμεηηθό βήκα, πρ, ην i-ζην, κε ηηκή ξνήο 
ιηγόηεξε από (| f |-| f’|)/(2E), ηόηε

(| f |-| f’i-1|)/E  | f’
i|-| f’

i-1| < (| f |-| f’|)/(2E)  [(| f |-| f’i-1|)/Ε ]/[ (| f |-| f’|)/Ε]  1/2

• Άξα, ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, κεηά από 2Ε βήκαηα, ππνδηπιαζηάδεηαη ε 
ηηκή ηνπ «βαξύηεξνπ» κνλνπαηηνύ

• Υξόλνο Ο(logE/VV logM Ε(V+E)), M κέγηζηε ρσξεηηθόηεηα αθκήο

– V+E πξάμεηο ζηελ νπξά πξνηεξαηόηεηαο, πρ, E/V-ζσξόο, ζε θάζε έλαλ από ηνπο 
ElogM ππνινγηζκνύο επαπμεηηθνύ κνλνπαηηνύ
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ 
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Αλάιπζε 

• Οπθόηηηα (Σσεδιάγπαμμα) ηεξίδεηαη ζηηο θάησζη 

παξαηεξήζεηο:

– Ππώηον, ηα ζπληνκόηεξα κνλνπάηηα ζπλερώο απμάλνπλ ζε κήθνο, 
θαη

– Δεύηεπον, θάζε αθκή ηνπ ππνιεηκκαηηθνύ γξαθήκαηνο 
μαλαεκθαλίδεηαη ζε ζπληνκόηεξν κνλνπάηη πνπ είλαη θαηά 2 αθκέο 
κεγαιύηεξν από ηελ πξνεγνύκελε θνξά:

d(u) = d(v) + 1 ≥ d’(v) + 1 = d’(u) + 1 + 1 = d’(u) + 2

– Άξα, ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζπλνιηθά VE/2 επαπμεηηθά κνλνπάηηα

• Υξόλνο O(E(VE))=Ο(VE2)

es
tu v
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• Γηαίζζεζε 

– Γηαηί λα κελ ζηαιεί κε κηαο 
ξνή 5 ζηελ θνξπθή 4;

– Tν s  4 ζα ζπκκεηείρε κόλν κία θνξά, αληί 
ζε 5 δηαθνξεηηθά επαπμεηηθά κνλνπάηηα, κεγέζνπο 1

• Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο

– Πξνζπαζνύκε λα νδεγήζνπκε ζε θνξεζκό ηηο αθκέο, 
δηνρεηεύνληαο όζε ξνή επηηξέπεηαη

– Οη ελδηάκεζεο θνξπθέο κπνξνύλ λα απνζεθεύνπλ 
πιενλάδνπζα ξνή – ραξαθηεξίδνληαη, ηόηε, σο ενεπγέρ 
(αctive)

– Έηζη δεκηνπξγείηαη κία πξνζέγγηζε ξνήο, ε πποποή, ε 
νπνία ζα ζπγθιίλεη ζηελ ηειηθή «θαλνληθή» ξνή

Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο
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Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο (ζπλ.)

• Πξνθεηκέλνπ ε πξνξνή λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε λόκηκε 
ξνή, πξέπεη πξώηα λα θζάζεη ξνή ζηελ θαηαβόζξα θαη, 
θαηόπηλ, ην πιεόλαζκα λα επηζηξαθεί ζηελ πεγή 

• Γειαδή, ππέπει να εξαλειθθούν οι ενεπγέρ κοπςθέρ. Πώο;

– Τπνιεηκκαηηθό γξάθεκα

– πλάξηεζε ύςνπο ζην ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα

• πλάξηεζε ύςνπο

– h(t) = 0

– h(v) ≤ h(u) + 1, (v,u)Er

Π.ρ., h  απόζηαζε από θαηαβόζξα

• Όηαλ h(v) = h(u) + 1, ηόηε ε (v,u) θαιείηαη νόμιμη
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Ιδηόηεηεο

• Σν ύςνο κίαο θνξπθήο v δελ μεπεξλά ην 

κήθνο ηεο ζπληνκόηεξεο απνζηάζεσο από 

ηελ v πξνο ηελ θαηαβόζξα t

– Έζησ v  v1  v2  … t ην ζπληνκόηεξν 

κνλνπάηη. Σόηε:

h(v) ≤ h(v1) + 1 ≤ h(v2) + 2 ≤ … ≤ h(t) + d = 0 + d

• Όηαλ h(v) > V, ηόηε δελ ππάξρεη κνλνπάηη 

από ηελ v πξνο ηελ θαηαβόζξα t (γηαηί;)
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Γεληθό ρεδηάγξακκα Αιγνξίζκσλ 

Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο

• Αλαζέηνπκε ύςε βάζεη ησλ ζπληνκόηεξσλ 

κνλνπαηηώλ πξνο θαηαβόζξα

• Φέξνπκε ζε θνξεζκό όιεο ηηο αθκέο ηεο πεγήο

• Όζν ππάξρνπλ ελεξγέο θνξπθέο, επηιέγνπκε κία, 

έζησ v, θαη 

– είηε ζπξώρλνπκε ξνή κέζσ κίαο νόμιμηρ ακμήρ ηεο

– είηε, εάλ δελ ππάξρνπλ λόκηκεο αθκέο, πςώλνπκε ηελ v, 

ώζηε λα είλαη θαηά μία μονάδα ςτηλόηεπη από ηνλ 

σαμηλόηεπό ηηρ γείηονα
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Γηαηί δνπιεύεη;
• Μεραληθό αλάινγν

• ην ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα ππάξρεη κνλνπάηη από θάζε ελεξγή 
θνξπθή πξνο ηελ πεγή, ελώ ε πεγή είλαη απνκνλσκέλε από ηελ 
θαηαβόζξα

– Πολύ εύκολα, με επαγυγή, ξεκινώνηαρ από ηο γεγονόρ πυρ, 
απσικά, οδηγούνηαι ζε κοπεζμό αςηέρ ηηρ πηγήρ

– Οι μόνερ πος «βλέπει» η πηγή, έσοςν ύτορ > h(s) (αθού ηηρ 
επιζηπέθοςν ποή)  δεν επικοινυνούν με ηην καηαβόθπα 
(ιδιόηηηα ύτοςρ h(v) ≤ h(u) + 1, (v,u)Er, ζηαθεπό 0)

• Κακκία θνξπθή δελ απνθηά ύςνο κεγαιύηεξν ηνπ 2V

– Η πηγή έσει ύτορ ≤ V, ενώ κάθε ενεπγή κοπςθή v απέσει ηο πολύ 
V-2 ακμέρ από ηην s: v  v1  v2  … s

h(v) ≤ h(v1) + 1 ≤ h(v2) + 2 ≤ … ≤ h(s) + d ≤ V + d ≤ 2V-2

– Όηαν η v καηαζηεί ανενεπγή, ηο ύτορ ηηρ είηε είναι ηο ίδιο είηε 
καηά ένα μεγαλύηεπο από ηον σαμηλόηεπο γείηονά ηηρ. 

s
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Γηαηί δνπιεύεη; (ζπλ.)

• Όηαλ ηεξκαηίδεη:

– δελ ππάξρνπλ ελεξγέο θνξπθέο

– ε πεγή είλαη απνθνκκέλε από ηελ θαηαβόζξα

• Άξα

– δεκηνπξγείηαη θαλνληθή ξνή

– δελ ππάξρνπλ επαπμεηηθά κνλνπάηηα
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Αλάιπζε
• Μέζσ πλαξηήζεσλ Γπλακηθνύ (ζρεδηάγξακκα)

– Φ =  h(v), v ελεξγή
• αξρηθή ηηκή ≤ V×2V

• ηειηθή ηηκή 0

– Πώο κεηαβάιιεηαη ην δπλακηθό
• Α΄ πεξίπησζε: ύςσζε θνξπθήο θαηά c ΓΦ = c. πλνιηθά, 

2V2 (V×2V)

• B΄ πεξίπησζε: δηνρέηεπζε ξνήο. 
– Κνξεζκόο αθκήο: 

ΓΦ = 2V  2V2 Ε (ηπρόλ ελεξγνπνίεζε θνξπθήο απνιήμεσο)

– Αθόξεζηε αθκή:

ΓΦ = -h(v)+h(v)-1 = -1 (γίλεηαη ελεξγή γεηηνληθή w, κε       
h(w)= h(v)-1 ) ή 

ΓΦ = -h(v) (ήδε ελεξγή ε γεηηνληθή w)
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Αλάιπζε (ζπλ.)

• ύλνςε

– Αξρηθά: 

Φ = 2V2 

– Μεηαβνιέο: 

+(2V2+2 V2Ε) από αιιαγέο ύςνπο/θνξεζκνύο αθκώλ

– Σειηθά: 

Φ = 0  2V2+2 V2Ε = Ο(V2Ε) αθόξεζηεο πξνσζήζεηο   
(έθαζηε πξνθαιεί ΓΦ ≤ -1)

• Υξόλνο Ο(V2Ε) 
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Σξνπνπνίεζε Goldberg-Tarjan

• Δπηινγή ελεξγήο θνξπθήο γηα πξνώζεζε 

ξνήο κέζσ νπξάο FiFo 

• Όηαλ επηιεγεί ελεξγή θνξπθή, πξνσζείηαη 

ζςνεσώρ ξνή κέζσ λνκίκσλ αθκώλ κέρξη 

– είηε λα θαηαζηεί αλελεξγή 

– είηε λα ηειεηώζνπλ νη λόκηκεο αθκέο, νπόηε 

πξνζαξκόδεηαη ην ύςνο ηεο 
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Παξάδεηγκα
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Αλάιπζε

• Πνιππινθόηεηα Ο(V2E)

– Απνδεηθλύεηαη κε ζπλάξηεζε δπλακηθνύ

• Σν όξην είλαη ζθηθηό, όπσο δείρλεη θαη ην 

θάησζη ζρήκα

5

s

t34 2 1

5 5 5
5

5

11 1 11

12345
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Μέγηζηα Σαηξηάζκαηα ζε Γηκειή 

Γξαθήκαηα

• Οξηζκνί

– Κάζε ζύλνιν αθκώλ κε 

δηαδεπγκέλα άθξα

– Μέγηζην, εάλ δελ ππάξρεη άιιν 

πνιππιεζέζηεξν πνπ λα ην πεξηέρεη
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7
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• Αλαγσγή ζε πξόβιεκα ξνήο

– Πξνζζήθε πεγήο s

– Πξνζζήθε θαηαβόζξαο t

– Μνλαδηαία βάξε

• Υξόλνο O((V’+V’’)E), θαζώο 

– ην κέγηζην ηαίξηαζκα έρεη (V’+V’’)/2 αθκέο, ελώ 

– όιεο νη ρσξεηηθόηεηεο ηζνύληαη κε 1  κέγηζηε ξνή (V’+V’’)/2 
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Ρνέο Διαρίζηνπ Κόζηνπο
• Οξηζκνί

– Με θάζε αθκή e ζπζρεηίδεηαη θαη κία ηηκή 
θόζηνπο b(e) αλά κνλάδα ξνήο

– Κόζηνο κίαο ξνήο  f :

f(e)b(e)

– Μία ξνή ραξαθηεξίδεηαη σο ελασίζηος 
κόζηοςρ εάλ επηδεηθλύεη ην μικπόηεπο κόζηορ 
μεηαξύ όλυν ηυν ποών ηηρ ίδιαρ ηιμήρ

– Μέγηζηε ξνή ειαρίζηνπ θόζηνπο ην δεηνύκελν
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• Αλαγθαία ε επέθηαζε ηνπ ππνιεηκκαηηθνύ 
γξαθήκαηνο, ώζηε 

– κε θάζε πξαγκαηηθή αθκή e λα ζρεηίδεηαη θόζηνο 
b(e)

– κε θάζε νπηζζναθκή, θόζηνο -b(e) (θαζώο ηπρόλ 
επηινγή ηεο ειαηηώλεη ην θόζηνο)
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Πξώηε Λύζε
• Υξήζε επαπμεηηθώλ θύθισλ αξλεηηθνύ θόζηνπο

– Η ύπαπξή ηοςρ ζημαίνει δςναηόηηηα μείυζηρ ηος 

κόζηοςρ, συπίρ μεηαβολή ηηρ ηιμήρ ηηρ ποήρ
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Γηαηί δνπιεύεη;

• Μία ξνή είλαη ειαρίζηνπ θόζηνπο αλλ δελ ππάξρεη 

αξλεηηθόο επαπμεηηθόο θύθινο

– () Δάλ ππάξρεη αξλεηηθόο πξνθαλώο κπνξεί θαλείο 

λα κεηώζεη ην θόζηνο

– () Δάλ ε  f είλαη κέγηζηε, όρη ειαρίζηνπ θόζηνπο, 

αιιά κε ζεηηθνύο θύθινπο, ηόηε επαύμεζε θαηά κήθνο 

ηνπ θύθινπ ζα κείσλε ην θόζηνο, δίρσο λα πεηξαρζεί ε 

ηηκή (άηνπν)

• Πνιππινθόηεηα Ο(BVE), Β αξρηθό θόζηνο κέγηζηεο ξνήο

– Edmonds-Karp: γηα αξρηθή ξνή, θόζηνπο Β

– Bellman-Ford: γηα εληνπηζκό Β, ην πνιύ, αξλεηηθώλ θύθισλ  
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Γεύηεξε Λύζε

• Έζησ ξνή f ειαρίζηνπ θόζηνπο θαη επαπμεηηθό 

κνλνπάηη π ειαρίζηνπ θόζηνπο. Σόηε ε f’: f π f’

είλαη ξνή ειαρίζηνπ θόζηνπο, κε κεγαιύηεξε, 

όκσο, ηηκή ξνήο:
– Δάλ ε f’ δελ είλαη ειαρίζηνπ θόζηνπο, ηόηε πξέπεη λα ππάξρεη 

αξλεηηθόο θύθινο c, κε ηνπιάρηζηνλ κία θνηλή αθκή κε ηελ π

(γηαηί; νη δύν ξνέο δηαθέξνπλ κόλν ζηηο αθκέο π = f’- f θαη, άξα, ζε 

αληίζεηε πεξίπησζε ν θύθινο ζα ππήξρε θαη ζηελ f):

– b(sv)+b(δ)+b(ut) < b(sv)+b(vu)+b(ut), θαζώο 

b(δ)+ b(uv) < 0  b(δ)-b(vu) < 0  b(δ) < b(vu)

δ

e
s tv u

c
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Αλάιπζε

• Πνιππινθόηεηα

– Ο(| f |VE): Bellman-ford γηα ηα ΜΜΠ, βάζεη 

ηεο b

– Ο(| f |ElogV): Δλαιιαθηηθά, γηα αξαηά 

γξαθήκαηα, Johnson


