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Τι παρουσιάστηκε έως σήμερα
� Αναλυτικές μέθοδοι επίλυσης προβλημάτων 

βελτιστοποίησης.

� Μέθοδοι γραμμικού προγραμματισμού για την επίλυση 

προβλημάτων με γραμμική αντικειμενική συνάρτηση και 

γραμμικούς περιορισμούς ισότητας ή ανισότητας.

� Μέθοδοι επίλυσης μονοδιάστατων προβλημάτων 

βελτιστοποίησης, οι οποίες είναι χρήσιμες στην εύρεση 

του βέλτιστου μήκους βήματος σε προβλήματα επίλυσης 

με επαναληπτικές μεθόδους.



Τι θα παρουσιαστεί
� Μέθοδοι επίλυσης μη γραμμικών προβλημάτων.

� Η συγκεκριμένη διάλεξη θα εστιάσει σε προβλήματα χωρίς 

περιορισμούς.

� Ένα πρακτικό πρόβλημα σπάνια δεν έχει περιορισμούς. 

Όμως η μελέτη τέτοιων προβλημάτων είναι σημαντική διότι:

� οι περιορισμοί σε κάποια προβλήματα έχουν μικρή σημασία,

� μερικές από τις πιο αποδοτικές μεθόδους επίλυσης 

προβλημάτων με περιορισμούς κάνουν χρήση των 

αντίστοιχων τεχνικών επίλυσης χωρίς περιορισμούς,

� Πολλά προβλήματα με περιορισμούς μπορούν να 

μετασχηματιστούν σε προβλήματα χωρίς περιορισμούς,

� παρέχει τη βάση για την κατανόηση των μεθόδων εφαρμογής 

σε προβλήματα με περιορισμούς.



Εισαγωγή
� Η γενική περιγραφή προβλήματος βελτιστοποίησης χωρίς 

περιορισμούς είναι ως εξής:



Εισαγωγή
� Στη 2η διάλεξη παρουσιάστηκαν οι αναλυτικές τεχνικές 

επίλυσης προβλημάτων βελτιστοποίησης και 

παρουσιάστηκε ότι ένα σημείο X* για να αποτελεί τοπικό 

ελάχιστο της f(X) πρέπει να ισχύει η αναγκαία συνθήκη:

� Για να εξασφαλιστεί ότι είναι τοπικό ελάχιστο πρέπει 

επίσης ο Εσσιανός πίνακας (Hessian matrix) να είναι 

θετικά ορισμένος (positive definite):



� Οι προηγούμενες εξισώσεις 6.2-6.3 μπορούν να αναγνωρίσουν 

το βέλτιστο σημείο με αριθμητικές μεθόδους.

� Αν όμως η αντικειμενική συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη

τότε δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να αναγνωρίσουν το 

βέλτιστο σημείο. Αυτό γίνεται κατανοητό με το εξής 

παράδειγμα: έστω ότι θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε το εξής:

όπου α>0 και b>0

� Η συγκεκριμένη συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

βέλτιστο σημείο x*=0, οπότε δεν μπορούν να εφαρμοστούν οι 

εξισώσεις 6.2-6.3 για την αναγνώρισή του.

� Σε τέτοιες περιπτώσεις για την αναγνώριση του βέλτιστου 

εφαρμόζεται η γενική συνθήκη: f(X*)<f(X) για όλα τα Χ.



Κατηγοριοποίηση των μεθόδων επίλυσης

� Οι υπολογιστικές τεχνικές βελτιστοποίησης προβλημάτων 

χωρίς περιορισμούς κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες:

� Μέθοδοι άμεσης αναζήτησης (Direct search methods).

� Μέθοδοι καθόδου ή μέθοδοι κλίσης (Descent methods).



Μέθοδοι άμεσης αναζήτησης 

(Direct search methods)
� Οι μέθοδοι άμεσης αναζήτησης απαιτούν μόνο τον 

υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης και δεν 
χρησιμοποιούν τις μερικές παραγώγους της για τον 
εντοπισμό του ακρότατου.

� Ονομάζονται και μέθοδοι χωρίς κλίση (nongradient
methods) και μέθοδοι μηδενικής τάξης (zeroth-order 
methods).

� Είναι κατάλληλοι για ευκολότερα προβλήματα με σχετικά 
λίγες μεταβλητές.

� Είναι λιγότερο αποτελεσματικές από τις μεθόδους καθόδου, 
αλλά εφαρμόζονται και σε συναρτήσεις στις οποίες δεν 
υπάρχει ή δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί η παράγωγος.



Μέθοδοι καθόδου ή κλίσης

(descent ή gradient ή indirect methods)

� Οι μέθοδοι καθόδου (ή μέθοδοι κλίσης) απαιτούν εκτός από τον 

υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης και τον υπολογισμό 

της 1ης παραγώγου ή και της 2ης, ανάλογα με τη μέθοδο.

� Αυτές οι μέθοδοι που χρησιμοποιούν μόνο την 1η παράγωγο 

ονομάζονται 1ης τάξης μέθοδοι. Αντίστοιχα όσες χρησιμοποιούν 

και τη 2η παράγωγο ονομάζονται 2ας τάξης μέθοδοι.

� Είναι αποδοτικότερες μέθοδοι σε σχέση με την άμεση 

αναζήτηση, λόγω των επιπλέον πληροφοριών που παρέχει ο 

υπολογισμός των παραγώγων.





Γενική προσέγγιση
� Όλες οι μέθοδοι βελτιστοποίησης προβλημάτων χωρίς 

περιορισμούς είναι επαναληπτικές.

� Εκκινούν από ένα δοκιμαστικό σημείο (λύση) και 

προχωρούν προς το ακρότατο με διαδοχικά βήματα 

(δοκιμές).

� Οι διαφορές ανάμεσα στις μεθόδους έγκειται:

� στο πώς επιλέγουν την κατεύθυνση αναζήτησης,

� πώς εκτιμούν το μήκος βήματος προς εκεί και

� πώς ελέγχουν το νέο σημείο για το αν είναι βέλτιστο.



Επαναληπτικές μέθοδοι
� 1. Εκκίνηση από ένα δοκιμαστικό σημείο X

1
.

� 2. Εύρεση της κατάλληλης κατεύθυνσης αναζήτησης S
i

(ξεκινώντας με i=1), η οποία οδηγεί προς το βέλτιστο.

� 3. Εύρεση του κατάλληλου μήκους βήματος λi
* προς την 

κατεύθυνση S
i
.

� 4. Υπολογισμός του νέου σημείου Xi+1 = Xi + λi
*Si

� 5. Έλεγχος του Xi+1 αν είναι βέλτιστο. Αν είναι τότε 

ολοκληρώνεται η διαδικασία. Αλλιώς τίθεται i = i + 1 και 

επαναλαμβάνεται η διαδικασία στο βήμα 2.



Ρυθμός σύγκλισης (Rate of Convergence)
� Οι διάφορες μέθοδοι έχουν διαφορετικούς ρυθμούς σύγκλισης.

� Γενικώς μια μέθοδο βελτιστοποίησης αναφέρεται ότι έχει ρυθμό 

σύγκλισης της τάξης p αν:

� όπου Xi και X
i+1

είναι τα σημεία που υπολογίστηκαν στην 

επανάληψη i και i+1 αντίστοιχα, το X* αντιπροσωπεύει το 

βέλτιστο σημείο και ||X|| είναι το μήκος του διανύσματος X:

� Αν p=1 και 0 ≤ k ≤ 1 τότε η μέθοδος συγκλίνει γραμμικά (αργά).

� Αν p=2 τότε η μέθοδος συγκλίνει τετραγωνικά – quadratically

convergent (αντιστοιχεί σε γρήγορη σύγκλιση).

� Υπεργραμμική σύγκλιση (superlinear convergence) ονομάζεται 

όταν: 



Μέθοδοι άμεσης αναζήτησης

Direct Search Methods



Μέθοδοι τυχαίας αναζήτησης

(random search methods)
� Βασίζονται στη χρήση τυχαίων αριθμών για να βρουν το 

ελάχιστο σημείο. Η περισσότερες βιβλιοθήκες 

προγραμματιστικού κώδικα έχουν γεννήτριες τυχαίων 

αριθμών (random number generators), οπότε μπορούν να 

εφαρμοστούν οι τεχνικές εύκολα.

� Μερικές μέθοδοι τυχαίας αναζήτησης είναι:

� Random Jumping Method

� Random Walk Method

� Random Walk Method with Direction Exploitation



Random Jumping Method



Random Walk Method







Random Walk Method with Direction Exploitation



Πλεονεκτήματα μεθόδων 

τυχαίας αναζήτησης



Μέθοδος αναζήτησης σε κάνναβο

Grid search method



Univariate method
� Στη συγκεκριμένη μέθοδο αλλάζει μία μεταβλητή κάθε φορά και 

επιδιώκεται η διαδοχική προσέγγιση του βέλτιστου σημείου.

� Ξεκινώντας από ένα βασικό σημείο Xi στην i-στη επανάληψη 

μένουν σταθερές οι n-1 μεταβλητές και αλλάζει μόνο η 

απομένουσα μεταβλητή.

� Επομένως το πρόβλημα γίνεται μονοδιάστατο και εφαρμόζεται 

οποιαδήποτε τεχνική της προηγούμενης διάλεξης, ώστε να 

παραχθεί το επόμενο σημείο Xi+1.

� Η νέα κατεύθυνση καθορίζεται τροποποιώντας οποιαδήποτε από 

τις απομένουσες n-1 μεταβλητές που ήταν σταθερές στο 

προηγούμενο βήμα. Όταν ελεγχθούν όλες οι κατευθύνσεις ο 

κύκλος ολοκληρώνεται και ξεκινάει η διαδικασία ξανά από την 

αρχή έως ότου να μην επέρχεται βελτίωση για καμία κατεύθυνση.



Univariate method - διαδικασία



Univariate method









Αναζήτηση σε μοτίβο – Pattern search

� Στη μέθοδο univariate αναζητείται το βέλτιστο σε 
κατευθύνσεις παράλληλα στους άξονες των μεταβλητών.

� Αλλάζοντας κατάλληλα την κατεύθυνση αναζήτησης μπορεί 
να επιταχυνθεί η διαδικασία.



Αναζήτηση σε μοτίβο –

Pattern search
� Γενικά η αναζήτηση σε μοτίβο υλοποιεί n βήματα 

μεταβάλλοντας μόνο μια μεταβλητή κάθε φορά, όπου n ο 

αριθμός των μεταβλητών.

� Έπειτα αναζητά το βέλτιστο στην κατεύθυνση S
i
, η οποία 

καθορίζεται:   S
i
= X

i
– X

i-n

� όπου X
i
το σημείο που βρέθηκε στο τέλος των n βημάτων 

και X
i-n

το αρχικό σημείο του κύκλου αναζήτησης.



Μέθοδος του Powell
� Αποτελεί επέκταση της βασικής αναζήτησης σε μοτίβο.

� Είναι αρκετά διαδεδομένη.

� Κάνει χρήση των «conjugate directions» για να εκτιμήσει 

την κατεύθυνση αναζήτησης:



Χ1 και Χ2 τα ελάχιστα

στην αναζήτηση κατά 

την κατεύθυνση S







Descent method vs Powell’s







Μέθοδος Simplex
� ΠΡΟΣΟΧΗ!!! ΔΕΝ ΕΧΕΙ ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ SIMPLEX 

ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ!!!

























Indirect Search (Descent) Methods
Μέθοδοι καθόδου ή μέθοδοι κλίσης



Κλίση μιας συνάρτησης





























Μέθοδος Newton
� Στην προηγούμενη διάλεξη παρουσιάστηκε η μέθοδος 

Newton για τη βελτιστοποίηση μονοδιάστατων 

προβλημάτων.

� Η μεθοδολογία προσέγγισης της συνάρτησης με ανάπτυξη 

τετραγωνικής σειράς Taylor μπορεί να εφαρμοστεί και σε 

συναρτήσεις πολλών μεταβλητών.

� Έπειτα υπολογίζεται αναλυτικά το βέλτιστο της 

προσεγγιστικής συνάρτησης και μ’ αυτόν τον τρόπο 

προσεγγίζεται πολύ πιο γρήγορα το πραγματικό βέλτιστο.

� Για τετραγωνικές συναρτήσεις το βέλτιστο εξάγεται σε 1 

βήμα. Για μη τετραγωνικές συναρτήσεις η μέθοδος 

Newton μπορεί να αποκλίνει ή να συγκλίνει σε σημείο 

σάγματος (saddle point).



Μέθοδος Marquardt
� Η μέθοδος της μέγιστης καθόδου (steepest descent method) 

ελαττώνει την αντικειμενική συνάρτηση όταν το υφιστάμενο 
σημείο X

i
βρίσκεται μακριά από το βέλτιστο X*. Η μέθοδος 

Newton συγκλίνει γρήγορα όταν βρίσκεται κοντά στο 
βέλτιστο.

� Η μέθοδος Marquardt επιδιώκει να αποκτήσει τα 
πλεονεκτήματα των δύο παραπάνω μεθόδων. Τροποποιώντας 
τα διαγώνια στοιχεία του Εσσιανού πίνακα (Hessian matrix)
προστίθεται ένας θετικός σταθερός αριθμός αi, ο οποίος όταν 
έχει μεγάλες τιμές η αναζήτηση λειτουργεί παρόμοια με τη 
steepest descent method. Όταν ο αi έχει μικρές τιμές τότε η 
αναζήτηση λειτουργεί παρόμοια με τη μέθοδο Newton.

� Επομένως μια καλή λειτουργία είναι η εκκίνηση της 
αναζήτησης με μεγάλες τιμές αi και καθώς θα εξελίσσεται να 
μειώνονται οι τιμές του αi προσεγγίζοντας το μηδέν.



Υπάρχουν διάφοροι μέθοδοι υπολογισμού για την ανανέωση του πίνακα Βi









Δοκιμαστικές συναρτήσεις

� Η απόδοση των αλγορίθμων βελτιστοποίησης 

δοκιμάζεται σε τυπικές συναρτήσεις.

� Έχουν προταθεί διάφορες συναρτήσεις με διαφορετικά 

στοιχεία, όπως ο αριθμός των μεταβλητών, η 

πολυπλοκότητα, ο αριθμός των ακρότατων κ.α.

� Ο σκοπός των συναρτήσεων είναι να συγκριθεί η 

απόδοση των αλγορίθμων.

� Συνήθως η εκκίνηση των αλγορίθμων υλοποιείται από 

συγκεκριμένο σημείο.

� Ως κριτήριο σύγκρισης τυπικά είναι ο συνολικός αριθμός 

των εκτιμήσεων της αντικειμενικής συνάρτησης.



Δοκιμαστικές συναρτήσεις




















