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Γραμμικός προγραμματισμός
� Είναι μια μεθοδολογία βελτιστοποίησης, η οποία 

εφαρμόζεται σε προβλήματα, στα οποία η αντικειμενική 

συνάρτηση και οι περιορισμοί εμφανίζονται ως γραμμικές 

συναρτήσεις των μεταβλητών σχεδιασμού.

� Οι εξισώσεις των περιορισμών σε ένα πρόβλημα 

γραμμικού προγραμματισμού μπορεί να εμφανίζονται ως 

ισότητες ή ως ανισότητες.

� Ο γραμμικός προγραμματισμός μας επιτρέπει να 

επιλέγουμε βέλτιστες αποφάσεις σε πολύπλοκες 

καταστάσεις. Τουλάχιστον 4 βραβεία Nobel δόθηκαν σε 

συνεισφορές σχετικές με το γραμμικό προγραμματισμό.



Ιστορία
� Ο γραμμικός προγραμματισμός ως τύπος προβλημάτων 

βελτιστοποίησης αναγνωρίστηκε το 1930 από 

οικονομολόγους για τον υπολογισμό της βέλτιστης 

κατανομής πόρων.

� Στη διάρκεια του 2ου παγκοσμίου πολέμου η αεροπορία των 

ΗΠΑ εφάρμοσε τις τεχνικές του γραμμικού 

προγραμματισμού. Ο George B. Dantzig διατύπωσε το γενικό 

πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού και εφεύρε το 

1947 τη μέθοδο simplex για την επίλυσή του, η οποία 

επέτρεψε την ευρεία χρήση της μεθόδου.

� Έπειτα τη μεγαλύτερη επιρροή την είχε η συνεισφορά των 

Kuhn και Tucker με τη θεωρία της δυικότητας και οι εργασίες 

των Charnes και Cooper για τις βιομηχανικές εφαρμογές τους



Εφαρμογές του γραμμικού 

προγραμματισμού
� Οι εφαρμογές είναι πάρα πολλές για να αναφερθούν όλες. 

Ενδεικτικά παραδείγματα:

� Διυλιστήρια πετρελαίου, τα οποία προμηθεύονται πετρέλαιο 

από διαφορετικές πηγές, με διαφορετική σύνθεση και 

κόστος. Μπορούν να παράγουν διάφορες ποσότητες για 

πολλά προϊόντα όπως καύσιμο αεροπλάνων, πετρέλαιο 

κίνησης, βενζίνη κ.α. Παραδείγματα περιορισμών είναι η 

διαθέσιμη ποσότητα από τις πηγές, η μέγιστη παραγωγική 

ικανότητα για συγκεκριμένο προϊόν κ.α.



Εφαρμογές του γραμμικού 

προγραμματισμού
� Το βέλτιστο πρόγραμμα παραγωγής σε ένα εργοστάσιο 

μπορεί να αποφασιστεί με γραμμικό προγραμματισμό. Αφού 
ο αριθμός των πωλήσεων δεν είναι σταθερός η επιχείρηση 
έχει πολλές επιλογές. Μπορεί να αποθηκεύει τα προϊόντα, 
ώστε να έχει απόθεμα στη μέγιστη ζήτηση, αλλά αυτό 
περιλαμβάνει κόστος αποθήκευσης. Μπορεί να πληρώσει 
υπερωρίες για να επιτύχει περισσότερη παραγωγή στη 
μεγάλη ζήτηση. Οι περιορισμοί αφορούν τόσο στη 
δυναμικότητα του εργοστασίου όσο και στη δυναμικότητα 
των προμηθευτών να παρέχουν τις πρώτες ύλες. Ο γραμμικός 
προγραμματισμός μπορεί να λάβει υπόψη όλους τους 
παράγοντες και να παρέχει τη λύση με το περισσότερο 
κέρδος… ή με το λιγότερο ρίσκο



Εφαρμογές του γραμμικού 

προγραμματισμού
� Στη βιομηχανία επεξεργασίας τροφής ο γραμμικός 

προγραμματισμός παρέχει το βέλτιστο σχέδιο προμηθειών 

και διασποράς των προϊόντων από διάφορα εργοστάσια σε 

διάφορες αποθήκες.

� Στη βιομηχανία μετάλλων αποφασίζεται η παραγωγή των 

διατομών για μεγιστοποίηση του κέρδους.

� Η βέλτιστη δρομολόγηση μηνυμάτων σε ένα δίκτυο 

επικοινωνίας ή η δρομολόγηση αεροπλάνων και πλοίων 

μπορεί να αποφασιστεί με γραμμικό προγραμματισμό.

� Πολλά τεχνικά προβλήματα μπορούν να επιλυθούν με 

γραμμικό προγραμματισμό επιτυγχάνοντας βέλτιστα 

αποτελέσματα.



Κανονική μορφή προβλήματος

γραμμικού προγραμματισμού

Ανάλογα με τη βιβλιογραφία μπορεί να είναι maximization



Κανονική μορφή προβλήματος

γραμμικού προγραμματισμού (σε μορφή πινάκων)



Κανονική μορφή
� Τα χαρακτηριστικά ενός προβλήματος γραμμικού 

προγραμματισμού, το οποίο περιγράφεται στην κανονική μορφή

(standard form) είναι:

� Η αντικειμενική συνάρτηση είναι προς ελαχιστοποίηση ή προς 

μεγιστοποίηση (ανάλογα με τη βιβλιογραφία),

� Όλες οι μεταβλητές σχεδιασμού είναι μη αρνητικές,

� Όλοι οι περιορισμοί είναι τύπου ισότητας.

Όλα τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού μπορούν να 

μετασχηματιστούν στην κανονική μορφή χρησιμοποιώντας τις 

τεχνικές που περιγράφονται παρακάτω.



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή

� «Η αντικειμενική συνάρτηση είναι προς ελαχιστοποίηση.»

� Οποιοδήποτε πρόβλημα μεγιστοποίησης μπορεί να 

μετασχηματιστεί σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης της ίδιας 

συνάρτησης προσθέτοντας αρνητικό πρόσημο σ’ αυτή. Για 

παράδειγμα η συνάρτηση:

είναι ισοδύναμη με τη:



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή
� «Όλες οι μεταβλητές σχεδιασμού (ή απόφασης) είναι μη 

αρνητικές.»

� Σε πολλά τεχνικά προβλήματα οι μεταβλητές σχεδιασμού 

αφορούν σε φυσικές διαστάσεις, οπότε οι μεταβλητές είναι 

μη αρνητικές. Όταν όμως οι μεταβλητές μπορούν να 

λάβουν οποιοδήποτε πρόσημο τότε:

� Μια μεταβλητή με μη καθορισμένο πρόσημο μπορεί να 

γραφτεί σαν διαφορά δύο νέων μη αρνητικών μεταβλητών.

� Άρα αν        η μεταβλητή χωρίς καθορισμένο πρόσημο 

μπορεί να γραφτεί ως           

όπου:



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή
� «Όλοι οι περιορισμοί είναι τύπου ισότητας.»

� Οι περιορισμοί με τη μορφή ανισοτήτων του τύπου «μικρότερο ή 

ίσο» ή «μεγαλύτερο ή ίσο» μπορούν να μετατραπούν σε ισότητες 

με την προσθήκη μιας νέας μη αρνητικής συμπληρωματικής 

(slack) ή πλεονασματικής (surplus) μεταβλητής αντίστοιχα 

(μεταβλητές απόκλισης).

� Άρα στην ανίσωση:

� προστίθεται μια μη αρνητική slack variable και 

μετασχηματίζεται σε:

� Αντίστοιχα στην:

� Αφαιρείται μια μη αρνητική surplus variable και 

μετασχηματίζεται σε:



Η γεωμετρία των προβλημάτων 

γραμμικού προγραμματισμού
� Τα προβλήματα με μόλις 2 μεταβλητές παρουσιάζουν μια 

απλή περίπτωση, στην οποία η λύση μπορεί να βρεθεί με 

γραφικές μεθόδους. Η οπτικοποίηση τέτοιων 

προβλημάτων παρέχει τη φυσική εικόνα από 

συγκεκριμένα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των 

προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού:

� η εφικτή περιοχή είναι κυρτό πολύγωνο,

� η βέλτιστη λύση αν υπάρχει είναι σε μια κορυφή της 

εφικτής περιοχής.





� Έστω x και y ο αριθμός των παραγόμενων προϊόντων I 

και II αντίστοιχα. Αυτές είναι μεταβλητές σχεδιασμού ή 

απόφασης.

� Θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε το εβδομαδιαίο κέρδος το 

οποίο ισούται με:  $50 · x + $100 · y 

� Αυτή είναι η αντικειμενική συνάρτηση:

� maximize  f(x,y) = 50 · x + 100 · y 

� Περιορισμοί:











Παράδειγμα 1ο

� Ένας αγρότης έχει 240 στρέμματα γεωργικής γης. Θέλει 

να αποφασίσει πόσα στρέμματα θα φυτεύσει καλαμπόκι 

και πόσα τριφύλλι. Το καλαμπόκι του αποφέρει κέρδος 

40€ από κάθε στρέμμα, ενώ το τριφύλλι 30€ από κάθε 

στρέμμα. Το καλαμπόκι χρειάζεται περίπου 2 ώρες 

εργασίας για κάθε στρέμμα, ενώ το τριφύλλι χρειάζεται 

μόνο 1 ώρα για κάθε στρέμμα. Μπορεί να απασχοληθεί 

στη γεωργική εργασία συνολικά 320 ώρες. Για να 

μεγιστοποιήσει το κέρδος του πόσα στρέμματα θα 

καλλιεργήσει καλαμπόκι και πόσα τριφύλλι?



Παράδειγμα 2ο

� Στις εξετάσεις του μαθήματος υπάρχουν θέματα τύπου Α, 

τα οποία αξίζουν 10 βαθμούς και θέματα τύπου Β, τα 

οποία αξίζουν 15 βαθμούς. Χρειάζεστε 3 λεπτά για κάθε 

θέμα τύπου Α και 6 λεπτά για κάθε θέμα τύπου Β. Ο 

συνολικός διαθέσιμος χρόνος είναι 60 λεπτά και δεν σας 

επιτρέπεται να απαντήσετε σε περισσότερες από 16 

ερωτήσεις. Θεωρώντας ότι όλες οι απαντήσεις σας είναι 

σωστές, πόσες θα πρέπει να επιλέξετε από κάθε τύπο, 

ώστε να επιτύχετε το μεγαλύτερο βαθμό?



Παράδειγμα 3ο

� Μια καντίνα ψήνει και πουλάει μπιφτέκια και λουκάνικα σε 

ποδοσφαιρικούς αγώνες. Για να παραμείνει στη δουλειά 

πρέπει να πουλάει τουλάχιστον 10 μπιφτέκια, αλλά δεν 

μπορεί να ψήσει περισσότερα από 40. Αντίστοιχα πρέπει να 

πουλάει τουλάχιστον 30 λουκάνικα, αλλά δεν μπορεί να 

ψήσει περισσότερα από 70. Επίσης δεν μπορεί να ψήσει για 

περισσότερα από 90 σάντουιτς συνολικά την ημέρα. Το 

καθαρό κέρδος από ένα μπιφτέκι είναι 0.33€ και από ένα 

λουκάνικο 0.21€. Πόσα από κάθε είδος πρέπει να πουλήσει, 

ώστε να έχει το μέγιστο κέρδος?



Παράδειγμα 4ο

� Ένα κατάστημα δώρων πουλάει πολυτελή δένδρα τα 

Χριστούγεννα. Ο προμηθευτής της χρεώνει 80€ για 

φυσικό δένδρο και 160€ για τεχνητό δένδρο. Λόγω 

δυσμενούς οικονομικής ρευστότητας το κατάστημα θέλει 

να επενδύσει στην ελάχιστη ποσότητα δένδρων. Το 

κατάστημα μπορεί να αγοράσει από 20 έως και 90 φυσικά 

δένδρα. Μπορεί να αγοράσει έως και 100 τεχνητά δένδρα. 

Ο προμηθευτής μπορεί να παραδώσει μεταξύ 50 έως και 

100 δένδρα στο σύνολο. Το κατάστημα απαιτεί να 

διαθέτει αριθμό τεχνητών δένδρων τουλάχιστον όσο ο 

μισός αριθμός των φυσικών δένδρων.



Παράδειγμα 5ο

� Ένας κτηνοτρόφος αναμιγνύει τροφή από 2 προμηθευτές, 

Α και Β, ώστε να παρέχει στα ζώα του. Σε κάθε τάισμα 

απαιτούνται τουλάχιστον 60 γραμμάρια πρωτεΐνης και 30 

γραμμάρια λίπους. Η τροφή του προμηθευτή Α έχει 15 

γραμμάρια πρωτεΐνης και 10 γραμμάρια λίπους και 

κοστίζει 80 λεπτά το κιλό. Η τροφή του προμηθευτή Β 

έχει 20 γραμμάρια πρωτεΐνης και 5 γραμμάρια λίπους και 

κοστίζει 50 λεπτά το κιλό. Πόση τροφή πρέπει να 

χρησιμοποιήσει από κάθε προμηθευτή, ώστε να 

ελαχιστοποιήσει το κόστος του?



Παράδειγμα 6ο

� Ένα εργοστάσιο παράγει 2 προϊόντα: το Α και το Β. Το 

εργοστάσιο διαθέτει 3 παραρτήματα Π1, Π2 και Π3. Το κέρδος 

από το προϊόν Α είναι 4€ ανά τεμάχιο και από το προϊόν Β 8€

ανά τεμάχιο. Το κάθε παράρτημα έχει τις παρακάτω 

δυνατότητες:

ώρες / τμχ Α ώρες / τμχ Α μέγιστη δυναμικότητα

� Π1 8 ώρες/τμχΑ 10ώρες/τμχΒ 11000ώρες max

� Π2 4 ώρες/τμχΑ 10ώρες/τμχΒ 9000ώρες max

� Π3 12 ώρες/τμχΑ 6ώρες/τμχΒ 12000ώρες max

Πώς θα μεγιστοποιηθεί το κέρδος?



Βασικά θεωρήματα
� Η τομή οποιουδήποτε αριθμού κυρτών συνόλων (convex sets) 

είναι επίσης κυρτή.

� Το σύνολο εφικτών λύσεων ενός προβλήματος γραμμικού 

προγραμματισμού είναι κυρτό.

� Ένα τοπικό ελάχιστο που ανήκει σε ένα κυρτό σύνολο είναι και 

απόλυτο (καθολικό) ελάχιστο.

� Όλες οι βασικές εφικτές λύσεις είναι ακραία σημεία του κυρτού 

συνόλου εφικτών λύσεων.

� Έστω S ότι είναι κυρτό και κλειστό πολύεδρο. Η ελάχιστη τιμή 

μιας γραμμικής συνάρτησης στο S θα βρίσκεται στα συνοριακά 

σημεία του S.















� Περιστροφική αναγωγή (Pivotal reduction) συστήματος m

εξισώσεων με n αγνώστους (m<n)


