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Τι παρουσιάστηκε έως σήμερα
� Αναλυτικές μέθοδοι επίλυσης προβλημάτων 

βελτιστοποίησης.

� Μέθοδοι γραμμικού προγραμματισμού για την επίλυση 

προβλημάτων με γραμμική αντικειμενική συνάρτηση και 

γραμμικούς περιορισμούς ισότητας ή ανισότητας.

� Μέθοδοι επίλυσης μονοδιάστατων προβλημάτων 

βελτιστοποίησης, οι οποίες είναι χρήσιμες στην εύρεση 

του βέλτιστου μήκους βήματος σε προβλήματα επίλυσης 

με επαναληπτικές μεθόδους.

� Μέθοδοι επίλυσης μη γραμμικών προβλημάτων χωρίς 

περιορισμούς



Τι θα παρουσιαστεί

� Μέθοδοι επίλυσης μη γραμμικών προβλημάτων ΜΕ 

περιορισμούς



Εισαγωγή
� Η γενική περιγραφή προβλήματος βελτιστοποίησης με 

περιορισμούς είναι ως εξής:





Χαρακτηριστικά προβλήματος 

με περιορισμούς
1. Ο περιορισμός πιθανόν να μην επηρεάζει τη βέλτιστη 

λύση, οπότε λύνεται σαν να μην έχει περιορισμούς.



Χαρακτηριστικά προβλήματος 

με περιορισμούς
2. Η βέλτιστη (μοναδική) λύση υφίσταται στο όριο του περιορισμού. 
Η απαραίτητη συνθήκη Kuhn – Tucker υποδείχνει ότι το αρνητικό της 
κλίσης περιγράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των κλίσεων των 
ενεργών περιορισμών.



Χαρακτηριστικά προβλήματος 

με περιορισμούς
3. Αν η αντικειμενική συνάρτηση έχει 2 ή περισσότερα τοπικά 

ακρότατα τότε το περιορισμένο πρόβλημα ίσως έχει πολλά 

ακρότατα.



Χαρακτηριστικά προβλήματος 

με περιορισμούς
4. Σε μερικές περιπτώσεις η αντικειμενική συνάρτηση έχει 

μοναδική βέλτιστη λύση, όμως η εισαγωγή περιορισμών 

αναδεικνύει πολλά τοπικά ακρότατα.



Μέθοδοι άμεσης αναζήτησης 

(Direct search methods)



Μέθοδοι τυχαίας αναζήτησης

(random search methods)



Complex Method
� Ο Box επέκτεινε τη μέθοδο simplex, ώστε να μπορεί να 

επιλύσει προβλήματα με περιορισμούς.

� Αντίστοιχα με τη μέθοδο simplex σχηματίζονται 

πολυγωνικά σχήματα, ενώ σε κάθε δοκιμή εξετάζεται η 

εφικτότητα (feasibility) της λύσης.

� Η μέθοδος complex τυπικά επεκτείνεται. Όταν 

συναντηθεί κάποιο όριο συστέλλεται και «πλαταίνει». 

Έπειτα επεκτείνεται κατά μήκος του ορίου, εκτός και αν 

διαφοροποιηθούν οι ισοϋψείς. Η μέθοδος διαχειρίζεται 

και περισσότερα από ένα όρια και μπορεί να 

περιστρέφεται στις γωνίες.



Complex Method (συνέχεια)
� Αν η εφικτή περιοχή είναι μη κυρτή δεν εξασφαλίζεται ότι 

το κεντροΐδές των εφικτών σημείων είναι επίσης εφικτό. 

Σε τέτοια περίπτωση δεν μπορεί η διαδικασία να βρει 

επόμενο σημείο.

� Η μέθοδος complex δεν είναι αποδοτική όταν οι 

μεταβλητές είναι πολλές.

� Δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί για προβλήματα με 

περιορισμούς ισότητας.

� Απαιτείται η εκκίνηση από σημείο, το οποίο είναι εφικτό.



Διαδοχικός γραμμικός προγραμματισμός

(Sequential ή Successive Linear Programming (SLP)

ή Cutting Plane Method)

� Η μέθοδος SLP επιλύνει ΜΗ γραμμικά προβλήματα 

προσεγγίζοντάς τα με γραμμικές συναρτήσεις.

� Η αντικειμενική συνάρτηση και οι συναρτήσεις 

περιορισμών προσεγγίζονται με σειρά Taylor 1ου βαθμού 

στο συγκεκριμένο σημείο X
i
.

� Το παραγόμενο γραμμικό πρόβλημα λύνεται αποδοτικά με 

τη μέθοδο simplex για να βρεθεί το επόμενο σημείο X
i+1

.

� Αν το σημείο X
i+1

δεν ικανοποιεί τα κριτήρια σύγκλισης 

τότε το πρόβλημα «γραμμικοποιείται» ξανά στο νέο 

σημείο X
i+1

και η διαδικασία επαναλαμβάνεται.



Έπειτα ελέγχονται τα κριτήρια σύγκλισης και αν όχι η 

διαδικασία επαναλαμβάνεται.



Μέθοδοι των εφικτών κατευθύνσεων
� Επιλέγεται ένα σημείο εκκίνησης και η αναζήτηση 

κατευθύνεται επαναληπτικά ως εξής:  X
i+1

= X
i
+ λS

i

� Όπου X
i
είναι το σημείο εκκίνησης στην i-στη επανάληψη, S

i

η κατεύθυνση της μετακίνησης, λ η απόσταση της 
μετακίνησης (μέγεθος βήματος) και X

i+1
το σημείο που 

αναδεικνύει η i-στη επανάληψη.

� Το λ επιλέγεται, ώστε να το X
i+1 

να βρίσκεται στην εφικτή 
περιοχή.

� Η κατεύθυνση S
i
επιλέγεται, ώστε α) μια μικρή μετακίνηση σ’ 

αυτή την κατεύθυνση να μην παραβιάζει κανένα περιορισμό 
και β) η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης να βελτιώνεται 
προς τα εκεί.

� Μέθοδοι των εφικτών κατευθύνσεων είναι η μέθοδος του 
Zoutendijk και η gradient projection μέθοδος του Rosen.



Zoutendijk’s method of feasible directions



Zoutendijk’s method of feasible directions



Generalized Reduced Gradient (GRG)



Generalized Reduced Gradient (GRG)



Generalized Reduced Gradient (GRG)



Generalized Reduced Gradient (GRG)



Generalized Reduced Gradient (GRG)



Sequential quadratic programming

(SQP)



Sequential quadratic programming (SQP)
� Αποτελεί μια από τις καλύτερες μεθόδους 

βελτιστοποίησης.

� Η θεωρητική της βάση σχετίζεται με α) την επίλυση ενός 

συνόλου μη γραμμικών εξισώσεων, χρησιμοποιώντας τη 

μέθοδο Newton και β) την παραγωγή μη γραμμικών 

εξισώσεων, χρησιμοποιώντας τη συνθήκη Kuhn-Tucker

στη Lagrangian του προβλήματος βελτιστοποίησης με 

περιορισμούς.

� Είναι επαναληπτική μέθοδος.

� Συνάρτηση fmincon του MATLAB (medium scale)



Sequential quadratic programming (SQP)
� Κατασκευάζεται η συνάρτηση Lagrange με προσέγγιση 

2ου βαθμού.

� Κατασκευάζονται γραμμικές συναρτήσεις, οι οποίες 

προσεγγίζουν τους περιορισμούς.

� Επιλύεται το πρόβλημα 2ας τάξης για βρεθεί η 

κατεύθυνση S

� Μονοδιάστατη αναζήτηση 1-D για το μήκος βήματος.

� Ανανέωση της προσεγγιστικής συνάρτησης Lagrange









Indirect Search (Descent) Methods
Μέθοδοι καθόδου ή μέθοδοι κλίσης



Τεχνικές μετασχηματισμού
� Όταν οι περιορισμοί εξαρτώνται από τις μεταβλητές και έχουν 

συγκεκριμένη απλή μορφή τότε είναι δυνατόν να γίνουν 
μετασχηματισμοί στις ανεξάρτητες μεταβλητές, ώστε οι 
περιορισμοί να ικανοποιούνται αυτόματα.

� Έτσι ένα πρόβλημα με περιορισμούς μπορεί να μετασχηματιστεί 
σε πρόβλημα χωρίς περιορισμούς και να επιλυθεί με τις 
αντίστοιχες μεθόδους.

� Οι περιορισμοί πρέπει να είναι απλές συναρτήσεις.

� Για μερικούς περιορισμούς μπορεί να μην είναι δυνατή η εύρεση 
του αναγκαίου μετασχηματισμού.

� Αν δεν εξαλειφθούν όλοι οι περιορισμοί ίσως είναι καλύτερα να 
μην υλοποιηθεί κανένας μετασχηματισμός. Διότι ο μερικός 
μετασχηματισμός ίσως παράγει αντικειμενική συνάρτηση, η 
οποία θα είναι αρκετά πιο δύσκολο να επιλυθεί σε σχέση με την 
αρχική συνάρτηση.



Τεχνικές μετασχηματισμού (παραδείγματα)

















Συναρτήσεις ποινής

Penalty functions



Εξασφάλιση περιορισμών μέσω 

συναρτήσεων ποινής (Penalty functions)
� Η λογική των συναρτήσεων ποινών είναι απλή και αποσκοπεί 

στην εισαγωγή περιορισμών σε κάποιο πρόβλημα 
βελτιστοποίησης.

� Έστω ότι έχουμε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης της 
αντικειμενικής συνάρτησης f(X), στο οποίο απαιτείται η 
εξασφάλιση κάποιου περιορισμού g(X)<0. Ένας απλός τρόπος 
εισαγωγής του περιορισμού είναι μετασχηματίζοντας την 
αντικειμενική συνάρτηση ως εξής:

� Η συγκεκριμένη ποινή ονομάζεται «ποινή θανάτου» και 
δημιουργεί προβλήματα, διότι εισάγει ασυνέχειες στην 
αντικειμενική συνάρτηση. Υπάρχουν καλύτερες υλοποιήσεις, 
αλλά βασίζονται στην ίδια λογική.



Εξασφάλιση περιορισμών μέσω 

συναρτήσεων ποινής (Penalty functions)

� Η χρήση συναρτήσεων ποινών μετασχηματίζει το 

πρόβλημα με περιορισμούς σε πρόβλημα χωρίς 

περιορισμούς, οπότε μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι 

αντίστοιχες μέθοδοι βελτιστοποίησης.

� Γενικά η αντικειμενική συνάρτηση f(x) μετασχηματίζεται 

σε f’(x) = f(x) + p(x)

� όπου p(x) μια συνάρτηση η οποία προσθέτει ποινές όταν 

παραβιάζεται κάποιος περιορισμός.

� Η ποινή μπορεί να εφαρμοστεί και πολλαπλασιαστικά ως 

εξής (πιο σπάνια περίπτωση):      f’(x) = f(x) · p(x)



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

� Η ποινή εφαρμόζεται μόλις παραβιαστεί κάποιος 

περιορισμός.

� Ονομάζεται και «χαλαρός περιορισμός», διότι επιτρέπει 

την αναζήτηση σε περιοχές, στις οποίες παραβιάζονται 

περιορισμοί.



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

Παράδειγμα



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

Παράδειγμα



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

Παράδειγμα



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

Παράδειγμα



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)

� Γενική περίπτωση ποινών εξωτερικού σημείου:



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου



Συναρτήσεις ποινής εξωτερικού σημείου 

(Exterior point penalty functions)



Συναρτήσεις ποινής
� Γενικά οι συναρτήσεις ποινής σχηματίζονται ως εξής:



Τυπικές συναρτήσεις ποινής





Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής εσωτερικού σημείου 

(Interior point penalty functions ή Barrier Functions)



Συναρτήσεις ποινής (επεκτάσεις)



Linear extended penalty function method



Quadratic extended penalty function method



Quadratic extended penalty function method






