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Τι παρουσιάστηκε στην 4η διάλεξη
� Κανονική μορφή προβλήματος γραμμικού 

προγραμματισμού.

� Βασικά θεωρήματα και ορισμοί.

� Μέθοδος simplex.

� Προσδιορισμός ελάχιστης εφικτής λύσης.

� Υπολογιστικές διαδικασίες.

� Παρατηρήσεις σχετικά με τη μέθοδο simplex



Παράδειγμα 7
� Μια επιχείρηση κατασκευάζει τσάντες για μπαστούνια του 

γκολφ. Για να κατασκευαστεί μια τσάντα συμβάλλουν 4 
τμήματα του εργοστασίου με εργασίες όπως:

� 1. Κόψιμο και βάψιμο του υλικού,

� 2. Ράψιμο,

� 3. Τελειώματα (κουμπιά, φερμουάρ κλπ.),

� 4. Έλεγχος και συσκευασία.

� Η τυπική τσάντα απαιτεί χρόνο (0.7 , 0.5 , 1 , 0.1) ώρες για 
κάθε τσάντα και αποφέρει κέρδος 10€.

� Η πολυτελή τσάντα απαιτεί χρόνο (1 , 5/6 , 2/3 , 1/4) ώρες για 
κάθε τσάντα και αποφέρει κέρδος 9€.



Παράδειγμα 7 (συνέχεια)
� Το επόμενο 4-μηνο μπορεί να εργαστεί το κάθε τμήμα:

� 1. Κόψιμο: 630 ώρες

� 2. Ράψιμο: 600 ώρες

� 3. Τελειώματα: 708 ώρες

� 4. Συσκευασία: 135 ώρες

� Πόσες τσάντες από κάθε είδος πρέπει να παραχθούν το 

επόμενο τετράμηνο, ώστε να μεγιστοποιηθούν τα κέρδη?

� Πόσο είναι το μέγιστο ενδεχόμενο κέρδος?



Παράδειγμα 8
� Ένα εργοστάσιο παράγει 3 είδη προϊόντων:

� 1. TV set με κέρδος 100€ ανά τεμάχιο

� 2. Stereo με κέρδος 30€ ανά τεμάχιο

� 3. Ηχεία με κέρδος 30€ ανά τεμάχιο

� Για να κατασκευαστεί ένα TV set απαιτούνται:

� {1τμχ πλαισίου, 1τμχ προβολέα εικόνας, 2 τμχ κώνου 

ηχείων, 1τμχ τροφοδότη ρεύματος, 2τμχ ηλεκτρονικών}

� Για να κατασκευαστεί ένα Stereo απαιτούνται:

� {1τμχ πλαισίου, 2 τμχ κώνου ηχείων, 1τμχ τροφοδότη 

ρεύματος, 1τμχ ηλεκτρονικών}

� Για να κατασκευαστεί ένα ηχείο απαιτούνται:

� {1 τμχ κώνου ηχείων, 1τμχ ηλεκτρονικών}



Παράδειγμα 8 (συνέχεια)
� Το εργοστάσιο στην αποθήκη έχει:

� 1.  450τμχ πλαισίου

� 2. 250τμχ προβολέα εικόνας

� 3. 900 τμχ κώνου ηχείων

� 4.  450τμχ τροφοδότη ρεύματος

� 5.  600τμχ ηλεκτρονικών

� Πόσα τεμάχια από κάθε προϊόν πρέπει να κατασκευάσει, 

ώστε να μεγιστοποιήσει το κέρδος του?



Περιεχόμενο 5ης διάλεξης
� Επιπλέον θέματα και επεκτάσεις του γραμμικού 

προγραμματισμού.

� Αναθεωρημένη μέθοδος simplex.

� Δυϊκότητα στο γραμμικό προγραμματισμό.

� Θεώρημα της δυϊκότητας.

� Σχέση με τη διαδικασία simplex.

� Ευαισθησία και συμπληρωματική χαλαρότητα.

� Δυϊκή μέθοδος simplex, αναγωγή γραμμικών ανισοτήτων.

� Προβλήματα μεταφορών.

� Αλγόριθμος Karmakar.



Εισαγωγή
� Η μέθοδος simplex μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την 

επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού.

� Για προβλήματα με πολλές μεταβλητές και περιορισμούς 

έχουν κατασκευαστεί τεχνικές που έχουν καλύτερη 

απόδοση σε σχέση με τη μέθοδο simplex, όπως π.χ. η 

αναθεωρημένη μέθοδος simplex. Η βασική διαφορά της 

μεθόδου simplex σε σχέση με την αναθεωρημένη της 

έκδοση είναι ότι στην πρώτη μετατρέπουμε όλες τις τιμές 

του πίνακα, ενώ στη δεύτερη απαιτείται να μετατραπούν 

μόνο τα στοιχεία του αντίστροφου πίνακα.



Εισαγωγή
� Για κάθε πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορεί 

να σχηματιστεί ένα αντίστοιχο, το οποίο ονομάζεται δυϊκό 
(dual).

� Η επίλυση του προβλήματος μπορεί να επιτευχθεί μέσω 
της επίλυσης του δυϊκού, πολλές φορές πιο απλά.

� Αν το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού έχει 
συγκεκριμένη δομή μπορεί να εφαρμοστεί η αρχή της 
αποσύνθεσης (decomposition principle) και να επιλυθεί με 
καλύτερη απόδοση.

� Συχνά ο στόχος είναι να βρεθεί η βέλτιστη λύση, αλλά 
υπάρχουν περιπτώσεις, στις οποίες αναζητείται πώς οι 
παράμετροι του προβλήματος επηρεάζουν τη βέλτιστη 
λύση. Οπότε η ανάλυση ευαισθησίας είναι σημαντική.



Αναθεωρημένη μέθοδος simplex
� Η μέθοδος simplex απαιτεί τον υπολογισμό και την αποθήκευση 

στη μνήμη του συνολικού πίνακα (tableau) σε κάθε επανάληψη. 

Πολλές φορές το tableau είναι πολύ μεγάλος.

� Αρκετές από τις πληροφορίες του πίνακα δεν χρησιμοποιούνται 

και πολλές εγγραφές είναι μηδενικές.

� Η αναθεωρημένη μέθοδος simplex είναι μαθηματικά ισοδύναμη με 

την τυπική μέθοδο simplex, αλλά αλλάζει στην υλοποίηση.

� Αντί να διατηρεί το tableau που αντιπροσωπεύει τους 

περιορισμούς, προσαρμοσμένους στο σύνολο των βασικών 

μεταβλητών, διατηρεί την αναπαράσταση της βάσης του πίνακα 

που αναπαριστά τους περιορισμούς. Η αναθεωρημένη έκδοση 

υπολογίζει και αποθηκεύει μόνο τη σχετική πληροφορία που 

απαιτείται για τη βελτίωση της συγκεκριμένης λύσης. Μ’ αυτόν 

τον τρόπο είναι υπολογιστικά πιο αποδοτική.





Δυϊκότητα στο γραμμικό 

προγραμματισμό
� Η δυαδικότητα ή δυϊκότητα στα προβλήματα 

βελτιστοποίησης πρακτικά αφορά στο μετασχηματισμό 

των προβλημάτων σε διαφορετική μορφή, η οποία οδηγεί 

σε έμμεση επίλυση των προβλημάτων. Αρκετές φορές 

αυτή η μέθοδος είναι αποδοτικότερη.

� Το αρχικό πρόβλημα ονομάζεται πρωτότυπο ή πρωτεύων 

(primal) και το μετασχηματισμένο δυαδικό ή παράλληλο 

ή δυϊκό (dual).

� Το δυϊκό πρόβλημα αποτελεί μετασχηματισμό του 

πρωτεύοντος. Οι παράμετροι του δυϊκού προβλήματος 

είναι οι πολλαπλασιαστές Lagrange του πρωτεύοντος.



Δυϊκότητα στο γραμμικό 

προγραμματισμό
� Σε κάθε αρχικό ή πρωτεύον (primal) πρόβλημα γραμμικού 

προγραμματισμού αντιστοιχεί ένα παράλληλο ή δυαδικό ή 

δυϊκό πρόβλημα (dual) και

� η βέλτιστη λύση του ενός δίνει πληροφόρηση για τη 

βέλτιστη λύση του άλλου.

� Κλασικές περιπτώσεις εφαρμογής δυϊκότητας:

� Όταν οι περιορισμοί του πρωτεύοντος είναι περισσότεροι 

από τις μεταβλητές απόφασης (m>n).

� Σε μερική ευελιξία των διαθέσιμων πόρων.

� Στην ανάλυση ευαισθησίας.



Δυϊκότητα στο γραμμικό 

προγραμματισμό
� Με άλλα λόγια, αντί να λύσουμε το πρωτεύον πρόβλημα 

μπορούμε να κατασκευάσουμε και να επιλύσουμε το 

ισοδύναμό του δυϊκό, αντλώντας ουσιαστικά τις ίδιες 

πληροφορίες καθώς πρόκειται για το ίδιο πρόβλημα.

� Η βέλτιστη λύση του δυϊκού είναι άρρηκτα συνδεδεμένη 

με τη λύση του πρωτεύοντος με τέτοιον τρόπο, ώστε εάν 

προσδιορίσουμε τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος 

προβλήματος θα μπορούμε να ανακτήσουμε άμεσα και τη 

βέλτιστη λύση του δυϊκού.



Δυϊκότητα στο γραμμικό 

προγραμματισμό
� Η κατάστρωση του δυϊκού προβλήματος:

� είναι πολύ χρήσιμη για προβλήματα με πολλές 

μεταβλητές απόφασης και λίγους περιορισμούς, διότι το 

δυϊκό είναι απλούστερο να λυθεί γιατί έχει λίγες 

μεταβλητές απόφασης.

� έχει εφαρμογή στις αναλύσεις ευαισθησίας.

� έχει μια φυσική ερμηνεία όταν το πρόβλημα γραμμικού 

προγραμματισμού προέρχεται από την περιοχή της 

οικονομίας ή εξετάζεται υπό το πρίσμα της θεωρίας 

παιγνίων.



Υπενθύμιση κανονικής μορφής 

προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού

� Είναι πρόβλημα μεγιστοποίησης.

� Όλοι οι περιορισμοί είναι ανισώσεις της μορφής ≤

� Όλες οι μεταβλητές είναι μη-αρνητικές.

� Όλα τα προβλήματα μπορούν να μετατραπούν στην 

κανονική μορφή. Ανάλογα με τη χρησιμοποιούμενη 

μεθοδολογία και βιβλιογραφία η κανονική μορφή 

διαφέρει ελάχιστα.



Πρόβλημα κανονικής μορφής



Πρόβλημα κανονικής μορφής

(μορφή πινάκων)

όπου:



Μετατροπή πρωτεύοντος σε 

δυϊκό πρόβλημα



Παράδειγμα μετατροπής 

πρωτεύοντος προβλήματος σε δυϊκό



Δυϊκό πρόβλημα



Παρατηρήσεις δυϊκού



Μετατροπή πρωτεύοντος σε δυϊκό



Μετατροπή πρωτεύοντος σε δυϊκό









Ορισμοί



Θεωρήματα



Θεωρήματα



Θεωρήματα





Σχέση πρωτεύοντος - δυϊκού
� Στο πρωτεύον πρόβλημα κανονικής μορφής κάθε ισότητα της 

μορφής:

� Είναι ισοδύναμη με δύο ανισότητες:

� που αντιστοιχούν σε δύο μεταβλητές του δυϊκού προβλήματος.

� Στο δυϊκό πρόβλημα ο συντελεστής της αντικειμενικής 

συνάρτησης και οι τεχνολογικοί συντελεστές της μεταβλητής y` 

είναι οι ίδιοι με τους αντίστοιχους της μεταβλητής y, αλλά με 

αντίθετο πρόσημο. Άρα μπορεί να αντικατασταθούν οι y και y` 

με μια μεταβλητή y`` που λαμβάνει θετικές και αρνητικές τιμές.



� Πόρισμα: εάν ο i περιορισμός του πρωτεύοντος είναι 

ισότητα, η αντίστοιχη δυϊκή μεταβλητή y δεν έχει 

περιορισμό ως προς το πρόσημο.



� Πόρισμα: εάν ο i περιορισμός του πρωτεύοντος είναι 

ισότητα, η αντίστοιχη δυϊκή μεταβλητή y δεν έχει 

περιορισμό ως προς το πρόσημο.

� Πρόταση 1: εάν η μεταβλητή xj του πρωτεύοντος 

προβλήματος δεν έχει περιορισμό ως προς το πρόσημο 

τότε ο j περιορισμός του δυϊκού είναι ισότητα.



Σχέση primal-dual



Δυϊκή μέθοδος simplex
� Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες αναζητείται η λύση 

προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού για διάφορες 

περιπτώσεις πινάκων bi (δεξιό μέρος των εξισώσεων).

� Αντίστοιχα μπορεί να μας ενδιαφέρει να προσθέσουμε 

επιπλέον περιορισμούς σε πρόβλημα που ήδη γνωρίζουμε 

τη βέλτιστη λύση.

� Σε τέτοιες περιπτώσεις έχουμε μια μη εφικτή βασική λύση 

του πρωτεύοντος (primal), της οποίας η αντίστοιχη δυϊκή

(dual) λύση είναι εφικτή.



Δυϊκή μέθοδος simplex
� Έχουν προταθεί διάφορες παραλλαγές της simplex, ώστε 

να επιλυθεί πρόβλημα που ξεκινάει από μη εφικτή λύση 

στο πρωτεύον.

� Οι πιο δημοφιλείς είναι η δυϊκή μέθοδος simplex του 

Lemke και η primal-dual μέθοδος των Dantzig, Ford και 

Fulkerson. Αυτές έχουν τα εξής χαρακτηριστικά:

� Δεν απαιτούν την 1η φάση της μεθόδου simplex. Αυτό 

είναι επιθυμητό, αφού η 1η φάση μπορεί να απέχει αρκετά 

από τη βέλτιστη.

� Λειτουργούν επιδιώκοντας συγχρόνως εφικτότητα

(ικανοποίηση των περιορισμών) και βελτιστοποίηση, 

οπότε αναμένονται λιγότερες επαναλήψεις έως την 

εύρεση της βέλτιστης λύσης.





Προβλήματα μεταφορών
� Τα προβλήματα μεταφορών είναι μια ιδιαίτερη κατηγορία 

των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού.

� Το αντικείμενο αυτών των προβλημάτων είναι η 

ελαχιστοποίηση του κόστους μεταφοράς συγκεκριμένων 

αγαθών από κάποια σημεία σε κάποια άλλα.

� Τέτοια προβλήματα μπορούν να επιλυθούν με τη μέθοδο 

simplex, όμως η ειδική δομή τους επιτρέπει την εφαρμογή 

ιδιαίτερης διαδικασίας με καλύτερη απόδοση.



Προβλήματα μεταφορών
� Έστω ότι υπάρχουν 

� m τοποθεσίες R1, R2, …, Rm (π.χ. αποθήκες) και

� n προορισμοί D1, D2, …, Dm (π.χ. εργοστάσια). 

� Έστω 

� αi η ποσότητα από ένα αγαθό που βρίσκεται στην τοποθεσία 

i (i = 1, 2, …, m) και 

� bj η ποσότητα που απαιτείται να μεταφερθεί στον προορισμό 

j (j = 1, 2, …, n).

� Ο στόχος είναι ο καθορισμός της ποσότητας του αγαθού xij

που πρέπει να μεταφερθεί από την τοποθεσία i στον 

προορισμό j, ώστε το συνολικό κόστος μεταφοράς να 

ελαχιστοποιηθεί.



Θεωρείται ότι η ζήτηση των 

αγαθών ισούται με τις 

ποσότητες που διατίθενται

Το άθροισμα των ποσοτήτων 

των αγαθών που θα φτάσουν 

στον προορισμό j από όλες τις 

τοποθεσίες θα είναι ίσο με την 

ποσότητα που χρειάζεται στο j

Το άθροισμα των ποσοτήτων 

των αγαθών που θα 

μεταφερθούν από την 

τοποθεσία i στις τοποθεσίες j

θα είναι ίσο με τη διαθέσιμη 

ποσότητα στο i

Το πρόβλημα περιγράφηκε και επιλύθηκε το 1941 από τον Hitchcock και έπειτα το 1947 από τον 

Koopmans, γι’ αυτό συχνά ονομάζεται ως το πρόβλημα μεταφοράς των Hitchcock-Koopmans

Προβλήματα μεταφορών





Επίλυση του προβλήματος μεταφοράς
� Η επίλυση του προβλήματος μεταφοράς μπορεί να υλοποιηθεί 

εύκολα χειροκίνητα αφού απαιτούνται μόνο προσθαφαιρέσεις.

� Βήμα 1ο: Καθορισμός βασικής εφικτής λύσης.

� Βήμα 2ο: Έλεγχος της λύσης αν είναι βέλτιστη. Αν δεν είναι 

τότε συνεχίζει η διαδικασία στο επόμενο βήμα.

� Βήμα 3ο: επιλογή μεταβλητής για εισαγωγή στη βάση μεταξύ 

των μη βασικών μεταβλητών. Επιλογή μεταβλητής για 

εξαγωγή από τη βάση, χρησιμοποιώντας τη συνθήκη 

εφικτότητας. Εύρεση νέας εφικτής λύσης και επιστροφή στο 

βήμα 2.



Πίνακας προβλήματος μεταφοράς



Μέθοδος Karmarkar (1984)
� Η μέθοδος Karmarkar προτάθηκε για την επίλυση προβλημάτων 

γραμμικού προγραμματισμού μεγάλης κλίμακας.

� Είναι γνωστή και ως μέθοδος εσωτερικού σημείου, διότι βελτιώνει την 

κατεύθυνση αναζήτησης από το εσωτερικό του συνόλου εφικτών 

λύσεων.

� Είναι σε αντίθεση με τη μέθοδο simplex, η οποία αναζητά λύσεις στο 

όριο του συνόλου εφικτών λύσεων, προχωρώντας από τη μία εφικτή 

κορυφή στην επόμενη έως ότου βρεθεί η βέλτιστη. Σε δύσκολα 

προβλήματα οι κορυφές μπορεί να είναι πάρα πολλές και η εύρεση της 

βέλτιστης να απαιτεί σημαντικούς υπολογιστικούς πόρους.

� Η μέθοδος Karmarkar έχει αναφερθεί ότι είναι έως και 50 φορές πιο 

αποδοτική από τη μέθοδο simplex και έχει χρησιμοποιηθεί για την 

επίλυση προβλημάτων με 150.000 μεταβλητές απόφασης και 12.000 

περιορισμούς.



Μέθοδος Karmarkar



Μέθοδος Karmarkar
� Η μέθοδος Karmarkar απαιτεί το πρόβλημα γραμμικού 

προγραμματισμού να είναι στην εξής μορφή:














