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Η γεωμετρία των προβλημάτων 

γραμμικού προγραμματισμού
� Τα προβλήματα με μόλις 2 μεταβλητές παρουσιάζουν μια 

απλή περίπτωση, στην οποία η λύση μπορεί να βρεθεί με 

γραφικές μεθόδους. Η οπτικοποίηση τέτοιων 

προβλημάτων παρέχει τη φυσική εικόνα από 

συγκεκριμένα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των 

προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού:

� η εφικτή περιοχή είναι κυρτό πολύγωνο,

� η βέλτιστη λύση αν υπάρχει είναι σε μια κορυφή της 

εφικτής περιοχής.



Γραμμικός προγραμματισμός
� Τι κάναμε στην 3η διάλεξη (γεωμετρική επίλυση 

γραμμικού προγραμματισμού):

� Ορίσαμε τις μεταβλητές σχεδιασμού.

� Ορίσαμε την αντικειμενική συνάρτηση.

� Ορίσαμε τους περιορισμούς.

� Σχεδιάσαμε σε σύστημα αξόνων τις γραμμές των 

περιορισμών.

� Συνδυάσαμε τις εξισώσεις των περιορισμών για να 

υπολογίσουμε τα σημεία τομής στην περίμετρο (σύνορο) 

του συνόλου εφικτών λύσεων.

� Υπολογίσαμε τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης για 

να βρούμε τη βέλτιστη λύση.





� Έστω x και y ο αριθμός των παραγόμενων προϊόντων I 

και II αντίστοιχα. Αυτές είναι μεταβλητές σχεδιασμού ή 

απόφασης.

� Θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε το εβδομαδιαίο κέρδος το 

οποίο ισούται με:  $50 · x + $100 · y 

� Αυτή είναι η αντικειμενική συνάρτηση:

� maximize  f(x,y) = 50 · x + 100 · y 

� Περιορισμοί:











Μέθοδος simplex
� Εφαρμόζεται σε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού.

� Ερώτηση: Τι είναι πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού?

� Απάντηση:

� Ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού έχει 
αντικειμενική συνάρτηση της μορφής: f=αx+βy+γy+…

� π.χ.   f=3x-2y+z

� υπό τους γραμμικούς περιορισμούς της μορφής:

� Αx+Βy+Γz+…≤ (ή ≥) N             (π.χ. x+y-3z ≤12)

� Η ελάχιστη (ή μέγιστη) τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης f 
ονομάζεται βέλτιστη τιμή και ο συνδυασμός των x, y, z, … 
που δίνει τη βέλτιστη τιμή ονομάζεται βέλτιστη λύση. Οι 
μεταβλητές x, y, z… ονομάζονται μεταβλητές απόφασης ή 
σχεδιασμού.



Κανονική μορφή προβλήματος

γραμμικού προγραμματισμού

Ανάλογα με τη βιβλιογραφία μπορεί να είναι maximization



Κανονική μορφή προβλήματος

γραμμικού προγραμματισμού (σε μορφή πινάκων)



Κανονική μορφή
� Τα χαρακτηριστικά ενός προβλήματος γραμμικού 

προγραμματισμού, το οποίο περιγράφεται στην κανονική μορφή

(standard form) είναι:

� Η αντικειμενική συνάρτηση είναι προς ελαχιστοποίηση ή προς 

μεγιστοποίηση (ανάλογα με τη βιβλιογραφία),

� Όλες οι μεταβλητές σχεδιασμού είναι μη αρνητικές,

� Όλοι οι περιορισμοί είναι τύπου ισότητας.

Όλα τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού μπορούν να 

μετασχηματιστούν στην κανονική μορφή χρησιμοποιώντας τις 

τεχνικές που περιγράφονται παρακάτω.



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή

� «Η αντικειμενική συνάρτηση είναι προς ελαχιστοποίηση.»

� Οποιοδήποτε πρόβλημα μεγιστοποίησης μπορεί να 

μετασχηματιστεί σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης της ίδιας 

συνάρτησης προσθέτοντας αρνητικό πρόσημο σ’ αυτή. Για 

παράδειγμα η συνάρτηση:

είναι ισοδύναμη με τη:



Παράδειγμα
� Μετατρέψτε την αντικειμενική συνάρτηση 

ελαχιστοποίησης: minimizef=-12x-15y-5z

� σε συνάρτηση που απαιτεί μεγιστοποίηση.

� Λύση:    maximizef=12x+15y+5z



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή
� «Όλες οι μεταβλητές σχεδιασμού (ή απόφασης) είναι μη 

αρνητικές.»

� Σε πολλά τεχνικά προβλήματα οι μεταβλητές σχεδιασμού 

αφορούν σε φυσικές διαστάσεις, οπότε οι μεταβλητές είναι 

μη αρνητικές. Όταν όμως οι μεταβλητές μπορούν να 

λάβουν οποιοδήποτε πρόσημο τότε:

� Μια μεταβλητή με μη καθορισμένο πρόσημο μπορεί να 

γραφτεί σαν διαφορά δύο νέων μη αρνητικών μεταβλητών.

� Άρα αν        η μεταβλητή χωρίς καθορισμένο πρόσημο 

μπορεί να γραφτεί ως           

όπου:



Μετασχηματισμός σε τυπική μορφή
� «Όλοι οι περιορισμοί είναι τύπου ισότητας.»

� Οι περιορισμοί με τη μορφή ανισοτήτων του τύπου «μικρότερο ή 

ίσο» ή «μεγαλύτερο ή ίσο» μπορούν να μετατραπούν σε ισότητες 

με την προσθήκη μιας νέας μη αρνητικής συμπληρωματικής 

(slack) ή πλεονασματικής (surplus) μεταβλητής αντίστοιχα 

(μεταβλητές απόκλισης).

� Άρα στην ανίσωση:

� προστίθεται μια μη αρνητική slack variable και 

μετασχηματίζεται σε:

� Αντίστοιχα στην:

� Αφαιρείται μια μη αρνητική surplus variable και 

μετασχηματίζεται σε:



Παράδειγμα
� Γράψτε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού 

ως ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων:

� maximizef = 12x + 15y + 5z

� υπό τους περιορισμούς:

� 2x + 2y + z ≤ 8

� - x - 4y + 3z ≥ - 12 ή  x + 4y - 3z ≤ 12

� Απάντηση:

� 2x + 2y + z + s = 8

� - x - 4y + 3z – t = - 12 ή  x + 4y - 3z + t = 12

� - 12x - 15y - 5z + f = 0



Πινακοποίηση των εξισώσεων



Πινακοποίηση των εξισώσεων



Αναγνώριση ενεργών μεταβλητών και 

βασικών λύσεων





Βρείτε την 1η βασική λύση



Συμπληρώστε τα ονόματα των 

ενεργών μεταβλητών



Συμπληρώστε τα ονόματα των 

ενεργών μεταβλητών



� Η λύση με p=0 δεν είναι η μέγιστη.

� Για να βρούμε τη μέγιστη τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης υλοποιούμε «περιστροφική αναγωγή» 

(Pivotal reduction) συστήματος m εξισώσεων με n

αγνώστους (m<n).

� Τα ενδεικτικά βήματα περιγράφονται έπειτα.



Επιλογή της στήλης «pivot column»
� Κατά κανόνα κοιτάμε τους αριθμούς στην τελευταία 

σειρά, χωρίς να λαμβάνεται υπόψη η στήλη των 

αποτελεσμάτων (η τελευταία). Εκεί επιλέγουμε τον 

αρνητικό αριθμό με τη μεγαλύτερη (απόλυτη) τιμή. Εκεί 

βρίσκεται το pivot column. Αν υπάρχουν 2 στήλες με ίδιες 

τιμές επιλέγεται οποιαδήποτε από τις 2. Αν όλοι οι αριθμοί 

στην τελευταία σειρά είναι μηδενικοί ή θετικοί τότε η 

διαδικασία έχει ολοκληρωθεί και η βασική λύση είναι και 

η βέλτιστη.



Επιλογή της στήλης «pivot 

column»

Pivot column



Επιλογή της γραμμής pivot
� Η μεταβλητή pivot πρέπει πάντα να είναι θετική. Οπότε 

αποκλείονται οι μηδενικές τιμές και η τελευταία γραμμή, 

στην οποία περιλαμβάνεται αρνητική τιμή.

� Για κάθε θετική τιμή b της στήλη pivot υπολογίζεται η 

δοκιμαστική αναλογία a/b, όπου a ο αριθμός των 

αποτελεσμάτων στην τελευταία (δεξιά) στήλη της 

συγκεκριμένης γραμμής.

� Για κάθε δοκιμαστική αναλογία επιλέγεται η μικρότερη 

τιμή. Ο αριθμός b είναι ο pivot.



Βρείτε την τιμή pivot



Βρείτε την τιμή pivot



Επόμενα βήματα simplex
� Αφού βρούμε την τιμή pivot τη χρησιμοποιούμε, ώστε να 

μηδενίσουμε τις υπόλοιπες τιμές της στήλης, ενώ στη 

συγκεκριμένη γραμμή η τιμή pivot θα γίνει 1.







� Η διαδικασία συνεχίζεται έως ότου να μην υπάρχουν 

αρνητικοί αριθμοί στην τελευταία γραμμή.









Παρατηρήσεις 

(σχετικά με τη μέθοδο simplex)
� Στην αρχική επαναληπτική διαδικασία γίνεται επιλογή της 

μη βασικής μεταβλητής που έχει τον μεγαλύτερο 

αρνητικό συντελεστή. Αν υποτεθεί ότι δύο ή περισσότερες 

μη-βασικές μεταβλητές έχουν τον ίδιο αρνητικό 

συντελεστή, τότε η επιλογή γίνεται τυχαία. Η βέλτιστη 

λύση προκύπτει ανεξάρτητα από την επιλογή.



Παρατηρήσεις 

(σχετικά με τη μέθοδο simplex)
� Όταν δύο ή περισσότερες μεταβλητές αποτελούν τις εξερχόμενες

βασικές μεταβλητές προκύπτει μια εκφυλισμένη βασική δυνατή λύση
επειδή οι ισοβάθμιες μεταβλητές που επιλέγονται πρέπει να λάβουν τιμή 
ίση με το μηδέν. Αν μια τέτοια μεταβλητή επιλεχθεί στη συνέχεια
σαν εξερχόμενη βασική μεταβλητή, πριν όμως η τιμή της αλλάξει από 
την μηδενική, τότε η αντίστοιχη εισερχόμενη βασική μεταβλητή 
παραμένει μηδέν και η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης πρέπει να 
παραμείνει αμετάβλητη. Η διαδικασία όμως οδηγεί σε ατέρμονα βρόχο 
(loop), δηλαδή σε κυκλική επαναληπτική διαδικασία χωρίς δυνατότητα 
εντοπισμού βέλτιστης λύσης. Για την αντιμετώπιση του προβλήματος 
υπάρχουν τεχνικές που δεν αναπτύσσονται εδώ.



Παρατηρήσεις 

(σχετικά με τη μέθοδο simplex)
� Πρόβλημα εμφανίζεται όταν δεν υπάρχει κατάλληλη βασική 

μεταβλητή που να χαρακτηριστεί ως εξερχόμενη. Το πρόβλημα 
εντοπίζεται όταν η εισερχόμενη βασική μεταβλητή μπορεί να 
αυξηθεί απεριόριστα, χωρίς να δώσει αρνητικές τιμές σε κάποια από 
τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές. Στην simplex αυτό σημαίνει ότι 
κάθε συντελεστής της κύριας στήλης είναι είτε αρνητικός είτε μηδέν.

� Αποτέλεσμα της διαδικασίας είναι ότι οι περιορισμοί δεν εμποδίζουν 
την συνεχή αύξηση της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης σε μια 
ορισμένη διεύθυνση (αρνητική ή θετική) έτσι ώστε να προκύψει 
διακοπή της διαδικασίας με την ένδειξη ότι η Ζ δεν ορίζεται. Η 
ένδειξη ερμηνεύεται σαν λάθος, καθότι δεν υπάρχει πρόβλημα ΓΠ 
που να δίνει απεριόριστο όφελος. Στην περίπτωση αυτή θεωρείται 
ότι το πρόβλημα δεν έχει καταστρωθεί σωστά, είτε με παράλειψη 
περιορισμών είτε με λάθος στην αρχή της διαδικασίας.



Παρατηρήσεις 

(σχετικά με τη μέθοδο simplex)
� Άλλη περίπτωση είναι η εμφάνιση πολλών βέλτιστων λύσεων. 

Οποιοδήποτε πρόβλημα αυτής της μορφής έχει τουλάχιστον 
δύο βέλτιστες βασικές ικανές λύσεις που
χρησιμεύουν στον εντοπισμό κάθε άλλης βέλτιστης λύσης. Σε 
αρκετές εφαρμογές είναι εκ των προτέρων γνωστή η ύπαρξη 
πολλών βέλτιστων λύσεων. Οπωσδήποτε, σε ένα μοντέλο 
λήψης αποφάσεων είναι δύσκολος ο συνυπολογισμός 
συμμετοχής όλων των παραγόντων, εφόσον λαμβάνονται 
συνήθως μόνο οικονομικοί και τεχνικοί παράγοντες. Έτσι, 
μετά τον καθορισμό των πλέον αποδεκτών εναλλακτικών 
λύσεων (βέλτιστες λύσεις ή λύσεις πλησίον της βέλτιστης που 
προκύπτουν από ανάλυση ευαισθησίας), η τελική επιλογή 
μεταξύ αυτών εναπόκειται στον λήπτη απόφασης.



Παρατηρήσεις 

(σχετικά με τη μέθοδο simplex)
� Με την simplex η διαδικασία σταματά μόλις εντοπιστεί η πρώτη 

βέλτιστη λύση και έτσι δεν εντοπίζονται άλλες βέλτιστες λύσεις εάν 

υπάρχουν. Το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται με το γεγονός ότι 

στην περίπτωση ύπαρξης περισσοτέρων της μίας βέλτιστων ικανών 

λύσεων, τουλάχιστον μια από τις βασικές μεταβλητές έχει ένα 

συντελεστή ίσο με το μηδέν στην τελική εξίσωση και έτσι η αύξηση 

μιας τέτοιας μεταβλητής δεν μεταβάλλει την τιμή της Ζ.

� Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ο εντοπισμός και άλλων βέλτιστων

λύσεων μπορεί να επιτευχθεί με πρόσθετα επαναληπτικά βήματα και 

με επιλογή κάθε φορά εκείνης της μη-βασικής μεταβλητής που έχει

μηδενικό συντελεστή για την εισερχόμενη βασική λύση. Η μέθοδος

προσομοίωσης (simulation) δίνει λύση σε τέτοιες περιπτώσεις.



Παράδειγμα 1ο

� Ένας αγρότης έχει 240 στρέμματα γεωργικής γης. Θέλει 

να αποφασίσει πόσα στρέμματα θα φυτεύσει καλαμπόκι 

και πόσα τριφύλλι. Το καλαμπόκι του αποφέρει κέρδος 

40€ από κάθε στρέμμα, ενώ το τριφύλλι 30€ από κάθε 

στρέμμα. Το καλαμπόκι χρειάζεται περίπου 2 ώρες 

εργασίας για κάθε στρέμμα, ενώ το τριφύλλι χρειάζεται 

μόνο 1 ώρα για κάθε στρέμμα. Μπορεί να απασχοληθεί 

στη γεωργική εργασία συνολικά 320 ώρες. Για να 

μεγιστοποιήσει το κέρδος του πόσα στρέμματα θα 

καλλιεργήσει καλαμπόκι και πόσα τριφύλλι?



Παράδειγμα 2ο

� Στις εξετάσεις του μαθήματος υπάρχουν θέματα τύπου Α, 

τα οποία αξίζουν 10 βαθμούς και θέματα τύπου Β, τα 

οποία αξίζουν 15 βαθμούς. Χρειάζεστε 3 λεπτά για κάθε 

θέμα τύπου Α και 6 λεπτά για κάθε θέμα τύπου Β. Ο 

συνολικός διαθέσιμος χρόνος είναι 60 λεπτά και δεν σας 

επιτρέπεται να απαντήσετε σε περισσότερες από 16 

ερωτήσεις. Θεωρώντας ότι όλες οι απαντήσεις σας είναι 

σωστές, πόσες θα πρέπει να επιλέξετε από κάθε τύπο, 

ώστε να επιτύχετε το μεγαλύτερο βαθμό?



Παράδειγμα 3ο

� Μια καντίνα ψήνει και πουλάει μπιφτέκια και λουκάνικα σε 

ποδοσφαιρικούς αγώνες. Για να παραμείνει στη δουλειά 

πρέπει να πουλάει τουλάχιστον 10 μπιφτέκια, αλλά δεν 

μπορεί να ψήσει περισσότερα από 40. Αντίστοιχα πρέπει να 

πουλάει τουλάχιστον 30 λουκάνικα, αλλά δεν μπορεί να 

ψήσει περισσότερα από 70. Επίσης δεν μπορεί να ψήσει για 

περισσότερα από 90 σάντουιτς συνολικά την ημέρα. Το 

καθαρό κέρδος από ένα μπιφτέκι είναι 0.33€ και από ένα 

λουκάνικο 0.21€. Πόσα από κάθε είδος πρέπει να πουλήσει, 

ώστε να έχει το μέγιστο κέρδος?



Παράδειγμα 4ο

� Ένα κατάστημα δώρων πουλάει πολυτελή δένδρα τα 

Χριστούγεννα. Ο προμηθευτής της χρεώνει 80€ για 

φυσικό δένδρο και 160€ για τεχνητό δένδρο. Λόγω 

δυσμενούς οικονομικής ρευστότητας το κατάστημα θέλει 

να επενδύσει στην ελάχιστη ποσότητα δένδρων. Το 

κατάστημα μπορεί να αγοράσει από 20 έως και 90 φυσικά 

δένδρα. Μπορεί να αγοράσει έως και 100 τεχνητά δένδρα. 

Ο προμηθευτής μπορεί να παραδώσει μεταξύ 50 έως και 

120 δένδρα στο σύνολο. Το κατάστημα απαιτεί να 

διαθέτει αριθμό τεχνητών δένδρων τουλάχιστον όσο ο 

μισός αριθμός των φυσικών δένδρων.



Παράδειγμα 5ο

� Ένας κτηνοτρόφος αναμιγνύει τροφή από 2 προμηθευτές, 

Α και Β, ώστε να παρέχει στα ζώα του. Σε κάθε τάισμα 

απαιτούνται τουλάχιστον 60 γραμμάρια πρωτεΐνης και 30 

γραμμάρια λίπους. Η τροφή του προμηθευτή Α έχει 15 

γραμμάρια πρωτεΐνης και 10 γραμμάρια λίπους και 

κοστίζει 80 λεπτά το κιλό. Η τροφή του προμηθευτή Β 

έχει 20 γραμμάρια πρωτεΐνης και 5 γραμμάρια λίπους και 

κοστίζει 50 λεπτά το κιλό. Πόση τροφή πρέπει να 

χρησιμοποιήσει από κάθε προμηθευτή, ώστε να 

ελαχιστοποιήσει το κόστος του?



Παράδειγμα 6ο

� Ένα εργοστάσιο παράγει 2 προϊόντα: το Α και το Β. Το 

εργοστάσιο διαθέτει 3 παραρτήματα Π1, Π2 και Π3. Το κέρδος 

από το προϊόν Α είναι 4€ ανά τεμάχιο και από το προϊόν Β 8€

ανά τεμάχιο. Το κάθε παράρτημα έχει τις παρακάτω 

δυνατότητες:

ώρες / τμχ Α ώρες / τμχ Α μέγιστη δυναμικότητα

� Π1 8 ώρες/τμχΑ 10ώρες/τμχΒ 11000ώρες max

� Π2 4 ώρες/τμχΑ 10ώρες/τμχΒ 9000ώρες max

� Π3 12 ώρες/τμχΑ 6ώρες/τμχΒ 12000ώρες max

Πώς θα μεγιστοποιηθεί το κέρδος?



Βασικά θεωρήματα
� Η τομή οποιουδήποτε αριθμού κυρτών συνόλων (convex sets) 

είναι επίσης κυρτή.

� Το σύνολο εφικτών λύσεων ενός προβλήματος γραμμικού 

προγραμματισμού είναι κυρτό.

� Ένα τοπικό ελάχιστο που ανήκει σε ένα κυρτό σύνολο είναι και 

απόλυτο (καθολικό) ελάχιστο.

� Όλες οι βασικές εφικτές λύσεις είναι ακραία σημεία του κυρτού 

συνόλου εφικτών λύσεων.

� Έστω S ότι είναι κυρτό και κλειστό πολύεδρο. Η ελάχιστη τιμή 

μιας γραμμικής συνάρτησης στο S θα βρίσκεται στα συνοριακά 

σημεία του S.















� Περιστροφική αναγωγή (Pivotal reduction) συστήματος m

εξισώσεων με n αγνώστους (m<n)


