
Γραφική µε υπολογιστές:

Καµπύλες και Επιφάνειες
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Παραµετρικός ορισµός καµπύλης

• Καµπύλη στο επίπεδο:

– Πεπλεγµένη (implicit) µορφή

– Παραµετρικός ορισµός  (parametric)

• Καµπύλη στο χώρο:

( ) 0, =yxf

( ) ( ) ( )( ) [ ]1,0,,, ∈= ttytxyxp
T�

• Καµπύλη στο χώρο:

– Πεπλεγµένη (implicit) µορφή

– Παραµετρικός ορισµός  (parametric)

( ) 0,, =zyxf

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1,0,,,, ∈= ttztytxyxp
T�
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• Παράδειγµα: παραµετρική εξίσωση ευθείας 3D που διέρχεται από το 

σηµείο (x0,y0,z0) και είναι παράλληλη στο διάνυσµα (d1,d2,d3):

( )
( )
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x t x td
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Εφαπτόµενο και κάθετο διάνυσµα καµπύλης 

σε 3D
• Το εφαπτόµενο διάνυσµα µίας καµπύλης στο σηµείο P ορίζεται ως το 

διάνυσµα της 1ης παραγώγου ως προς την παράµετρο της καµπύλης �

είναι ίσο µε το PP1 για P1�P. Το εφαπτόµενο διάνυσµα 

κανονικοποιείται για να αποκτήσει µήκος =1.

P P1

t

• Αν θεωρήσουµε τρέχον σηµείο και δύο σηµεία επί της καµπύλης P1, 

P2. Αν P1�P και P2�P, τότε τα P1 , P2 , P καθορίζουν ένα επίπεδο το 

οποίο περιέχει το εφαπτόµενο διάνυσµα (tangent) στο P. Η πρώτη και 

δεύτερη παράγωγος της καµπύλης είναι διανύσµατα που περιέχονται 

στο επίπεδο αυτό.

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
' , ' , ''

' ' , ' , '
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u
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• Το διάνυσµα που περνά από το P και είναι κάθετο στο επίπεδο λέγεται 

δικάθετο διάνυσµα (binormal) και ορίζεται ως:

• Το διάνυσµα που είναι κάθετο στο εφαπτόµενο και το δικάθετο 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
' ''

' ''

u u
u

u u

×
=

×

f f
b

f f

• Το διάνυσµα που είναι κάθετο στο εφαπτόµενο και το δικάθετο 

διάνυσµα είναι το κάθετο (normal) διάνυσµα της καµπύλης.

• Το Εφαπτόµενο µοναδιαίο διάνυσµα , το ∆ικάθετο και το κάθετο 

διάνυσµα αποτελούν µία ορθοκανονική βάση του R3 η οποία λέγεται 

τρίεδρο Frenet.
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• Παραµετρική εξίσωση κύκλου µε κέντρο (x0,y0) και ακτίνα R:

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0 0cos 2 , sin 2 ,0

' sin 2 , cos 2 ,0

'' cos 2 , sin 2 ,0

t R t x R t y

t R t R t

t R t R t

π π

π π

π π

= + +

= −

= − −

f

f

f

Z

• Προκύπτει ότι το δικάθετο είναι πάντα παράλληλο στον Z και το 

κάθετο είναι πάντα παράλληλο στην f.

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

3 3

' '' 0,0,

' cos2 , sin 2 ,0

t t t R

t t t R t R tπ π

= × =

= × = − −

b f f

n b f
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Παραδείγµατα

• Παραµετρική εξίσωση 3D έλικας µε κέντρο (0,0), ακτίνα R και βήµα 

b. Η 1η και 2η παράγωγος υπολογίζεται:

• Το δικάθετο και το κάθετο διάνυσµα υπολογίζονται ως εξής:

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
' sin , cos ,

cos , sin ,
'' cos , sin ,0

t R t R t b
t R t R t bt

t R t R t

 = −
= ⇒ 

= − −

f
f

f

• Το δικάθετο και το κάθετο διάνυσµα υπολογίζονται ως εξής:

• Παρατηρούµε ότι το κάθετο διάνυσµα είναι παράλληλο µε την f’’.

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2 2 2 2

' '' sin , cos ,

' cos , sin ,0

t t t Rb t Rb t R

t t t R R b t R R b t

= × = −
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• Γραφική παράσταση της 

έλικας, καθώς και των 

διανυσµάτων Frenet.

• Οι ακόλουθες εντολές του 

Matlab είναι χρήσιµες για την 

οπτικοποίηση:

– cross, plot3, 

2

2.5

3

– cross, plot3, 

quiver3
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Παράδειγµα

• ∆ίνεται ( ) ( ) ( )( ) [ ]2 31 , , 1 , 1.5,1.5

Να σχεδιαστεί η καµπύλη και να υπολογιστούν τα διανύσµατα του τριέδρου του Frenet.

u u u u u= + − + ∈ −x
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2

2 4

Εφαπτόµενο διάνυσµα 1, 2 ,3 ,

1, 2 ,3
ˆΜοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα 
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• Γραφική παράσταση της καπύλης, καθώς και των διανυσµάτων 

Frenet.

• Ειδικά για πολυωνυµικές καµπύλες, οι ακόλουθες εντολές του Matlab:

• polyval, polyder, cross, plot3, quiver3
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Καµπύλες Bezier και Splines

B-spline

Bezier

NURBS

B-spline
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Καµπύλες Bezier

• Παράγονται από γραµµική παρεµβολή σηµείων ελέγχου

– Η θέση των σηµείων καθορίζει το σχήµα της καµπύλης

– Το πλήθος καθορίζει τον βαθµό της καµπύλης

• Γραµµική παρεµβολή 2 σηµείων p1, p2: η παραµετρική εξίσωση του 

ευθύγραµµου τµήµατος που τα ενώνει
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Kαµπύλες Bezier βαθµού 2 και βαθµού n

• κηγκξγ
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Υπολογισµός σηµείων καµπύλης

( ) 1,1,11 +−− +−= jijiij uPPuP

Αναδροµικός υπολογισµός σηµείου καµπύλης Αναδροµικός υπολογισµός σηµείου καµπύλης 

function de_Cast(i,j)

if i=0 then return Pij else

return (1-u)*De_Cast(i-1,j)+u*de_Cast(i-1,j+1)

end
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• Αποτελεσµατικός αλγόριθµος υπολογισµού σηµείων Bezier βαθµού n-1

De_casteljau(Q[], u)

for k=1 to n

for i=1 to n-k+1

Q(i)=(1-u)*Q(i)+u*Q(i+1)

end;

end;end;
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P11
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P30
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P40
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Ιδιότητες των καµπύλων Bezier

• Έστω σηµεία ελέγχου {Pi} και 

η καµπύλη:

• Υπολογισµός της παραγώγου

( )
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d
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d
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+− −=
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i

iiin PPnuBuC
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d

0

1,1

Η παράγωγος της C στο πρώτο (u=0) και τελευταίο σηµείο (u=1) ισούται µε την 

κλίση του 1ου και τελευταίου ευθύγραµµου τµήµατος των σηµείων ελέγχου.
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• ∆ιέλευση από το 1ο και τελευταίο σηµείο ελέγχου: η καµπύλη Bezier

διέρχεται υποχρεωτικά από τα P1 και Pn

– u=0� η καµπύλη Bezier ξεκινά από το P1

– u=1� η καµπύλη Bezier τελειώνει στο Pn

• Η απόδειξη του παραπάνω είναι τετριµένη, αρκεί να θεωρήσουµε ότι 

00=1.

• Μετακίνηση ενός σηµείου ελέγχου: Εστω ότι το p �p +v. Τότε:• Μετακίνηση ενός σηµείου ελέγχου: Εστω ότι το pk�pk+v. Τότε:
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• Μετακίνηση όλων των σηµείων ελέγχου κατά v:

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
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, ,
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0 1 1
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• Παρατηρούµε ότι αν εφαρµοστεί µετατώπιση στα σηµεία ελέγχου, η 

ίδια µετατόπιση εφαρµόζεται σε όλα τα σηµεία της καµπύλης.

• Η ιδιότητα αυτή ισχύει για κάθε συσχετισµένο µετασχηµατισµό.

0 1 1i i k i k= = + = +
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34

Συνθήκη για κλειστή καµπύλη µε συνέχεια C2 (ίσες 1ες παράγωγοι): 

συγγραµµικότητα σηµείων 1, n-1, n.
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Καµπύλες B-Splines

• Οι καµπύλες  spline αποτελούνται από ένα αριθµό πολυωνυµικών 

τµηµάτων βαθµού k τα οποία ορίζονται σε µη επικαλυπτόµενα και 

συνεχόµενα διαστήµατα µίας παραµέτρου u.

• Τα πολυωνυµικά τµήµατα ενώνονται µε συνέχεια βαθµού k-1 Ck-1.

• Εστω pi, i=0…n σηµεία ελέγχου (n+1) της καµπύλης.

• Τα πολυωνυµικά τµήµατα καθορίζονται από ένα διάνυσµα κόµβων 

(knot vector) το οποίο περιέχει µε αύξουσα σειρά τις τιµές της 

παραµέτρου u η οποία καθορίζει την καµπύλη.

• Αν το µήκος του διανύσµατος κόµβων είναι m+1 και ο αριθµός των 

ανεξάρτητων πολυωνυµικών τµηµάτων είναι n+1, τότε m=n+k+1.

( )0 1

0 1 1 1

, , ,

[ , ),...,[ , ),...,[ , )

m

i i m m

u u n

u u u u u u+ −

…
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• Το διάνυσµα των κόµβων µπορεί να περιλαµβάνει κάθε τιµή των 

κόµβων µόνο µία φορά, ή κάποια από τις τιµές του να εµφανίζονται 

m>1 φορές. Στην δεύτερη περίπτωση ο συγκεκκριµένος κόµβος έχει 

πολλαπλότητα m.

• Αν κάθε κόµβος δεν εµφανίζει πολλαπλότητα και οι κόµβοι διαιρούν 

το διάστηµα της παραµέτρου σε ίσα µέρη, τότε το διάνυσµα κόµβων 

λέγεται οµογενές. λέγεται οµογενές. 

• Η βάση των συναρτήσεων B-Splines ορίζεται αναδροµικά (Cox de 

Boor recursive), ως εξής:

( ) ( )
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11 1

1

1 1

1
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i i
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i i i

i p i i p i
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� � u � u

u u u u
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+ +− −
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+ + + +

≤ <
= 

∉
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• Η συνάρτηση Νp,i είναι µη µηδενική στα διαστήµατα τιµών της 

παραµέτρου της καµπύλης [ui,ui+p+1), όπου p ο βαθµός του 

πολυωνύµου και i ο αύξων αριθµός.

• Αντίστοιχα το διάστηµα [ui,ui+1) επηρεάζει τις p+1συναρτήσεις βάσης: 

Ν00

Ν

[u0,u1)

1, ,...,p p p

i p i p i� � �− − +

Ν01

Ν02
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Ν05
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Ν23

Ν33

[u1,u2)
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[u3,u4)
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[u5,u6)

Κ. ∆ελήµπασης



1

1

Ν10

Ν20
[u1,u2)

[u0,u1)

[1, 2)

[0, 1)

Βαθµός 0 Βαθµός 1 Βαθµός 2

0

1 0

u u
u

u u

−
=

−

( )2

2 1

2
u u

u
u u

−
= −

−

u u−

0

2 0

u u
u

u u

−
=

−

3u u u− −

Κ. ∆ελήµπασης

1

1

1

Ν11

Ν12

Ν21

Ν30

[u1,u2)

[u2,u3)

[u3,u4)

[1, 2)

[2, 3)

[3, 4)

( )3

3 2

3
u u

u
u u

−
= −

−

1

2 1

1
u u

u
u u

−
= −

−

3

3 1

3

2

u u u

u u

− −
=

−



Παράδειγµα

• Εστω η παραµετροποίηση καµπύλης B-Spline U={0,1,2,3}.

Υπολογίστε τις συναρτήσεις βάσης B-Spline βαθµού 0, 1 και 2.

• Παρατηρούµε ότι m=3 (µήκος knot vector=4), οπότε υπάρχουν:

– 3 συναρτήσεις βάσης βαθµού p=0 (=n+1, όπου n=m-p-1=2)

– 2 συναρτήσεις βάσης βαθµού p=1 (=n+1, όπου n=m-p-1=1)

– 1 συνάρτηση βάσης βαθµού p=2 (=n+1, όπου n=m-p-1=0)– 1 συνάρτηση βάσης βαθµού p=2 (=n+1, όπου n=m-p-1=0)
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• Υπολογισµός της συνάρτησης βαθµού 2:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 10 3
0 0 1 0 1

3
2, 0

2 2

uu u u u u
p i � u � u � u � u � u

u u u u
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• Παρατηρούµε ότι υπάρχει συνέχεια της συνάρτησης και της 

παραγώγου της στα σηµεία ένωσης των υποδιαστηµάτων: 

( )( ) ( )( )2 2

0 0

1 1
lim lim
u u

� u � u
+ −→ →

=

0.7

0.8
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Παράδειγµα υπολογισµού συναρτήσεων 

βάσης για κόµβους µε πολλαπλότητα

• Συχνά ή εισαγωγή κόµβων µε πολλαπλότητα µεγαλύτερη από 1 

δηµιουργεί χρήσιµα αποτελέσµατα, όπως:

– Αναγκάζει την καµπύλη να διέλθει από συγκεκριµένα σηµεία 

ελέγχου

– Αυξάνει την επίδραση συγκεκριµένων σηµείων ελέγχου επί της 

καµπύλης.καµπύλης.

• Ακολουθεί παράδειγµα στο οποίο η καµπύλη διέρχεται από το 1ο

σηµείο ελέγχου

Κ. ∆ελήµπασης



0

0

1

Ν10

Ν11

Ν20

Ν21

Ν30

[u1,u2)

[u0,u1)

[u2,u3)

[0, 0)

[0, 0)

[0, 0.3)

Βαθµός 0 Βαθµός 1 Βαθµός 2

0

0

2 0

u u
u

u u

−
=

−

u u−

0

0

3

3 2

10
1

3

u u
u

u u

−
= −

−

3

3 1

10
1

3

u u
u

u u

−
= −

−

1

3 1

10

3

u u
u

u u

−
=

−

1

1

Ν12

Ν21[u2,u3)

[u3,u4)

[0, 0.3)

[0.3, 0.5)

2

3 2

10

3

u u
u

u u

−
=

−

4

4 2

1 2
u u

u
u u

−
= −

−

4

4 3

2.5 5
u u

u
u u

−
= −

−

1[u3,u4) [0.5, 0.5)

Ν12

Ν21



• Στο [0,0.3) υπάρχουν 3 µη µηδενικές συναρτήσεις βάσης:

2

2

0

2

1

2 2

1

10
1 , [0,0.3)

3

20 8
1 , [0,0.3)

3 3

20
, [0,0.3)

� u u

� u u u

� u u

 = − ∈ 
 

 = − ∈ 
 

= ∈

• Επειδή, το 1ο στοιχείο του knot vector έχει πολλαπλότητα 3, η 

καµπύλη που παράγεται από πολυώνυµα έως και 3ου βαθµού, θα 

διέρχεται από το 1ο σηµείο ελέγχου, όπως προκύπτει από τον ορισµό 

της καµπύλης spline για u=0 (βλέπε επόµενη σελίδα).

Κ. ∆ελήµπασηςΚ. ∆ελήµπασης
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Ορισµός καµπυλών B-splines

• ∆εδοµένων n+1 σηµείων ελέγχου {pi}, i=0,1,…,n, η καµπύλη B-spline

βαθµού p ορίζεται ως εξής:

• Ανοικτές καµπύλες B-spline: αν το knot vector δεν έχει 

επαναλαµβανόµενους κόµβους, τότε η καµπύλη που παράγεται δεν θα 

( ) ( )
0

n
p

i i

i

u � u
=

=∑p p

διέρχεται από το 1ο και το τελευταίο σηµείο ελέγχου και δεν θα 

υπάρχει κάποια προβλεψη για την εφαπτοµένη της καµπύλης για u=0

και u=1.

• Στην παραπάνω περίπτωση, η καµπύλη ορίζεται για τιµές της 

παραµέτρου στο [up,um-p] αν θεωρήσουµε αρίθµηση από το 0

Κ. ∆ελήµπασης
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∆ιάσταση του knot vector: m+1=14 (=n+1+p+1)

Knot vector=[0, 0.0714, 0.1429, 0.2143, 0.2857, 0.3571, 0.4286, 

0.5000, 0.5714, 0.6429, 0.7143, 0.7857, 0.8571, 0.9286, 1.0000]
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• Αν απαιτείται η παραγόµενη καµπύλη να διέρχεται από το 1ο και το 

τελευταίο σηµείο ελέγχου και η εφαπτιµένη της καµπύλης για u=0 και 

u=1 να είναι παράλληλη µε το 1ο και το τελευταίο ευθύγραµµο τµήµα 

ελέγχου, τότε οι κόµβοι u0 και um πρέπει να επαναλαµβάνονται p+1

φορές, όπου p ο βαθµός της καµπύλης.

Κ. ∆ελήµπασης
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Κατασκευή κλειστών καµπύλων B-Spline

• Εστω καµπύλη βαθµού k, µε n+1

σηµεία ελέγχου και m+1 knots, 

όπου m=n+k+1.

• Η καµπύλη που παράγεται είναι 

κλειστή αν

– η παραµετροποίηση του knot 

vector είναι οµογενής και

0.8

0.9

1

vector είναι οµογενής και

– τα k τελευταία σηµεία ελέγχου 

ταυτίζονται µε τα k πρώτα

Κ. ∆ελήµπασης

0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

0.4

0.5

0.6

0.7



Τοπικός έλεγχος του σχήµατος της καµπύλης

• Η χρησιµότητα των splines (και το πλεονέκτηµα τους σχετικά µε τις 

Bezier) έγκειται στο γεγονός ότι τα σηµεία ελέγχου επηρεάζουν 

τοπικά το σχήµα της καµπύλης.

• Μετακίνηση ενός σηµείου ελέγχου: Εστω ότι το pk�pk+v. Τότε:

( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0

1 , , ,

0 1

k n

n i i n k k n i i

i i k

C u � u P � P � u P
−

= = +

= + + + =∑ ∑v

• Το διάνυσµα µετατόπισης v επηρεάζει την καµπύλη στο διάστηµα 

[uk,uk+p+1] (αρίθµηση από το 0).
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Εφαρµογή: προσέγγιση δεδοµένων σηµείων µε 

καµπύλες Splines

• Συχνά είναι ιδιαίτερα χρήσιµο να προσεγγίσουµε ένα δεδοµένο αριθµό 

σηµείων {ci}, i=0,…,M-1 µε καµπύλη Splines. Τα βήµατα που 

ακολουθούµε είναι τα ακόλουθα:

– Καθορίζουµε το βαθµό d της καµπύλης

– Καθορίζουµε τον αριθµό των σηµείων ελέγχου n+1

– Καθορίζουµε το διάνυσµα κόµβων (knot vector) {tj}, j=0,.., m , j

όπου m=n+d+1.

– Καθορίζουµε την παραµετροποίηση της καµπύλης, δηλ. τις τιµές 

{si}, i=0,…,M-1. Προσοχή στο γεγονός ότι οι παράµετροι {si} 

παίρνουν τιµές στο διάστηµα [t0, tm], αλλά δεν πρέπει να 

συγχέονται µε το διάνυσµα κόµβων.

– Υπολογίζουµε τα σηµεία ελέγχου {ci}, i=0,…,n.

• Συνήθως Μ>>n , άρα η χρησιµότητα της µεθόδου είναι στην ακριβή 

περιγραφή ενός συνόλου σηµείων µέσω αναλυτικής µορφής.

Κ. ∆ελήµπασης



• Καθορισµός του βαθµού d της καµπύλης: συνήθως επιλέγεται 

σταθερή τιµή ίση µε 3

• Καθορισµός του αριθµού των σηµείων ελέγχου n+1: αυτός γίνεται από 

το χρήστη. Αν είναι µικρός � ακρίβεια της προσέγγισης δεν θα είναι 

ικανοποιητική. Αν είναι µεγάλος � θα παραχθεί ασταθής καµπύλη.

• Καθορίζουµε το διάνυσµα κόµβων (knot vector) {tj}, j=0,..,m , όπου 

m=n+d+1. Συνήθως ακολουθείται η οµογενής παραµετροποίηση 

τηρώντας πολλαπλότητα 3 στη πρώτη και τελευταία τιµή του: τηρώντας πολλαπλότητα 3 στη πρώτη και τελευταία τιµή του: 

• Καθορισµός της παραµετροποίησης της καµπύλης, δηλ. τις τιµές {si}, 

i=0,…,M-1.: η παράµετρος για το πρώτο και τελευταίο σηµείο τίθεται 

ίση µε την αρχική και τελική τιµή του knot vector αντίστοιχα, τα δε 

ενδιάµεσα σηµεία υπολογίζονται βάσει της απόστασης τους από το 

αρχικό σηµείο, επί της τεθλασµένης που ορίζουν τα σηµεία {ci}.

Κ. ∆ελήµπασης
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• Υπολογίζουµε τα σηµεία ελέγχου, λύνοντας

• Η προηγούµενη σχέση περιγράφει ένα σύστηµα Μ εξισώσεων:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 00 0 1 0 1 0

d d d

�B t B t B t−     
     

p c…

( ) ( )
1

0

, 0
n

d

i i k i k i

k

s B t i M
−

=

= ⇒ = ≤ <∑P c p c

• Επειδή συνήθως Μ>Ν, το σύστηµα είναι υπερκαθορισµένο και 

λύνεται  µε προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων.
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Παράδειγµα προσέγγισης ακµής εικόνας µε 

καµπύλες Splines, 3ου βαθµού

Σηµεία προς προσέγγιση

Υπολογισµένη Spline

Κ. ∆ελήµπασης

Υπολογισµένη Spline

Σηµείο ελέγχου



Παρεµβολή (interpolation) σηµείων καµπύλες 

Splines
• Εστω n+1 σηµεία {Pi

0}, i=0,1,..,n. Αναζητούµε µία κυβική καµπύλη 

Q(t) η οποία παρεµβάλει τα {Pi
0}, δηλ Q(ti)=Pi

0.

• Οι τιµές της παραµέτρου ti θα χρησιµοποιηθούν και για το διάνυσµα 

δεσµών της καµπύλης.

• Αφού έχουµε n+1 σηµεία προς παρεµβολή θα χρησιµοποιήσουµε n+1

σηµεία ελέγχου για την καµπύλη (αν χρησιµοποιούσαµε λιγότερα �

καµπύλη προσέγγισης). Αρα θα χρειαστούν m+1 σηµεία για το καµπύλη προσέγγισης). Αρα θα χρειαστούν m+1 σηµεία για το 

διάνυσµα δεσµών της καµπύλης, όπου m=n+ 3(βαθµός) + 1.

• ∆εδοµένου ότι πρόκειται για παρεµβολή, Q(t0)=P0
0 και Q(tn)=Pn

0., �

οι ακραίες τιµές των κόµβων θα πρέπει να έχουν πολλαπλότητα 3.

Κ. ∆ελήµπασης



• Βάσει του ορισµού de Boor των συναρτήσεων B Splines, ισχύει για τις 

συναρτήσεις βαθµού 2:
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• Στην περίπτωση της παρεµβολής, το t µπορεί να πάρει συγκεκριµένες 

τιµές: για την ι-οστή συνάρτηση, τρεις δυνατές διαφορετικές τιµές: 

t=ti, ti+1, ti+2. (για οποιεσδήποτε άλλες τιµές Ν2
i(t)=0).
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• Εφαρµόζοντας τον αναδροµικό ορισµό των συναρτήσεων βάσης 

Splines αποκτούµε την έκφραση των συναρτήσεων βάσης Splines 3ου

βαθµού, για t=ti+1, ti+2, ti+3:
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Επιφάνειες

• Πεπλεγµένη µορφή (implicit form): f(x,y,z)=0

• Παραµετρική µορφή (parametric form):

– f(u,v)=(x(u,v), y(u,v), z(u,v))

• Μπορεί να αποδειχθεί ότι η πεπλεγµένη µορφή µπορεί να 

αναπαραστήσει επιφάνειες που δεν αναπαρίστανται σε παραµετρική 

µορφή.  Αντίθετα από την παραµετρική µορφή είναι πάντα δυνατό να 

εξάγουµε την πεπλεγµένη µορφή µε απαλειφή των παραµέτρων u,v.

• Οι παράµετροι u,v ορίζονται στο πεδίο [0,1]x[0,1]

• Ισοπαραµετρικές καµπύλες επί της επιφάνειας c1=f(u0,v), c2=f(u,v0).

Κ. ∆ελήµπασης



• Από τον παραµερικό χώρο (u,v) στον Ευκλείδιο χώρο.

• Ορισµός ισοπαραµετρικών καµπυλών.

vc1

c2

u

v

v=v0

u=u0

x(u,v)

y(u,v)

z(u,v)

c1
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Ορισµός εφαπτόµενων διανυσµάτων και κάθετου 

διανύσµατος παραµετρικής επιφάνειας
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Παράδειγµα

• Επιβεβαιώστε την παραµετρική αναπαράσταση της σφαίρας S και 

υπολογίστε ότι το κάθετο διάνυσµα σε κάθε σηµείο της S έχει σταθερό 

µέτρο και είναι παράλληλο προς την ακτίνα R.

( ) ( ) ( ), , sin cos , sin sin , cosu v R R Rθ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ= =f f
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Οπτικοποίηση (visualization) επιφανειών

• Η οπτικοποίηση επιφανειών απαιτεί το διαµερισµό – tessellation- της 

επιφάνειας σε στοιχειώδη τρίγωνα ή πολύγωνα, ώστε σε κάθε σηµείο 

να υπολογίζεται το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια. Τα πολύγωνα 

δεν χρειάζεται να είναι συνεπίπεδα.

• Στην περίπτωση επιφάνειας σε πεπλεγµένη µορφή, η οπτικοποίηση 

µεπορεί να γίνει είτε µέσω τριγωνοποίησης των σηµείων της 

επιφάνειας, είτε µέσω τεχνικών raytracing.επιφάνειας, είτε µέσω τεχνικών raytracing.

– Η τριγωνοποίησης των σηµείων της επιφάνειας αποτελεί δύσκολο εγχείρηµα

– Οι τεχνικές raytracing είναι υπολογιστικά απαιτητικές και δύσκολο να 

αναπτυχθούν

• Tessellation του χώρου παραµέτρων (u,v): γίνεται µε χρήση της 

τοπολογίας «δικτύου» της διάταξης των (u,v).

– Αποτελεί την ευκολότερη τριγωνοποίηση / πολυγωνοποίηση.

– Απαιτεί να υπάρχει αναλυτική παραµετρική αναπαράσταση της 

επιφάνειας

Κ. ∆ελήµπασης



• Α) πολυγωνοποίηση (τετραγωνοποίηση) στο χώρο των παραµέτρων: 
{(ui,vj), (ui+1,vj), (ui+1,vj+1), (ui,vj+1)} για κάθε (i,j)

• Τριγωνοποίηση –triangulation:

– {(ui,vj), (ui+1,vj), (ui,vj+1)} για κάθε (i,j)

– {(ui,vj), (ui-1,vj), (ui,vj-1)} για κάθε (i,j)

(ui,vj) (ui+1,vj)

(ui,vj+1) (ui+1,vj+1)

u

v
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∆οµές δεδοµένων

• Για µία τριγωνοποιηµένη / πολυγωνοποιηµένη επιφάνεια απαιτούνται:

– Οι κορυφές (σηµεία) – vertices-

– Η διατεταγµένη ακολουθία κορυφών που ορίζουν το κάθε τρίγωνο 

/ πολύγωνο

• Πχ Matlab: ορίζουµε τον πίνακα vertices nx3 και

– Τον πίνακα faces kx3 (τριγωνοποίηση) ή kxm (πολυγωνοποίηση), – Τον πίνακα faces kx3 (τριγωνοποίηση) ή kxm (πολυγωνοποίηση), 

κάθε γραµµή του οποίου περιέχει τους δείκτες (indexes) του 

πίνακα vertices των σηµείων που αποτελούν το πολύγωνο.

– Η ίδια λογική χρησιµοποιείται και άλλα format πχ VRML (θα το 

δούµε πιο αναλυτικά παρακάτω)
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Παράδειγµα

• vertices

0 0 0

1 0 0

1 1 0

• faces

1 2 6 5

2 3 8 6

3 4 7 8

• Εκφράστε τον µοναδιαίο κύβο σαν πολυγωνοποιηµένη 

επιφάνεια

0 1 0

0 0 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1

3 4 7 8

4 1 5 7

1 2 3 4

5 6 8 7

patch('Vertices',vertices,'Faces',faces,'Facecolor',rand(1,3), 
'Edgecolor', 'green');
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Παράδειγµα

• Υπολογίστε την τριγωνοποιηµένη επιφάνεια µίας σφαίρας, βάσει της 

παραµετρικής αναπαράστασης της.

– Τριγωνοποιείστε στο χώρο των παραµέτρων

– Χρησιµοποιείστε τη δοµή δεδοµένων vertices/faces για 

αναπαράσταση στο Matlab.
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το φορµάτ αρχείων WRL

• VRML (Virtual Reality Modeling Language): µία µεταφέρσιµη γλώσσα 

περιγραφής τρισδιάστατων αντικειµένων και συνδυασµού αυτών σε 

σκηνές ή κόσµους

• Το VRML είναι WWW compatible

• θεµελιώδες δοµικό στοιχείο της VRML είναι ο κόµβος (node)

• αποτελούνται µε τη σειρά τους από πεδία (fields) που περιγράφουν τις 

ιδιότητες τους
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Ιεράρχιση των κόµβων

• Οι απλούστεροι κόµβοι που περιλαµβάνει ένα αρχείο VRML είναι το 

Transform και Shape.

• Κάτω από κάθε κόµβο 

• VRML σκηνή/κόσµος

1. Transform node

1. Shape node 11. Shape node 1

2. Transform node 1

1. Shape node 2

2. Shape node 3

3. Shape node 4

2. Shape node 5
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#VRML V2.0 utf8

Shape {

appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 1 0 0

shininess .5
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shininess .5

}

}

geometry Box { 

size 3 2 1 

}

}

VRML κόσµος που περιέχει ένα κόκκινο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε 

διαστάσεις 3x2x1.



#VRML V2.0 utf8

Shape {

appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 1 0 0

shininess .5

}}

geometry Box { 

size 3 1 3 }}

Shape {

appearance Appearance {
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material Material {

diffuseColor 0 0 1

shininess .9

}}

geometry Cone { 

bottomRadius 0.5

height 4 

}}

Προσθέτουµε έναν κώνο, µπλε 

χρώµατος. Παρατηρείστε τις αλλαγές 

στο δέντρο των κόµβων.



#VRML V2.0 utf8

Shape {

appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 1 0 0

shininess .5

}}

geometry Box { 

size 3 1 3 }}

Transform {

translation 0 2 0

children Shape {
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appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 0 0 1

shininess .9

}}

geometry Cone { 

bottomRadius 0.5

height 4 

}}

Εφαρµόζουµε γεωµετρικό µετασχηµατισµό 

στον κώνο. Παρατηρείστε τις αλλαγές στο 

δέντρο των κόµβων.



Επαναχρησιµοποίηση VRML κώδικα: DEF και USE

#VRML V2.0 utf8

Shape {

appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 1 0 0

shininess .5

}}

geometry Box { 

size 3 1 3}

}

DEF myTr Group {

Transform {

translation 1 0 1

children USE myTr}

Transform {

translation 1 0 -1

children USE myTr}
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DEF myTr Group {

children [

Transform { 

translation 0 2 0

children Shape {

appearance DEF myApp Appearance {

material Material {

diffuseColor 0 0 1

shininess .9}

}

geometry Cone { 

bottomRadius 0.5

height 4}

}}]}

∆ηµιουργούµε άλλους 2 κώνους µε το ίδιο 

χρώµα και ιδιότητες εµφάνισης. Οι 2 νέοι 

κώνοι είναι µετατοπισµένοι σε σχέση µε τον 

πρώτο. Παρατηρείστε τις αλλαγές στο 

δέντρο των κόµβων.
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Αναπαράσταση τριγωνοποιηµένων 

επιφανειών µε πολύπλοκη γεωµετρία σε

VRML 
• Τα γεωµετρικά αντικείµενα που είναι διαθέσιµα από τη γλώσσα 

VRML στον κόµβο shape, είναι πολύ περιορισµένα (σφαίρα, 

κύλινδρος, παραλληλεπίπεδ και κώνος).

• Συχνά είναι απαραίτητο να αναπαριστούµε αντικείµενα µε πολύπλοκη 

γεωµετρίαγεωµετρία
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WRL: ο κόµβος IndexedFaceSet

#VRML V2.0 utf8 

Shape {

appearance Appearance {

material Material {

diffuseColor 1 0 0 }}

geometry IndexedFaceSet {

coord DEF C Coordinate {

point[

# λίστα µε συντεταγµένες κορυφών# λίστα µε συντεταγµένες κορυφών

……………

]

}

coordIndex [

# λίστα µε ακολουθίες κορυφών που σχηµατίζουν πολύγωνα

……………

]

}}}
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Παράδειγµα: ο µοναδιαίος κύβος σαν επιφάνεια 

αποτελούµενη από 6 τετράπλευρα

#VRML V2.0 utf8

Shape {

geometry IndexedFaceSet {

solid FALSE

coord Coordinate{ 

point [

0 0 0,  

1 0 0,  

0 1 0,  

1 1 0,  
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1 1 0,  

0 0 1,  

1 0 1,  

0 1 1,  

1 1 1 ] }

coordIndex [

0, 1, 3, 2, -1,

4, 6, 7, 5, -1,

7, 3, 2, 6, -1,

1, 5, 4, 0, -1,

4, 6, 2, 0, -1,

1, 3, 7, 5, -1]

}}



• κξδηφκξ
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Προβολή του αντικειµένου: Βασικές αρχές

• Ο απλούστερος αλγόριθµος προβολής:

• Επιλέγεται επίπεδο προβολής και το είδος (κεντρική, παράλληλη κλπ) 
και υπολογίζεται ο πίνακας προβολής P.

• Ορίζονται οι διαστάσεις του παραθύρου απεικόνισης (0,0), (xming, 
yming)

• Για όλα τα σηµεία του αντικειµένου (αποθηκευµένα στο vertices):

– Προβάλλονται τα σηµεία και υπολογίζεται το min και max της προβολής – Προβάλλονται τα σηµεία και υπολογίζεται το min και max της προβολής 
xpmin, ypmin, xpmax, ypmax

– Υπολογίζεται ο µετασχηµατισµός παρατήρησης MP που απεικονίζει το 
xpmin, ypmin, xpmax, ypmax � παράθυρο απεικόνισης

• Για κάθε πολύγωνο (face):

– Προβάλλονται τα σηµεία του πολυγώνου (εφαρµογή του Πίνακα P)

– Συνδέονται τα σηµεία του, µε τη σειρά που ορίζονται

– Εφαρµόζεται ο MP
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Απλός αλγόριθµος απόκρυψης ακµών για 

κυρτά αντικείµενα
• Για κάθε ένα πολύγωνο της επιφάνειας

– Υπολογίζεται το κάθετο διάνυσµα Ν του 

επιπέδου

– Υπολογίζεται το πρόσηµο του εσωτερικού 

γινοµένου του διανύσµατος προβολής P µε το 

Ν

– Αν P.N>0 � πολύγωνο ορατό, αλλιώς 

πολύγωνο αόρατο

115 120 125 130 135 140
115

120

125

130

135

140

115 120 125 130 135 140
115

120

125

130

135

140
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Αλγόριθµοι απόκρυψης ακµών

• Έστω ακµή του αντικειµένου που αποτελείται από 2 σηµεία 
P1(x1,y1,z1) και P2(x2,y2,z2)

• Χρησιµοποιώντας τον πίνακα προβολής Π, υπολογίζουµε τις προβολές 
των P1 και P2 , P1’=Π. P1, P2’=ΠP2 και την παραµετρική εξίσωση της 
προβολής   π=P1’+µ(P2’ -P1’), µ=[0,1].

• Υπολογίζουµε την παράµετρο του σηµείου τοµής µi της προβολής κ 
µε τις προβολές όλων των άλλων ακµών κi. (Αν µi >0 και <1, τότε οι µε τις προβολές όλων των άλλων ακµών κi. (Αν µi >0 και <1, τότε οι 
προβολές των ακµών τέµνονται).

• ∆ιατάσσονται τα µi µε αύξουσα σειρά.

• Τα διατεταγµένα µi ορίζουν τµήµατα της ακµής τα οποία είτε είναι 
πλήρως ορατά ή αόρατα.
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• Ελέγχουµε αν κάθε τµήµα της ακµής είναι ορατό, ελέγχοντας το µέσο 

του σ=(µi+µi+1)/2.

• Οι συντεταγµένες της προβολής αυτής είναι m’=P1’+σ(P2’ -P1’). Οι 

συντεταγµένες του σηµείου m που χρησιµοποιείται για την προβολή, 

δεν µπορούν να υπολογιστούν µε χρήση του αντίστροφου του πίνακα 

προβολής Π διότι αυτός είναι ιδιάζων.

• Το m είναι η τοµή της ευθείας προβολής m=vm’ και της παραµετρικής • Το m είναι η τοµή της ευθείας προβολής m=vm’ και της παραµετρικής 

εξίσωσης της ακµής m=P1+µ(P2-P1). 
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• Αφού υπολογιστεί η τιµή της παραµέτρου µ (άρα και το σηµείο m):

– Εντοπίζονται όλα τα πολύγωνα του αντικειµένου που δεν 

περιέχουν την ακµή κ

– Υπολογίζεται η εξίσωση του επιπέδου του πολυγώνου

– Υπολογίζεται το σηµείο τοµής της ευθείας που συνδέει το σηµείο 

προβολής µε το επίπεδο του πολυγώνου και άρα η παράµετρος w

του σηµείου τοµής

– Αν w>1 � το επίπεδο βρίσκεται πίσω από το σηµείο m � δεν 

µπορεί να κρύβει την ακµή κ

– Αν 0<w<1 � το επίπεδο βρίσκεται ανάµεσα στο σηµείο m και το 

σηµείο προβολής � είναι δυνατό να κρύβει την ακµή κ. Τότε:
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• Προβάλουµε όλα τα σηµεία του πολυγώνου (πίνακας Π)

• Ελέγχουµε αν το σηµείο m’ βρίσκεται µέσα στην προβολή του 

πολυγώνου. Αν ναι, τότε όλο το τµήµα της προβολής P1’ P2’ 

της ακµής που ορίζεται από τις παραµέτρους µi , µi+1 είναι 

κρυµµένο, αλλιώς είναι ορατό.
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Αλγόριθµος απόκρυψης επιφανειών: Z-buffer

• Για κάθε pixel του frame buffer

(µνήµη οθόνης) τηρείται µία 

ταξινοµηµένη λίστα των 

πολυγώνων που προβάλλονται σε 

• Ο εν λόγω αλγόριθµος αποκρύπτει επιφάνειες αντί για ακµές και 

σήµερα αποτελεί ίσως τον πιο δηµοφιλή (παλιότερα δεν χρησιµοποιείτο 

λόγω υψηλών για την εποχή απαιτήσεων µνήµης)

πολυγώνων που προβάλλονται σε 

αυτό, καθώς και της χρωµατικής 

τους τιµής (όπως προκύπτει µετά 

την εφαρµογή του µοντέλου 

φωτισµού).
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• Κάθε φορά που βρίσκεται πολύγωνο πιο κοντά σε κάποιο pixel, τότε το 

χρώµα του και η απόσταση του από αυτό (Ζ συντεταγµένη) 

ενηµερώνουν τις ιδιότητες του pixel.

• Ο ψευδοκώδικας του αλγορίθµου ακολουθεί



// Αρχικοποίηση

for all pixels p in frame_buffer

z_buffer(p)=max;

frame_buffer(p)=c;

end

for all polygons π in faces

προβολή πολυγώνου π στο επίπεδο

for all scan lines (γραµµή σάρωσης)

for all pixels p στη γραµµή σάρωσηςfor all pixels p στη γραµµή σάρωσης

Υπολογισµός του Ζ του σηµείου τοµής της γραµµής 
σάρωσης µε το π (διπλή γραµµική παρεµβολή)

if z<z_buffer(p) then 

z_buffer(p)=z;

frame_buffer(p)=color(π);

end

end

end

end
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• O z-buffer έχει πολυπλοκότητα Ο(�P), P αριθµός pixel/πολύγωνο και 

N αριθµός πολυγώνων. Το γινόµενο �P είναι σχεδόν ανεξάρτητο από 

την πολυπλοκότητα της σκηνής που απεικονίζεται.

• Ο z-buffer χειρίζεται µε δυσκολία επιφάνειες µε βαθµό διαφάνειας.
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Απεικόνιση υφής – Texture mapping

• Η δισδιάστατη υφή είναι δισδιάστατη ψηφιακή εικόνα που βρίσκεται 

στη µνήµη σαν πίνακας

• Θεώρηση ως συνεχούς εικόνας T(s,t), όπου s,t συντεταγµένες υφής

• Πρέπει να απεικονίσουµε την T(s,t) στην επιφάνεια (x,y,z).
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Απευθείας απεικόνιση του παραµετρικού 

χώρου της εικόνας υφής στον παραµετρικό 

χώρο της επιφάνειας
• Ο παραµετρικός χώρος (t,s) της εικόνας υφής απεικονίζεται στον 

παραµετρικό χώρο της επιφάνειας (u,v), µέσω µίας συνάρτησης Τ 

(συνήθως γραµµικής)

• Στην γραµµική περίπτωση u=a11.s+a12.t+a13, v=a21s+a22.t+a23

x(u,v)

y(u,v)

z(u,v)
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Απεικόνιση υφής µέσω ενδιάµεσης 

επιφάνειας
• Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί µία ενδιάµεση επιφάνεια η οποία πρέπει 

να είναι τοπολογικά όµοια µε την επιφάνεια στην οποία θα γίνει 

τελικά η απεικόνιση υφής.

• Σε δεύτερο βήµα απεικονίζεται η ενδιάµεση επιφάνεια στην τελική 

επιφάνεια

Κ. ∆ελήµπασης



• Προβολή σε ενδιάµεσο κύλινδρο

– Αν 0<s,t<1 οι παράµετροι του χώρου υφής και 0<u,v<1 οι παράµετροι του 

της ενδιάµεσης επιφάνειας 

– x=rcos(2πu), y=rsin(2πu), z=v/h

– Απεικόνιση: u=s, t=v

– Απεικόνιση χωρίς παραµόρφωση για επιµήκη αντικείµενα
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Προβολή από την ενδιάµεση επιφάνεια στην 

τελική επιφάνεια
• Τρεις διαφορετικές προσεγγίσεις:

– Σύµφωνα µε το κάθετο διάνυσµα της ενδιάµεση επιφάνειας

– Σύµφωνα µε το κάθετο διάνυσµα της τελικής επιφάνειας

– Ως προς σταθερό σηµείο προβολής
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Απεικόνιση υφής – Texture mapping

• Για κάθε pixel (i,j) του παραθύρου απεικόνισης

– Εφαρµόζουµε τον αντίστροφο MP

– Εντοπίζεται το σηµείο τοµής της ευθείας προβολής στο τρέχον 

Pixel µε το αντικείµενο της ενδιάµεσης επιφάνειας

– Υπολογίζεται το ζεύγος παραµέτρων (u,v) του σηµείου τοµής

– Υπολογίζεται το pixel της εικόνας που αντιστοιχεί στο (u,v) και – Υπολογίζεται το pixel της εικόνας που αντιστοιχεί στο (u,v) και 

απεικονίζεται η τιµή της στο (i,j).
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Επιφάνειες Bezier

• Ορίζονται (m+1)x(n+1) σηµεία ελέγχου –control points- Pij. 

Χρησιµοποιούµε τη βάση συναρτήσεων των καµπύλων Bezier.
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• Έστω ο αρχικός ορισµός της καµπύλης Bezier µε βαθµό m, παράµετρο t

και m+1 σηµεία ελέγχου: Pi
0, i=0…m.

• Ας θεωρήσουµε ότι τα κάθε ένα από τα σηµεία ελέγχου Pi
0 αποτελούν 

σηµεία που παράγονται από άλλη καµπύλη Bezier, µε βαθµό n, 

παράµετρο u και n+1 σηµεία ελέγχου: P 0, j=0…n.
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παράµετρο u και n+1 σηµεία ελέγχου: Pij
0, j=0…n.

• Συνδυάζουµε τα παραπάνω:
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Αλγόριθµος De Castelajau για επιφάνειες 

Bezier
• Έστω nxm P0

ij σηµεία ελέγχου της επιφάνειας

• for i=1 to n

– Pi=Bezier(P
0
ij, u) // κατασκευάζουµε το σηµείο που αντιστοιχεί 

σε καµπύλη Bezier µε σηµεία ελέγχου την γραµµή i και 

παράµετρο u

• end;

• Puv=Bezier(Pi, t) //χρησιµοποιούµε τα Pi ως σηµεία ελέγχου για την 

κατασκευή του σηµείου  Puv
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Παράδειγµα επιφάνειας Bezier υπολογισµένης σε 11x11

σηµεία, µε 4x4 σηµεία ελέγχου

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3

3.5

4
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f(u,v)
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Παράδειγµα επιφάνειας Bezier υπολογισµένης σε 11x11

σηµεία, µε 4x4 σηµεία ελέγχου
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Bezier 2D �3D
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Εφαρµογή των επιφανειών Bezier και B-

Spline για παραµόρφωση εικόνων

• Εστω εικόνα Ι, � γραµµών M στηλών. Είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθούν οι αλγόριθµοι παραγωγής επιφανειών για 

παραµόρφωση της εικόνας:

– Ορίζεται ένα σύνολο nxm σηµείων ελέγχου, διασκορπισµένα στην 

επιφάνεια της εικόνας

– Ορίζεται η αντιστοιχία µεταξύ του χώρου της εικόνας και του – Ορίζεται η αντιστοιχία µεταξύ του χώρου της εικόνας και του 

χώρου των παραµέτρων τα επιφάνειας µέσω µίας γραµµικής 

συνάρτησης: 

– Εφαρµόζεται ο αλγόριθµος De Castelau στις διαστάσεις Χ, Υ

– Εκτελείται ο ακόλουθος ψευδοκώδικας:

Κ. ∆ελήµπασης
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– For each pixel p in I

• (u,v)=f(p)

• p’=De Castelau(p)

• I1(p’)=I(p)

• Ο παραπάνω ψευδοκώδικας παρουσιάζει φαινόµενα οπών στην 

παραγόµενη εικόνα Ι1, όπως είδαµε στην απλή περιστροφή εικόνας.παραγόµενη εικόνα Ι1, όπως είδαµε στην απλή περιστροφή εικόνας.

• Ο αντίστροφος πίνακας του µετασχηµατισµού δεν υπολογίζεται εν 

γένει. Η απλούστερη λύση είναι η αντιστροφή των σηµείων ελέγχου, 

και η εναλλαγή της Ι1 µε την Ι.
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• Παραδείγµατα παραµόρφωσης εικόνας µε επιφάνειες Bezier.

• *: οµογενής κατανοµή σηµείων ελέγχου επιφάνειας

• *: τελικά σηµεία ελέγχου επιφάνειας
Κ. ∆ελήµπασης



Μοντέλο φωτισµού

• Ο τρόπος υπολογισµού του χρώµατος µίας επιφάνειας, βάσει του 

προσανατολισµού της σε σχέση µε το διάνυσµα προσπίπτοντος φωτός 

L και το διάνυσµα παρατήρησης του παρατηρητή V.

• Μοντέλο ανάκλασης: αποτελεί τµήµα του µοντέλου φωτισµού

• Μοντέλο ανάκλασης Phong: αποτελείται από 3 συνιστώσες:

– ∆ιάχυτη ανάκλαση:  εξαρτάται από L, N

– Κατευθυνόµενη ανάκλαση:  εξαρτάται από R, V

– Έµµεσος φωτισµός (ambient light)

L
/

R

V

Κ. ∆ελήµπασης



∆ιάχυτη ανάκλαση – Diffuse Reflection

• Επιφάνειες διάχυτης ανάκλασης ανακλούν το 
φως οµοιόµορφα προς κάθε κατεύθυνση, λόγω 
ανωµαλιών 

• Τέλεια διαχυτικές επιφάνειες: σύµφωνα µε το 
Νόµος Lambert το Rd είναι ανάλογο του cosθ, 
βλέπουµε την κάθετη συνιστώσα του 
προσπίπτοντος φωτός

• Η θέση του θεατή δεν παίζει ρόλο
( )I ��• Η θέση του θεατή δεν παίζει ρόλο

• kd: ποσοστό διαχυτικού φωτός που ανακλάται 
(το υπόλοιπο απορροφάται).

• Είναι δυνατή η προσθήκη  εξασθένησης µε την 
απόσταση d από τον παρατηρητή.

• Μόνο µε διάχυτη ανάκλαση και ανάκλαση 
περιβάλλοντος φωτός τα αντικείµενα 
φαίνονται µουντά, χωρίς φωτεινές κηλίδες 
(highlights) µε χρώµα αυτό της φωτεινής 
πηγής.

( )�Lk
dd

I
I d

i
d

��
.

0+
=
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Κατευθυντική ανάκλαση - Specular 

Reflection
• Οι επιφάνειες κατευθυντικής 

ανάκλασης είναι λείες.

• Το φως από κατευθυντική ανάκλαση 

που βλέπει ο παρατηρητής εξαρτάται 

από τη γωνία φ µεταξύ της 

κατεύθυνσης παρατήρησης V και 

της κατεύθυνσης τέλειας ανάκλασης

R.

( )( )n

s
i

s VRk
dd

I
I

��
.

0+
=

1R.

• N: συντελεστής γυαλάδας

– Μικρό: ανάκλαση ορατή από 

µεγάλο εύρος γωνιών

– Μεσαίο (<100) απλωµένες 

γυαλιστερές κηλίδες)

– Μεγάλο: µεταλλικές επιφάνειες

– Άπειρο: καθρέπτες
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Παράδειγµα κατευθυντικής ανάκλασης

n=3 n=5 n=10 n=27 n=100
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• Οι 3 συνιστώσες του Μοντέλου ανάκλασης Phong συνδυάζονται για 

τον υπολογισµό της τιµής φωτισµού

IIII ++= sda IIII ++=

( )( )
0

. .
n

i
a a d s

I
I I k k L � k RV

d d
= + +

+

� � � �
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Υπολογισµός του κάθετου διανύσµατος Ν

• Αν η επιφάνεια εκφράζεται αναλυτικά (πχ παραµετρική, bezier, spline 

κλπ), τότε το Ν υπολογίζεται βάσει των παραγώγων της

• Αν η επιφάνεια αποτελείται από τρίγωνα / πολύγωνα, τότε το Ν 

υπολογίζεται:

– Ως εξωτερικό γινόµενο

– Από την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το πολύγωνο (ακόµα και 

( ) ( )11 −+ −×−= iiii pppp�
�

– Από την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το πολύγωνο (ακόµα και 

αν τα σηµεία του πολυγώνου δεν είναι συνεπίπεδα).

11 −+ iiii
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Καθιστούµε το Ν µοναδιαίο
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• Αν έχουµε 3 σηµεία στο χώρο, τότε το κάθετο διάνυσµα προκύπτει 

από την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από αυτά:
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Υπολογισµός του διανύσµατος ανάκλασης R

• To R υπολογίζεται σε κάθε κορυφή ή σηµείο της επιφάνειας � έχει 

σηµασία η ταχύτητα.

RN=N(L.N)

L+T=RN �T=RN -L 

R=RN +T=2N(L.N)-L

L

/

RV R/

T
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• Εναλλακτικός υπολογισµός:

– Ταυτίζουµε το Ν µε το Ζ βάσει µετασχηµατισµού Α

– Υπολογίζουµε το νέο L’=AL

– R=A-1(-L’x, -L’y, Z’z)
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Αλγόριθµος σταθερού φωτισµού – flat 

shading

• Συνιστώσες: υπολογίζονται µία φορά για κάθε τρίγωνο

• Υπολογίζεται ένα µοναδικό χρώµα για όλο το πολύγωνο (βάσει 

µοντέλου Phong).

• Ισοδυναµεί µε σταθερά N, V, L

– ∆ιάχυτη ανάκλαση (εξαρτάται από L, N): ΝΑΙ

– Κατευθυνόµενη ανάκλαση (εξαρτάται από R, V): ΟΧΙ

– Έµµεσος φωτισµός (ambient light): ΝΑΙ

– Συνάρτηση από απόσταση από παρατηρητή: ΟΧΙ
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• Απογοητευτικά αποτελέσµατα αν 

χρησιµοποιούµε πολύγωνα για να 

µοντελοποιήσουµε οµαλές 

επιφάνειες.

• Γειτονικά πολύγωνα µε διαφορετικό 

χρώµα � οπτικά υπερτονίζεται η 

διαφορά χρώµατος στο όριο τους 

(Φαινόµενο Mach band)

• Καλά αποτελέσµατα πχ se 

τριγωνοποιηµένες επιφάνειες 

(Marching Cubes)

• Ταχύτατη υλοποίηση
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Αλγόριθµος φωτισµού Gouraud

• Χρησιµοποιείται το µοντέλο ανάκλασης 
του flat shading

• Υπολογίζεται το N στις κορυφές των 
τριγώνων και βάσει αυτών η φωτεινότητα. 
Ο υπολογισµός γίνεται σαν µέσος όρος των 
Ν των πολυγώνων που περιέχουν την 
κορυφή.κορυφή.

• Η φωτεινότητα στο εσωτερικό του 
τριγώνου / πολυγώνου δεν είναι σταθερή, 
αλλά υπολογίζεται για κάθε pixel µε 
παρεµβολή (interpolation)

• Υλοποίηση µε matlab: µετά τον 
υπολογισµό της φωτεινότητας σε κάθε 
κορυφή, η παρεµβολή µπορεί να γίνει 
αυτόµατα
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• Προβάλουµε το πολύγωνο (τρίγωνο)

• Για κάθε pixel εντός της προβολής

– Υπολογίζουµε τα σηµεία τοµής 

της οριζόντιας γραµµής σάρωσης 

µε τις πλευρές του

Ι1

Ια Ιβ

– Υπολογίζουµε την ένταση Ι στο 

σηµείο µε γραµµική παρεµβολή
Ι2

Ι3
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Αλγόριθµος φωτισµού Phong

• Μέσος όρος για τον υπολογισµό των διανυσµάτων στις κορυφές

• Παρεµβολή διανυσµάτων σε ακµές και στη συνέχεια στο εσωτερικό

• Ένα κάθετο διάνυσµα για κάθε σηµείο του πολυγώνου.

• Υπολογισµός της εξίσωσης φωτισµού σε κάθε σηµείο ανεξάρτητα

• Καλύτερη σκίαση αλλά εξαιρετικά χρονοβόρα.

• ∆εν παρέχεται άµεσα από την OpenGL• ∆εν παρέχεται άµεσα από την OpenGL

• Γίνεται συνήθως off-line
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Παρεµβολή των Ν κατά 

µήκος της ακµής
Παρεµβολή των Ν κατά 

µήκος της γραµµής 

σάρωσης
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Παράδειγµα

• Υπολογίστε την ένταση του φωτισµού στο σηµείο Γ. 
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Υπολογισµός µε τον αλγόριθµο σταθερού 

φωτισµού
• Υπολογίζουµε την εξίσωση του επιπέδου 

V1V4V8V5 λύνοντας το σύστηµα των 

εξισώσεων:

• N=[a,b,c]=[-2, 0, 2]

• Μοναδοποίηση Ν: Ν=[-1/sqrt(2),0, 

1/sqrt(2)]
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• Οµοίως Ν=[-1/sqrt(2),0, 1/sqrt(2)]
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Υπολογισµός µε τον αλγόριθµο φωτισµού Gouraud

• Υπολογίζουµε τα κάθετα διανύσµατα στα επίπεδα P0, P1, P3, P4.
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• Υπολογίζουµε τα κάθετα διανύσµατα στα 4 σηµεία που περικλείουν το 

σηµείο Γ
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• Υπολογίζουµε τα διανύσµατα ανάκλασης στα 4 σηµεία που 

περικλείουν το σηµείο Γ

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
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• Υπολογίζουµε την ένταση στα 4 σηµεία που περικλείουν το σηµείο Γ
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• κηξιοξ
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Παράδειγµα: Μοντέλο φωτισµού Phong και 

παραµετροποιηµένη σφαιρική επιφάνεια. Τρίγωνα 

µε flat shading

Κ. ∆ελήµπασης



Τρίγωνα µε interpolated 

shading (Gouraud)

Τρίγωνα µε σταθερό (flat) 

shading
Κ. ∆ελήµπασης



Παράδειγµα: Μοντέλο φωτισµού Phong και 

επιφάνεια Bezier - Τετράγωνα µε flat shading

Κ. ∆ελήµπασης



Τετράγωνα µε flat shading Τετράγωνα µε interpolated 

shadingΚ. ∆ελήµπασης



Τριγωνισµός σηµείων στο επίπεδο

• Με δεδοµένο ένα σύνολο σηµείων ο τριγωνισµός παράγει ένα σύνολο 

πλευρών οι οποίες δηµιουργούν τρίγωνα µε συγκεκριµένες ιδιότητες

• Τριγωνισµός Delauney:

– Τα τρίγωνα δεν τέµνονται

– Κάθε σηµείο δεν εµπεριέχεται στον περιγεγραµµένο κύκλο 

κανενός άλλου τριγώνου

– Η ελάχιστη γωνία κάθε τριγώνου µεγιστοποιείται

Κ. ∆ελήµπασης



Κ. ∆ελήµπασης



Αυξητικός αλγόριθµος του Watson (1981)

• ∆ηµιουργούµε ένα τρίγωνο που περικλείει τα σηµεία προς 

τριγωνοποίηση

• Συνδέουµε το P1 µε τις κορυφές του εξωτερικού τριγώνου

• Για όλα τα επόµενα σηµεία Pi:

– Εντοπίζονται τα τρίγωνα Ti των οποίων ο περιγεγραµµένος κύκλος 

περιέχει το σηµείο Pi

– Εντοπίζονται οι πλευρές Πi των τριγώνων Ti που εµφανίζονται 

µόνο µία φορά

– ∆ιαγράφονται τα τρίγωνα Ti

– ∆ηµιουργούνται τα τρίγωνα µε κορυφή το Pi και βάση τα Πi

• ∆ιαγράφουµε όλα τα τρίγωνα στα οποία µετέχουν τα σηµεία 

(κορυφές) του αρχικού περικλείοντος τριγώνου

Κ. ∆ελήµπασης



Παράδειγµα του αυξητικού αλγόριθµου του 

Watson

• Εστω τα 3 σηµεία µε συντεταγνµένες τέτοιες ώστε να περοκλείου όλα 

τα σηµεία προς τριγωνοποίηση. Προβάλουµε το 1 από τα σηµεία προς 

τριγωνοποίηση.

Κ. ∆ελήµπασης

P1



• Συνδέουµε το P1 µε τα 3 σηµεία δηµιουργώντας 3 τρίγωνα.

Κ. ∆ελήµπασης

P1



• Για το επόµενο σηµείο P2 : Εντοπίζουµε τα τρίγωνα των οποίων ο 

περιγεγραµµένος κύκλος περιέχει το P2. 

Κ. ∆ελήµπασης

P1

P2



• ∆ιαγράφουµε τα τρίγωνα αυτά και δηµιουργούµε νέα συνδέοντας το 

P2 µε όλα τα σηµεία των διαγραµµένων τριγώνων.

Κ. ∆ελήµπασης

P2

P1



• Για το επόµενο σηµείο P3 : Εντοπίζουµε τα τρίγωνα των οποίων ο 

περιγεγραµµένος κύκλος περιέχει το P3.

Κ. ∆ελήµπασης

P3

P2

P1



• Για το επόµενο σηµείο P3 : Εντοπίζουµε τα τρίγωνα των οποίων ο 

περιγεγραµµένος κύκλος περιέχει το P3.

Κ. ∆ελήµπασης
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Κ. ∆ελήµπασης
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Κ. ∆ελήµπασης
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Κ. ∆ελήµπασης



Κ. ∆ελήµπασης

P6



Κ. ∆ελήµπασης

P7



Κ. ∆ελήµπασης



Κ. ∆ελήµπασης

P8



Κ. ∆ελήµπασης



• ∆ιαγράφουµε τα βοηθητικά σηµεία του περικλείοντος τριγώνου και 

όλες τις συνδέσεις τους

Κ. ∆ελήµπασης



Τριγωνισµός σηµείων στο χώρο: ο Αλγόριθµος του 

βηµατίζοντος κύβου (Marching Cubes - MC)

• Ο αλγόριθµος MC τριγωνοποιεί επιφάνειες οι οποίες ορίζονται σε 

τρισδιάστατες (3D) εικόνες.

• Οι επιφάνειες ορίζονται µε δύο τρόπους:

– Είτε η αρχική εικόνα τµηµατοποιείται και παράγεται µία δυαδική 

εικόνα η οποία έχει σε κάθε voxel τιµή 0 αν αυτό ανήκει στο 

υπόβαθρο και τιµή 1 (ή 255) αν αυτό ανήκει στο αντικείµενο 

ενδιαφέροντοςενδιαφέροντος

– Είτε η επιφάνεια ορίζεται στην αρχική εικόνα (µε τις «gray level» 

τιµές των voxel) µέσω της τιµής της Τ0: θεωρούµε ότι η επιφάνεια 

περνά µόνο από voxel µε τιµή ίση µε T0. Η επιφάνεια αυτή 

καλείται ισοεπιφάνεια 

• Ο ψευδοκώδικας του αλγόριθµου ακολουθεί

Κ. ∆ελήµπασης



FOR each image voxel

a cube of length 1 is placed on eight adjacent voxels of

the image

FOR each of the cube's edge{

IF (the one of the node voxels has value greater than

or equal to t AND the other voxel has value 
less than t) 

THEN

{calculate the position of a point on the 
cube's

edge that belongs to the isosurface, using 
linear interpolation}linear interpolation}

}

FOR each of the prede®ned cube con®gurations{

FOR each of the eight possible rotations{

FOR the configuration's complement{

{compare the produced cube configuration 
of the above calculated isopoints to the 
set of predefined cube con®gurations and 
produce the corresponding triangles}

}

}

} Κ. ∆ελήµπασης



Βασικές αρχές του αλγόριθµου MC

• Ένας κύβος µε ακµή ίση µε 1 voxel ολισθαίνει («βηµατίζει») στην 3D

εικόνα, έτσι ώστε οι κορυφές του να ακουµπούν σε 8 γειτονικά voxel

της εικόνας.

• Κάθε ένα από τα 8 voxel αναπαρίσταται σαν σφαίρα στα σχήµατα που 

ακολουθούν αν το voxel έχει τιµή >Τ0.

• Ανάλογα µε τη διάταξη του κύβου (συνδυασµό των 8 voxel των 

κορυφών του κύβου µε τιµή >Τ0) καθορίζονται τα στοιχειώδη τρίγωνα κορυφών του κύβου µε τιµή >Τ0) καθορίζονται τα στοιχειώδη τρίγωνα 

/ πολύγωνα

• Ο MC βασίζεται σε 15 διαφορετικές περιπτώσεις, που προκύπτουν 

µετά από την αρχή της συµπληρωµατικότητας και περιστροφές της 

διάταξης στο χώρο

Κ. ∆ελήµπασης



Οι 15 διαφορετικές διατάξεις του MC και τα 

αντίστοιχα στοιχειώδη τρίγωνα

Κ. ∆ελήµπασης



Κ. ∆ελήµπασης



• Η αρχή της συµπληρωµατικότητας στον MC: συµπληρωµατικές 

διατάξεις του κύβου παράγουν την ίδια τριγωνοποίηση

Κ. ∆ελήµπασης



Αποτελέσµατα εφαρµογής του MC µε δεδοµένα CT και MRI.

Οι τιµές κατωφλίωσης της ισοεπιφάνειας επιλέχθησαν ώστε να 

απεικονίζεται αγγεία και δέρµα.
Κ. ∆ελήµπασης



Initial retinal surface with low decimation effect


