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Hidden Markov Models 
(HMMs)
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Μαρκοβιανά μοντέλα εξάρτησης

• Η πιθανότητα εμφάνισης ενός νουκλεοτιδίου είναι
δεσμευμένη στο αμέσως προηγούμενό του

• Κατάλληλα μοντέλα για βιολογικές ακολουθίες, καθώς
αντικατοπτρίζουν την έννοια της πληροφορίας που αυτές
περιέχουν

• Παραδείγματα από τις φυσικές γλώσσες (στα αγγλικά το
Q ακολουθείται με μεγαλύτερη πιθανότητα από U, παρά
από κάποιο άλλο)

• Ο Markov εμπνεύστηκε τις ομώνυμες αλυσίδες απο ένα
ποίημα του Pushkin.
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Το μοντέλο Markov (Markov 
Model)
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θεωρούμε ότι η εμφάνιση ενός νουκλεοτιδίου εξαρτάται απο το
αμέσως προηγούμενο του

και η πιθανότητα αυτή ονομάζεται πιθανότητα μεταβάσεως

η ολική πιθανότητα της ακολουθίας θα είναι: 

και επειδή:
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Το Markov Model
διαγραμματικά
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Ο πίνακας μεταβάσεων

Θέση i

Α C G T

Θέ
ση
i-1

A PAA PAC PΑG PAT

C PCΑ PCC PCG PCT

G PGΑ PGC PGG PGT

T PTΑ PTC PTG PTT
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Maximum Likelihood Estimates
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Θέτουμε τη μερική παράγωγο ως προς τις παραμέτρους ιση με
μηδέν ικανοποιώντας τους περιορισμούς:
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Εφαρμογή- LR test
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Έστω ότι έχουμε δύο μοντέλα (+) και (-), στα οποία υποθέτουμε ότι
ισχύουν διαφορετικοί πίνακες μεταβάσεως.  Υπολογίζουμε τους
Ε.Μ.Π. για τις μεταβάσεις, ως εξής:

Κατόπιν υπολογίζουμε τα log-odds, για κάθε νουκλεοτίδιο, και τα
αθροίζουμε για ένα «παράθυρο», ή και για ολόκληρη την ακολουθία.
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Εφαρμογή στην εύρεση γονιδίων-
CpG islands

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1       0       0.1      0.2 0.3     0.4
BITS
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Ανώτερης τάξης αλυσίδες
Markov

• Μια k τάξης αλυσίδα ορίζεται πολύ απλά:

• Μεγάλο πρόβλημα καθώς απαιτούνται
εκθετικά αυξανόμενα αριθμός δεδομένων
εκπαίδευσης [(20-1)*20k-1 παράμετροι]

• Ιδιαίτερα σε περιπτώσεις πρωτεϊνών όπου
έχουμε μεγάλο αλφάβητο

• Ανάγκη άλλων προσεγγίσεων
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Προσεγγίσεις Ανώτερης τάξης
αλυσίδες Markov

• Variable Length Markov chains (VLMC)

• Mixture Transition Distribution (MTD)

• Parsimonious Markov chains (PMC)
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To Hidden Markov Model

Στην περίπτωση που οι δυο περιοχές διαδέχονται η μια την άλλη, μέσα στην
ίδια ακολουθία, πιο «κομψό» μαθηματικά είναι το Hidden Markov Model.

Αν φανταστούμε ένα καζίνο, το οποίο χρησιμοποιεί κάθε φορά με
συγκεκριμένη πιθανότητα, ένα αμερόληπτο (fair) ζάρι και ένα μεροληπτικό
(loaded) ζάρι. 

214526436636561666232145
--------++++++++++------

+ = μεροληπτικό

- = αμερόληπτο

Ο παίχτης κάθε φορά γνωρίζει μόνο το αποτέλεσμα, και όχι την φύση του
ζαριού.  Το μοντέλο που μπορεί να περιγράψει αυτή την κατάσταση είναι
το Hidden Markov Model, και ονομάζεται έτσι (κρυμμένο) γιατί πλέον δεν
υπάρχει 1-1 αντιστοίχηση του αποτελέσματος, με την πραγματική
κατάσταση.
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Ο ορισμός του μοντέλου

• Σ, το αλφάβητο των δυνατών ενδεχομένων (π.χ. 1,2,..6 για το ζάρι, 
Α,T,G,C για το DNA, κλπ)

• Q, το σύνολο των δυνατών καταστάσεων του μοντέλου (μεροληπτικό
αμερόληπτο, για το ζάρι, γονίδιο – όχι γονίδιο για το DNA, κλπ)

• θ, το σύνολο πιθανοτήτων που διέπουν το μοντέλο και μπορεί να είναι:

1. Πιθανότητες μεταβάσεως (transitions) από κατάσταση σε κατάσταση, 
και

2. Πιθανότητες γεννήσεως (emissions), με τις οποίες παράγονται τα
σύμβολα σε κάθε κατάσταση. 

 Σ,Q,θM

Ένα Hidden Markov Model, είναι ένα μοντέλο Μ που περιέχει 3 
στοιχεία Σ, Q, θ.

Πρέπει να τονιστεί, ότι σε ένα ΗΜΜ η μαρκοβιανή ιδιότητα ισχύει για τις
καταστάσεις του μοντέλου (states), και όχι για τα σύμβολα.
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Ορισμοί

Ακολουθία συμβόλων:

transition probabilities:

emission probabilities:

begin probabilities:

end probabilities:
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Πιθανοφάνεια

Η από κοινού πιθανότητα μιας ακολουθίας x και του μονοπατιού π

Για να υπολογίσουμε την συνολική πιθανότητα, μιας
ακολουθίας x, δεδομένου του μοντέλου, θα πρέπει να
αθροίσουμε για όλες τις πιθανές αλληλουχίες καταστάσεων,
δηλαδή να αθροίσουμε την συνεισφορά στη συνολική
πιθανότητα όλων των πιθανών μονοπατιών π.
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To Hidden Markov Model
σχηματικά

Το μεροληπτικό καζίνο
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Τα 3 βασικά ερωτήματα σε ένα
ΗΜΜ ...

Εκτίμηση

• Δεδομένου του μοντέλου, πως θα υπολογίσουμε την ολική πιθανότητα μιας
ακολουθίας συμβόλων. P(x|θ)

Αποκωδικοποίηση

• Πως θα βρούμε την πιο πιθανή αλληλουχία καταστάσεων (path) από την οποία
έχει διέλθει το μοντέλο, για να δώσει την συγκεκριμμένη ακολουθία
συμβόλων.

Εκπαίδευση

• Πως θα τροποποιήσουμε τις παραμέτρους του μοντέλου, έτσι ώστε να
μεγιστοποιηθεί η συνολική πιθανοφάνεια των ακολουθιών

θML=argmaxP(x|θ)

),(maxarg* 


xP
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... και οι απαντήσεις τους

Εκτίμηση

• Αλγόριθμος FORWARD, αλγόριθμος δυναμικού προγραμματισμού, που
υπολογίζει την συνολική πιθανότητα της ακολουθίας, χωρίς να διέλθει από όλα
τα δυνατά μονοπάτια (αλληλουχίες καταστάσεων).

Αποκωδικοποίηση

• Αλγόριθμος του VITERBI, αλγόριθμος δυναμικού προγραμματισμού, που μέσω
αναδρομής (recursion) υπολογίζει την πιο πιθανή αλληλουχία καταστάσεων για
τη δεδομένη ακολουθία και το δεδομένο μοντέλο. (Εναλλακτικά NBEST).

Εκπαίδευση

• Αλγόριθμος των BAUM-WELCH (η αλλιώς FORWARD-BACKWARD), ειδική
περίπτωση του αλγόριθμου ΕΜ (Expectation-Maximization), ο οποίος χειρίζεται
τα δεδομένα σαν δεδομένα με ελλειπής τιμές (missing values) και υπολογίζει
Ε.Μ.Π. για τις παραμέτρους του μοντέλου (Εναλλακτικά Gradient Descent).
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Αλγόριθμος Forward
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Αλγόριθμος Viterbi
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Αποκωδικοποίηση forward
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“Εκ των υστέρων” αποκωδικοποίηση
)|( xkP i Εναλλακτικά μπορεί να υπολογισθεί η πιθανότητα:

δηλαδή, η εκ των υστέρων πιθανότητα το συγκεκριμμένο νουκλεοτίδιο να
προήλθε απο μια κατάσταση

Κάνοντας χρήση των Forward και Backward:
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Πλεονεκτήματα:

• στις περιπτώσεις που τα εναλλακτικά μονοπάτια έχουν πολύ μικρές
διαφορές στις προβλεπόμενες πιθανότητες.

• όταν μια κατάσταση έχει πολύ μικρή πιθανότητα και το μονοπάτι με την
μέγιστη πιθανότητα, δεν την «επισκέπτεται» ποτέ.

Μειονεκτήματα:

• Μπορεί να προβλεφθεί μια πιθανότητα η οποία δεν είναι έγκυρη για το
μοντέλο (μια μη επιτρεπτή μετάβαση).
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Αλγόριθμος Baum-Welch
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Υπολογισμός των Expected counts
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Είδαμε επίσης ότι ισχύει:

Η συνάρτηση Q μεγιστοποιείται από τους ΕΜΠ (έχει τα ίδια ακρότατα με τη log-likelihood)



33

Συνοπτικά ο αλγόριθμος

• Υπολογισμός των Α και Ε

• Υπολογισμός των ΕΜΠ

• Επανάληψη μέχρι να συγκλίνει
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Χαρακτηριστικά του αλγορίθμου
Baum-Welch

• Είναι υπολογιστικά απλός

• Είναι σίγουρο ότι συγκλίνει

• Δεν χρειάζεται επιλογή παραμέτρων

Αλλά επίσης:

• Δεν συγκλίνει πάντα στο ολικό μέγιστο

• Δεν είναι smooth (αν μια παράμετρος μηδενιστεί
δεν αλλάζει ξανά τιμή)

• Δεν λειτουργεί on-line (για κάθε κατάλοιπο
ξεχωριστά)
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Gradient Descent Training



36

Υπολογισμός μερικών
παραγώγων
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Άρα για τα transitions, έχουμε:

και για τα emissions:

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι της likelihood ως προς
τις παραμέτρους του μοντέλου είναι ίδιες με αυτές της
συνάρτησης Q
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Normalization 
• Αναγκαίο βήμα έτσι ώστε οι πιθανότητες να είναι μεταξύ 0-1

• Softmax μετασχηματισμός
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Ένα παράδειγμα...
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συνέχεια...

ΠιθανότητεςΠιθανότητες μεταβάσεωςμεταβάσεως::

1        1        00
0.0.9090 0.0.1010
0.10  0.900.10  0.90

ΠιθανότητεςΠιθανότητες γεννήσεωςγεννήσεως ::

ΑΑ ΤΤ G       CG       C
0.0.7700 0.0.1010 0.0.1010 0.0.1010
0.0.2525 0.0.2525 0.0.225 5 0.0.2525

1

0

1

0
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συνέχεια...

AAACAAGAATGCGCACACTACGCAAAAACAATTAGTCGCACTCACGATGAAACAAATTACCACGGTGAA
111111111100000000000001111111111100000000000000111111110000000000001

AACGAATAAACCTCAGAGGCCCAGCGTATATAAACAAGATAAAAACCTAGTCAGCACTCTGACCAGACG
111111111100000000000000000000011111111111111100000000000000000000000

AGCTCACGACTTGAGGATAAGAAAAAAACAACAGCTCACGACTTGAGGATAAGAAAAAAACA
00000000000000001111111111111100000000000000000011111111111111

Έστω μια ακολουθία DNA, η οποία προέρχεται από το
παραπάνω μοντέλο:
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συνέχεια...

no

 Observed Sequence  Viterbi Path

0 50 100 150 200

0

1
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συνέχεια...

Αν όμως οι πιθανότητες μεταβάσεως άλλαζαν:

ΠιθανότητεςΠιθανότητες μεταβάσεωςμεταβάσεως::

1        1        00
0.0.9988 0.0.0202
0.0.0303 0.90.977

ΠιθανότητεςΠιθανότητες γεννήσεωςγεννήσεως ::

ΑΑ ΤΤ G       CG       C
0.0.6060 0.0.1010 0.0.1010 0.0.1010
0.0.2525 0.0.2525 0.0.225 5 0.0.2525

1
0

1
0
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συνέχεια...

no

 Observed Sequence  Posterior Probability
 cut

0 50 100 150 200

0

1
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Splice site recognition

• Εύρεση της 5’-περιοχής ματίσματος

• Προϋποθέσεις:

α) Τα εξώνια έχουν ίδιες πιθανότητες
εμφάνισης βάσεων

β) Τα εσώνια έχουν πολύ Α/Τ

γ) Στο σημείο ματίσματος υπάρχει
σχεδόν πάντα G
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Labeled Sequences

• Αναγκαίο βήμα αν πρόκειται να
κατασκευάσουμε μεγάλο μοντέλο με
καταστάσεις οι οποίες ομαδοποιούνται

• Απαιτούνται αλλαγές στους αλγορίθμους
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Labeled sequences
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Maximum Likelihood για Labeled 
sequences
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Conditional Maximum 
Likelihood

• Με την εισαγωγή των labels, μπορούμε να
πραγματοποιήσουμε εκπαίδευση που μεγιστοποιεί την
πιθανότητα:

• Η Πιθανοφάνεια γίνεται:
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• Απαιτεί διπλάσιο υπολογιστικό χρόνο από ML

• Αποδίδει καλύτερα όταν τα labels είναι καλής
ποιότητας

• Εκπαίδευση μόνο με Gradient descent

• Περισσότερο ευαίσθητος στις αρχικές τιμές των
παραμέτρων

Conditional Maximum 
Likelihood
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1-best decoding
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Posterior-Viterbi decoding

Ορίζονται οι επιτρεπτές μεταβάσεις:
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Optimal Accuracy Posterior 
Decoding

Παραλλαγή του Posterior-Viterbi, η οποία υπολογίζει το μονοπάτι:

Συνολικά:
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Σύγκριση ΗΜΜ-Regular 
Expressions

• Κάθε κανονική έκφραση μπορεί να
αναπαρασταθεί με ένα ΗΜΜ

• Το αντίστροφο δεν ισχύει

• Παραδείγματα
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Regular Expressions

• [AC]AG-GT[AG]AGT

• {DERK}(6)-[LIVMFWSTAG](2) 
[LIVMFYSTAGCQ]- [AGS]- C
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Πλεονεκτήματα του Hidden Markov 
Model

• Άριστη μαθηματική θεμελίωση, και πιθανοθεωρητική
ερμηνεία των αποτελεσμάτων.

• Ύπαρξη κατάλληλων αλγορίθμων για την υλοποίηση του.

• Μπορεί να ενσωματώσει, σχεδόν κάθε είδους πληροφορία
για το βιολογικό πρόβλημα, χωρίς να αναγκαστούμε να
καταφύγουμε σε ευριστικές (heuristic) μεθόδους.

• Αν δομηθεί το μοντέλο, η εκπαίδευση του και η εκτίμηση
πάνω σε αυτό γίνεται με μια διαδικασία από την αρχή
μέχρι το τέλος.
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Εφαρμογές του Hidden Markov 
Model στη Βιολογία

• Εύρεση πιθανών γονιδίων (εσώνια – εξώνια).

• Πρόγνωση δευτεροταγούς δομής πρωτεϊνών.

• Πρόγνωση διαμεμβρανικών τμημάτων πρωτεϊνών.

• Πρόγνωση των πεπτιδίων οδηγητών.

• Εύρεση ομόλογων οικογενειών ακολουθιών.

• και πολλά άλλα
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Επεκτάσεις του ΗΜΜ

• ΗΜΜSDO

• Input-Output HMM (IOHMM)

• Factorial HMM

• Hierarchical HMM

• Partially Hidden Markov Model (PHMM)

• Hidden Neural Networks (HNN)

• και πολλά άλλα …
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Software

• http://www.dina.dk/~sestoft/bsa/Match3.java

• http://www.cfar.umd.edu/~kanungo/software/software.html

• http://hmmer.wustl.edu/


