
ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ::

ΠαράστασηΠαράσταση –– ΠεριγραφήΠεριγραφή δεδομένωνδεδομένων

ΣύγκρισηΣύγκριση δεδομένωνδεδομένων –– ΕξαγωγήΕξαγωγή συμπερασμάτωνσυμπερασμάτων

ΣχέσηΣχέση αιτίουαιτίου -- αιτιατούαιτιατού

Πιθανότητα (P, Probability) είναι μέτρο του πόσο αναμενόμενο να συμβεί
ένα γεγονός ή μια θέση (ισχυρισμός) να είναι αληθής. Οι πιθανότητες
παίρνουν τιμές μεταξύ 0 (δεν θα συμβεί) και 1 (θα συμβεί). Όσο
μεγαλύτερη η πιθανότητα ενός γεγονότος, τόσο βέβαιοι είμαστε ότι θα
συμβεί.

Με τις στατιστικές μεθόδους επιδιώκεται αφενός η συνοπτική αλλά
εμπεριστατωμένη παρουσίαση των ευρημάτων μιας μελέτης
(περιγραφική στατιστική) και αφετέρου η συναγωγή συμπερασμάτων
που βασίζονται στα ευρήματα αυτά (συμπερασματολογική στατιστική / 
επαγωγική στατιστική)

Ως μεταβλητή θεωρούμε κάθε χαρακτηριστικό το οποίο μπορεί
να μεταβληθεί ή να διαφοροποιηθεί κατά μήκος του χρόνου, 
από τόπο σε τόπο, από άτομο σε άτομο ή από ομάδα σε ομάδα
(π.χ. ηλικία, ύψος, εισόδημα, συγκέντρωση χοληστερόλης, 
αρτηριακή πίεση, ρυθμός γεννητικότητας κτλ)

Ποιοτική ονομάζεται η μεταβλητή που περιγράφει κάποιο
ποιοτικό χαρακτηριστικό ενός ατόμου ή μιας ομάδας.

Ποσοτική ονομάζεται η μεταβλητή που μπορεί να μετρηθεί με
τη συνήθη έννοια του όρου

Συνεχής

Ασυνεχής

Ως ανεξάρτητη χαρακτηρίζεται μια μεταβλητή όταν επηρεάζει
μια άλλη μεταβλητή.

Ως εξαρτημένη χαρακτηρίζεται μια μεταβλητή όταν επηρεάζεται
από μια άλλη μεταβλητή.



ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ

Γραφικές μέθοδοι

• Ραβδογράμματα - Ιστογράμματα (Συχνότητα)
• Κυκλικά διαγράμματα

• Διαγράμματα πλαισίου

Αριθμητικοί στατιστικοί δείκτες ή μέτρα (statistics)

• Κεντρικής τάσης
- Μέση τιμή (mean)
- Διάμεσος (median)
- Επικρατούσα τιμή (mode)

• Διασποράς
- Εκατοστημόρια ή ποσοστιαία σημεία (percentiles)
- Διακύμανση ή Διασπορά (Variance)
- Τυπική απόκλιση (standard deviation)

Διάγραμμα πίτας (Pie chart) Ραβδόγραμμα (bar chart)

Ιστόγραμμα (Histogram)

Διάγραμμα πλαισίου (Box plot)

Max

Min

Median
25%

75%



Μέση τιμή :
(mean ή average) N
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Διάμεσος :
(median)

- Ταξινόμηση των μετρήσεων κατά μέγεθος

- Επιλογή της τιμής στο μέσον των μετρήσεων

Επικρατούσα τιμή : Η συχνότερη τιμή
(mode)



Εκατοστημόρια ή ποσοστιαία σημεία (percentiles)

- Διατάσσουμε τα δεδομένα κατά τάξη μεγέθους

- Το p-εκατοστημόριο είναι η τιμή που έχει p% των
μετρήσεων μικρότερες από αυτήν

Τεταρτημόρια (quartiles)
Ειδικά εκατοστημόρια

- Q1  → 25%

- Q2  → 50%

- Q3  → 75%



ΜΕΤΡΑ ΤΗΣ ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ

Έκταση ή εύρος (range) : xmax- xmin

Διακύμανση – Διασπορά (variance) :
Πληθυσμού «σ2» Δείγματος «s2» 1
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Τυπική απόκλιση (standard deviation) :
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Συντελεστής διακύμανσης (coefficient of variance) : x
sCV %100% =

Accurate but imprecise inaccurate but precise Accurate and precise

Precision: ορθότητα ή επαναληψιμότητα

Accuracy: ακρίβεια
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http://onlinestatbook.com/2/normal_distr
ibution/standard_normal.html

http://davidmlane.com/hyperstat/z_table.html



Κεντρικό οριακό θεώρημα (central limit theorem)

Για αρκούντως μεγάλα δείγματα από έναν πληθυσμό, οι μέσες
τιμές ακολουθούν περίπου την κανονική κατανομή, ανεξάρτητα
από το είδος της κατανομής του πληθυσμού. Όσο μεγαλύτερα τα
δείγματα τόσο καλύτερα προσεγγίζεται η κανονική κατανομή. 

Έστω Χ1, Χ2, …, Χn ανεξάρτητες μεταβλητές και  Sn=X1+X2+…+Xn

Για μεγάλα «n», η τ.μ. ακολουθεί

την κανονική κατανομή   Ν(0,1)

n
nSZ n

σ
μ−

=



Κατανομή t του Student
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ΕΚΤΙΜΗΤΙΚΗΕΚΤΙΜΗΤΙΚΗ

• Εκτίμηση σε σημείο

Δίνουμε τους αριθμητικούς δείκτες του δείγματος ως
προσεγγιστική (αβέβαιη) εκτίμηση αυτών του πληθυσμού

εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα :  

τυπικό σφάλμα : 

Εκτίμηση σε διαστήματα εμπιστοσύνης (confidence intervals)

Δίνουμε ένα διάστημα μέσα στο οποίο αναμένεται με 
συγκεκριμένη πιθανότητα να εμπίπτει μια παράμετρος 
του πληθυσμού
Στάθμη σημαντικότητας (σ.σ): 1-a 100(1-a)% δ.ε.

Nx
σσ =)

N
ss x =)

xstx )⋅±=μ

• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή (μεγάλα δείγματα)

Η μεταβλητή “Ζ” ακολουθεί την κανονική κατανομή 

Αναζητούμε την πιθανότητα για κάποιο “z” από πίνακες της

τυποποιημένης κανονικής κατανομής
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Ο δείκτης σωματικής μάζας Χ(kgr/m2) ενός ατόμου υπολογίζεται αν 
διαιρέσουμε το βάρος του με το τετράγωνο του ύψους του. Για άνδρες 
ηλικίας 30-40 ετών είναι γνωστό ότι Χ~N(μ,σ2). Να προσδιορισθεί το 95% 
δ.ε. για την σωματική μάζα μ των ανδρών εάν από τυχαίο δείγμα 49 
ανδρών από αυτόν τον πληθυσμό προέκυψε                  και s2=9.25=X

Δ.ε. 95% Ζα/2=Z0.025 –(πίνακες)-> 1.96
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• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή (μικρά δείγματα)

Η μεταβλητή “t” ακολουθεί την κατανομή “t”

Αναζητούμε την τιμή “t” από πίνακες για “ν” β.ε και a
ns

Yt
/
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=
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stX

n
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Από δείγμα 15 υγιών γυναικών ηλικίας 25-40 ετών, υπολογίσθηκε για την 
αμυλάση του ορού ότι                     μονάδες/100ml και s=35 μονάδες/ml. Να 
υπολογισθεί το 90% διάστημα εμπιστοσύνης για την αληθή τιμή της μέσης 
τιμής μ της αμυλάσης στον πληθυσμό των υγιών γυναικών στις ίδιες 
ηλικίες.

96=X

Δ.ε. 90% t14,0.05 –(πίνακες)-> 1.76
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• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη διασπορά (μεγάλα και μικρά δείγματα)

Ακολουθεί την κατανομή “X2”

Αναζητούμε τις τιμές “X2” από πίνακες για P(X2> X2
ν;a)=a
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• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά μέσων 

δύο πληθυσμών (μεγάλα ανεξάρτητα δείγματα)

- Ακολουθεί την κανονική κατανομή

- Αναζητούμε τις τιμές “Ζ” από πίνακες της τυποποιημένης
κανονικής κατανομής

• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά μέσων δύο κανονικών

πληθυσμών με κοινό “σ2” (μικρά ανεξάρτητα δείγματα)

- Ακολουθεί την κατανομή “t” με ν1+ ν2 β.ε.

- Αναζητούμε την τιμή “t” από πίνακες για ν1+ ν2 και a/2
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• Διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά “μέσων” ζευγαρωτών δειγμάτων

- Διαφορά “δ” μεταξύ των μέσων τιμών των δύο δειγμάτων

- Ακολουθεί την κατανομή “t” με ν =n-1 β.ε.

- Αναζητούμε την τιμή “t” από πίνακες για ν και a/2

• Διάστημα εμπιστοσύνης για τον λόγο των “διασπορών”

δύο κανονικών πληθυσμών

- Ακολουθεί την κατανομή “F” με ν1, ν2 β.ε.

- Αναζητούμε την τιμή “F” από πίνακες για ν1, ν2 και a/2
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1

μ

-sd-

34.13% 34.13%

-sd-

------47.72-------

x) 2s

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ  (ΕΛΕΓΧΟΣ  ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΗΤΑΣ)
Significance testing

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ  (ΕΛΕΓΧΟΣ  ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΗΤΑΣ)
Significance testing

Συγκρίνοντας δύο πληθυσμούς διαπιστώνουμε πάντοτε διαφορές 
μεταξύ των μέσων       αλλά και μεταξύ των διασπορών τους       .

Απηχούν πραγματικές διαφορές μεταξύ των πληθυσμών; 

Μηδενική υπόθεση (null) Η0 :                ή   

Εναλλακτική υπόθεση (alternative) Η1 :                ή                            

Σφάλμα 1ου είδους (α) : Πιθανότητα εσφαλμένης απόρριψης της Η0

Σφάλμα 2ου είδους (β) : Πιθανότητα εσφαλμένης απόρριψης της Η1

21 μ=μ 2
2

2
1 σ=σ

21 μ≠μ 2
2

2
1 σ≠σ
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• Έλεγχος για τη μέση τιμή “μ” (μεγάλα δείγματα), σ.σ. “α”

μέσου ύδειγματικο  τουσφάλμα τυπικό
μέσος οςυποτιθέμεν - μέσος ςδειγματικό

ns
yz =
−

=
/

0μ

Κ.Ο.Θ Το «z» ακολουθεί την κανονική κατανομή

Για κάθε “α” αντιστοιχεί ένα κρίσιμο “zα”

Η Η0 απορρίπτεται όταν z > zα
=

• Έλεγχος για τη μέση τιμή “μ” (μικρά δείγματα), σ.σ. “α”

ακολουθεί την κατανομή “t”
ns

yt
/

0μ−=

• Έλεγχος μέσων από δύο πληθυσμούς

Όταν n1 ≠ n2 unpaired t-test

Δείγματα από ανεξάρτητους πληθυσμούς

Διακυμάνσεις όχι σημαντικά διαφορετικές

Π.χ. Σύγκριση τιμών γλυκόζης από ασθενείς δύο
διαφορετικών νοσοκομείων

Όταν n1 = n2 κατά ζεύγη (paired) t-test

Διακυμάνσεις όχι σημαντικά διαφορετικές

Unpaired
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• Έλεγχος για διαφορά δύο μέσων τιμών (μεγάλα δείγματα), σ.σ. “α”

ακολουθεί την κανονική κατανομή

Για κάθε “α” αντιστοιχεί ένα κρίσιμο “zα”

Η Η0 απορρίπτεται όταν z > zα

2

2
2

1

2
1
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n
s

n
s

yyz
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−−
=

δ

• Έλεγχος για τη διαφορά δύο μέσων τιμών (μικρά δείγματα), σ.σ. “α”

ακολουθεί την κατανομή “t”
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t-test_immunoglobulin.xls β.ε.=n1+n2-2

ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΑ

≥

• Έλεγχος σημαντικότητας για τη διασπορά,  σ.σ. “α”

ακολουθεί την κατανομή “Χ2”
2

2
2 )1(

σ
snX ⋅−

=

Για κάθε “α” και “ν” αντιστοιχεί ένα κρίσιμο “X2
α;v”

Η Η0 απορρίπτεται όταν Χ2 > X2
α;v

2
2

2
1 ss >

2
2

2
1 ss <

• Σύγκριση των διασπορών δύο πληθυσμών, σ.σ. “α”

ακολουθεί την κατανομή “F”

Για κάθε “α” και “ν1,ν2” αντιστοιχεί ένα κρίσιμο “Fν1,ν2;α”
2
2

2
1

s
sF =

Η Η0 απορρίπτεται όταν F Fν1,ν2;α  για

Η Η0 απορρίπτεται όταν F Fν2,ν1;α  για≥
Folate.xls
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• Έλεγχος σημαντικότητας για τη σύγκριση μέσων τιμών κατά 
ζεύγη (paired ή split sample)

ns
yyt

d /
)( 021 δ−−

= ακολουθεί την κατανομή “t”

sd: για τις διαφορές

• Έλεγχος σημαντικότητας για το «p» της διωνυμικής κατανομής 
(μεγάλα δείγματα)

Έστω «x» επιτυχίες σε «n» δοκιμές. Συγκρίνουμε την αναλογία 
x/n των επιτυχιών με μια δοθείσα πιθανότητα p0 με την 
βοήθεια της τυποποιημένης μεταβλητής Ζ.

n
pp

p
n
x

Z
)1( 00

0

−

−
=

6_17.xls

ΚΑΤΆ ΖΕΥΓΗ

PO2.xls

ΑΝΙΣΑ ΔΕΙΓΜΑΤΑ, ΑΝΙΣΕΣ ΔΙΣΑΠΟΡΕΣ
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Power analysisPower analysis
Στατιστική ισχύς (Statistical Power) : P = 1 – β, P τουλάχιστον .80

Ποιο μέγεθος δείγματος θα μου δώσει την απαιτούμενη ακρίβεια;

Σφάλμα 2ου είδους (β) : Πιθανότητα εσφαλμένης απόρριψης της Η1

Εάν η στατιστική ισχύς είναι υψηλή, η πιθανότητα να κάνουμε 
σφάλμα 2ου είδους (να συμπεράνουμε ότι δεν υπάρχει διαφορά 
ενώ υπάρχει) είναι μικρή.

Η στατιστική 
ισχύς εξαρτάται 
από το μέγεθος 
της διαφοράς που 
μελετάμε και από 
το μέγεθος του 
δείγματος.

Η πιθανότητα ότι ορθώς απορρίψαμε την Η0 είναι 0.8925.

613
10

30641
ns/

641 0 .xx.xZ. cr
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Για z = +/-1.96 οι αντίστοιχες
τιμές της x σε υποθετική
κατανομή με κέντρο το μ0 = 20 
θα είναι = 20 +/- 0.603(1.96) = 
21.182 and 20 – 0.603(1.96) = 
18.818.

n = 44
Πληθυσμ. μέσος μ0 = 20
Δειγματικός μέσος μ = 22
Τυπική απόκλιση s = 4
Τυπ.σφάλμα se = 0.603
z = 3.132
zcr = 1.96

-1.96 +1.96

18.818 21.182

Τυποποιημένη κατανομή t

Διάστημα εμπιστοσύνης 
εάν ισχύει η H0 :

Πόση είναι η πιθανότητα να είναι μικρότερη από -21.182 στην εναλλακτική 
κατανομή; Αυτή είναι η πιθανότητα β να αποδεχθούμε την Ho ενώ είναι 
λάθος.
Ποια τιμή z αντιστοιχεί στην τιμή 21.182 στην εναλλακτική κατανομή;

411503561
6030

2218221 .P.
.

.z =→−=
−

=

21.182
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ  ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ  (ANOVA)ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ  ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ  (ANOVA)

Σύγκριση περισσοτέρων των δύο ανεξαρτήτων δειγμάτων από 
κανονικούς πληθυσμούς με ίδια διακύμανση

Συνολική εκτίμηση για το αν οι μέσοι όλων των δειγμάτων είναι 
μεταξύ τους ίσοι ή αν τουλάχιστον ένας από αυτούς διαφέρει. 

Ελέγχουμε αν υπάρχει σημαντική διαφορά μεταξύ της διασποράς 
των μέσων τιμών και της συνολικής διασποράς των δειγμάτων.   

∑ −=
κ

α
1

22 )( xxns ii ∑ −=
κ

υ
1

22 )1( ii sns

)/(
)1/(

δειγμάτων  εντός  τετράγωνα
δειγμάτων  μεταξύ  τετράγωνα

2

2

κ
κ

υ

α

−
−

==
ns

sF
n = n1+ n2+ … + nκ
κ: πλήθος δειγμάτων

Hb_ANOVA.xls

Mεταβολή Αθρ.
Τετραγ.

Β.ε. Μέση
μεταβλητ.

F

Μεταξύ δειγμάτων

Εντός δειγμάτων

κ-1

n-κ

2
αs
2
υs

)1/(2 −καs

)/(2 κυ −ns )/(
)1/(

2

2

κ
κ

υ

α

−
−

ns
s

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ  ΔΙΑΣΠΟΡΑΣΠΙΝΑΚΑΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ  ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ

Η0:

Η1: Τουλάχιστον ένας από τους δειγματικούς μέσους 
δεν είναι ίσος με κάποιον άλλον

κxxxx =⋅⋅⋅=== 321

09__3_Example.xls

Προϋπόθεση : διασπορές των δειγμάτων ίσες.
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αριθμητήςαριθμητής κ-1

ΕΛΕΓΧΟΣ ΚΑΝΟΝΙΚΟΤΗΤΑΣΕΛΕΓΧΟΣ ΚΑΝΟΝΙΚΟΤΗΤΑΣ

Προϋπόθεση όλων των «παραμετρικών δοκιμασιών» που 
αναφέρθηκαν είναι η «κανονικότητα» των δεδομένων. Πώς 
ελέγχουμε την κανονικότητα;

• Γράφημα συσχέτισης των ποσοστιαίων σημείων (quantiles) των 
δεδομένων με αυτά της κανονικής κατανομής (QQ-plot). 

Ευθεία γραμμή κανονικότητα

• Έλεγχος λοξότητας (skewness) και κύρτωσης (kurtosis)

συντελεστής λοξότητας (μ-m)/σ: μετρά την ασυμμετρία της 
κατανομής

>0 η δεξιά ουρά μεγαλύτερη από την αριστερή

συντελεστής κύρτωσης: μετρά το πόσο πιο απότομη ή πιο 
επίπεδη είναι η κατανομή σε σχέση με την κανονική.

>0 απότομη στο κέντρο με μακρές ουρές

<0 επίπεδη στο κέντρο με μικρές ουρές
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Αποδεχόμαστε ότι τα δεδομένα ακολουθούν την κανονική 
κατανομή, αν οι συντελεστές ασυμμετρίας και κύρτωσης είναι 
στο διάστημα (-1,1).

Στις δοκιμασίες σημαντικότητας η p-value είναι η πιθανότητα
του να πάρει το στατιστικό z ή t τουλάχιστον τόσο ακραίες
τιμές όσο αυτή που παρατηρήθηκε, θεωρώντας ότι ισχύει η
μηδενική υπόθεση.  Ο μελετητής απορρίπτει συνήθως την
μηδενική υπόθεση όταν η p‐value  βρίσκεται να είναι
μικρότερη από την στάθμη σημαντικότητας a που επέλεξε, 
συνήθως 0.05 ή 0.01. Μια τόσο μικρή p‐value δείχνει ότι το
παρατηρηθέν αποτέλεσμα θα ήταν πολύ απίθανο να συμβεί
εάν ισχύει η μηδενική υπόθεση (δηλαδή ότι η παρατηρηθείσα
σχέση είναι πολύ απίθανο να είναι αποτέλεσμα καθαρής
τύχης.)

PP--valuevalue
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Υπολογισμός της p-value

Υπολογίζουμε το στατιστικό

Ανατρέχουμε στους πίνακες του z και βρίσκουμε την πιθανότητα Φ στην οποία
αντιστοιχεί.

p-value = 2×(1 – Φ) για αμφίπλευρη δοκιμασία σημαντικότητας.

n/s
xz μ−

=

s = 5.67,  n = 100
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ΠΟΙΟΤΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 

Κατηγορίας (nominal) - Διάταξης (ordinal)

ΠΟΙΟΤΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 

Κατηγορίας (nominal) - Διάταξης (ordinal)

Ποσοστά - Σχετικές Συχνότητες - Αναλογίες

•

• Σε μεγάλα δείγματα ακολουθεί κανονική κατανομή

Δηλ. όταν np(1-p) 10

                                                                      
=p

Πλήθος εμφανίσεων κάποιου φαινομένου

Σύνολο παρατηρήσεων

≥

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΝΑΛΟΓΙΑΣ  ΕΝΟΣ  ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ  ΜΕ  ΚΑΠΟΙΑ  ΑΛΛΗ

(H τ.μ. παίρνει δύο τιμές)

Διάστημα εμπιστοσύνης :

npp
ppz

/)1( 00

0

−
−

=

n
ppzp a

)1(
2/1

−
±= −

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΝΑΛΟΓΙΩΝ  ΔΥΟ  ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΩΝ ΔΕΙΓΜΑΤΩΝ

2

22

1

11

21

)1()1(
n

pp
n

pp
ppz

−
+

−
−
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ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΝΑΛΟΓΙΩΝ  ΔΥΟ  ΔΕΙΓΜΑΤΩΝ  ΚΑΤΑ ΖΕΥΓΗ
Ανάλυση “χ2” (Μη παραμετρικός έλεγχος)

• Η τ.μ. παίρνει δύο τιμές (Κατηγορίες 1, 2)

- Πίνακες 2x2

- Αναμενόμενες τιμές κατ. 1 ομάδας 1, 2
θ11 = (π11+π12)*(π11+π21)/N,  θ21 = (π21+π22)*(π11+π21)/N

- Αναμενόμενες τιμές κατ. 2 ομάδας 1, 2
θ12 = (π11+π12)*(π12+π22)/N,  θ22 = (π21+π22)*(π12+π22)/N

Ομάδα Κατηγορία 1 Κατηγορία 2 Σύνολο

1
2

π11
π21

π12
π22

π11+π12=N1
π21+ π22=N2

Σύνολο π11+π21 π12+π22 N=N1+N2

Εξετάζουμε την τιμή της μεταβλητής :

η οποία ακολουθεί κατανομή “χ2” με β.ε.=1,

όταν οι αναμενόμενες αναλογίες δεν είναι < 5

Η χ2 εξετάζει αμφίπλευρα, αλλά στον πίνακα 
αναζητούμε για σ.σ=0.05 και όχι 0.05/2.

22

2
2222

21

2
2121

12

2
1212

11

2
11112

θ
θπ

θ
θπ

θ
θπ

θ
θπ )()()()(X −

+
−

+
−

+
−

=

x_square_operation.xlsx_square_schmerzlind.xls

NX −+++=
22

2
22

21

2
21

12

2
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ΣΥΚΡΙΣΗ ΑΝΑΛΟΓΙΩΝ  S ΔΕΙΓΜΑΤΩΝ  ΜΕ  Κ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ
Ανάλυση “χ2”

Πίνακες Συνάφειας (contingency tables)

Κατηγορία "j"

Ομάδα "i" 1 2 . k Σύνολο
γραμμών

1 π11 π12 . π1k n1k=Σn1j

2 π21 π22 . π2k n2k=Σn2j

. . . . . .

s πs1 πs2 πsk nsk=Σnsj

Σύνολο
στηλών ns1=Σni1 ns2=Σni2 . nsk=Σnik Ν=ΣΣnij

N

nn
k

j
ij

s

i
ij

ij

∑∑
==

⋅
= 11

)()(
θ ∑∑

= =

−
=

s

i

k

j ij

ijij )(
X

1 1

2
2

θ
θπ

β.ε. = (s-1)×(k-1)

∑∑
= = ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

s

i

k

j ij

ij NX
1 1

2
2

θ
π

ή απλούστερα
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ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΔΟΚΙΜΑΣΙΕΣΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΔΟΚΙΜΑΣΙΕΣ

Δεν προαπαιτούν να ακολουθούν οι πληθυσμοί κάποια 
κατανομή.

Ενδιαφέρει μόνο η τάξη και όχι η τιμή της τυχαίας μεταβλητής.

• Δοκιμασία Kolmogorov –Smirnov 
(Καλής προσαρμογής, Ομογένειας)

• Κριτήριο των Ροών ή Wald-Wolfowitz
(Δοκιμασία τυχαιότητας)

• Δοκιμασία προσήμου (sign test)

• Αθροίσματα τάξεων (rank sum test)
- Δοκιμασία Wilcoxon
- Δοκιμασία Mann-Whithey
- Δοκιμασία Kruskal-Wallis

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΟΜΟΓΕΝΕΙΑΣ  (Kolmogorov – Smirnov)

• Ελέγχει αν δύο δείγματα προέρχονται από την ίδια 
κατανομή.

H0= Τα δύο δείγματα προέρχονται από την ίδια κατανομή

H1= Τα δύο δείγματα προέρχονται διαφορικές κατανομές

• Χρησιμοποιεί τον δείκτη   D = max  |F1(x) – F2(x)|

F1(x) και F2(x) είναι οι αθροιστικές συχνότητες των δύο
δειγμάτων

• Η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται, όταν το D ≥ Da,n1,n2

από τον πίνακα VII.

nm
nmD nma ⋅

+
= 36.1,,α=0.05 α=0.01

nm
nmD nma ⋅

+
= 63.1,,

10__2_Example.xls
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ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΟΜΟΓΕΝΕΙΑΣ  (Kolmogorov – Smirnov)

• Για ένα δείγμα που ελέγχεται εάν είναι κανονικό:

H0= Το δείγμα προέρχονται από κανονικό πληθυσμό 

H1= Το δείγμα δεν προέρχονται από κανονικό πληθυσμό

• Χρησιμοποιεί τον δείκτη   D = max  |F1(x) – FΝ(x)|

F1(x) και FΝ(x) είναι οι αθροιστικές συχνότητες του 
δείγματος και της κανονικής κατανομής

• Η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται, όταν το D ≥ Da,n από 
τον πίνακα VI.

α=0.05 α=0.01n
.D n,a
361

=
n

.D n,a
631

=

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΤΩΝ  ΡΟΩΝ ή  WALD-WOLFOWITZ

(Δοκιμασία τυχαιότητας)

Εξετάζει αν μια ακολουθία παρατηρήσεων είναι τυχαία ή όχι. Π.χ.

ΕΕ ΑΑ ΕΕ ΑΑΑ Ε ΑΑΑ ΕΕΕΕ ΑΑΑ

Κάθε διαδοχή ομοίων συμβόλων λέγεται «ροή».

Το πλήθος των συμβόλων μιας ροής λέγεται «μήκος ροής».

Στο παράδειγμα έχουμε 8 ροές

n1=9 E,  n2=11 A

Εάν n1, n2 10 τότε το πλήθος των ροών U ακολουθεί την 

Ν(μu,σ2) με                                   και 12

21

21 +
+

=
nn
nn

uμ

≥

( ) )1(
)2(2

21
2

21

2121212

−++
−−

=
nnnn

nnnnnn
uσ

u

uUZ
σ
μ−

=
Alignment.xls



4

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΠΡΟΣΗΜΟΥ  (Sign test)

• Ανάλογη προς τη δοκιμασία “t”

• Χρησιμοποιεί τον διάμεσο (median)

• Ζευγαρωτές παρατηρήσεις

• Πλήθος μη μηδενικών διαφορών > 5 

H0: Μ1 = M2

H  H0 απορρίπτεται, όταν το πλήθος των αρνητικών (Ν-) και 
θετικών (Ν+) διαφορών είναι “άνισο”. Αυτό συμβαίνει όταν το
Νm= min(Ν-,Ν+) ≤ της μικρότερης τιμής του διαστήματος 
εμπιστοσύνης που προβλέπεται από πίνακες της διωνυμικής 
κατανομής για το πλήθος των μη μηδενικών διαφορών και 
για συγκεκριμένο “a”.

Sign_test.xls

    Όρια εμπιστοσύνης για το Np (διωνυμική κατανομή), p=0.05; N=0 έως 99
 
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 - - - - - - 0-6 0-7 0-8 1-8 
10 1-9 1-10 2-10 2-11 2-12 3-12 3-13 4-13 4-14 4-15 
20 5-15 5-16 5-17 6-17 6-18 7-18 7-19 7-20 8-20 8-21 
30 9-21 9-22 9-23 10-23 10-24 11-24 11-25 12-25 12-26 12-27 
40 13-27 13-28 14-28 14-29 15-29 15-30 15-31 16-31 16-32 17-32 
50 17-33 18-33 18-34 18-35 19-35 19-36 20-36 20-37 21-37 21-38 
60 21-39 22-39 22-40 23-40 23-41 24-41 21-42 25-42 25-43 25-44 
70 26-44 26-45 27-45 27-46 28-46 28-47 28-48 29-48 29-49 30-49 
80 30-50 31-50 31-51 32-51 32-52 32-53 33-53 33-54 34-54 34-55 
90 35-55 35-56 36-56 36-57 37-57 37-58 37-59 38-59 38-60 39-60 

 

N: πλήθος μη μηδενικών διαφορών
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ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΩΝ  ΤΑΞΕΩΝ  ΚΑΤA WILCOXON

• Ζευγαρωτές παρατηρήσεις (n1=n2)

• H0: Μ1 = M2

• Κατατάσσουμε τις απόλυτες τιμές των διαφορών κατά

αύξουσα σειρά.

• Η σειρά εμφάνισης των διαφορών αποτελεί την τάξη  
τους.

• Γράφουμε δίπλα σε κάθε διαφορά την τάξη της και το 
πρόσημό της.

• Αθροίζουμε τις τάξεις των θετικών διαφορών (Τ+)

• Αθροίζουμε τις τάξεις των αρνητικών διαφορών (Τ-)

• Η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν: 

T = min {T+,T-} ≤ Τc. (Tc από τον πίνακα ΧΙ, 
n=πλήθος μη μηδενικών παρατηρήσεων)

• Για n > 25 η Τ ακολουθεί κανονική κατανομή.

4
)1( +

=
nn

Tμ
T

TTZ
σ
μ−

=

24
)12)(1( ++

=
nnn

Tσ

Εναλλακτικά, όταν Τ = Τ+ - Τ- > Tp

(n: πλήθος μη μηδενικών διαφορών)

Wilc_Sign_Rank_Sum.xls

10_12_Example.xls
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Όρια ασφαλείας του δείκτη για τη δοκιμασία προσήμου αθροιστικών τάξεων 
κατά Wilcoxon 

 
     a=0.05          a=0.025 
Πλήθος διαφορών≠0 T0.95 T0.975 

5 15 - 
6 17 21 
7 22 24 
8 26 30 
9 29 35 

10 35 39 
11 40 46 
12 44 52 
13 49 57 
14 55 63 
15 60 70 
16 66 76 
17 71 83 
18 77 91 
19 84 98 
20 90 106 

       

6
)12)(1( ++

=
nnnzT pp

Zp : το p εκατοστιαίο σημείο 
       της κανονικής κατανομής 

Για n > 20 
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ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΩΝ  ΤΑΞΕΩΝ  ΚΑΤA MANN-WHITNEY 
(U-test)

• Δείγματα διαφορετικού μεγέθους n1,n2

• Διατάσσουμε τις παρατηρήσεις των δύο δειγμάτων σε αύξουσα 

σειρά, σαν να ανήκαν στον ίδιο πληθυσμό.

• Σημειώνουμε την τάξη κάθε παρατήρησης.

• Υπολογίζουμε τα αθροίσματα Τ1 και Τ2 των τάξεων για κάθε 

δείγμα.

• Τ = min {T1,T2}

• Εξετάζουμε, αν το Τ εμπίπτει στα όρια αποδοχής που βρίσκουμε 

σε πίνακες για n1, n2 και συγκεκριμένη σ.σ.

Στον πίνακα το Ν1 είναι το n του δείγματος με το μικρότερο Τ.
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ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ KRUSKAL - WALLIS

• Μη παραμετρικό ανάλογο της ANOVA
• H τ.μ. πρέπει να έχει συνεχή κατανομή και να είναι διατάξιμη.
• Χρησιμοποιούμε τις τάξεις των παρατηρήσεων και τις υποβάλουμε
σε “ανάλυση των διακυμάνσεων”.

• Υπολογίζουμε τον δείκτη “H” ο οποίος ακολουθεί την κατανομή “χ2”

∑
=

+−⋅
+

=
κ

1

2

)1(3
)1(

12
j j

j n
n
R

nn
H

κ: πλήθος δειγμάτων,  nj: πλήθος του δείγματος “j”, 
n=Σnj

Rj: άθροισμα των τάξεων στο δείγμα “j”

Για κ=3 και nj μέχρι 5 ανατρέχουμε στον πίνακα ΧΙΙ.

Στην περίπτωση πολλαπλότητας «μ» των τιμών διορθώνουμε την 
τιμή του Η διαιρώντας με τον αριθμό C, που λαμβάνει υπόψη το 
άθροισμα των κύβων των βαθμών πολλαπλότητας καθώς και το 
άθροισμά των: 

( ) ( )
nn

C
−

+++−+++
−= 3

211
3
1

3
2

3
1 ......

1 ρρ μμμμμμ
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Συντελεστής
συσχέτισης τάξεως

του Spearman

1) Τα δεδομένα Y για κάθε X πρέπει
να έχουν συλλεγεί τυχαία από
κανονική κατανομή των τιμών Y.

2) Τα δεδομένα X για κάθε Y πρέπει
να έχουν συλλεγεί τυχαία από
κανονική κατανομή των τιμών X.

Συντελεστής
συσχέτισης
του Pearson

Kruskal-Wallis H test1) Τα δεδομένα όλων των δειγμάτων
έχουν συλλεγεί τυχαία

2) Τα δεδομένα όλων των δειγμάτων
προέρχονται από πληθυσμούς με
κανονική κατανομή

3) Οι διακυμάνσεις τους είναι ίσες

ANOVA

Wilcoxon signed rank1) Η διαφορές (di) πρέπει να
προέρχονται από πληθυσμό
διαφορών με κανονική
κατανομή

Κατά ζεύγη
Student's t test

Mann-Whitney U test1) Τα δεδομένα και των δύο
δειγμάτων έχουν συλλεγεί
τυχαία

2) Τα δεδομένα και των δύο
δειγμάτων προέρχονται από
πληθυσμούς με κανονική
κατανομή

3) Οι διακυμάνσεις τους είναι ίσες

Δύοανεξάρτητα
δείγματα

Student's t test

Μη παραμετρικές

εναλλακτικές

Προϋποθέσεις παραμετρικών
δοκιμασιών

Παραμετρικές

δοκιμασίες
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ΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ  - ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ
(Simple Linear Regression - Correlation)

ΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ  - ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ
(Simple Linear Regression - Correlation)

exy +β+α=

α : τεταγμένη επί την αρχή (intercept)   β : κλίση (slope)

e : τυχαίο σφάλμα
x : ελεγχόμενη (predictor)
y : απόκριση (response)

Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

iii ebxay ++= ∑ ∑
= =

−−=
n

1i

n

1i

2
ii

2
i )bxay(e

Εύρεση μιας μαθηματικής ευθείας που εξηγεί τα δεδομένα
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• Τα τυχαία σφάλματα στην “x” είναι αμελητέα

• Για κάθε τιμή της “x” υπάρχει μια κανονική κατανομή 
τιμών της “y”.

• Η κατανομή του “y” για κάθε τιμή του “x” έχει την ίδια
διακύμανση

Προϋποθέσεις για τη χρήση της απλής 
γραμμικής παλινδρόμησης

∑

∑

=

=

−

−
= n

i
i

n

i
ii

xnx

yxnyx
b

1

22

1 xbya −=

Linear_Regr.xls

Παλινδρόμηση Deming 

Απλή γραμμική 
παλινδρόμηση
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2
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Τυπικό σφάλμα της εκτίμησης

(standard error of the estimation)

∑
=

−

=
n

i
i

b

xx

ss

1

2)(
Τυπικό σφάλμα για το “b”

δ.ε.  β = b ± t⋅sb, β. ε. n-2, a

Τυπικό σφάλμα για το “a”

δ.ε.  α = a ± t⋅sa, β. ε. n-2, a

ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ 

(Multiple Linear Regression)

ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ 

(Multiple Linear Regression)
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Σχετική υγρασία
X2

Χρόνος έκθεσης
X1[h]

Απώλεια βάρους
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ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ
(Non Linear Regression)

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ
(Non Linear Regression)

exxxy k
k +++++= βββα ...2

21

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ (Correlation)ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ (Correlation)

Μέθοδος για την μέτρηση του βαθμού συμμεταβλητότητας
των μεταβλητών.
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Συντελεστής συσχέτισης 
Pearson
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y : τιμή που προβλέπεται από την γρ. παλ. για το “x”

: μέση τιμή του “x”

x : τιμή της ανεξ. μετ. για την οποία αναζητούμε την “y”

xi : τιμή της ανεξ. μετ. από τις μετρήσεις

x)
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Δοκιμασία ανεξαρτησίας

H0 : b=0,  

απορρίπτεται όταν t > tn-2;a/2
bs

bt =

Δοκιμασία μη συσχέτισης

H0 : r=0,  

απορρίπτεται όταν t > tn-2;a/2

Γραμμική παλινδρόμηση Deming
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Μη παραμετρική συσχέτιση

Συντελεστής συσχέτισης του Spearman

Μη παραμετρική συσχέτιση

Συντελεστής συσχέτισης του Spearman

• Συσχετίζει τάξεις τ.μ.

• Έστω «n» ζεύγη τ.μ. xi, yi. 

• Δημιουργούμε τις διαφορές των τάξεων των ζευγών 
των τ.μ. 

di = Txi - Tyi

nn
dddr n

T −
+⋅⋅⋅++⋅

−= 3

22
2

2
1 )(61

np_Spearman_10_21_Exer.xls

Δοκιμασία ανεξαρτησίας

Η0: rT=0

• n ≤ 5 Δεν μπορούμε να αποφανθούμε

• 5 < n ≤10 Aπορρίπτουμε την Η0 όταν |rT| ≥ Sn;a

• n > 10 To                              ακολουθεί την

κατανομή “t”.

Απορρίπτουμε την Η0 όταν |tT| ≥ tn-2;a
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