
ÓôåñåÜ ó÷Þìáôá

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå äýï ïéêïãÝíåéåò óôåñåþí ó÷çìÜôùí, ôá
ðïëýåäñá êáé ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò. Ôá ðïëýåäñá áðïôåëïýíôáé áðü
ôìÞìáôá åðéðÝäùí, êáôÜëëçëá ôïðïèåôçìÝíá, þóôå íá ó÷çìáôßæïõí Ýíá
êëåéóôü óôåñåü óýíïëï. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ åßäç ðïëõÝäñùí, åäþ üìùò èá
ìåëåôÞóïõìå ôá áðëïýóôåñá áðü áõôÜ, üðùò åßíáé ôá ðñßóìáôá êáé ïé
ðõñáìßäåò. Ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå åßíáé ï
êýëéíäñïò, ï êþíïò êáé ç óöáßñá. Ôá óôåñåÜ áõôÜ ëÝãïíôáé Ýôóé ãéáôß ó÷ç-
ìáôßæïíôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ åðßðåäùí ó÷çìÜôùí, üðùò åßíáé ôï ïñèï-
ãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï, ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï êáé ï êýêëïò.
Ôá ðïëýåäñá áðïôåëïýí ìßá êáôçãïñßá ó÷çìÜôùí ôïõ ÷þñïõ, ôá ïðïßá ðá-
ñïõóéÜæïõí èåùñçôéêü åíäéáöÝñïí, åßíáé üìùò ÷ñÞóéìá êáé áðü ðëåõñÜò
åöáñìïãÞò óå äéÜöïñïõò ôïìåßò ôçò ôå÷íïëïãßáò êáé ôçò ôÝ÷íçò. Óôéò äéÜöï-
ñåò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ðñïóïìïéÜæïõí ó÷Þìáôá ôïõ öõóé-
êïý ÷þñïõ ðïõ óõíáíôÜìå ãýñù ìáò êáé åßíáé óçìáíôéêÝò ü÷é ìüíï ïé ìåôñé-
êÝò áëëÜ êáé ïé êáèáñÜ ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò.
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Ðõñáìßäá, åßóïäïò óôï ìïõóåßï ôïõ Ëïýâñïõ, Ðáñßóé (1989).
Áñ÷éôÝêôùí ï ÃéÝï Ìéãê ÐÝé.
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13.1  Ðåñß ðïëõÝäñùí

Óôï êåöÜëáéï 12 ìåëåôÞóáìå ôéò äßåäñåò ãùíßåò, ôá ó÷Þìáôá
äçëáäÞ ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá. Óôï êå-
öÜëáéï áõôü èá ÷ñåéáóèïýìå ôçí Ýííïéá ôçò ôñßåäñçò Þ ðïëõ-
åäñéêÞò ãùíßáò, ôá ó÷Þìáôá äçëáäÞ ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé Þ áðï-
ôåëïýíôáé áðü ôñßá Þ ðåñéóóüôåñá åðßðåäá. Äßíïõìå ëïéðüí
ôïõò áêüëïõèïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò É

Ôñßåäñç ãùíßá ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ êáèïñßæåôáé áðü
ôñåéò çìéåõèåßåò Ïx, Ïy êáé Ïz, ìå êïéíÞ áñ÷Þ Ï,
ðïõ äåí åßíáé óõíåðßðåäåò.

Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êïñõöÞ ôçò ôñßåäñçò, ïé çìéåõèåßåò Ïx,
Ïy êáé Ïz ëÝãïíôáé áêìÝò ôçò ôñßåäñçò. Áí Á, Â êáé Ã åßíáé
ôñßá óçìåßá óôéò áêìÝò ôçò ôñßåäñçò, ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã êáé

ÃÏ
^

Á ëÝãïíôáé Ýäñåò Þ åðßðåäåò ãùíßåò ôçò ôñßåäñçò êáé
ôÝëïò ïé äßåäñåò ãùíßåò ôçò ôñßåäñçò åßíáé ÏÁ(Â,Ã), ÏÂ(Á,Ã)
êáé ÏÃ(Á,Â) ìå áêìÝò ôéò ÏÁ, ÏÂ êáé ÏÃ êáé Ýäñåò ôá ôñßá
åðßðåäá ðïõ ïñßæïõí ïé áêìÝò áíÜ äýï. Ç ôñßåäñç ãùíßá
óõìâïëßæåôáé ìå Ï.ÁÂÃ Þ Ï.îæå, üðïõ å, æ êáé î åßíáé ïé áêìÝò
ôçò ôñßåäñçò (ó÷.1).
Ìßá ôõ÷áßá çìéåõèåßá Ï× ëÝãåôáé åóùôåñéêÞ ôçò ôñßåäñçò
Ï.ÁÂÃ áí ç Ï× ôÝìíåé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ óå åóùôåñéêü óçìåßï
×. ¸íá óçìåßï × ôïõ ÷þñïõ ÷áñáêôçñßæåôáé ùò åóùôåñéêü áí
áíÞêåé óå ìßá åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Ï×.
Áíôßóôïé÷ïò ïñéóìüò äßíåôáé êáé ãéá ôçí ðïëõåäñéêÞ ãùíßá.

Ïñéóìüò ÉÉ

ÐïëõåäñéêÞ ãùíßá ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé
áðü í äéáôåôáãìÝíåò çìéåõèåßåò ÏÁ1, ÏÁ2, ..., ÏÁí, ìå

êïéíÞ áñ÷Þ ôï óçìåßï Ï, ðïõ áíÜ ôñåéò äéáäï÷éêÝò
äåí åßíáé óõíåðßðåäåò (ó÷.2).

Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êïñõöÞ ôçò ðïëõåäñéêÞò, ïé çìéåõèåßåò
ëÝãïíôáé áêìÝò, áíÜ äýï äéáäï÷éêÝò áêìÝò ïñßæïõí ìßá Ýäñá
Þ åðßðåäç ãùíßá êáé áíÜ äýï äéáäï÷éêÝò Ýäñåò ïñßæïõí ìßá äß-
åäñç ãùíßá ôçò ðïëõåäñéêÞò óôåñåÜò ãùíßáò.
Ìßá ðïëõåäñéêÞ ãùíßá ìå ôÝóóåñéò, ðÝíôå êôë. áêìÝò ëÝãåôáé
áíôßóôïé÷á ôåôñÜåäñç, ðåíôÜåäñç êôë. ãùíßá.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2
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Ìßá ðïëõåäñéêÞ ãùíßá ëÝãåôáé êõñôÞ, áí ôï åðßðåäï ôçò êÜèå
Ýäñáò áöÞíåé ôçí ðïëõåäñéêÞ ãùíßá óôï ßäéï ìÝñïò ôïõ ÷þñïõ.

Ïñéóìüò IÉÉ

Áðëü ðïëýåäñï Þ ðïëýåäñï Þ í-åäñï ëÝãåôáé ôï ðåðå-
ñáóìÝíï ó÷Þìá ôïõ ÷þñïõ, ôï ïðïßï ðåñéêëåßåôáé
áðü í åðßðåäá ðïëõãùíéêÜ ó÷Þìáôá, ðïõ ëÝãïíôáé
Ýäñåò ôïõ ðïëõÝäñïõ.

Ïé Ýäñåò ôïõ ðïëõÝäñïõ áðïôåëïýí ôçí åðéöÜíåéá ôïõ ðïëõ-
Ýäñïõ. Ç êÜèå ðëåõñÜ ôùí åäñþí áíÞêåé óå äýï áêñéâþò
Ýäñåò êáé ëÝãåôáé áêìÞ ôïõ ðïëõÝäñïõ. Ç êÜèå êïñõöÞ ôùí
åäñþí áíÞêåé óå ôñåéò Þ ðåñéóóüôåñåò Ýäñåò ôïõ ðïëõÝäñïõ
êáé ëÝãåôáé êïñõöÞ ôïõ ðïëõÝäñïõ. ¸íá ðïëýåäñï ëÝãåôáé
êõñôü, áí ôï åðßðåäï ôçò êÜèå Ýäñáò áöÞíåé ïëüêëçñï ôï ðï-
ëýåäñï óôïí Ýíáí çìé÷þñï. Áíôßèåôá, áí õðÜñ÷ïõí êïñõöÝò
ôïõ ðïëõÝäñïõ ðïõ âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôïõ åðéðÝäïõ ìßáò
ôïõëÜ÷éóôïí Ýäñáò, ôüôå ôï ðïëýåäñï ëÝãåôáé ìç êõñôü. Óôï
âéâëßï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå êõñôÜ ðïëýåäñá. Óôï
ó÷.3 ðáñéóôÜíïíôáé ìåñéêÜ êõñôÜ ðïëýåäñá. Óôï ó÷.4, ôï óç-
ìåßï Á åßíáé ìßá êïñõöÞ, ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé ìßá áêìÞ êáé ôï
ôåôñÜãùíï ÁÄÄ´Á´ åßíáé ìßá Ýäñá ôïõ åéêïíéæüìåíïõ ðïëý-
åäñïõ ðïõ ëÝãåôáé êýâïò.
ÁíÜ äýï ïé êïñõöÝò ôïõ ðïëõÝäñïõ ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí
ßäéá Ýäñá ïñßæïõí åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ëÝãïíôáé äéáãþ-
íéïé ôïõ ðïëõÝäñïõ. Åðßóçò, áíÜ ôñåéò ïé êïñõöÝò ôïõ ðïëõÝ-
äñïõ ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí ßäéá Ýäñá ïñßæïõí åðßðåäá ðïõ ëÝ-
ãïíôáé äéáãþíéá åðßðåäá ôïõ ðïëõÝäñïõ. Óôï ó÷.4 ôï åðßðåäï
ÁÄÃ¢Â¢ åßíáé Ýíá äéáãþíéï åðßðåäï êáé ôï ôìÞìá ÁÃ´ ìßá
äéáãþíéïò ôïõ êýâïõ.
ÅíäåéêôéêÜ áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ éó÷ýïõí óôá
ðïëýåäñá:

� Ïé Ýäñåò åíüò êõñôïý ðïëýåäñïõ êáé ïé åðßðåäåò ôïìÝò ôïõ
åßíáé êõñôÜ ðïëýãùíá.

� ÊÜèå åõèåßá ôÝìíåé Ýíá êõñôü ðïëýåäñï ôï ðïëý óå äýï
óçìåßá.

� Áí Ê åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí, Á ôï ðëÞèïò ôùí áê-
ìþí êáé Å ôï ðëÞèïò ôùí åäñþí áðëïý ðïëõÝäñïõ, éó÷ýåé
ç ó÷Ýóç Ê-Á+Å=2 (Èåþñçìá ôïõ Euler).

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 3
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Ðñßóìáôá

13.2 Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá ôïõ ðñßóìáôïò

� ÐñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá
Èåùñïýìå óå Ýíá åðßðåäï ð ìßá êëåéóôÞ ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ
ìå í êïñõöÝò êáé ìßá åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé ôï ð. Ôï óýíïëï ôùí
åõèåéþí ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò óôçí å êáé äéÝñ÷ïíôáé áðü ôá
óçìåßá ôçò ðïëõãùíéêÞò ãñáììÞò ëÝãïíôáé ãåíÝôåéñåò (ó÷.5)
êáé óõíéóôïýí ìßá åðéöÜíåéá ðïõ ëÝãåôáé ðñéóìáôéêÞ åðéöÜ-
íåéá. Ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ëÝãåôáé ïäçãüò ãñáììÞ. Ïé ãåíÝ-
ôåéñåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôçò ðïëõãùíéêÞò ãñáì-
ìÞò ëÝãïíôáé áêìÝò ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò. Ôï óýíïëï
ôùí ãåíåôåéñþí, ðïõ ôÝìíïõí ìßá ðëåõñÜ ôçò ðïëõãùíéêÞò
ãñáììÞò, ó÷çìáôßæåé ìßá åðßðåäç åðéöÜíåéá ðïõ ëÝãåôáé Ýäñá
ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò. Ç ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá ëÝãåôáé
êõñôÞ Þ ìç êõñôÞ, áí ç ïäçãüò ãñáììÞ åßíáé êõñôÞ Þ ü÷é. Óôá
åðüìåíá èá áó÷ïëçèïýìå ìå êõñôÝò ðñéóìáôéêÝò åðéöÜíåéåò.
ÊÜèå åðßðåäï ðïõ ôÝìíåé ìßá áêìÞ èá ôÝìíåé üëåò ôéò áêìÝò
êáé ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ðïõ ó÷çìáôßæåôáé ëÝãåôáé åðßðåäç
ôïìÞ ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò. ÐáñÜëëçëá åðßðåäá ôÝ-
ìíïõí ôçí ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá óå ßóåò ðïëõãùíéêÝò ãñáì-
ìÝò. Áí ôï åðßðåäï ôÝìíåé êÜèåôá ôéò áêìÝò, ôüôå ç ôïìÞ ëÝ-
ãåôáé êÜèåôç ôïìÞ.

� Ðñßóìá
Ôï óôåñåü ó÷Þìá ðïõ ðåñéêëåßåôáé ìåôáîý äýï ðáñáëëÞëùí
åðéðÝäùí êáé ìéáò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò (ó÷.6), óõìðåñé-
ëáìâáíïìÝíùí ôùí åðßðåäùí ôïìþí, ëÝãåôáé ðñßóìá. Ïé äýï
ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò ôïìÝò ëÝãïíôáé âÜóåéò ôïõ ðñßóìáôïò.
ÊÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé Üêñá óôá åðßðåäá ôùí âÜ-
óåùí êáé åßíáé êÜèåôï óå áõôÜ ëÝãåôáé ýøïò ôïõ ðñßóìáôïò..
Ôá ôìÞìáôá ôùí åäñþí ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñé-
êëåßïíôáé ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí ôùí âÜóåùí åßíáé ðáñáëëçëü-
ãñáììá êáé ëÝãïíôáé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôïõ ðñßóìáôïò. Ôá
ôìÞìáôá ôùí áêìþí ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñé-
ëáìâÜíïíôáé ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí ôùí âÜóåùí ëÝãïíôáé ðá-
ñÜðëåõñåò áêìÝò ôïõ ðñßóìáôïò. Ïé êïñõöÝò ôùí âÜóåùí ëÝ-
ãïíôáé êïñõöÝò ôïõ ðñßóìáôïò. Ïé ðëåõñÝò ôùí âÜóåùí ëÝ-
ãïíôáé áêìÝò ôïõ ðñßóìáôïò. Áí ïé âÜóåéò åßíáé êÜèåôåò ôï-
ìÝò, ôï ðñßóìá ëÝãåôáé ïñèü. Ôï ðñßóìá ëÝãåôáé ôñéãùíéêü,
ôåôñáãùíéêü, í-ãùíéêü, áí ïé âÜóåéò ôïõ åßíáé ôñßãùíá, ôå-
ôñÜðëåõñá, í-ãùíá. Ôï ðñßóìá ëÝãåôáé êáíïíéêü, áí åßíáé ïñ-
èü êáé ïé âÜóåéò åßíáé êáíïíéêÜ ðïëýãùíá. ¸íá ðñßóìá

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6
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óçìåéþíåôáé ãñÜöïíôáò ôéò êïñõöÝò ôïõ ðïëõãþíïõ ôçò ìßáò
âÜóçò ôï óýìâïëï � êáé óôç óõíÝ÷åéá ôéò êïñõöÝò ôçò Üëëçò
âÜóçò ìå ôçí ßäéá öïñÜ. ¸ôóé, ôï ðåíôáãùíéêü ðñßóìá ðïõ åé-
êïíßæåôáé óôï ó÷. 6 ãñÜöåôáé ÁÂÃÄÅ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢Å¢.
Áí ïé âÜóåéò åíüò ðñßóìáôïò åßíáé ðáñáëëçëüãñáììá, ôüôå ôï
ðñßóìá ëÝãåôáé ðáñáëëçëåðßðåäï (ó÷.7). Áí ôï ðñßóìá åßíáé
ïñèü êáé ïé âÜóåéò åßíáé ïñèïãþíéá, ôï ðñßóìá ëÝãåôáé ïñèï-
ãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï (ó÷.8). Åéäéêüôåñá, áí ôï ïñèïãþíéï
ðáñáëëçëåðßðåäï Ý÷åé üëåò ôéò áêìÝò ßóåò, ëÝãåôáé êýâïò
(ó÷.9).
Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé óå êÜèå ðñßóìá éó÷ýïõí ïé
ðñïôÜóåéò:

� ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò åßíáé ðáñáëëçëüãñáììá,
� ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò åßíáé ßóåò,
� ïé âÜóåéò åßíáé ßóåò.

13.3  Ðáñáëëçëåðßðåäï � êýâïò.

Áðüäåéîç
¸óôù ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢ (ó÷. 10). Ïé áðÝ-
íáíôé Ýäñåò ÁÂÂ¢Á¢ êáé ÄÃÃ¢Ä¢ Ý÷ïõí:
ÁÂ=//ÄÃ áðü ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ, ÁÁ¢=//ÄÄ¢ áðü
ôçí Ýäñá ÁÁ¢Ä¢Ä êáé ÂÁ^Á¢ = ÃÄ^ Ä¢ ãéáôß Ý÷ïõí ðëåõñÝò ðá-
ñÜëëçëåò ìßá ðñïò ìßá êáé ïìüññïðåò. ¢ñá, ôá ðáñáëëçëü-
ãñáììá åßíáé ßóá êáé ôá åðßðåäÜ ôïõò ðáñÜëëçëá.
Áðü ôï èåþñçìá áõôü ðñïêýðôåé üôé ìðïñïýìå óå Ýíá ðáñáë-
ëçëåðßðåäï íá èåùñÞóïõìå ïðïéïäÞðïôå æåýãïò áðÝíáíôé å-
äñþí ùò âÜóåéò.ÊÜèå áêìÞ åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ åßíáé ßóç
ìå ôéò ðáñÜëëçëÝò ôçò, åðïìÝíùò ïé áêìÝò ôïõ ðáñáëëçëåðé-
ðÝäïõ ÷ùñßæïíôáé óå ôñåéò ôåôñÜäåò ßóùí áêìþí.

292
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Ïé áðÝíáíôé Ýäñåò åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ åßíáé ßóåò
êáé ðáñÜëëçëåò.

Èåþñçìá I

ÐÏÑÉÓÌÁ I

Ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ïñèïý ðñßóìáôïò åßíáé ïñèïãþíéá.
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Ïñéóìüò

ÄéáóôÜóåéò åíüò ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ëÝãï-
íôáé ôá ìÞêç ôùí ôñéþí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí êïéíü ôï
Ýíá Üêñï ôïõò.

Áðüäåéîç
Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÄÃ (ó÷. 11), ðñïêýðôåé üôé

ÁÃ2=ÁÄ2+ÄÃ2 Û ÁÃ2=á2+â2 (1).
Áðü ôï åðßóçò ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÃÃ´ Ý÷ïõìå

ÁÃ´2=ÁÃ2+ÃÃ´2 Û ä2=ÁÃ2+ã2 (2)
Áíôéêáèéóôþíôáò óôç (2) ôï ÁÃ2 áðü ôçí (1), Ý÷ïõìå ôï æçôïý-
ìåíï: ä2=á2+â2+ã2.

13.4  ÌÝôñçóç ðñßóìáôïò

� Åìâáäüí åðéöÜíåéáò ïñèïý ðñßóìáôïò

Ç åðéöÜíåéá åíüò ïñèïý í-ãùíéêïý ðñßóìáôïò (ó÷.12) áðïôå-
ëåßôáé áðü í ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò êáé äýï âÜóåéò. Ôï åìâáäüí
ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ïñèïý ðñßóìáôïò Åð åßíáé ôï

Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí ðáñÜðëåõñùí åäñþí ôïõ ðñßóìá-
ôïò åíþ ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñßóìáôïò Åï

åßíáé ôï Üèñïéóìá ôïõ åìâáäïý ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò
êáé ôïõ åìâáäïý ôùí äýï âÜóåùí. Áí õ åßíáé ôï ýøïò ôïõ ïñ-
èïý ðñßóìáôïò êáé á1, á2, � áí åßíáé ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôùí

âÜóåùí, ôüôå Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç.

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï ôï ôåôñÜãùíï
ôçò äéáãùíßïõ ä éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñá-
ãþíùí ôùí ôñéþí äéáóôÜóåùí ôïõ ïñèïãþíéïõ ðáñáë-
ëçëåðéðÝäïõ, äçëáäÞ ä2=á2+â2+ã2.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 11

ÐOÑÉÓÌÁ II

Ç äéáãþíéïò ä êýâïõ áêìÞò á åßíáé  ä=áÏÏ3w.

Ó÷Þìá 12
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Ðñüôáóç

Ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò Åð êáé ôçò

ïëéêÞò åðéöÜíåéáò Åï åíüò ïñèïý ðñßóìáôïò ìå ýøïò

õ êáé ìÞêç ðëåõñþí ôùí âÜóåùí á1, á2, �, áí, äßíå-

ôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:
Åð= s·õ êáé Åï=Åð+2Â,

üðïõ s åßíáé ç ðåñßìåôñïò êáé Â ôï åìâáäüí ôçò ìßáò
âÜóçò ôïõ.

Áðüäåéîç
Êáèåìßá áðü ôéò ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò åßíáé ïñèïãþíéï ðáñáë-
ëçëüãñáììï, ðïõ ç ìßá ôïõ ðëåõñÜ åßíáé ßóç ìå ôï ýøïò õ ôïõ
ïñèïý ðñßóìáôïò, åíþ ç Üëëç ðëåõñÜ åßíáé ìßá áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò ôùí ßóùí âÜóåùí. Ôï åìâáäüí ëïéðüí ôçò ðáñÜðëåõñçò
åðéöÜíåéáò ôïõ ïñèïý ðñßóìáôïò Åð äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

Åð = á1?õ+á2?õ+�+áí?õ = (á1+á2+�+áí)?õ = s?õ,

üðïõ s åßíáé ç ðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò. 
Áí Â åßíáé ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ôïõ ïñèïý ðñßóìáôïò, ôï åì-
âáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò ðñïöáíþò äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

Åï=Åð+2Â.

� ÁíÜðôõãìá ïñèïý ðñßóìáôïò
Èåùñïýìå ôï ïñèü ôåôñáãùíéêü ðñßóìá ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢
(ó÷.13). Ç ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ ðñßóìáôïò áðïôåëåßôáé
áðü ïñèïãþíéá ðáñáëëçëüãñáììá, ôá ïðïßá üìùò áíÞêïõí
óå äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï áíÜðôõãìá ôçò
ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñßóìáôïò ùò åîÞò: Óôï åðßðåäï
ìßáò Ýäñáò êáôáêëßíïõìå üëåò ôéò Ýäñåò ôïõ ðñßóìáôïò ìå ôç
óåéñÜ ðïõ áõôÝò åßíáé ôïðïèåôçìÝíåò óôï ÷þñï, óáí íá îåôõ-
ëßãïõìå ôéò ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôïõ ðñßóìáôïò êáé ôéò äýï âÜ-
óåéò ôïõ ðÜíù óôï åðßðåäï ìßáò Ýäñáò. Ôï ó÷Þìá ðïõ ðñïêý-
ðôåé áðü ôçí áíÜðôõîç ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñß-
óìáôïò áðïôåëåßôáé áðü ïñèïãþíéá ðáñáëëçëüãñáììá ßóá ìå
ôéò áíôßóôïé÷åò Ýäñåò ôïõ ðñßóìáôïò, ôïðïèåôçìÝíá ôï Ýíá äß-
ðëá óôï Üëëï, ìå ôç óåéñÜ ðïõ ïé áíôßóôïé÷åò Ýäñåò åßíáé ôï-
ðïèåôçìÝíåò óôï ÷þñï. Ëüãù ôçò éóüôçôáò áõôÞò, áðü ôï áíÜ-
ðôõãìá ôïõ ðñßóìáôïò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï åìâá-
äüí ôçò ðáñÜðëåõñçò êáé ïëéêÞò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñßóìáôïò
êáé ãåíéêÜ íá ëýóïõìå ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôçí
åðéöÜíåéá ôïõ ðñßóìáôïò.
Áðü ôï áíÜðôõãìá ôïõ ðñßóìáôïò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ðñáêôéêÜ ôï ðñßóìá. Áí, äçëáäÞ, êüøïõìå ôï ó÷Þìá

Ó÷Þìá 13
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Á0Â0Ã0Ä0A0A¢0Ä¢0Ã¢0Â¢0Á¢0 ìå Ýíá øáëßäé êáé ôóáêßóïõìå ôï

÷áñôß êáôÜ ìÞêïò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí Â0Â¢0, Ã0Ã¢0
êáé Ä0Ä¢0, þóôå íá ôáõôéóôïýí ôá äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ìå

Üêñá ôá óçìåßá Á0 êáé Á¢0, Ý÷ïõìå Ýíá ðñßóìá ìå áõôü ôï

áíÜðôõãìá. Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï óõãêåêñéìÝíï ðñßóìá
÷ñåéáæüìáóôå êáé ôéò äýï âÜóåéò ôïõ, þóôå íá ðñïóäéïñéóôïýí
ïé äßåäñåò ãùíßåò ôïõ ðñßóìáôïò.
Áðü ôï áíÜðôõãìá ôïõ ðñßóìáôïò åßíáé öáíåñü üôé ôï åìâá-
äüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ïñèïý ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå
ôï åìâáäüí ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ðïõ ç ìßá ôïõ
ðëåõñÜ åßíáé ôï ýøïò õ ôïõ ðñßóìáôïò êáé ç Üëëç ôïõ ðëåõñÜ
åßíáé ç ðåñßìåôñïò ìßáò âÜóçò ôïõ.

� ¼ãêïò ðñßóìáôïò

Ïñéóìüò

¼ãêïò åíüò ðïëõÝäñïõ Ð ìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï
ðïëýåäñï Ð´ ëÝãåôáé ï áñéèìüò ðïõ äçëþíåé üôé ôï
ðïëýåäñï Ð ãßíåôáé ìå åðáíáëÞøåéò ôïõ Ð´ Þ ôùí ìå-
ñþí ôïõ.

Ï üãêïò äçëáäÞ åßíáé ï ëüãïò äýï ðïëõÝäñùí êáé åßíáé èåôé-
êüò áñéèìüò. Ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôùí üãêùí ëáìâÜíåôáé ï
êýâïò ìå áêìÞ ìÞêïõò ìßá ìïíÜäá. Äýï ðïëýåäñá ëÝãïíôáé
éóïäýíáìá áí Ý÷ïõí ßóïõò üãêïõò. Ôïí üãêï åíüò ðïëõÝäñïõ
Ð ôïí óõìâïëßæïõìå ìå (Ð). 

Éäéüôçôåò ôïõ üãêïõ:

� Äýï ßóá ðïëýåäñá Ý÷ïõí ßóïõò üãêïõò.
� Ôï ìÝñïò åíüò ðïëõÝäñïõ Ý÷åé üãêï ìéêñüôåñï ôïõ

áñ÷éêïý ðïëõÝäñïõ. 
� Áí Ýíá ðïëýåäñï ÷ùñéóèåß óå Üëëá ðïëýåäñá, ôá

ïðïßá äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ôüôå ï üãêïò
ôïõ áñ÷éêïý ðïëõÝäñïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
üãêùí ôùí ìåñþí ôïõ (ó÷.14á). (Ôá åðßðåäá ó÷Þìáôá
Ý÷ïõí ìçäåíéêü üãêï).

Óôï ó÷.14â Ý÷ïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìÝôñçóçò ôïõ êýâïõ Ê ìå
ìïíÜäá ôïí êýâï Ê´. ÅðåéäÞ ï êýâïò Ê´ äå ÷ùñÜåé áêÝñáéåò
öïñÝò óôïí êýâï Ê, õðïäéáéñïýìå ôïí êýâï Ê´ óå ìéêñüôå-
ñïõò êýâïõò, åäþ óå 8, êáé ï êýâïò Ê ãßíåôáé ìå 27 åðáíáëÞ-

øåéò ôïõ }
1
8

} ôïõ êýâïõ Ê´, äçëáäÞ (Ê) = }
2

8

7
} (Ê´). ÅðïìÝíùò,

ìå ìïíÜäá ôïí êýâï Ê´ ï êýâïò Ê Ý÷åé üãêï: (Ê) = }
2

8

7
} = 1}

3

2
}2

3
.
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Áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá èåùñÞìáôá:

Áí ôìÞóïõìå Ýíá ðëÜãéï ðñßóìá (ó÷.16á) óå äýï ìÝñç ìå Ýíá
åðßðåäï êÜèåôï óôéò áêìÝò ôïõ, ðïõ ôï ôÝìíåé ìåôáîý ôùí âÜ-
óåùí, êáé ìåôáêéíÞóïõìå ôá äýï ìÝñç Ýôóé þóôå íá Ýñèïõí óå
åðáöÞ ïé äýï âÜóåéò ôïõ ðñßóìáôïò, ôáõôßæïíôáò ôéò áíôßóôïé-
÷åò êïñõöÝò, ôüôå äçìéïõñãåßôáé Ýíá ïñèü ðñßóìá (ó÷.16â)
ðïõ Ý÷åé âÜóåéò ßóåò ìå ôçí êÜèåôç ôïìÞ êáé ýøïò ßóï ìå ôçí
áêìÞ ôïõ ðñßóìáôïò. Éó÷ýåé äçëáäÞ ôï åðüìåíï èåþñçìá:

¼ðùò åßäáìå ðáñáðÜíù, ï üãêïò åíüò ðáñáëëçðåðéðÝäïõ
éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò åðß ôï áíôß-
óôïé÷ï ýøïò ôïõ. Ôþñá èá áðïäåßîïõìå üôé áõôü éó÷ýåé óå êÜ-
èå ðñßóìá.

Áðüäåéîç
Áí ôï ðáñáëëçëåðßðåäï åßíáé ïñèü, ÷ùñßæåôáé áðü Ýíá äéáãþ-

(i) Ï üãêïò V ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ éóïýôáé
ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôñéþí äéáóôÜóåþí ôïõ, äçëáäÞ
V=áâã (ó÷. 15á).

(ii) Ï üãêïò V êÜèå ðáñáëëçëåðéðÝäïõ éóïýôáé ìå ôï
ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò Â åðß ôï áíôßóôïé÷ï
ýøïò õ, äçëáäÞ V=Â ? õ (ó÷. 15â).

ÈåùñÞìáôá

ÐOÑÉÓÌÁÔÁ É

� Ï üãêïò êýâïõ áêìÞò ìÞêïõò á éóïýôáé ìå á3.

� Ï üãêïò åíüò ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ éóïýôáé
ìå ôï åìâáäüí ôçí âÜóçò ôïõ åðß ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò.

ÊÜèå ðëÜãéï ðñßóìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ïñèü ðñßóìá
ðïõ Ý÷åé ùò âÜóç ìßá êÜèåôç ôïìÞ ôïõ ðëÜãéïõ ðñß-
óìáôïò êáé ùò ýøïò ôçí áêìÞ ôïõ.

Èåþñçìá I

ÊÜèå äéáãþíéï åðßðåäï åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ôï
÷ùñßæåé óå äýï éóïäýíáìá ôñéãùíéêÜ ðñßóìáôá.

Èåþñçìá IÉ

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 15
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íéï åðßðåäï óå äýï ßóá ïñèÜ ðñßóìáôá, ðïõ Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò
êáé ßóá ýøç, åðïìÝíùò åßíáé éóïäýíáìá.
¸óôù ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢ ôõ÷áßï ðáñáëëçëåðßðåäï êáé Ã¢ÃÁÁ¢ Ýíá
äéáãþíéï åðßðåäï (ó÷.17), ðïõ ôï ÷ùñßæåé óå äýï ôñéãùíéêÜ
ðñßóìáôá. Áí ÊËÌÍ åßíáé ìßá ôïìÞ êÜèåôç óôçí áêìÞ ÁÁ¢,
ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá É ïé üãêïé ôùí äýï ðñéóìÜôùí
ÁÂÃ-Á¢Â¢Ã¢ åßíáé (ÊËÌ) ? ÁÁ¢ êáé (ÊÌÍ) ? ÄÄ¢ áíôßóôïé÷á.
ÁëëÜ ÁÁ¢ = ÄÄ¢ êáé (ÊËÌ) = (ÊÌÍ), äéüôé ôï ÊËÌÍ åßíáé
ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ ÷ùñßæåôáé áðü ôç äéáãþíéü ôïõ êáé óå
äýï ßóá ôñßãùíá. ÅðïìÝíùò ôá äýï ðñßóìáôá åßíáé éóïäýíáìá.

Áðüäåéîç
(i) ¸óôù ôï ôñéãùíéêü ðñßóìá ÁÂÃ-Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.18). Ó÷ç-
ìáôßæïõìå ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢, ôïõ ïðïßïõ ï
üãêïò éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò åðß ôï
ýøïò. ¼ìùò, ôï äéáãþíéï åðßðåäï Ã¢ÃÁÁ¢ ÷ùñßæåé ôï ðáñáë-
ëçëåðßðåäï óå äýï éóïäýíáìá ôñéãùíéêÜ ðñßóìáôá. ¢ñá, ï
üãêïò V ôïõ ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

V = }
1

2
}  åìâ(ÁÂÃÄ) · õ = åìâ(ÁÂÃ) · õ = Â · õ,

üðïõ Â ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ôçò âÜóçò ÁÂÃ êáé õ ôï
ýøïò ôïõ ðñßóìáôïò.
(ii) Åöáñìüæïõìå ôï Ðüñéóìá (i) óå êÜèå Ýíá áðü ôá (í-2) ôñéãù-
íéêÜ ðñßóìáôá óôá ïðïßá ÷ùñßæåôáé Ýíá í-ãùíéêü ðñßóìá áðü ôá
äéáãþíéá åðßðåäá ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ìßá ðáñÜðëåõñç áêìÞ ôïõ.

ÐOÑÉÓÌÁÔÁ ÉÉ

(i) Ï üãêïò ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï ãéíü-
ìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò ôñéãùíéêÞò âÜóçò åðß ôï ýøïò.

(ii) Ï üãêïò êÜèå ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôçò
âÜóçò åðß ôï ýøïò.

Ó÷Þìá 17

Ó÷Þìá 18

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ïé ôÝóóåñéò äéáãþíéïé åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
Áðüäåéîç
¸óôù ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢ êáé ïé äéáãþíéïé ÁÃ¢,
Á¢Ã, ÂÄ¢ êáé Â´Ä (ó÷.19). Èá áðïäåßîïõìå üôé äýï áðü áõôÝò,
Ýóôù ïé ÁÃ´ êáé Á´Ã äé÷ïôïìïýíôáé. Ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÁ¢Ã¢Ã åßíáé
ðáñáëëçëüãñáììï, äéüôé Ý÷åé äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò, ôéò ÁÁ¢ êáé
ÃÃ¢, ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò, ùò ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ôïõ ðáñáëëçëå-
ðéðÝäïõ. ÅðïìÝíùò ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé. ¼ìïéá áðï-
äåéêíýåôáé üôé ç äéáãþíéïò ÁÃ¢ äé÷ïôïìåßôáé ìå ôéò ÂÄ¢ êáé Â¢Ä.

Ó÷Þìá 19
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ýøïò ðëÜãéïõ ðñßóìáôïò åßíáé
ìéêñüôåñï áðü ôçí áêìÞ ôïõ.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé êÜèåôåò ôïìÝò ïñèïý ðñßóìáôïò åß-
íáé ßóåò ìå ôéò âÜóåéò ôïõ êáé ôá ýøç ßóá ìå ôéò áêìÝò ôïõ.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé üëåò ïé áêìÝò ðëÜãéïõ ðñßóìáôïò
ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò ìå ôá åðßðåäá ôùí âÜóåùí.
4. Êáíïíéêü ôñéãùíéêü ðñßóìá Ý÷åé ýøïò á êáé âÜóç éóü-
ðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí
ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò êáé ôïí üãêï ôïõ ðñßóìáôïò.
5. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò
êáíïíéêïý ðñßóìáôïò ýøïõò õ ìå âÜóç êáíïíéêü ðïëý-
ãùíï åããåãñáììÝíï óå êýêëï áêôßíáò ñ, áí ç âÜóç åß-
íáé ôñßãùíï, ôåôñÜãùíï Þ åîÜãùíï.
6. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ äé-
Ýñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ðáñáëëçëåðéðÝäïõ êáé Ý÷åé ôá
Üêñá ôïõ óôçí åðéöÜíåéÜ ôïõ äé÷ïôïìåßôáé áðü ôï
êÝíôñï.
7. Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ìéáò êõâéêÞò äåîáìåíÞò, êëåé-

óôÞò áðü ðáíôïý, ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí 216 m2 ëáìáñß-
íáò. Íá õðïëïãßóåôå ôçí áêìÞ ôïõ êýâïõ.
8. Ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï Ý÷åé äéáóôÜóåéò 8, 12,
16. Íá õðïëïãßóåôå ôçí äéáãþíéï, ôï åìâáäüí ôçò åðé-
öÜíåéáò êáé ôïí üãêï ôïõ.
9. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò
êáé ôïí üãêï åíüò êýâïõ áí ãíùñßæåôå: (i) ôçí áêìÞ ôïõ,
(ii) ôç äéáãþíéï ìéáò Ýäñáò ôïõ, (iii) ôç äéáãþíéü ôïõ.
10. Êýâïò Ý÷åé üãêï 125. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí

ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéÜò ôïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò åíüò ôñéãùíéêïý ðñßóìá-
ôïò éóïýôáé ìå ôï çìéãéíüìåíï ìéáò ðáñÜðëåõñçò Ýäñáò
åðß ôçí áðüóôáóÞ ôçò áðü ôçí áðÝíáíôé áêìÞ.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò åíüò ðñßóìáôïò ðïõ ç êÜ-
èåôç ôïìÞ ôïõ åßíáé ðïëýãùíï ðåñéãåãñáììÝíï óå Ýíáí
êýêëï, éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ðáñÜðëåõñçò åðé-
öÜíåéáò åðß ôï ìéóü ôçò áêôßíáò ôïõ êýêëïõ.

3. Äßíïíôáé ôñåéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðïõ äåí áíÞêïõí
óôï ßäéï åðßðåäï êáé ôñßá ßóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá
ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ ðïõ ïëéóèáßíïõí ðÜíù óå áõôÝò. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜ-
íåéáò êáé ï üãêïò ôïõ ðñßóìáôïò ÁÂÃ-Á¢Â¢Ã ¢ åßíáé
óôáèåñÜ.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ôåñáãþíùí ôùí
ðñïâïëþí åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå ôñåéò åõ-
èåßåò, áíÜ äýï ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôïõò, éóïýôáé ìå ôï
ôåôñÜãùíï ôïõ ôìÞìáôïò.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí
ôùí ðñïâïëþí åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå ôñßá
åðßðåäá, áíÜ äýï êÜèåôá ìåôáîý ôïõò, éóïýôáé ìå ôï äé-
ðëÜóéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôïõ ôìÞìáôïò.
6. Óå Ýíáí êýâï, íá áðïäåßîåôå üôé: (i) ïé äéáãþíéïé
ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò ìå ôéò áêìÝò êáé (ii) ç ðñïâï-
ëÞ ìéáò áêìÞò óå ìßá äéáãþíéï éóïýôáé ìå ôï Ýíá ôñßôï
ôçò äéáãùíßïõ.
7. Äßíåôáé ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã ¢Ä¢. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ôá åðßðåäá (Á, Ã, Ä¢) êáé (Á¢, Ã ¢, Â) ôñé÷ïôï-
ìïýí ôç äéáãþíéï ÄÂ¢.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ôïìÞ êýâïõ ìå åðßðåäï ðïõ ïñß-
æåôáé áðü ôá Üêñá ôñéþí áêìþí ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôçí ßäéá êïñõöÞ åßíáé éóüðëåõñï ôñßãùíï.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßá åðßðåäá ðïõ ïñßæïíôáé
áðü ìßá äéáãþíéï êýâïõ êáé áðü ôéò ôñåéò áêìÝò ðïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ýíá Üêñï ôçò äéáãùíßïõ ó÷çìá-
ôßæïõí ßóåò äßåäñåò.
3. ÅÜí ôìçèåß êýâïò ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã ¢Ä¢ ìå åðßðåäï ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá ôùí áêìþí ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÃ ¢, íá
áðïäåßîåôå üôé ç ôïìÞ åßíáé êáíïíéêü åîÜãùíï.
4. Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áêìþí åíüò ðá-
ñáëëçëåðéðÝäïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþ-
íùí ôùí ôåóóÜñùí äéáãùíßùí ôïõ.
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Äñáóôçñéüôçôåò

1. Óå Ýíá ôåôñáãùíéêü ðñßóìá, íá áðïäåßîåôå üôé: (i) ïé äéáãþíéïé áðï-
ôåëïýí äýï ïìÜäåò ôåìíüìåíùí åõèåéþí, (ii) ç áðüóôáóç áõôþí ôùí êïé-
íþí óçìåßùí éóïýôáé ìå ôçí áðüóôáóç ôùí ìÝóùí ôùí äéáãùíßùí ôçò
âÜóçò êáé (iii) íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áõôÞ ç éäéüôçôá ãéá íá âñåßôå éêáíÞ êáé
áíáãêáßá óõíèÞêç þóôå ôï ðñßóìá íá åßíáé ðáñáëëçëåðßðåäï.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé óå Ýíá ôñéãùíéêü ðñßóìá:
(i) áðÝíáíôé ßóùí åäñþí âñßóêïíôáé ßóåò äßåäñåò, 
(ii) áðÝíáíôé ôçò ìåãáëýôåñçò Ýäñáò âñßóêåôáé ç ìåãáëýôåñç äßåäñç êáé 
(iii) ôï åìâáäüí êÜèå Ýäñáò åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ áèñïßóìáôïò ôùí äýï Üëëùí.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

1. Åìâáäüí
� Ôï åìâáäüí ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ïñèïý ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôçí ðåñßìåôñï ôçò âÜóçò

åðß ôï ìÞêïò ôçò áêìÞò.
� Ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò

åðéöÜíåéáò áõîçìÝíï êáôÜ ôï åìâáäüí ôùí äýï âÜóåùí.
2. ¼ãêïò
� Ï üãêïò ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò ôïõ.
� Ï üãêïò ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôçò êÜèåôçò ôïìÞò åðß ôï ìÞêïò ôçò áêìÞò ôïõ.
� Ï üãêïò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôñéþí äéáóôÜóåþí ôïõ.
� Ï üãêïò êýâïõ éóïýôáé ìå ôïí êýâï ôçò áêìÞò ôïõ.

3. ¢ëëåò éäéüôçôåò
� Ïé áðÝíáíôé Ýäñåò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ åßíáé ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò.
� Ïé äéáãþíéïé ðáñáëëçëåðéðÝäïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
� ÊÜèå äéáãþíéï åðßðåäï ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ôï äéáéñåß óå äýï éóïäýíáìá ôñéãùíéêÜ ðñßóìáôá.
� Áí á, â, ã ïé äéáóôÜóåéò ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ êáé ä ç äéáãþíéïò, éó÷ýåé

ä2 = á2 + â2 + ã2

Ðõñáìßäåò

13.5  Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá ðõñáìßäáò

Èåùñïýìå Ýíá åðßðåäï êõñôü ðïëýãùíï Á1Á2�Áí ìå í êïñõ-

öÝò êáé Ýíá óçìåßï Ê åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ ôïõ ðïëõãþíïõ. Ôï
ðïëýåäñï, ðïõ Ý÷åé Ýäñåò ôá í ôñßãùíá ÊÁ1Á2, ÊÁ2Á3,�,

kefal13.qxd  22/01/2001 06:38 PM  Page 299



300

ÊÅÖÁËÁÉÏ 13

ÊÁíÁ1 êáé ôï ðïëýãùíï Á1Á2�Áí, ëÝãåôáé í-ãùíéêÞ ðõñáìß-

äá êáé óçìåéþíåôáé Ê.Á1Á2�Áí. Ôï ðïëýãùíï ëÝãåôáé âÜóç

ôçò ðõñáìßäáò, åíþ ôá ôñßãùíá ìå êïéíÞ êïñõöÞ ôï óçìåßï Ê
êáé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôéò ðëåõñÝò ôçò âÜóçò ëÝãïíôáé
ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò. Ôï êïéíü óçìåßï Ê ëÝãåôáé êïñõöÞ ôçò
ðõñáìßäáò. ÁíÜ äýï ïé äéáäï÷éêÝò ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôÝìíï-
íôáé óå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ëÝãïíôáé ðáñÜðëåõñåò áê-
ìÝò ôçò ðõñáìßäáò. Ôï óýíïëï ôùí ðáñÜðëåõñùí åäñþí ëÝãå-
ôáé ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôçò ðõñáìßäáò. Ç ðõñáìßäá ëÝãå-
ôáé ôñéãùíéêÞ, ôåôñáãùíéêÞ, ðåíôáãùíéêÞ êôë., áí ç âÜóç åß-
íáé ôñßãùíï, ôåôñÜðëåõñï, ðåíôÜãùíï êôë.
Óôï ó÷.20 ðáñéóôÜíïíôáé ìßá ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá, ìå êïñõöÞ
ôï óçìåßï Ê êáé âÜóç ôï ôñßãùíï ÁÂÃ ðïõ óçìåéþíåôáé ìå
Ê.ÁÂÃ, êáé ìßá ðåíôáãùíéêÞ ðõñáìßäá, ìå êïñõöÞ ôï óçìåßï Ê
êáé âÜóç ôï ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ ðïõ óçìåéþíåôáé ìå Ê.ÁÂÃÄÅ.
To åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ Üãåôáé áðü ôçí êïñõöÞ Ê ôçò ðõ-
ñáìßäáò êÜèåôá óôï åðßðåäï ôçò âÜóçò ëÝãåôáé ýøïò ôçò ðõ-
ñáìßäáò. Óôï ó÷.20 ôï ôìÞìá ÊÇ åßíáé ôï ýøïò ôùí ðõñá-
ìßäùí.

Áðüäåéîç
Áðïäåéêíýïõìå ôï èåþñçìá ãéá ìéá ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá. Ç
áðüäåéîç ãéá ôõ÷ïýóá í-ãùíéêÞ ðõñáìßäá ãßíåôáé ìå üìïéï
ôñüðï.
¸óôù ç ðõñáìßäá Ê.ÁÂÃ êáé ÊÇ ôï ýøïò ôçò (ó÷.21). ÖÝñïõ-
ìå Ýíá åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç, ôï ïðïßï ôÝìíåé ôéò áê-
ìÝò êáé ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò óôá óçìåßá Á¢, Â¢, Ã¢ êáé Ç¢
áíôßóôïé÷á. 
(i) Óôçí Ýäñá ÊÁÂ, ïé ðëåõñÝò ÁÂ êáé Á¢Â¢ åßíáé ðáñÜëëçëåò
ùò ôïìÝò ôùí ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí ìå ôçí Ýäñá ÊÁÂ. Áðü
ôá üìïéá ôñßãùíá ÊÁÂ êáé ÊÁ¢Â¢ ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç: 

}
Ê

Ê

Á

Á

´
} = }

Ê

Ê

Â

Â

´
} = }

Á

Á

´

Â

Â´
}.

Ó÷Þìá 20

Áí ìßá ðõñáìßäá ôìçèåß ìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç
âÜóç ôçò, ôüôå:
(i) Ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò êáé ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò

÷ùñßæïíôáé óå ìÝñç áíÜëïãá.
(ii) Ç ôïìÞ åßíáé ðïëýãùíï üìïéï ôçò âÜóçò ìå ëüãï

ïìïéüôçôáò ôïí ëüãï ôùí áðïóôÜóåùí ôçò êïñõ-
öÞò áðü ôç âÜóç êáé ôçí ôïìÞ.

Èåþñçìá 
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Åöáñìüæïíôáò ôïí ßäéï óõëëïãéóìü ãéá ôéò õðüëïéðåò Ýäñåò
ôçò ðõñáìßäáò, ðñïêýðôïõí ïé ó÷Ýóåéò: 

}
Ê

Ê

Á

Á

´
} = }

Ê

Ê

Â

Â

´
} = }

Ê

Ê
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} = }
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} = }

Â
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Ã
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Á

Á´
} = ë.

Åðßóçò, áðü ôá üìïéá ôñßãùíá ÊÇÁ êáé ÊÇ´Á´ ðñïêýðôåé:

}
Ê

Ê

´

Á

Á´
} = }

Ê

Ê

Ç

Ç

´
} = ë.

(ii) Ç âÜóç êáé ç ôïìÞ ôçò ðõñáìßäáò åßíáé äýï ôñßãùíá (í-
ãùíá) ìå ôá æåýãç ôùí ïìüëïãùí ðëåõñþí ôïõò ðáñÜëëçëá
êáé ïìüññïðá, åðïìÝíùò Ý÷ïõí ôéò ïìüëïãåò ãùíßåò ßóåò. Åðé-
ðëÝïí, áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ôá æåýãç ôùí ïìüëïãùí
ðëåõñþí åßíáé áíÜëïãá, Üñá ôá ôñßãùíá åßíáé üìïéá, ìå ëüãï
ïìïéüôçôáò ë.

13.6  ÊáíïíéêÞ ðõñáìßäá-ÔåôñÜåäñï

Ìßá ðõñáìßäá ëÝãåôáé êáíïíéêÞ, áí ç âÜóç åßíáé êáíïíéêü
ðïëýãùíï êáé ç ðñïâïëÞ ôçò êïñõöÞò ôçò ðõñáìßäáò óôï åðß-
ðåäï ôçò âÜóçò åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ
(ó÷.22). Óå ìßá êáíïíéêÞ ðõñáìßäá, ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò
åßíáé éóïóêåëÞ ôñßãùíá, ßóá ìåôáîý ôïõò êáé ôï ýøïò êÜèå ðá-
ñÜðëåõñçò Ýäñáò ðïõ Üãåôáé áðü ôçí êïñõöÞ ôçò ðõñáìßäáò
ëÝãåôáé áðüóôçìá Þ ðáñÜðëåõñï ýøïò ôçò êáíïíéêÞò ðõñá-
ìßäáò (ó÷.22). Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò, üôé áí ïé ðáñÜðëåõñåò
Ýäñåò ìéáò ðõñáìßäáò åßíáé ßóá éóïóêåëÞ ôñßãùíá, ôüôå ç
ðõñáìßäá åßíáé êáíïíéêÞ.
Ìßá ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá (ó÷.23á) ëÝãåôáé ôåôñÜåäñï, ãéáôß
Ý÷åé ôÝóóåñéò ôñéãùíéêÝò Ýäñåò. ÏðïéáäÞðïôå Ýäñá ôïõ ôåôñá-
Ýäñïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò âÜóç. Êáíïíéêü ëÝãåôáé ôï ôå-
ôñÜåäñï ðïõ üëåò ïé Ýäñåò ôïõ åßíáé ßóá éóüðëåõñá ôñßãùíá
(ó÷.23â). Ôï ôåôñÜåäñï åßíáé ôï áðëïýóôåñï ðïëýåäñï.

13.7  ÌÝôñçóç ðõñáìßäáò

� Åìâáäüí êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò
Ôï áíÜðôõãìá ôçò åðéöÜíåéáò êáíïíéêÞò í-ãùíéêÞò ðõñáìßäáò
óôï åðßðåäï ôçò âÜóçò áðïôåëåßôáé áðü ôï êáíïíéêü ðïëýãù-
íï ôçò âÜóçò êáé áðü ôá í éóïóêåëÞ ôñßãùíá ôùí ðáñÜðëåõ-
ñùí åäñþí ôïðïèåôçìÝíá áóôåñïåéäþò óôéò ðëåõñÝò ôçò âÜ-
óçò (ó÷.24). Áðü ôï áíÜðôõãìá õðïëïãßæåôáé ç ðáñÜðëåõñç
êáé ç ïëéêÞ åðéöÜíåéá êáíïíéêÞò í-ãùíéêÞò ðõñáìßäáò. Ç ðá-

Ó÷Þìá 22

Ó÷Þìá 23á

Ó÷Þìá 23â
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ñÜðëåõñç åðéöÜíåéá Åð åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí í

éóïóêåëþí ôñéãþíùí ðïõ áðïôåëïýí ôéò ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò
ôçò ðõñáìßäáò, åíþ ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò Åï åß-

íáé ôï Üèñïéóìá ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò êáé ôçò âÜóçò.
Ôï áíÜðôõãìá ðõñáìßäáò êáôáóêåõÜæåôáé åðßóçò, üôáí ÷ñåéÜ-
æåôáé íá êáôáóêåõáóèåß ðñáêôéêÜ ç ðõñáìßäá.

Áðüäåéîç
Ç ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò áðïôåëåßôáé
áðü í éóïóêåëÞ ôñßãùíá, ìå âÜóç ë êáé áðüóôçìá á, ðïõ Ý-
÷ïõí åìâáäüí:

Åð = í · }
1

2
} áë = 1}

1

2
}íá2 · ë = ô · ì

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åìâáäïý ôçò óõíïëéêÞò åðéöÜíåéáò
ôçò ðõñáìßäáò, óôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ðñïóèÝôïõìå êáé
ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ðïõ åßíáé êáíïíéêü í-ãùíï:

Åï=Åð+í·}
1

2
}ëá =Åð + 1}

1

2
}íë2 · á = Åð + ô·á = ô·(ì+á).

� ¼ãêïò ðõñáìßäáò
Äå÷üìáóôå ÷ùñßò áðüäåéîç üôé:

Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé ðïëý óçìáíôéêü ãéáôß óõó÷åôßæåé
ôïõò üãêïõò åíüò ðñßóìáôïò êáé ìéáò ðõñáìßäáò ðïõ Ý÷ïõí
ßóåò âÜóåéò êáé ßóá ýøç.

Ó÷Þìá 24

Ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò Åð êáé ôçò ïëéêÞò Åï

åðéöÜíåéáò êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò äßíåôáé áðü ôéò
ó÷Ýóåéò

Åð=ô·ì êáé Åï=ô·(ì+á),

üðïõ ô åßíáé ç çìéðåñßðåôñïò, á åßíáé ôï áðüóôçìá ôçò
âÜóçò êáé ì ôï áðüóôçìá ôçò ðõñáìßäáò.

Èåþñçìá É

Äýï ôñéãùíéêÝò ðõñáìßäåò ìå ßóá ýøç êáé ßóåò Þ
éóïäýíáìåò âÜóåéò åßíáé ßóåò Þ éóïäýíáìåò.

Èåþñçìá ÉÉ

Ï üãêïò ðõñáìßäáò éóïýôáé ìå ôï Ýíá ôñßôï ôïõ üãêïõ
ðñßóìáôïò ðïõ Ý÷åé ôçí ßäéá âÜóç êáé ôï ßäéï ýøïò.

Èåþñçìá ÉÉÉ
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Áðüäåéîç
¸óôù ç ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá Ê.ÁÂÃ. Áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã
(ó÷.25), öÝñïõìå ôéò ðáñÜëëçëåò êáé ßóåò óôçí ÊÁ êáé ó÷çìá-
ôßæåôáé ôï ðñßóìá ÁÂÃ-ÊÂ¢Ã¢. ×ùñßæïõìå ôï ðñßóìá óôéò åîÞò ôñåéò
ðõñáìßäåò: Ê.ÁÂÃ, Â.ÊÂ¢Ã¢ êáé Ê.ÂÃÃ¢. Ïé äýï ðñþôåò ðõñáìßäåò
åßíáé éóïäýíáìåò, ãéáôß Ý÷ïõí ùò âÜóåéò ôéò ßóåò âÜóåéò ôïõ ðñß-
óìáôïò êáé êïéíü ýøïò. Ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç åßíáé åðßóçò éóï-
äýíáìåò, äéüôé áí èåùñÞóïõìå üôé Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ ôï óçìåßï
Ê, ïé âÜóåéò ôïõò ÂÂ¢Ã¢ êáé ÂÃÃ¢ åßíáé ôá äýï ßóá ôñßãùíá óôá
ïðïßá ÷ùñßæåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÂÃÃ¢Â¢ ìå ôç äéáãþíéü ôïõ
ÂÃ¢. Åðßóçò Ý÷ïõí ßóá ýøç, áöïý ïé âÜóåéò ôïõò åßíáé óõíåðßðåäåò.
Ðáñáôçñïýìå äçëáäÞ üôé ôï ðñßóìá ÷ùñßóôçêå óå ôñåéò éóïäý-
íáìåò ðõñáìßäåò, Üñá ï üãêïò êÜèå ôñéãùíéêÞò ðõñáìßäáò éóïýôáé
ìå ôï ôñßôï ôïõ üãêïõ ôïõ ðñßóìáôïò ðïõ Ý÷åé ôçí ßäéá âÜóç êáé ôï

ßäéï ýøïò, äçëáäÞ óõìâïëéêÜ V = }
E

3

·õ
} , üðïõ V ï üãêïò, Å ôï

åìâáäüí ôçò âÜóçò êáé õ ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò.
Áí ç ðõñáìßäá åßíáé í-ãùíéêÞ, ôçí ÷ùñßæïõìå óå (í-2) ôñéãùíéêÝò
ðõñáìßäåò, öÝñïíôáò ôéò äéáãùíßïõò ôçò âÜóçò áðü ìßá êïñõöÞ ôçò.
Ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò ôñéãùíéêÝò ðõñáìßäåò áðïäåßîáìå üôé éó÷ýåé ôï
Èåþñçìá, åðïìÝíùò ï óõíïëéêüò üãêïò ôçò ðõñáìßäáò éóïýôáé ìå
ôï Üèñïéóìá ôùí üãêùí ôùí ôñéãùíéêþí ðõñáìßäùí, äçëáäÞ:

V 5 }
1

3
} (E1 1 E2 1 ¼ 1 Åí 2 2) ? õ 5 }

Å

3

? õ
} ,

üðïõ Å1, Å2, ... åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí (í-2) ôñéãþíùí ðïõ ÷ùñßæåôáé

ç âÜóç, Å ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò êáé õ ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò.

Ó÷Þìá 25

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 

Íá õðïëïãéóèåß ôï åìâáäüí ôçò óõíïëéêÞò åðéöÜíåéáò êáé
ï üãêïò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, áêìÞò á.
Ëýóç
Ç åðéöÜíåéá ôïõ ôåôñáÝäñïõ áðïôåëåßôáé áðü ôÝóóåñá éóü-
ðëåõñá ôñßãùíá ðëåõñÜò á, åðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ åðéöÜíåéá

ôïõ ôåôñáÝäñïõ Ý÷åé åìâáäüí Å = 4 ? á2 }
Ï

4

3w
} = Ï3w ? á2.

Ï üãêïò ôïõ êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, èåùñïýìåíï ùò ôñéãù-
íéêÞ ðõñáìßäá, éóïýôáé ìå ôï ôñßôï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò
ÁÂÃ ðïõ åßíáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á, åðß ôï ýøïò
ÄÊ. Ôï Ê üìùò åßíáé êÝíôñï âÜñïõò ôçò âÜóçò êáé áðü ôï

ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÄÊ Ý÷ïõìå ÄÊ = }
áÏ

3

6w
}.

ÅðïìÝíùò, ï üãêïò ôïõ ôåôñáÝäñïõ åßíáé V = }
1

3
} · }

á2Ï
4

3w
} · }

áÏ
3

6w
} = }

á3

1

Ï
2

2w
}
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13.8  Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá êüëïõñçò 
ðõñáìßäáò

Áí ôìÞóïõìå ìßá ðõñáìßäá ìåôáîý êïñõöÞò êáé âÜóçò, ìå åðß-
ðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç, ôüôå ôï ìÝñïò ôçò ðõñáìßäáò ðïõ
ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôùí äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí ëÝãåôáé
êüëïõñç ðõñáìßäá. Ôá äýï üìïéá ðïëýãùíá ëÝãïíôáé âÜóåéò
(ìéêñÞ êáé ìåãÜëç) ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò êáé ôï åõèýãñáì-
ìï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé Üêñá óôá åðßðåäá ôùí âÜóåùí êáé åßíáé êÜ-
èåôï óå áõôÜ ëÝãåôáé ýøïò ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò.
Ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ìéáò êüëïõñçò ðõñáìßäáò åßíáé ôñá-
ðÝæéá êáé ôá ýøç ôïõò ëÝãïíôáé ðáñÜðëåõñá ýøç ôçò êüëïõ-
ñçò ðõñáìßäáò. ÉóïóêåëÞò ëÝãåôáé ç êüëïõñç ðõñáìßäá ðïõ
êáôáóêåõÜæåôáé áðü êáíïíéêÞ ðõñáìßäá êáé ïé ðáñÜðëåõñåò
Ýäñåò ôçò åßíáé éóïóêåëÞ ôñáðÝæéá.
Óôï ó÷.27 ðáñéóôÜíåôáé ìéá êüëïõñç éóïóêåëÞò ôåôñáãùíéêÞ
ðõñáìßäá, ç ïðïßá óçìåéþíåôáé ìå ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã¢Ä¢, Ý÷åé ýøïò
ËË¢ êáé ðáñÜðëåõñï ýøïò ÇÇ¢.

13.9  ÌÝôñçóç êüëïõñçò éóïóêåëïýò
ðõñáìßäáò

� Åìâáäüí åðéöÜíåéáò êüëïõñçò éóïóêåëïýò ðõñáìßäáò.
Ôï åìâáäüí Åð ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò êüëïõñçò éóï-

óêåëïýò ðõñáìßäáò ìå âÜóåéò êáíïíéêÜ í-ãùíá, éóïýôáé ìå:
Åð = (ô+ô´) · õ´,

üðïõ ô êáé ô´ åßíáé ïé çìéðåñßìåôñïé ôùí âÜóåùí êáé õ´ åßíáé
ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò ôçò. 
Ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

Åï = Åð + Â + â,

üðïõ Â êáé â åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí äýï âÜóåùí.

� ¼ãêïò êüëïõñçò éóïóêåëïýò ðõñáìßäáò
Ï üãêïò êüëïõñçò ðõñáìßäáò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

.V = }
õ · (Â + â

3

+ ÏÏÂwâw)
}
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç 

Íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ìåóïêÜèåôá åðßðåäá óôéò Ýîé áêìÝò
åíüò ôåôñáÝäñïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï. Åðßóçò,
ïé åõèåßåò ðïõ åßíáé êÜèåôåò óôéò Ýäñåò ôåôñáÝäñïõ óôá
ðåñßêåíôñá ôùí åäñþí äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.
Áðüäåéîç
Áí ÁÂÃÄ åßíáé Ýíá ôåôñÜåäñï, ôá ìåóïêÜèåôá åðßðåäá óôéò
áêìÝò ÁÂ, ÁÃ êáé ÁÄ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ï, äéüôé åßíáé
êÜèåôá óå ôñåéò ôåìíüìåíåò åõèåßåò. 
Ôï óçìåßï Ï (ó÷.28), éóáðÝ÷åé áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â, Ã êáé
Ä Üñá èá áíÞêåé êáé óôá ìåóïêÜèåôá åðßðåäá ôùí õðï-
ëïßðùí áêìþí.
Åðßóçò, ôï óçìåßï Ï áíÞêåé óôá ìåóïêÜèåôá åðßðåäá ôùí
ôñéþí áêìþí êÜèå Ýäñáò, Üñá ðñïâÜëëåôáé óôá ðåñßêåíôñá
ôùí åäñþí.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç 

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ íá éóáðÝ÷åé áðü ôá åðßðåäá ôùí
åäñþí åíüò ôåôñáÝäñïõ ÁÂÃÄ.
Áðüäåéîç
Ôá óçìåßá ôçò êïéíÞò åõèåßáò Á× (ó÷.29), ôùí åðéðÝäùí ðïõ
äé÷ïôïìïýí ôéò äßåäñåò ÁÂ(Ã,Ä), ÁÄ(Â,Ã) êáé ÁÃ(Â,Ä)
éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ôñåéò Ýäñåò ÁÂÃ, ÁÂÄ êáé ÁÃÄ. Ôï åðßðå-
äï ðïõ äé÷ïôïìåß ôç äßåäñç ÂÄ(Á,Ã) ôÝìíåé ôçí Á× óå Ýíá
óçìåßï Ï, ðïõ éóáðÝ÷åé êáé áðü ôéò ôÝóóåñéò Ýäñåò.

Ó÷Þìá 28
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá õðïëïãßóåôå ôï ýøïò êáé ôï áðüóôçìá êáíïíéêÞò
(i) åîáãùíéêÞò, (ii) ôåôñáãùíéêÞò êáé (iii) ôñéãùíéêÞò
ðõñáìßäáò (êáíïíéêü ôåôñÜåäñï), áí Ý÷åé ðëåõñÜ âÜ-
óçò ìÞêïõò ì êáé áêìÞ ìÞêïõò ë.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò êáíïíéêÞò
í-ãùíéêÞò ðõñáìßäáò ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò ìå ôï
åðßðåäï ôçò âÜóçò.
3. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðé-
öÜíåéáò êáé ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò êáíïíéêÞò ôåôñáãù-
íéêÞò ðõñáìßäáò, ìå ðëåõñÜ âÜóçò 4 êáé áêìÞ 7.
4. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò êáíïíéêÞò
ôåôñáãùíéêÞò ðõñáìßäáò ðïõ Ý÷åé åìâáäüí ðáñÜðëåõ-
ñçò åðéöÜíåéáò 200 êáé áðüóôçìá 10.
5. Ç ìåãÜëç ðõñáìßäá ôçò Áéãýðôïõ Ý÷åé âÜóç ôåôñÜãù-

íï ðëåõñÜò 234m êáé ýøïò 146m. Íá õðïëïãßóåôå ôçí
ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá êáé ôïí üãêï ôçò ðõñáìßäáò.
6. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðé-
öÜíåéáò êáé ôïí üãêï êáíïíéêÞò ôåôñáãùíéêÞò ðõñáìß-
äáò ùò óõíÜñôçóç ôçò ðëåõñÜò ôçò âÜóçò, áí Ý÷åé áê-
ìÞ ßóç ìå ôç äéáãþíéï ôçò âÜóçò.
7. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí üãêùí êýâïõ êáé êáíïíéêïý
ôåôñáÝäñïõ ðïõ Ý÷åé áêìÞ ßóç ìå ôç: (i) äéáãþíéï ôïõ
êýâïõ êáé (ii) äéáãþíéï ôçò Ýäñáò ôïõ êýâïõ.
8. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí üãêùí êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ
áêìÞò á êáé êáíïíéêÞò åîáãùíéêÞò ðõñáìßäáò ðëåõñÜò
á êáé ýøïõò á.
9. Åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç êáíïíéêÞò åîáãùíé-
êÞò ðõñáìßäáò, ìå ðëåõñÜ á êáé ýøïò õ, äé÷ïôïìåß ôï
ýøïò ôçò. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõ-
ñçò åðéöÜíåéáò êáé ôïí üãêï ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò
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ðïõ ðñïêýðôåé.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ-Á¢Â¢Ã ¢Ä¢. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ôåôñÜåäñï ÁÃÂ¢Ä¢ Ý÷åé ôï Ýíá ôñßôï
ôïõ üãêïõ ôïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôåôñÜåäñï, ôï ãéíüìåíï
ôïõ åìâáäïý êÜèå Ýäñáò åðß ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò åßíáé
óôáèåñü.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò ôåôñáÝäñïõ äå ìåôáâÜë-
ëåôáé áí ìßá áêìÞ ìåôáêéíçèåß óôï öïñÝá ôçò ÷ùñßò íá
áëëÜîåé ìÞêïò.
4. Áí äýï ôåôñÜåäñá Ý÷ïõí êïéíÞ ìßá áêìÞ êáé ôç äßå-
äñç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå áõôÞí, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâá-
äþí éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôïõ ãéíïìÝíïõ ôùí åìâáäþí
ôùí äýï åäñþí ðïõ ðñüóêåéíôáé óôç äßåäñç.
5. Áí äýï ôåôñÜåäñá Ý÷ïõí êïéíÞ ìßá ôñßåäñç ãùíßá,
ôüôå ï ëüãïò ôùí üãêùí ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôïõ ãé-
íïìÝíïõ ôùí áêìþí ôçò ôñßåäñçò.

6. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢ åßíáé ôá ìÝóá ôùí áêìþí ÏÁ, ÏÂ, ÏÃ

ôåôñáÝäñïõ ÏÁÂÃ, ôüôå (ÏÁ¢Â¢Ã ¢) = }
1

8
}(ÏÁÂÃ).

7. ÊáíïíéêÞ ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá Ï.ÁÂÃ Ý÷åé ðëåõñÜ
âÜóçò á êáé ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ôçò ó÷çìáôßæïõí
ãùíßá 60° ìå ôç âÜóç. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ôçò.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò ôåôñáÝäñïõ éóïýôáé ìå ôï
ãéíüìåíï ôçò ðñïâïëÞò ôïõ óå åðßðåäï êÜèåôï óå ìßá
áêìÞ åðß ôï Ýíá ôñßôï ôçò áêìÞò áõôÞò.
2. Áí ç êÜèåôç ôïìÞ ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò Ý÷åé ßóåò
ðëåõñÝò, ôüôå ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí êÜèå åóù-
ôåñéêïý óçìåßïõ áðü ôéò âÜóåéò êáé áðü ôéò ðáñÜðëåõ-
ñåò Ýäñåò åßíáé óôáèåñü.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óôåñåü ðïõ Ý÷åé êïñõöÝò ôá ìÝ-
óá ôùí áêìþí åíüò êýâïõ Ý÷åé ßóåò áêìÝò êáé íá õðï-
ëïãßóåôå ôïí üãêï ôïõ.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

1. Áí ôõ÷áßá ðõñáìßäá ôìçèåß ìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç ôçò (ó÷.29), Ý÷ïõìå:

� }
Ê

Ê

Á

Á

¢
} = }

Ê

Ê

Â

Â

¢
} = }

Ê

Ê

Ã

Ã

¢
} = }

Ê

Ê

Ç

Ç

¢
} = ë êáé

� ÁÂÃ < Á´Â´Ã´ ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë.

2. MÝôñçóç êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò:
� Åìâáäüí ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò: Åð = ô ? ì

� ¼ãêïò: V = }
B

3

?? õ
} ,

üðïõ ì ôï áðüóôçìá, ô ç çìéðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò, õ ôï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò êáé Â ôï åìâáäüí ôçò
âÜóçò.

3. MÝôñçóç êüëïõñçò ðõñáìßäáò
� Åìâáäüí ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò: Åð= (ô+ô¢) ? õ¢

� ¼ãêïò: V = }
õ ? (Â + â

3

+ ÏÏÂwâw)
} , ô êáé ô´ ïé çìéðåñßìåôñïé ôùí âÜóåùí, Â êáé â ôá åìâáäÜ

ôùí âÜóåùí, õ ôï ýøïò êáé õ´ ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò ôçò ðõñáìßäáò.
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13.10  ÓôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò

Ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò åßíáé ç äåýôåñç ïéêïãÝíåéá óôåñåþí
ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Ôá óôåñåÜ áõôÜ åß-
íáé ÷ñÞóéìá ôüóï áðü èåùñçôéêÞ üóï êáé áðü ðñáêôéêÞ Üðïøç
ãéáôß êáôáóêåõÜæïíôáé åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêþí ìç÷á-
íçìÜôùí. Ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò ëÝãïíôáé Ýôóé ãéáôß äç-
ìéïõñãïýíôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ìéáò åðßðåäçò ãñáììÞò ãý-
ñù áðü Üîïíá ðåñéóôñïöÞò ìßá åõèåßá ðïõ âñßóêåôáé óôï åðß-
ðåäï ôçò ãñáììÞò (ó÷.30). Ôá óçìåßá ôçò ãñáììÞò áõôÞò êáôÜ
ôçí ðåñéóôñïöÞ ãñÜöïõí êýêëïõò ðïõ âñßóêïíôáé óå åðßðåäá
êÜèåôá óôïí Üîïíá ðåñéóôñïöÞò êáé Ý÷ïõí ôá êÝíôñá ôïõò óôïí
Üîïíá. Óôéò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò èá ìåëåôÞóïõìå ôïí êýëéí-
äñï, ôïí êþíï êáé ôç óöáßñá ùò óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò.

Êýëéíäñïò

13.11 Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá êõëßíäñïõ

Oñéóìïß

Ïñèüò êýëéíäñïò Þ êýëéíäñïò åê ðåñéóôñïöÞò Þ êýëéí-
äñïò ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá ïñèï-
ãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï, ôï ïðïßï åêôåëåß ìßá ðëÞñç
ðåñéóôñïöÞ óôï ÷þñï ãýñù áðü ôç ìßá ðëåõñÜ ôïõ.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá Á¢Â¢ ãýñù áðü ôï ïðïßï ðåñéóôñÝöåôáé
ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÂ¢Á¢ (ó÷.31), ìÝíåé áìåôáêßíçôï
êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ, ëÝãåôáé Üîïíáò Þ ýøïò ôïõ êõëßíäñïõ.
ÊáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ, ç ðëåõñÜ ÁÂ ðáñáìÝíåé ðáñÜëëçëç
êáé óå óôáèåñÞ áðüóôáóç áðü ôïí Üîïíá Á¢Â¢ êáé ç ôõ÷áßá
èÝóç ôçò ðëåõñÜò ÁÂ ëÝãåôáé ãåíÝôåéñá ôïõ êõëßíäñïõ. Ç
åðéöÜíåéá ðïõ äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí êßíçóç ôçò ðëåõñÜò ÁÂ
ëÝãåôáé ðáñÜðëåõñç Þ êõñôÞ åðéöÜíåéá ôïõ êõëßíäñïõ.
Ïé ðëåõñÝò Á¢Á êáé Â¢Â ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ùò êÜèåôåò
óôçí Á´Â´ êáé ßóåò ìåôáîý ôïõò, êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ, ãñÜöïõí
ßóïõò êáé ðáñÜëëçëïõò êõêëéêïýò äßóêïõò ðïõ áíÞêïõí óå åðß-
ðåäá êÜèåôá óôïí Üîïíá óôá óçìåßá Á¢ êáé Â¢. Ïé êýêëïé (Á¢,
Á¢Á) êáé (Â¢, Â¢Â) åßíáé ðáñÜëëçëïé, ëÝãïíôáé âÜóåéò ôïõ êõëßí-
äñïõ êáé ç áêôßíá Á¢Á = Â¢Â ëÝãåôáé áêôßíá ôïõ êõëßíäñïõ.
Ï êýëéíäñïò èá óõìâïëßæåôáé ìå (Á¢Â¢, Á¢Á), üðïõ Á¢Â¢ åßíáé ï
Üîïíáò ôïõ êõëßíäñïõ êáé Á¢Á åßíáé ç áêôßíá ôïõ.

Ó÷Þìá 30

Ó÷Þìá 31
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13.12  ÌÝôñçóç êõëßíäñïõ

¸óôù êýëéíäñïò (ÁÁ¢, ñ). Áí óôç ìßá âÜóç ôïõ êõëßíäñïõ 
(ó÷.32) åããñÜøïõìå Ýíá ðïëýãùíï êáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ
ðïëõãþíïõ öÝñïõìå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðáñÜëëçëá êáé ßóá
ìå ôïí Üîïíá ôïõ êõëßíäñïõ, ôá ôìÞìáôá áõôÜ åßíáé ãåíÝôåéñåò
ôïõ êõëßíäñïõ, ïé ïðïßåò îåêéíÜíå áðü óçìåßá ôçò ìßáò âÜóçò,
âñßóêïíôáé óôçí êõñôÞ åðéöÜíåéá ôïõ êõëßíäñïõ êáé êáôá-
ëÞãïõí óôçí Üëëç âÜóç ùò êïñõöÝò åíüò ðïëõãþíïõ, ßóïõ êáé
ðáñÜëëçëïõ óôï áñ÷éêü ðïëýãùíï. Ó÷çìáôßæåôáé Ýôóé Ýíá ïñ-
èü ðñßóìá ðïõ ëÝãåôáé åããåãñáììÝíï óôïí êýëéíäñï.
Áí óôç ìßá âÜóç ôïõ êõëßíäñïõ (ÂÂ¢, ñ) , ðåñéãñÜøïõìå Ýíá
ðïëýãùíï (ó÷.33) êáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ ðïëõãþíïõ öÝñïõ-
ìå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðáñÜëëçëá êáé ßóá ìå ôïí Üîïíá ôïõ
êõëßíäñïõ ÂÂ¢, ó÷çìáôßæåôáé Ýíá ïñèü ðñßóìá, ïé Ýäñåò ôïõ
ïðïßïõ åßíáé åðßðåäá åöáðôüìåíá óôïí êýëéíäñï êáôÜ ìÞêïò
ãåíåôåéñþí êáé ïé âÜóåéò ôïõ åßíáé ßóá ðïëýãùíá ðåñéãåãñáì-
ìÝíá óôéò äýï âÜóåéò. ¸íá ôÝôïéï ðñßóìá ëÝãåôáé ðåñéãåãñáì-
ìÝíï óôïí êýëéíäñï.

� ÁíÜðôõãìá ôïõ êõëßíäñïõ
ÅããñÜöïõìå óôïí êýëéíäñï (ÁÁ¢, ñ), Ýíá êáíïíéêü ðñßóìá, ôï
ïðïßï áíáðôýóóïõìå óôï åðßðåäï (ó÷. 32). Ôï áíÜðôõãìá ôïõ
ðñßóìáôïò åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï ìå ôï Ýíá æåýãïò áðÝíáíôé
ðëåõñþí ßóåò ìå ôéò ãåíÝôåéñåò êáé ôï Üëëï ßóï ìå ôçí ðåñßìå-
ôñï ôçò âÜóçò ôïõ ðñßóìáôïò. Áí äéðëáóéÜæïõìå óõíå÷þò ôïí
áñéèìü ôùí ðëåõñþí ôïõ ðñßóìáôïò, ç ðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò
ôïõ ôåßíåé óôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ. ¢ñá, óôï üñéï, ôï áíÜðôõã-
ìá ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéáò ôïõ êõëßíäñïõ åßíáé ïñèïãþíéï ìå
ðëåõñÝò ôç ãåíÝôåéñá êáé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ôçò âÜóçò, äç-
ëáäÞ õ êáé 2ñð áíôßóôïé÷á, üðïõ õ ôï ýøïò ñ ç áêôßíá ôïõ
êõëßíäñïõ (ó÷.34). Ôï áíÜðôõãìá ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò áðï-
ôåëåßôáé áðü ôï ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ÊËÌÍ ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå êáé áðü äýï êõêëéêïýò äßóêïõò áêôßíáò ñ, ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôéò äýï âÜóåéò ôïõ êõëßíäñïõ (ó÷.34).

� Åìâáäüí åðéöÜíåéáò êõëßíäñïõ
Óýìöùíá ìå ôïõò óõëëïãéóìïýò ðïõ êÜíáìå ãéá ôçí êáôáóêåõÞ
ôïõ áíáðôýãìáôïò, ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò êáé ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò
åíüò êõëßíäñïõ áêôßíáò ñ êáé ýøïõò õ åßíáé Åê=2ðñõ
êáé Å0=2ðñ(õ+ñ) áíôßóôïé÷á.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 32

Ó÷Þìá 33

Ó÷Þìá 34
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� ¼ãêïò êõëßíäñïõ
Áí åããñÜøïõìå óôïí êýëéíäñï Ýíá ïñèü êáíïíéêü ðñßóìá ìå
âÜóç êáíïíéêü í-ãùíï, ï üãêïò ôïõ ðñßóìáôïò éóïýôáé ìå ôï
åìâáäüí ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò ôïõ. Èåùñïýìå ôþñá üôé ôï í
äéðëáóéÜæåôáé óõíå÷þò, þóôå ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôçò âÜ-
óçò ôïõ ðñßóìáôïò íá ôåßíåé óôï Üðåéñï, ïðüôå ôï åìâáäüí ôçò
âÜóçò ôåßíåé óôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ. Ôüôå, óôï üñéï, ï üãêïò
ôïõ êõëßíäñïõ éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ ôçò âÜóçò
åðß ôï ýøïò, äçëáäÞ:

Ï üãêïò êõëßíäñïõ ýøïõò õ êáé áêôßíáò ñ éóïýôáé ìå
V=ðñ2õ.

Èåþñçìá II

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí áíôß ôùí åããåãñáììÝíùí ðñé-
óìÜôùí óôïí êýëéíäñï ÷ñçóéìï-
ðïéïýóáìå ôá ðåñéãåãñáììÝíá èá
âñßóêáìå ôïõò ßäéïõò áêñéâþò
ôýðïõò ãéá ôçí åðéöÜíåéá êáé ôïí
üãêï ôïõ êõëßíäñïõ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò êáé ïëéêÞò
åðéöÜíåéáò êáé ôïí üãêï ôïõ êõëßíäñïõ ðïõ Ý÷åé ýøïò
1 êáé áêôßíá 1.
2. Ôï ßäéï ãéá êýëéíäñï ìå áêôßíá 15 êáé ýøïò 8.

3. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï, ôçí êõñôÞ êáé ôç óõíïëéêÞ
åðéöÜíåéá êõëßíäñïõ ðïõ Ý÷åé ýøïò äéðëÜóéï ôçò áêôß-
íáò ôïõ.
4. ÊõëéíäñéêÞ äåîáìåíÞ Ý÷åé áêôßíá 1ì. Íá õðïëïãß-
óåôå ôç ÷ùñçôéêüôçôá óå ëßôñá ôçò äåîáìåíÞò ãéá êÜèå
åêáôïóôü ôïõ ìÝôñïõ ýøïò.
5. Ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò åíüò êõëßíäñïõ
ìå ýøïò 2 åßíáé ßóï ìå ôï åìâáäüí êýêëïõ áêôßíáò 4.
Íá âñåèåß ç áêôßíá ñ ôïõ êõëßíäñïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Êýëéíäñïò Ý÷åé üãêï V êáé ýøïò õ. Íá õðïëïãßóåôå
ôçí ïëéêÞ ôïõ åðéöÜíåéá.
2. Èåùñïýìå ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á êáé Ì ôï ìÝ-
óï ôïõ ÁÂ. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ôïõ óôåñåïý ðïõ
ó÷çìáôßæåôáé áðü ôï ïñèïãþíéï ÌÍÃÂ, (ÌÍ//ÁÄ) êá-
ôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõ ãýñù áðü ôçí ðëåõñÜ ÁÄ. Óå
ðïéá èÝóç ðñÝðåé íá åßíáé ôï Ì, þóôå ï ðáñáãüìåíïò
üãêïò íá åßíáé ôï ìéóü ôïõ êõëßíäñïõ ðïõ ðáñÜãåôáé
áðü ôï ôåôñÜãùíï;
3. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ãý-
ñù áðü Üîïíá ôïõ åðéðÝäïõ ôïõ ðïõ äåí ôï ôÝìíåé êáé
åßíáé ðáñÜëëçëïò óôç ðëåõñÜ ÁÂ. Íá õðïëïãßóåôå ôïí
üãêï êáé ôçí ïëéêÞ åðéöÜíåéá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï
ïñèïãþíéï êáé íá áðïäåßîåôå üôé éóïýôáé ìå ôï ìÞêïò
ôïõ êýêëïõ ðïõ ãñÜöåé ôï êÝíôñï Ï ôïõ ïñèïãùíßïõ
åðß ôï åìâáäüí êáé ôçí ðåñßìåôñï ôïõ ïñèïãùíßïõ
áíôßóôïé÷á.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

1. Åìâáäüí åðéöÜíåéáò êõëßíäñïõ:

êõñôÞò: ÅÊ = 2ðñõ,

ïëéêÞò: Å0=2ðñ(õ+ñ)

2. ¼ãêïò êõëßíäñïõ: V=ðñ2õ.
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Êþíïò

13.13 Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá êþíïõ

Ïñéóìïß

Ïñèüò êþíïò Þ êþíïò åê ðåñéóôñïöÞò Þ áðëþò êþíïò
ëÝãåôáé ôï óôåñåü ó÷Þìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðå-
ñéóôñïöÞ åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ãýñù áðü ìßá
êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ.

Èåùñïýìå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÊÏÁ, ìå ôçí ïñèÞ ãùíßá
óôï Ï (ó÷.35), ôï ïðïßï ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü ôçí êÜèåôç
ðëåõñÜ ÊÏ. Ç õðïôåßíïõóá ÊÁ ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ,
êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ, äéÝñ÷åôáé áðü ôï óôáèåñü óçìåßï Ê êáé
ãñÜöåé ìßá êõñôÞ åðéöÜíåéá, åíþ ç êÜèåôç ðëåõñÜ ÏÁ ãñÜöåé
Ýíáí êõêëéêü äßóêï êÝíôñïõ Ï êáé áêôßíáò ÏÁ, ðïõ âñß-
óêïíôáé óôï åðßðåäï ðïõ åßíáé êÜèåôï óôçí ÊÏ óôï Ï. Ôï óôå-
ñåü ó÷Þìá ðïõ ðáñÜãåôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï áðü ôï ôñßãùíï
ÊÏÁ ëÝãåôáé êþíïò. Ç êõñôÞ åðéöÜíåéá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü
ôçí õðïôåßíïõóá ÊÁ ëÝãåôáé ðáñÜðëåõñç Þ êõñôÞ åðéöÜíåéá
ôïõ êþíïõ, ç ôõ÷áßá èÝóç ôçò ÊÁ ëÝãåôáé ãåíÝôåéñá Þ ðëåõñÜ
ôïõ êþíïõ. Ç êÜèåôç ðëåõñÜ ÊÏ, ðïõ ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ
êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ, ëÝãåôáé Üîïíáò Þ ýøïò, ôï óçìåßï Ê
ëÝãåôáé êïñõöÞ, ï êýêëïò ðïõ ãñÜöåé ç êÜèåôç ðëåõñÜ ÏÁ
ëÝãåôáé âÜóç êáé ç áêôßíá ôçò âÜóçò ëÝãåôáé áêôßíá ôïõ
êþíïõ. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üëåò ïé ãåíÝôåéñåò åíüò êþíïõ
åßíáé ßóåò. Ï êþíïò óõìâïëßæåôáé ìå (ÊÏ, ÏÁ), üðïõ ÊÏ ï
Üîïíáò êáé ÏÁ ç áêôßíá ôçò âÜóçò ôïõ êþíïõ.

13.14 ÌÝôñçóç ôïõ êþíïõ

Èåùñïýìå Ýíáí êþíï (ÊÏ,ñ) (ó÷.36), êáé Ýíá ðïëýãùíï åããå-
ãñáììÝíï óôç âÜóç ôïõ êþíïõ, ð.÷. Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ.
Áí åíþóïõìå ôçí êïñõöÞ Ê ôïõ êþíïõ ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ
ðïëõãþíïõ, ïé áêìÝò ôçò ðõñáìßäáò åßíáé ãåíÝôåéñåò ôïõ êþ-
íïõ. Ç ðõñáìßäá ëïéðüí ðïõ Ý÷åé ìå ôïí êþíï êïéíÞ êïñõöÞ
êáé ç âÜóç ôçò åßíáé åããåãñáììÝíç óôç âÜóç ôïõ êþíïõ ëÝãå-
ôáé åããåãñáììÝíç óôïí êþíï.
Áí ôþñá èåùñÞóïõìå Ýíá ðïëýãùíï, ðåñéãåãñáììÝíï óôç âÜ-
óç åíüò êþíïõ, ð÷ Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ (ó÷.37) êáé óõíäÝ-

Ó÷Þìá 36

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 35
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óïõìå ôçí êïñõöÞ Ê ôïõ êþíïõ ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ðïëõãþ-
íïõ, ðñïêýðôåé ìßá ðõñáìßäá ðïõ ëÝãåôáé ðåñéãåãñáììÝíç
óôïí êþíï. Ç ðõñáìßäá áõôÞ Ý÷åé Ýäñåò ðïõ åöÜðôïíôáé óôçí
êõñôÞ åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ êáôÜ ìÞêïò ãåíåôåéñþí.

� ÁíÜðôõãìá ôïõ êþíïõ
Ç êõñôÞ åðéöÜíåéá åíüò êþíïõ ìðïñåß íá áíáðôõ÷èåß óôï åðß-
ðåäï. Ãéá ôï óêïðü áõôü åããñÜöïõìå óôïí êþíï (ÊÏ,ñ) 
(ó÷.38), ìßá êáíïíéêÞ í-ãùíéêÞ ðõñáìßäá, ôçí ïðïßá óôç óõ-
íÝ÷åéá áíáðôýóóïõìå óôï åðßðåäï. Ôï áíÜðôõãìá ôçò ðáñÜ-
ðëåõñçò åðéöÜíåéáò ôçò êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò áðïôåëåßôáé
áðü í ßóá éóïóêåëÞ ôñßãùíá (ó÷.39), ôá ïðïßá êáôáóêåõÜ-
æïõìå ôï Ýíá äßðëá óôï Üëëï ùò åããåãñáììÝíá ôñßãùíá óôïí
êýêëï (Ê¢,ë), üðïõ Ê¢ ôõ÷üí óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ êáé ë ôï ìÞ-
êïò ôçò ãåíÝôåéñáò ôïõ êþíïõ.
ÄéðëáóéÜæïíôáò óõíå÷þò ôïí áñéèìü í ôùí êïñõöþí ôçò åããå-
ãñáììÝíçò ðõñáìßäáò, ôá ìÞêç ôùí ßóùí ÷ïñäþí ÁÂ, ÂÃ, êôë.
ãßíïíôáé óõíå÷þò ìéêñüôåñá êáé ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ
Á¢Â¢...Á¢ óôï áíÜðôõãìá ôåßíåé íá óõìðÝóåé ìå ôï ôüîï ôïõ
êýêëïõ (Ê¢,ë). Óôï üñéï ëïéðüí, ôï áíÜðôõãìá ôïõ êþíïõ
åßíáé Ýíáò ôïìÝáò  ôïõ êýêëïõ (Ê¢, ë), ôï ôüîï ôïõ ïðïßïõ Ý÷åé
ìÞêïò ÁCÁ¢=2ðñ. Áí ïíïìÜóïõìå ö ôç ãùíßá Á¢Ê^ ¢Á¢ ôïõ
ôïìÝá, ìåôñçìÝíç óå ìïßñåò, Ý÷ïõìå ôç ó÷Ýóç (ó÷.40):

}
3

2

6

ð

0

ë
} = }

2

ö

ðñ
} Û ö = }

ñ

ë
} ? 360°.

¢ñá, ôï áíÜðôõãìá ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéáò êþíïõ ìå ðëåõ-
ñÜ ë êáé áêôßíá ñ åßíáé ôïìÝáò êýêëïõ áêôßíáò ë ðïõ âëÝ-
ðåé ôüîï ìÞêïõò 2ðñ Þ óå ìïßñåò: 

ö = }}
ñ

ë
}} ? 360°

� Åìâáäüí åðéöÜíåéáò êáé üãêïò ôïõ êþíïõ
Óýìöùíá ìå ôïõò óõëëïãéóìïýò ðïõ êÜíáìå ãéá ôçí êáôá-
óêåõÞ ôïõ áíáðôýãìáôïò, ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï áêüëïõèï
Èåþñçìá.

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39

Ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò Åê êáé ôçò ïëéêÞò Åï åðéöÜ-

íåéáò åíüò êþíïõ ìå áêôßíá ñ êáé ãåíÝôåéñá ë, éóïýôáé
ìå:

Åê=ðñë   êáé   Å0=ðñ(ñ+ë).

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 40
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Áðüäåéîç
Ôï áíÜðôõãìá ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéáò ôïõ êþíïõ åßíáé ôïìÝáò
êýêëïõ áêôßíáò ë ðïõ Ý÷åé ìÞêïò ôüîïõ 2ðñ. Ãéá ôï åìâáäüí
Åê áõôïý ôïõ ôïìÝá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç: 

}
2

ð

ð

ë

ë

2

} 5 }
2

Å

ð
ê

ñ
} ÛÅê5 ðñë.

Ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò ðñïêýðôåé áí óôï åìâáäüí
ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ðñïóèÝóïõìå ôï åìâáäüí ôçò
âÜóçò ôïõ êþíïõ, äçëáäÞ:

Å0 = ðñ2 + ðñë = ðñ (ñ + ë).

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå êáíïíéêÞ ðõñáìßäá åããåãñáììÝíç óôïí êþíï, ç

ïðïßá Ý÷åé üãêï V = }
Â

3
? õ
}, üðïõ Â ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ôçò.

Áí ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôçò ðõñáìßäáò óõíå÷þò äéðëáóéÜ-
æåôáé, ôüôå óôï üñéï, ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ôçò ðõñáìßäáò
åßíáé ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ôïõ êþíïõ êáé ï üãêïò ôïõ êþíïõ

éóïýôáé ìå V = }
ðñ

3

2õ
}.

13.15 Êüëïõñïò êþíïò

¸óôù êþíïò (ÊÏ, ñ), ï ïðïßïò ôÝìíåé Ýíá åðßðåäï êÜèåôï óôïí
ÜîïíÜ ôïõ óôï óçìåßï Ï¢ ìåôáîý Ê êáé Ï (ó÷. 41). Äçìéïõñãåßôáé
Ýôóé Ýíáò ìéêñüôåñïò êþíïò, ìå ôçí ßäéá êïñõöÞ êáé âÜóç Ýíáí
êýêëï ðáñÜëëçëï ðñïò ôïí áñ÷éêü, ìå ìéêñüôåñç áêôßíá, ï
ïðïßïò áöáéñåßôáé áðü ôïí áñ÷éêü êþíï.
Ôï ó÷Þìá ðïõ áðïìÝíåé ëÝãåôáé êüëïõñïò êþíïò êáé áðïôåëåßôáé
áðü ôï ìÝñïò ôïõ êþíïõ ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôçò âÜóçò
êáé åíüò åðéðÝäïõ ðáñÜëëçëïõ óå áõôü, ìåôáîý êïñõöÞò êáé âÜ-
óçò. Ïé äýï ðáñÜëëçëïé êýêëïé ëÝãïíôáé âÜóåéò ôïõ êüëïõñïõ
êþíïõ (ìéêñÞ êáé ìåãÜëç) êáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÏÏ¢ ðïõ
óõíäÝåé ôá êÝíôñá ôùí âÜóåùí ëÝãåôáé Üîïíáò Þ ýøïò. Ôï ôìÞìá
ÁÁ¢ ëÝãåôáé ãåíÝôåéñá Þ ðëåõñÜ.
Ãéá ôïí üãêï êáé ôçí åðéöÜíåéá åíüò êüëïõñïõ êþíïõ éó÷ýïõí ôá
åðüìåíá ÈåùñÞìáôá.

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áíôß ôùí åããåãñáììÝíùí ðõñáìß-
äùí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå ôéò ðåñéãåãñáììÝíåò. Ï
üãêïò ôïõ êþíïõ åßíáé ìéêñüôå-
ñïò áðü ôïí üãêï ôùí ðåñéãå-
ãñáììÝíùí ðõñáìßäùí êáé ìåãa-
ëýôåñïò ôùí åããåãñáììÝíùí.

Ó÷Þìá 41

Ï üãêïò êþíïõ áêôßíáò ñ êáé ýøïõò õ éóïýôáé ìå: 

V = ðñ2 }
õ

3
} .

Èåþñçìá II

kefal13.qxd  22/01/2001 06:38 PM  Page 312



313

ÓÔÅÑÅÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

� Ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò Åê êáé ôçò ïëéêÞò Åï åðéöÜ-

íåéáò êüëïõñïõ êþíïõ ìå áêìÞ ë êáé áêôßíåò
âÜóåùí ñ êáé ñ´, éóïýôáé ìå: 

Åê=ðë(ñ+ñ´)    êáé   Å0=ðë(ñ+ñ´)+ð(ñ2+ñ´2).

� Ï üãêïò êüëïõñïõ êþíïõ, ìå ýøïò õ êáé áêôßíåò ñ
êáé ñ´, éóïýôáé ìå: 

V = }
ð

3

õ
} (ñ2 + ñ¢2 + ññ¢).

Èåþñçìáôá

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Êþíïò Ý÷åé áêôßíá 3 êáé ýøïò 4. Íá õðïëïãßóåôå ôïí
üãêï, ôçí êõñôÞ êáé ôçí ïëéêÞ åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ.
2. Êþíïò Ý÷åé ýøïò 4 êáé åðéöÜíåéá 6ð. Íá âñåßôå ôçí
áêôßíá ôïõ êþíïõ.
3. ÊáôáóêåõÜæåôáé áðïèÞêç ïéêïäïìéêþí õëéêþí óå
ó÷Þìá áíôåóôñáììÝíïõ êþíïõ (óéëü), ÷ùñßò êÜëõììá,
ìå áêôßíá âÜóçò ñ êáé ãåíÝôåéñá 2ñ. Íá õðïëïãßóåôå ôï
åìâáäüí ôçò ëáìáñßíáò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí êáôá-
óêåõÞ ôçò êáé ôïí üãêï ôçò áðïèÞêçò.
4. Êþíïò ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ïñèïãþíéïõ
êáé éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ãýñù áðü ôï ýøïò ôïõ. Áí ñ
åßíáé ç áêôßíá ôçò âÜóçò ôïõ êþíïõ, íá õðïëïãßóåôå
ôïí üãêï êáé ôçí êõñôÞ åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ.
5. Ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò êþíïõ åßíáé ßóï
ìå ôï åìâáäüí êýêëïõ áêôßíáò á. Íá âñåßôå ôçí êõñôÞ
åðéöÜíåéá êáé ôïí üãêï ôïõ êþíïõ, áí Ý÷åé áêôßíá ñ.
6. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò åíüò êþ-
íïõ ðñïò ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéÜò ôïõ, áí
Ý÷åé ýøïò ßóï ìå ôçí äéÜìåôñï ôçò âÜóçò ôïõ.
7. Êþíïò êáé êýëéíäñïò Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò êáé ßóá
ýøç. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí êõñôþí åðéöáíåéþí ôïõò.
8. Íá âñåßôå ôç ãùíßá ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá ðïõ ðá-
ñéóôÜíåé ôï áíÜðôõãìá ôïõ êþíïõ áêôßíáò ñ êáé ýøïõò
õ = Ï1w5w ñ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá ÷ùñéóôåß ç êõñôÞ åðéöÜíåéá êþíïõ óå äýï éóï-
äýíáìá ìÝñç ìå åðßðåäï êÜèåôï óôïí Üîïíá ôïõ êþ-
íïõ. Ôï ßäéï ãéá ôïõò üãêïõò ôùí êþíùí.
2. Éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõ-
ñÜ ÁÂ êáôÜ ßóï ìÞêïò êáé óôï óçìåßï áõôü öÝñïõìå
åõèåßá î êÜèåôç óôçí ÁÂ. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ðïõ
ðáñÜãåôáé áðü ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï, áí áõôü ðåñé-
óôñáöåß ãýñù áðü ôçí åõèåßá î.
3. Êþíïò Ý÷åé áêôßíá ñ êáé ãåíÝôåéñá 2ñ. Íá ÷ùñßóåôå
ôïí êþíï ìå äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá óôç âÜóç óå ôñßá
ìÝñç, þóôå ïé êõñôÝò åðéöÜíåéåò ðïõ ðñïêýðôïõí íá
åßíáé éóïäýíáìåò.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò åíüò êþíïõ éóïýôáé ìå ôï
åìâáäüí ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ðïõ ôïí ðáñÜãåé

åðß ôï }
1
3

} ôïõ ìÞêïõò ôïõ êýêëïõ ôçò âÜóçò.

5. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá åìâáäÜ ôùí êõñôþí åðéöá-
íåéþí äýï êþíùí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü äýï üìïéá ïñèï-
ãþíéá ôñßãùíá åßíáé áíÜëïãá ðñïò ôá ôåôñÜãùíá ôùí
áêôßíùí ôïõò.
6. Ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéáò åíüò êþíïõ
éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí êýêëïõ áêôßíáò á. Íá õðïëï-
ãßóåôå: i) ôïí üãêï ôïõ êþíïõ, áí Ý÷åé áêôßíá ñ êáé ii)

ôïí üãêï ôïõ êþíïõ, áí á = 1 êáé ñ = }
2

3
}.
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Ó÷Þìá 42

Ó÷Þìá 43

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

1. Åìâáäüí åðéöÜíåéáò êþíïõ áêôßíáò ñ êáé ãåíÝôåéñáò ë:
� êõñôÞò: Åê=ðñë,

� ïëéêÞò: Åï=ðñ(ñ+ë).

2. Ôï áíÜðôõãìá êþíïõ áêôßíáò ñ êáé ãåíÝôåéñáò ë åßíáé êõêëéêüò ôïìÝáò ãùíßáò: ö = }
ñ

ë
}·360°.

3. ¼ãêïò êþíïõ ýøïõò õ êáé áêôßíáò ñ: V = }
ðñ

3

2õ
}.

4. Êüëïõñïò êþíïò ìå áêôßíåò ñ, ñ´, ýøïò õ êáé ãåíÝôåéñá ë:

� åìâáäüí êõñôÞò åðéöÜíåéá Åê=ðë(ñ+ñ´)

� åìâáäüí ïëéêÞò åðéöÜíåéáò Åï = ðë(ñ + ñ´) + ð(ñ2 + ñ´2)

� üãêïò   V = }
ð
3
õ
} (ñ2+ñ2́+ññ´).

Óöáßñá

13.16 Ïñéóìüò êáé óôïé÷åßá óöáßñáò

Ç óöáßñá, Ýíá óôåñåü ó÷Þìá ðïõ åßíáé ãíùóôü áðü ôçí
åðïðôåßá, ìðïñåß íá ïñéóôåß ãåùìåôñéêÜ ìå äýï ôñüðïõò. ÊáôÜ
ôïí Ýíá ôñüðï, èåùñåßôáé üôé ðñïêýðôåé ùò åðéöÜíåéá åê ðåñé-
óôñïöÞò, åíþ êáôÜ ôïí äåýôåñï ôñüðï üôé åßíáé ãåùìåôñéêüò
ôüðïò óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ. Áêïëïõèïýí êáé ïé äýï ïñéóìïß: 

Ïñéóìïß

(i) Óöáßñá åßíáé ôï ó÷Þìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí
ðåñéóôñïöÞ åíüò êýêëïõ (Ï, ñ) ìå Üîïíá ðåñé-
óôñïöÞò ìßá äéÜìåôñü ôïõ.

(ii) Óöáßñá åßíáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ
ðïõ áðÝ÷ïõí áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï óôáèåñÞ
áðüóôáóç ñ. 

Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï (ó÷.42) êáé ôï ôìÞìá ÏÂ = ñ
ëÝãåôáé áêôßíá ôçò óöáßñáò. Ç óöáßñá óõìâïëßæåôáé ìå (Ï,ñ),
üðïõ Ï åßíáé ôï êÝíôñï ôçò óöáßñáò êáé ñ ç áêôßíá ôçò. ÊÜèå
åõèåßá ðïõ ðåñíÜåé áðü ôï êÝíôñï Ï ôçò óöáßñáò ôÝìíåé ôç
óöáßñá óå äýï óçìåßá Á êáé Á¢, ôá ïðïßá ëÝãïíôáé áíôéäéáìå-
ôñéêÜ óçìåßá (ó÷.43) êáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÁ¢ ëÝãåôáé
äéÜìåôñïò ôçò óöáßñáò. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ðïõ åíþíåé
äýï ôõ÷áßá óçìåßá ôçò óöáßñáò ëÝãåôáé ÷ïñäÞ. Ôá óçìåßá ôïõ
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÷þñïõ ðïõ áðÝ÷ïõí áðü ôï êÝíôñï ôçò óöáßñáò áðüóôáóç ìé-
êñüôåñç áðü ôçí áêôßíá ôçò óöáßñáò ëÝãïíôáé åóùôåñéêÜ óç-
ìåßá ôçò óöáßñáò, åíþ åêåßíá ôùí ïðïßùí ç áðüóôáóç áðü ôï
êÝíôñï åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí áêôßíá ëÝãïíôáé åîùôåñéêÜ.
Ùò Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ïñéóìïý ðñïêýðôïõí ïé åîÞò ðñïôÜóåéò:

ÐñïôÜóåéò

� ÊÜèå óöáßñá Ý÷åé ìüíï Ýíá êÝíôñï Ï.
� ¼ëåò ïé äéÜìåôñïé ôçò óöáßñáò åßíáé ßóåò.
� ÊÜèå ÷ïñäÞ óöáßñáò åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç äéÜ-

ìåôñï.
� Áí ÁÂ åßíáé ÷ïñäÞ óöáßñáò êáé Ì ôï ìÝóï ôçò

÷ïñäÞò, ôüôå ç ÏÌ åßíáé êÜèåôç óôç ÷ïñäÞ.

Ðñüôáóç

ÔÝóóåñá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ, ðïõ äåí áíÞêïõí óôï ßäéï
åðßðåäï, ïñßæïõí ìïíáäéêÞ óöáßñá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä, ðïõ äåí áíÞêïõí óôï ßäéï
åðßðåäï. Ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò î ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï
ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ óôï ðåñßêåíôñï Ê éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Á, Â
êáé Ã (ó÷.44). ÊáôáóêåõÜæïõìå ôþñá ôï åðßðåäï ð ðïõ åßíáé
ìåóïêÜèåôï óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôçí åõèåßá
î óå Ýíá óçìåßï Ï. Ôï óçìåßï Ï éóáðÝ÷åé êáé áðü ôá ôÝóóåñá
óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä. ÔÝëïò, åðåéäÞ ôï êÝíôñï êÜèå óöáßñáò
ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá Á, Â êáé Ã åßíáé óçìåßï ôçò î êáé
ôï êÝíôñï êÜèå óöáßñáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá Á êáé Ä åßíáé
óçìåßï ôïõ ð, Ýðåôáé üôé ç óöáßñá áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ.

13.17 ÈÝóåéò åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ
ùò ðñïò óöáßñá

� Ó÷åôéêÞ èÝóç åðéðÝäïõ êáé óöáßñáò
¸óôù óöáßñá (Ï,ñ), åðßðåäï ð ðïõ áðÝ÷åé áðüóôáóç ÏÊ=ä
áðü ôï êÝíôñï Ï ôçò óöáßñáò (ó÷.45).

(i) Áí ä > ñ (ó÷. 45á), ôüôå üëá ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ åßíáé
åîùôåñéêÜ óçìåßá ôçò óöáßñáò, åðïìÝíùò ôï åðßðåäï êáé ç
óöáßñá äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá.

(ii) Áí ä = ñ (ó÷. 45â), ôüôå ôï óçìåßï Ê åßíáé êïéíü óçìåßï ôçò
óöáßñáò êáé ôïõ åðéðÝäïõ, åíþ êÜèå Üëëï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ
åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôçò óöáßñáò. Ôüôå ôï åðßðåäï ëÝãåôáé
åöáðôüìåíï åðßðåäï ôçò óöáßñáò êáé ôï óçìåßï Ê ëÝãåôáé óç-
ìåßï åðáöÞò.

Ó÷Þìá 44

Ó÷Þìá 45
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(iii) Áí ä < ñ (ó÷. 45ã), ôüôå ôï óçìåßï Ê åßíáé åóùôåñéêü óç-
ìåßï ôçò óöáßñáò. Ôüôå ôï åðßðåäï ôÝìíåé ôçí óöáßñá êáé ç
ôïìÞ åßíáé êýêëïò ôïõ åðéðÝäïõ ð ìå êÝíôñï ôï óçìåßï Ê êáé
áêôßíá ñ¢ = Ïñ2w2wä2w.
¼ôáí ôï åðßðåäï ðåñíÜåé áðü ôï êÝíôñï ôçò óöáßñáò, ôüôå ç
ôïìÞ ôçò óöáßñáò ìå ôï åðßðåäï åßíáé êýêëïò ðïõ Ý÷åé êÝíôñï
Ï êáé áêôßíá ñ êáé ëÝãåôáé ìÝãéóôïò êýêëïò. Ç ôïìÞ ôçò
óöáßñáò ìå åðßðåäï ðïõ äåí ðåñíÜåé áðü ôï êÝíôñï ëÝãåôáé
ìéêñüò êýêëïò ôçò óöáßñáò. 

� Ó÷åôéêÞ èÝóç åõèåßáò êáé óöáßñáò
Èåùñïýìå óöáßñá (Ï, ñ) êáé åõèåßá å ðïõ äå äéÝñ÷åôáé áðü ôï
êÝíôñï Ï. Óôï åðßðåäï (Ï, å) ãñÜöïõìå ôïí êýêëï (Ï,ñ), ðïõ
åßíáé ìÝãéóôïò êýêëïò ôçò óöáßñáò êáé Ýóôù ÏÊ = ä ç áðü-
óôáóç ôïõ óçìåßïõ Ï áðü ôçí åõèåßá å. Ç åýñåóç ôùí êïéíþí
óçìåßùí ôçò åõèåßáò êáé ôçò óöáßñáò áíÜãåôáé óôçí åýñåóç
ôùí êïéíþí óçìåßùí ôçò åõèåßáò å êáé ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ).
(i) ¸óôù üôé ä < ñ (ó÷.46á). Ôüôå ç åõèåßá å ôÝìíåé ôïí êýêëï
(Ï,ñ) óå äýï óçìåßá Ì êáé Í. ¢ñá ç åõèåßá å ôÝìíåé ôç óöáß-
ñá óå äýï óçìåßá, ôá Ì êáé Í.
(ii) ¸óôù üôé ä = ñ (ó÷.46â). Ôüôå ï êýêëïò (Ï,ñ) ðïõ
âñßóêåôáé óôï åðßðåäï (Ï, å), åöÜðôåôáé óôçí åõèåßá å êáé ôï
óçìåßï Ê åßíáé ôï ìïíáäéêü êïéíü óçìåßï ôçò åõèåßáò å êáé ôçò
óöáßñáò (Ï,ñ). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åõèåßá å ëÝãåôáé åöá-
ðôïìÝíç ôçò óöáßñáò êáé óçìåßï Ê ëÝãåôáé óçìåßï åðáöÞò.
(iii) ¸óôù üôé ä > ñ (ó÷. 46ã). Ï êýêëïò (Ï,ñ) äåí ôÝìíåé ôçí åõ-
èåßá å, åðïìÝíùò ç åõèåßá êáé ç óöáßñá äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá.
Áí ç åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï, ôüôå ç å ôÝìíåé ôç óöáßñá óå
äýï áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá.

13.18  ÌÝôñçóç óöáßñáò

� Åìâáäüí êáé üãêïò ðáñáãüìåíïò áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ
åðßðåäçò ðïëõãùíéêÞò ãñáììÞò
Ãéá ôï õðïëïãéóìü ôïõ åìâáäïý ôçò åðéöÜíåéáò ôçò óöáßñáò êáé
ôïõ üãêïõ ôçò èá ÷ñåéáóôïýìå ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá ðïõ
áíáöÝñïíôáé ùò èåùñÞìáôá ôïõ ÐÜððïõ. Ï ÐÜððïò Ýæçóå ôïí
3ï ì.×. áéþíá êáé åäßäáîå óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôçò ÁëåîÜíäñåéáò.

316
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Ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí
ðëÞñç ðåñéóôñïöÞ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ
(ó÷.47), ìå Üîïíá ðåñéóôñïöÞò åõèåßá î óõíåðßðåäç ìå

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 46

Ó÷Þìá 47

kefal13.qxd  22/01/2001 06:38 PM  Page 316



317

ÓÔÅÑÅÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

� Åìâáäüí åðéöÜíåéáò óöáßñáò

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå üôé ç óöáßñá (Ï,ñ) ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ
åíüò ìÝãéóôïõ êýêëïõ ôçò, ìå Üîïíá ìßá äéÜìåôñï. Óôï ìÝãé-
óôï êýêëï åããñÜöïõìå Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå Üñôéï ðëÞ-
èïò êïñõöþí, ð.÷. Ýíá åîÜãùíï (ó÷. 49). ÊáôÜ ôçí ðåñéóôñï-
öÞ ãýñù áðü ôç äéÜìåôñï ÁÄ, ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ÁÂÃÄ,
óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá É ôïõ ÐÜððïõ, ðáñÜãåé åðéöÜíåéá
åìâáäïý:

Å6=2ðá6(ÁÂ´+Â´Ã´+Ã´Ä)=2ðá6 · ÁÄ=4ðñá6,

üðïõ á6 åßíáé ôï áðüóôçìá ôïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ.

ÄéðëáóéÜæïíôáò óõíå÷þò ôéò ðëåõñÝò ôïõ åããåãñáììÝíïõ ðï-
ëõãþíïõ, óôï üñéï, ç ðëåõñÜ ôïõ åããåãñáììÝíïõ ðïëõãþíïõ

ôï ôìÞìá, ðïõ äåí ôï ôÝìíåé óå åóùôåñéêü óçìåßï êáé
äåí åßíáé êÜèåôç óå áõôü, éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ
êýêëïõ ðïõ Ý÷åé áêôßíá ôï ôìÞìá ÌÍ ðïõ åßíáé
êÜèåôï óôï ìÝóï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ìÝ÷ñé
ôïí Üîïíá, åðß ôï ìÞêïò ôçò ðñïâïëÞò Á´Â´ ôïõ
ôìÞìáôïò óôïí Üîïíá, äçëáäÞ

åìâ(ÁÂ) = 2ð ?ÌÍ ? Á¢Â¢.

Ï üãêïò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí ðåñé-
óôñïöÞ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ãýñù áðü Üîïíá î, ðïõ áíÞêåé
óôï åðßðåäï ôïõ ôñéãþíïõ êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôçí êïñõ-
öÞ Á, ÷ùñßò íá ôï ôÝìíåé óå åóùôåñéêÜ óçìåßá, éóïýôáé
ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜ-
ãåé ç ðëåõñÜ ÂÃ åðß ôï Ýíá ôñßôï ôïõ ýøïõò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôçí êïñõöÞ Á ôïõ ôñéãþíïõ (ó÷.48), äçëáäÞ:

ïãê(ÁÂÃ) = }
1

3
} õ ? åìâ(ÂÃ).

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 48

Ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò óöáßñáò (Ï,ñ) éóïýôáé ìå
ôï åìâáäüí ôåóóÜñùí ìÝãéóôùí êýêëùí, äçëáäÞ:

Å=4ðñ2.

Ó÷Þìá 49

Èåþñçìá ÉÉÉ
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óõíå÷þò ìåéþíåôáé, ôï ðïëýãùíï ôåßíåé óôï ìÝãéóôï êýêëï êáé
ôï áðüóôçìá ôåßíåé óôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ. Óôï üñéï ëïéðüí,
Ý÷ïõìå:

Å=4ðñ·ñ=4ðñ2.

� ¼ãêïò óöáßñáò

Áðüäåéîç
ÅããñÜöïõìå óôïí êýêëï ðïõ ðáñÜãåé ôç óöáßñá åê ðåñéóôñï-
öÞò Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå Üñôéï ðëÞèïò êïñõöþí, ð.÷.
Ýíá åîÜãùíï (ó÷.49á). ÊáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ãýñù áðü ôïí
Üîïíá ÁÄ, ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÂÃ êáé ÏÃÄ ðáñÜãïõí üãêï,
ðïõ óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá ÉÉ ôïõ ÐÜððïõ äßíåôáé áðü ôç
ó÷Ýóç:

üðïõ á6 åßíáé ôï áðüóôçìá ôïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ êáé

åìâ(ÁÂ) åßíáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï
ôìÞìá ÁÂ êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõ ãýñù áðü ôïí Üîïíá ÁÄ.
ÄéðëáóéÜæïíôáò óõíå÷þò ôéò ðëåõñÝò ôïõ åããåãñáììÝíïõ ðï-
ëõãþíïõ, óôï üñéï, ç ðëåõñÜ ôïõ åããåãñáììÝíïõ ðïëõãþíïõ
ôåßíåé óôï ìçäÝí, ôï åìâáäüí ôçò ðïëõãùíéêÞò ãñáììÞò
ÁÂ�Ä ôåßíåé óôï åìâáäüí ôïõ çìéêõêëßïõ áêôßíáò ñ, ôï åì-
âáäüí ðïõ ðáñÜãåé ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ÁÂ�Ä ôåßíåé óôï
åìâáäüí ôçò óöáßñáò êáé ôï áðüóôçìá ôåßíåé óôçí áêôßíá ñ
ôïõ êýêëïõ. Óôï üñéï, ëïéðüí, Ý÷ïõìå:

V 5 }
1

3
} ? 4ðñ2 ? ñ = }

4

3
} ðñ3.

V6 55 }
1
3

}  (åìâ(ÁÂ) + åìâ(ÂÃ) + åìâ(ÃÄ)) ? á6 5

5 }
1
3

} åìâ(ÁÂÃÄ) ? á6

Ï üãêïò óöáßñáò áêôßíáò ñ åßíáé: V = }
4
3

} ðñ3.

Èåþñçìá ÉV

Ó÷Þìá 49á

Ó×ÏËÉÏ
Ï üãêïò êáé ôï åìâáäüí ôçò
åðéöÜíåéáò óöáßñáò êáé ï üãêïò
êáé ôï åìâáäüí ôçò êõñôÞò åðéöÜ-
íåéáò êþíïõ, êüëïõñïõ êþíïõ
êáé êõëßíäñïõ õðïëïãßóôçêáí ãéá
ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Áñ÷éìÞäç
ìå äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï áðü áõ-
ôÞí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ,
ðïõ ôçí áðïêáëïýóå «Ýöïäï».
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óöáßñá áêôßíáò 50 ôÝìíåôáé áðü åðßðåäï ðïõ áðÝ÷åé
áðü ôï êÝíôñï áðüóôáóç 20. Íá õðïëïãßóåôå ôçí
áêôßíá ôçò ôïìÞò.
2. Óöáßñá áêôßíáò 40 ôÝìíåôáé áðü åðßðåäï êáôÜ êý-
êëï ìå åìâáäüí 900ð. Íá âñåßôå ôçí áðüóôáóç ôïõ åðé-
ðÝäïõ áðü ôï êÝíôñï ôçò óöáßñáò.
3. Äéáéñïýìå ìßá áêôßíá óöáßñáò (Ï,ñ) óå äýï ßóá ôìÞ-
ìáôá êáé áðü ôï óçìåßï ôçò äéáßñåóçò öÝñïõìå åðßðåäï
êÜèåôï óôçí áêôßíá. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ
êýêëïõ ôçò ôïìÞò.
4. Óöáßñá áêôßíáò ñ öùôßæåôáé áðü öùôåéíÞ ðçãÞ ðïõ
âñßóêåôáé óå áðüóôáóç ä>ñ áðü ôï êÝíôñï ôçò óöáß-
ñáò. Íá âñåßôå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ ðïõ ÷ùñßæåé ôï
öùôéæüìåíï ìÝñïò ôçò óöáßñáò áðü ôï óêïôåéíü.
5. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí óöáßñáò áêôßíáò ñ=10.

6. Íá âñåßôå ôïí ëüãï ôùí åðéöáíåéþí äýï óöáéñþí áí
ï ëüãïò ôùí áêôßíùí ôïõò åßíáé ë.
7. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï óöáßñáò ìå áêôßíá 3.

8. Íá õðïëïãßóåôå ôïí ëüãï ôùí üãêùí äýï óöáéñþí
áí ï ëüãïò ôùí áêôßíùí ôïõò åßíáé ë.
9. Äßíïíôáé äýï ïìüêåíôñåò óöáßñåò ìå áêôßíåò ñ êáé
ñ´. ÖÝñïõìå åðßðåäï åöáðôüìåíï óôç ìéêñüôåñç óöáß-
ñá. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ êáôÜ ôïí
ïðïßï ôÝìíåôáé ç ìåãÜëç óöáßñá áðü åðßðåäï ðïõ åöÜ-
ðôåôáé óôç ìéêñÞ.
10. Êõëéíäñéêüò ëÝâçôáò Ý÷åé ýøïò ßóï ìå ôçí áêôßíá
ôïõ ñ êáé êáôáëÞãåé óå äýï çìéóöáßñéá. Íá õðïëïãß-
óåôå ôï ñ, þóôå ï óõíïëéêüò üãêïò íá åßíáé 63ð.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé ôá óôåñåÜ: i) êýëéíäñïò áêôßíáò ñ êáé
ýøïõò 2ñ, ii) êþíïò áêôßíáò ñ êáé ýøïõò ñ êáé iii)
óöáßñá áêôßíáò ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé (á) ï üãêïò ôçò
óöáßñáò éóïýôáé ìå ôÝóóåñéò üãêïõò êþíïõ, (â) äýï
üãêïé êõëßíäñïõ åßíáé ôñåéò óöáßñåò êáé (ã) äýï ïëéêÝò

åðéöÜíåéåò ôïõ êõëßíäñïõ éóïäõíáìïýí ìå ôñåéò öïñÝò
ôçí åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé áí äýï óöáßñåò ôÝìíïíôáé, ç ôïìÞ
ôïõò åßíáé êýêëïò.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ï üãêïò óöáßñáò áêôßíáò ñ, ï
üãêïò éóüðëåõñïõ êõëßíäñïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ óôç
óöáßñá (äçëáäÞ êõëßíäñïõ ìå áêôßíá ñ êáé ýøïò 2ñ)
êáé ï üãêïò éóïóêåëïýò êþíïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ óôç
óöáßñá (äçëáäÞ êþíïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ óôç óöáßñá
ðïõ Ý÷åé äéÜìåôñï âÜóçò ßóç ìå áêìÞ) åßíáé áíÜëïãïé
ôùí áñéèìþí 4, 6 êáé 9 áíôßóôïé÷á.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôïõ ýøïõò êõëßíäñïõ ðñïò ôçí
áêôßíá óöáßñáò áí Ý÷ïõí ßóåò áêôßíåò êáé éóïäýíáìåò
êõñôÝò åðéöÜíåéåò.
2. Óå óöáßñá áêôßíáò ñ åããñÜöåôáé êþíïò. Íá âñåßôå
ôçí áðüóôáóç ôçò âÜóçò ôïõ êþíïõ áðü ôï êÝíôñï
þóôå ï êþíïò íá Ý÷åé ìÝãéóôï üãêï. Ôï ßäéï êáé ãéá
êýëéíäñï åããåãñáììÝíï óå óöáßñá.
3. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí åìâáäþí êáé ôùí üãêùí
óöáßñáò êáé ôïõ åããåãñáììÝíïõ óå áõôÞí (i) êýâïõ, (ii)
êáíïíéêïý ïêôáÝäñïõ.
4. Óöáßñá, êýëéíäñïò êáé êþíïò Ý÷ïõí ßóåò áêôßíåò
êáé ôá ýøç ôïõ êþíïõ êáé ôïõ êõëßíäñïõ åßíáé ßóá ìå
ôçí äéÜìåôñï ôçò óöáßñáò. Íá õðïëïãßóåôå ôïõò ëüãïõò
ôùí êõñôþí åðéöáíåéþí ôïõ êõëßíäñïõ êáé ôïõ êþíïõ
ðñïò ôçí åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò. Ôï ßäéï êáé ãéá ôïõò
üãêïõò ôïõò.
5. Áí Vá , Vâ êáé Vã åßíáé ïé üãêïé ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü

ïñèïãþíéï ôñßãùíï áí áõôü ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôéò
ðëåõñÝò á, â êáé ã áíôßóôïé÷á, ôüôå éó÷ýåé: 

}
V

1

á
2

} = }
V

1

â
2

} + }
V

1

ã
2

} .

Íá âñåèåß åðßóçò ï ëüãïò }
V

V

â

ã

} .
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Äñáóôçñéüôçôá

Äßíåôáé ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá Ê.ÁÂÃÄ, ìå âÜóç ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõ-
ñÜò á, ç Ýäñá ÊÁÄ åßíáé éóüðëåõñï ôñßãùíï êáé ïé ãùíßåò ÊÁÂ êáé ÊÄÃ
åßíáé ïñèÝò.
(i) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç äßåäñç ãùíßá ÁÄ(Ê,Ã) åßíáé ïñèÞ.
(ii) Áðü ôï óçìåßï Á öÝñïõìå ôçí ÁÂ¢ êÜèåôç óôçí áêìÞ ÊÂ êáé áðü ôï
Â¢ åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôï ÁÂÃÄ ðïõ ôÝìíåé ôéò áêìÝò ÊÁ, ÊÃ êáé ÊÄ óôá
óçìåßá Á¢, Ã ¢ êáé Ä¢. Íá õðïëïãéóèåß ï üãêïò ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò ÁÂÃÄ-
Á¢Â¢Ã ¢Ä¢.
(iii) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç ðõñáìßäá Ê.ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìç óå óöáßñá êáé íá
õðïëïãéóèåß ï üãêïò êáé ç åðéöÜíåéÜ ôçò.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

1. Ç ó÷åôéêÞ èÝóç óöáßñáò (Ï,ñ) êáé åðéðÝäïõ ð åîáñôÜôáé áðü ôçí áðüóôáóç ä ôïõ åðéðÝäïõ
áðü ôï êÝíôñï Ï ùò åîÞò:

� ä>ñ, ôï åðßðåäï êáé ç óöáßñá äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá.
� ä=ñ, ôï åðßðåäï êáé ç óöáßñá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï. Ôï åðßðåäï åöÜðôåôáé óôç óöáßñá,
� ä<ñ, ôï åðßðåäï ôÝìíåé ôç óöáßñá óå êýêëï ìå áêôßíá Ïñ2w �w äw2w êáé êÝíôñï ôçí ðñïâïëÞ ôïõ

êÝíôñïõ ôçò óöáßñáò óôï åðßðåäï.

2. Ç ó÷åôéêÞ èÝóç óöáßñáò (Ï,ñ) êáé åõèåßáò å åîáñôÜôáé áðü ôçí áðüóôáóç ä ôïõ êÝíôñïõ Ï
áðü ôçí åõèåßá ùò åîÞò:

� ä>ñ, ç åõèåßá äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìå ôç óöáßñá.
� ä=ñ, ç åõèåßá Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôç óöáßñá, äçëáäÞ  ç åõèåßá åöÜðôåôáé óôç óöáßñá.
� ä<ñ, ç åõèåßá ôÝìíåé ôç óöáßñá óå äýï óçìåßá.

3. Åìâáäüí åðéöÜíåéáò óöáßñáò (Ï,ñ): Å=4ðñ2

4. ¼ãêïò óöáßñáò (Ï,ñ): V = }
4

3
} ðñ3
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13.19 ÊáíïíéêÜ ðïëýåäñá

¸íá ðïëýåäñï ëÝãåôáé êáíïíéêü üôáí üëåò ïé Ýäñåò ôïõ åßíáé
ßóá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá êáé üëåò ïé ðïëõåäñéêÝò ãùíßåò ôïõ
åßíáé ßóåò.
Áðü ôïí ïñéóìü áõôü ðñïêýðôåé üôé üëåò ïé áêìÝò åíüò êáíï-
íéêïý ðïëõÝäñïõ åßíáé ßóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá, êáèþò åðß-
óçò êáé üëåò ïé åðßðåäåò ãùíßåò ôùí åäñþí ôïõ åßíáé ßóåò. Áðü
ôá ðïëýåäñá ðïõ åîåôÜóáìå Ýùò ôþñá, êáíïíéêÜ Þôáí ôï êá-
íïíéêü ôåôñÜåäñï êáé ï êýâïò. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá åîå-
ôÜóïõìå üëá ôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá ðïõ ìðïñïýí íá êáôá-
óêåõáóèïýí.
¼ðùò áíáöÝñáìå óôçí § 13.1, ãéá ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí Ê,
ôùí áêìþí Á êáé ôùí  åäñþí Å åíüò ðïëõÝäñïõ, éó÷ýåé ôï
èåþñçìá ôïõ Euler:

(1).Å+Ê=Á+2

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Íá âñåßôå óçìåßï ôïõ ïðïßïõ ôï Üèñïéóìá ôùí ôå-
ôñáãþíùí ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ áðü ôéò êïñõöÝò åíüò
ôåôñáÝäñïõ íá åßíáé åëÜ÷éóôï.
2. Ç ôïìÞ ôåôñáÝäñïõ ìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï óå äýï
áðÝíáíôé áêìÝò åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
3. Äßíïíôáé ôñåéò åõèåßåò å, æ êáé î áíÜ äýï áóýìâáôåò,
ðïõ äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò óôï ßäéï åðßðåäï. Íá êáôá-
óêåõÜóåôå ðáñáëëçëåðßðåäï ðïõ Ý÷åé ôñåéò áêìÝò ôïõ
óôéò åõèåßåò áõôÝò.
4. Ôï åðßðåäï ðïõ äé÷ïôïìåß ìßá äßåäñç ãùíßá åíüò ôå-
ôñáÝäñïõ ÷ùñßæåé ôçí áðÝíáíôé áêìÞ óå ìÝñç áíÜëïãá
ôùí ðñïóêåßìåíùí åäñþí.
5. Óå êÜèå ôåôñÜåäñï ïé ôñåéò åõèåßåò ðïõ óõíäÝïõí ôá
ìÝóá ôùí áðÝíáíôé áêìþí äé÷ïôïìïýíôáé. Ôá ôìÞìáôá
áõôÜ ëÝãïíôáé äéäéÜìåóïé êáé ôï óçìåßï áõôü ëÝãåôáé
êÝíôñï âÜñïõò ôïõ ôåôñáÝäñïõ.

6. Ïé ôÝóóåñéò äéÜìåóïé ôåôñáÝäñïõ, äçëáäÞ ôá ôìÞ-
ìáôá ðïõ óõíäÝïõí ôéò êïñõöÝò ìå ôá êÝíôñá âÜñïõò
ôùí áðÝíáíôé åäñþí, äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
êáé ôéò ÷ùñßæåé óå ëüãï 1:3.
7. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé åõèåßåò ðïõ óõíäÝïõí ôá ìÝóá
ôùí áðÝíáíôé áêìþí ôåôñáÝäñïõ (äéäéÜìåóïé) äéÝñ÷ï-
íôáé áðü ôï êÝíôñï âÜñïõò ôïõ ôåôñáÝäñïõ.
8. Íá âñåßôå åóùôåñéêü óçìåßï ôåôñáÝäñïõ ôÝôïéï þ-
óôå ôá ôåôñÜåäñá ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé ìå êïñõöÞ ôï óç-
ìåßï áõôü êáé âÜóåéò ôéò Ýäñåò ôïõ áñ÷éêïý ôåôñáÝäñïõ
íá åßíáé éóïäýíáìá.
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¸íá êáíïíéêü ðïëýåäñï Ý÷åé Ýäñåò ðïõ åßíáé êáíïíéêÜ ðïëýãù-
íá êáé Ýóôù í ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí êÜèå Ýäñáò. Ïé Å Ýäñåò
Ý÷ïõí óõíïëéêÜ íÅ ðëåõñÝò, ïé ïðïßåò áíÜ äýï ôáõôßæïíôáé ãéá
íá äþóïõí ìßá áêìÞ ôïõ ðïëõÝäñïõ, Üñá ïé áêìÝò åßíáé:

(2).

Åðßóçò, êÜèå Ýäñá ôïõ êáíïíéêïý ðïëõÝäñïõ Ý÷åé í êïñõöÝò
êáé ôï óýíïëï ôùí åðßðåäùí ãùíéþí üëùí ôùí åäñþí ôïõ åß-
íáé íÅ. Èåùñïýìå üôé áõôÝò åíþíïíôáé áíÜ ì ãéá íá äþóïõí
ìßá óôåñåÜ ãùíßá ôïõ êáíïíéêïý ðïëõÝäñïõ, ðïõ áíôéóôïé÷åß
óå êÜèå êïñõöÞ ôïõ. ÅðïìÝíùò ïé êïñõöÝò åßíáé

(3).

Áíôéêáèéóôþíôáò ôá Á êáé Ê óôçí (1) áðü ôéò (2) êáé (3),
Ý÷ïõìå

(4).

Áíáæçôïýìå ëïéðüí öõóéêïýò áñéèìïýò ì, í êáé Å ðïõ íá éêá-
íïðïéïýí ôç ó÷Ýóç (4), ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé ï ðáñïíïìá-
óôÞò ðñÝðåé íá åßíáé èåôéêüò áñéèìüò êáé ïé Ýäñåò ðñÝðåé íá åß-
íáé ðåñéóóüôåñåò áðü ôñåéò. Ïé ëýóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò
áõôÝò ôéò óõíèÞêåò åßíáé ïé åîÞò:
� Ãéá í=3 ôï ì ðáßñíåé ôéò ôéìÝò ì=3, 4, 5 êáé ôï Å=4, 8, 20

áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ ìå ôñßãùíá ó÷çìáôßæåôáé ôï êáíïíéêü ôå-
ôñÜåäñï, ïêôÜåäñï êáé åéêïóÜåäñï.
� Ãéá í=4 ôüôå ì=4 êáé Å=6, äçëáäÞ ìå ôåôñÜãùíá ó÷çìáôß-

æåôáé ìüíï ï êýâïò.
�Ãéá í=5 ôüôå ì=3 êáé Å=12, äçëáäÞ ìå êáíïíéêÜ ðåíôÜãùíá

ó÷çìáôßæåôáé ìüíï ôï êáíïíéêü äùäåêÜåäñï.
ÁõôÝò åßíáé ïé ìüíåò ëýóåéò ðïõ åðéäÝ÷åôáé ç ó÷Ýóç (4), åðï-
ìÝíùò õðÜñ÷ïõí ìüíï ðÝíôå êáíïíéêÜ ðïëýåäñá, ðïõ ëÝãï-
íôáé êáé ÐëáôùíéêÜ óôåñåÜ. ÌåëåôÞèçêáí óôçí Áêáäçìßá
ôïõ ÐëÜôùíá, óôç Ó÷ïëÞ ôïõ Ðõèáãüñá êáé ï Åõêëåßäçò
áó÷ïëåßôáé ìå áõôÜ óôï 13ï âéâëßï ôùí Óôïé÷åßùí üðïõ áðï-
äåéêíýåé üôé áõôÜ åßíáé áêñéâþò ðÝíôå (âë. ó÷åôéêü éóôïñéêü
óçìåßùìá). Óôï ó÷. 50 åéêïíßæïíôáé ôá ðÝíôå êáíïíéêÜ ðïëý-
åäñá êáé äßðëá ôï áíÜðôõãìÜ ôïõò. Ôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá
åßíáé åããñÜøéìá êáé ðåñéãñÜøéìá óå óöáßñá. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé
åóùôåñéêü óçìåßï Ï, ðïõ åßíáé êÝíôñï äýï óöáéñþí, áõôÞò

Å = }
(2ì +

4

2

ì

í � ìí)
}

Ê = }
í

ì

Å
}

Á = }
í

2

Å
}
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ðïõ ðåñíÜåé áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ êáíïíéêïý ðïëõÝäñïõ
êáé áõôÞò ðïõ åöÜðôåôáé üëùí ôùí åäñþí, óôá êÝíôñá ôïõò.

Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá ðáñáèÝôïõìå ôá âáóéêÜ óôïé÷åßá ôùí
êáíïíéêþí ðïëõÝäñùí. Áðü ôïí ðßíáêá áõôü êáé ôï ìÞêïò ôçò
áêìÞò á êáôáóêåõÜæïíôáé ôá áíáðôýãìáôá ôùí êáíïíéêþí
ðïëõÝäñùí (ó÷. 51), áöïý ãíùñßæïõìå ôï ó÷Þìá ôùí åäñþí, ôï
ðëÞèïò ôùí åäñþí óõíïëéêÜ êáé ôïí áñéèìü ôùí åäñþí ðïõ
óõíïñåýïõí óå êÜèå êïñõöÞ ôïõ ðïëõÝäñïõ. Áðü ôá áíáðôýã-
ìáôá ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóèïýí ôá ðïëýåäñá.

Êáíïíéêü ðïëýåäñï Å Ê Á Åßäïò åäñþí
ÁêìÝò áíÜ

êïñõöÞ
Áêôßíá ðåñéãåãñáììÝíçò

óöáßñáò

ÔåôñÜåäñï 4 10 6 Ôñßãùíá 3 R
á

=
6

4

Êýâïò 6 8 12 ÔåôñÜãùíá 3 R
á

=
3

2

ÏêôÜåäñï 8 6 12 Ôñßãùíá 4 R
á

=
2

2

ÄùäåêÜåäñï 12 20 30 ÐåíôÜãùíá 3 R
á

= +
4

3 5 1( )

ÅéêïóÜåäñï 20 12 30 Ôñßãùíá 5 R
á

= +
4

10 2 5

Ó÷Þìá 50

Ó×ÏËÉÏ
Ï êýâïò ìå ôï ïêôÜåäñï êáé ôï
äùäåêÜåäñï ìå ôï åéêïóÜåäñï
ëÝãïíôáé óõæõãÞ êáíïíéêÜ ðïëý-
åäñá, ãéáôß, üðùò ðáñáôçñïýìå
áðü ôïí ðßíáêá, ïé áñéèìïß ôùí
åäñþí êáé ôùí êïñõöþí ôïõ åíüò
éóïýíôáé ìå ôïõò áñéèìïýò ôùí
êïñõöþí êáé ôùí åäñþí ôïõ Üë-
ëïõ, åíþ ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí
ìÝíåé ßäéï. Ãéá ðëçñüôçôá ëÝìå
üôé ôï ôåôñÜåäñï åßíáé óõæõãÝò ìå
ôïí åáõôü ôïõ. Ìßá åöáñìïãÞ áõ-
ôÞò ôçò ðáñáôÞñçóçò åßíáé üôé áí
ìå êïñõöÝò ôá êÝíôñá ôùí åäñþí
åíüò êáíïíéêïý ðïëõÝäñïõ êáôá-
óêåõÜóïõìå Üëëï êáíïíéêü
ðïëýåäñï, áõôü åßíáé ôï óõæõãÝò
ôïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá êÝíôñá
ôùí åäñþí êýâïõ åßíáé êïñõöÝò
êáíïíéêïý ïêôáÝäñïõ.
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Ôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá
Ç éäÝá íá äéáêñßíïõìå ôá ðïëýåäñá óå ïìÜäåò ðïõ
ðáñïõóéÜæïõí êÜðïéá éäéÜæïõóá êáíïíéêüôçôá áíÜ-
ãåôáé óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá. Ðþò áêñéâþò êáé ãéáôß
Ýãéíå áõôÞ ç ïìáäïðïßçóç äåí åßíáé éóôïñéêÜ ãíùóôü.
¼ëá ôá ïíïìáæüìåíá (êõñôÜ) êáíïíéêÜ ðïëýåäñá
Þôáí ãíùóôÜ óôïõò áñ÷áßïõò ¸ëëçíåò ãåùìÝôñåò,
êáé ïñéóìÝíá áðü áõôÜ (êýâïò, ôåôñÜåäñï, ïêôÜåäñï)
ðñÝðåé íá Þôáí ãíùóôÜ êáé óôïõò Áéãõðôßïõò.

Ôá ðÝíôå ÐëáôùíéêÜ óôåñåÜ: åéêïóÜåäñï, ïêôÜåäñï,
ôåôñÜåäñï, êýâïò, äùäåêÜåäñï

Ôá ðïëýåäñá áõôÜ óõ÷íÜ ïíïìÜæïíôáé êáé ÐëáôùíéêÜ Þ
êïóìéêÜ óôåñåÜ. Óôç öéëïóïößá ôïõ ÐëÜôùíá ôá ôÝóóå-
ñá áðü áõôÜ óõìâïëßæïõí ôÝóóåñá äïìéêÜ óôïé÷åßá ôïõ
óýìðáíôïò: ôï ôåôñÜåäñï ôç öùôéÜ, ï êýâïò ôç ãç, ôï
åéêïóÜåäñï ôï íåñü êáé ôï ïêôÜåäñï ôïí áÝñá. Ôï
ðÝìðôï, ôï äùäåêÜåäñï, óõìâüëéæå ôïí êüóìï (óôá
ëáôéíéêÜ ïíïìáæüôáí quinta essentia � «ðÝìðôç ïõóßá»).
Ç èåùñßá ôçò êáôáóêåõÞò ôùí ðÝíôå êáíïíéêþí ðï-
ëõÝäñùí åêôßèåôáé óôï ôÝëïò ôùí «Óôïé÷åßùí»,
Âéâëßï ×ÉÉÉ, ôïõ Åõêëåßäç, üðïõ ïé áêìÝò ôïõò åê-
öñÜæïíôáé ùò óõíÜñôçóç ôçò áêôßíáò ôçò ðåñéãå-
ãñáììÝíçò óöáßñáò ìå ôç âïÞèåéá ôçò èåùñßáò ôùí
áññÞôùí ôïõ Âéâëßïõ X êáé áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ-
÷ïõí áêñéâþò ðÝíôå êáíïíéêÜ ðïëýåäñá. Áðü áõôÜ ï
êýâïò, ôï ôåôñÜåäñï êáé ôï äùäåêÜåäñï ðñÝðåé íá
ìåëåôÞèçêáí áðü ôïõò Ðõèáãïñåßïõò, åíþ ç ìåëÝôç
ôïõ ïêôáÝäñïõ êáé ôïõ åéêïóáÝäñïõ áðïäßäåôáé óôï
Èåáßôçôï. Ï Èåáßôçôïò Þôáí ìÜëëïí ï ðñþôïò ðïõ
Ýãñáøå ãéá ôá êáíïíéêÜ óôåñåÜ, åíþ óýìöùíá ìå ìéá
ìáñôõñßá ôïõ ÕøéêëÞ, ìéá äåýôåñç ðñáãìáôåßá ðÜíù
óôï èÝìá áõôü ìå ôßôëï «Óýãêñéóç ôùí ðÝíôå êáíï-
íéêþí óôåñåþí» ãñÜöçêå ãýñù óôï 320 ð.×. áðü ôïí
Áñéóôáßï. Ðéèáíüí óôçí ðñáãìáôåßá áõôÞ íá áíÜãï-

íôáé ïé êáôáóêåõÝò ôùí åããåãñáììÝíùí óå óöáßñá
êáíïíéêþí ðïëõÝäñùí ðïõ áðáíôÜìå óôç «Óõíáãù-
ãÞ» ôïõ ÐÜððïõ. Ï ÕøéêëÞò ìáò ìåôáöÝñåé åðßóçò
ôçí ìáñôõñßá üôé ï Áðïëëþíéïò Ýãñáøå ìéá óõãêñé-
ôéêÞ ìåëÝôç ãéá ôï äùäåêÜåäñï êáé ôï åéêïóÜåäñï, ç
ïðïßá üìùò äåí äéáóþèçêå.

Ôá áðïêáëïýìåíá óÞìåñá Áñ÷éìÞäåéá óôåñåÜ:
êõâïêôÜåäñï, (ñïìâï)êüëïõñï åéêïóéäùäåêÜåäñï,

(ñïìâï)êüëïõñï êõâïêôÜåäñï, êüëïõñïò êýâïò, êü-
ëïõñï äùäåêÜåäñï, êüëïõñï åéêïóÜåäñï, êüëïõñï
ïêôÜåäñï, åéêïóéäùäåêÜåäñï, ñïìâïåéêïóéäùäåêÜ-
åäñï, ñïìâïêõâïêôÜåäñï, ðåðëáôõóìÝíïò êýâïò,
ðåðëáôõóìÝíï äùäåêÜåäñï, êüëïõñï ôåôñÜåäñï.

Óýìöùíá ìå ìáñôõñßá ôïõ ÐÜððïõ, ï Áñ÷éìÞäçò
óôç ÷áìÝíç ðñáãìáôåßá ôïõ ãéá ôá ëåãüìåíá çìéêá-
íïíéêÜ ðïëýåäñá äéáêñßíåé äåêáôñßá íÝá åßäç ðïëõ-
Ýäñùí, ïé Ýäñåò ôùí ïðïßùí åßíáé êáíïíéêÜ ðïëý-
ãùíá, áëëÜ äéÜöïñùí åéäþí, êáé üëåò ïé êïñõöÝò
ôùí ïðïßùí åßíáé éóïäýíáìåò, äçëáäÞ Ý÷ïõí ôçí
ßäéá äéÜôáîç åäñþí ãýñù áðü êÜèå êïñõöÞ. Áðü
áõôÜ Üëëá Ý÷ïõí äýï åßäç ðïëõãþíùí êáé Üëëá
ôñßá. Ï áñéèìüò ôùí åäñþí êõìáßíåôáé ìåôáîý 8
êáé 92. ÓÞìåñá ôá ðïëýåäñá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé
çìéêáíïíéêÜ Þ Áñ÷éìÞäåéá óôåñåÜ.
To åíäéáöÝñïí óôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá áíáæùïãïíÞ-
èçêå ôïí 15ï áé. ìå ôéò åñãáóßåò ôïõ ÐéÝñï íôåëëá
ÖñáíôóÝóêá (1457) êáé ôç «ÈåúêÞ áíáëïãßá» ôïõ
ËïõêÜ Ðáôóüëé (1509), üðïõ åîåôÜæïíôáé Áñ÷éìÞ-
äåéá óôåñåÜ êáé ôñüðïé êáôáóêåõÞò ôïõò. Óôá êáíï-
íéêÜ ðïëýåñá áíáöÝñïíôáé åðßóçò óôï Ýñãï ôïõò ï
ÖéíÝïò (Orontius Finaeus, 1550) êáé ï ÑÜìïò (1569).
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