
Åõèåßåò êáé åðßðåäá óôï ÷þñï

Óôï êåöÜëáéï áõôü äßíïíôáé âáóéêïß ïñéóìïß êáé áîéþìáôá ðïõ äéÝðïõí ôç
ãåùìåôñßá ôïõ ÷þñïõ êáé ìåëåôþíôáé âáóéêÝò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí èåìåëéù-
äþí óôïé÷åßùí ôïõ ÷þñïõ.

257
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Maurits Cornelis Escher (Ïëëáíäüò, 1898 - 1972), «ÊõâéêÞ äéáßñåóç ÷þñïõ».
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12.1 ÅéóáãùãÞ

Ï ãåùìåôñéêüò ÷þñïò Ý÷åé ôñåéò äéáóôÜóåéò, ìÞêïò, ðëÜôïò êáé
ýøïò êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá óå êÜèå êáôåýèõíóç, åíþ ôï
åðßðåäï, ðïõ ìåëåôÞóáìå Ýùò ôþñá, Ý÷åé äýï äéáóôÜóåéò. Ï ÷þ-
ñïò ðåñéëáìâÜíåé èåìåëéþäç ãåùìåôñéêÜ óôïé÷åßá � óçìåßá, åõ-
èåßåò, åðßðåäá � áëëÜ êáé ðéï ðïëýðëïêá ó÷Þìáôá, ôá ïðïßá
ó÷çìáôßæïíôáé áðü áõôÜ Þ ôìÞìáôá áõôþí êáé ëÝãïíôáé óôåñåÜ
ó÷Þìáôá ãéá íá áíôéäéáóôÝëëïíôáé áðü ôá åðßðåäá ó÷Þìáôá
(ó÷.1). ¸íá óôåñåü ãåùìåôñéêü ó÷Þìá ìðïñåß íá åßíáé ðåðåñá-
óìÝíï Þ áðåñéüñéóôï, íá êáôáëáìâÜíåé üãêï Þ ü÷é (ó÷.2) êáé íá
ó÷çìáôßæåôáé áðü ôìÞìáôá åõèåéþí êáé åðéðÝäùí Þ íá åßíáé
áêüìá ðéï ðåñßðëïêï. Óôá åðüìåíá êåöÜëáéá èá ìåëåôÞóïõìå
ó÷Þìáôá ôïõ ÷þñïõ êáé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò. Ôï óýíïëï áõôþí
ôùí éäéïôÞôùí ëÝãåôáé Ãåùìåôñßá ôïõ ×þñïõ Þ Óôåñåïìåôñßá.
Ôá ó÷Þìáôá ôïõ ÷þñïõ ðáñéóôÜíïíôáé óôï ÷áñôß ãéá íá õðï-
âïçèåßôáé ç öáíôáóßá ìáò. ¸ôóé, ôï åðßðåäï, ùò áðåñéüñéóôç
åðéöÜíåéá, åíþ äåí ìðïñåß íá ÷ùñÝóåé óôçí åðéöÜíåéá ôïõ ÷áñ-
ôéïý, ðáñéóôÜíåôáé ìå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï, äçëáäÞ ìå Ýíá
ðåðåñáóìÝíï ôìÞìá ôïõ êáé ôï ïíïìÜæïõìå ìå Ýíá áðü  ôá
ôåëåõôáßá ìéêñÜ ãñÜììáôá ôïõ áëöáâÞôïõ, ð.÷. ð, ó, ô, êôë. (ìå
äåßêôåò Þ ôüíïõò åíäå÷ïìÝíùò), ðïõ óçìåéþíåôáé óå ìßá áðü ôéò
ãùíßåò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ. 
ÅðåéäÞ ôï åðßðåäï åßíáé õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ, óôá áîéþìáôá
ôïõ ÷þñïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé ôá áîéþìáôá ôçò ãåùìåôñßáò ôïõ
åðéðÝäïõ êáé åðïìÝíùò, ïé ðñïôÜóåéò ðïõ éó÷ýïõí óôï åðßðåäï
éó÷ýïõí óå êÜèå åðßðåäï ôïõ ÷þñïõ. ÐïëëÝò éäéüôçôåò ôïõ ÷þ-
ñïõ ðñïêýðôïõí, áí èåùñÞóïõìå ôï ÷þñï ùò åðÝêôáóç ôïõ
åðéðÝäïõ êáôÜ ìßá äéÜóôáóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðñüôáóç:
«óôï åðßðåäï õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò åõèåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
Ýíá óçìåßï» åðåêôåßíåôáé óôçí ðñüôáóç: «óôïí ÷þñï õðÜñ-
÷ïõí Üðåéñá åðßðåäá ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ìßá åõèåßá». Áõôü ãß-
íåôáé Üìåóá öáíåñü áí èåùñÞóïõìå óå Ýíá åðßðåäï (ó÷.3) åõ-
èåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï êáé ìåôáêéíçèåß ôï
åðßðåäï «ðáñÜëëçëá óôïí åáõôü ôïõ». Ôüôå, ïé åõèåßåò ãñÜ-
öïõí åðßðåäá äéåñ÷üìåíá áðü ôçí åõèåßá ðïõ ãñÜöåé ôï êïéíü
óçìåßï ôùí åõèåéþí êáôÜ ôç ìåôáêßíçóç.
Ç ðëÞñçò êáôáíüçóç, üìùò, ôçò õöÞò ôùí ãåùìåôñéêþí óôïé-
÷åßùí, ïé éäéüôçôåò êáé ïé ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôïõò ðñïêýðôïõí Ýì-
ìåóá, áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ áðïäåéêíýïíôáé óôá åðüìåíá.
Óôï ó÷.4 ðáñéóôÜíåôáé Ýíá åðßðåäï ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå ôï
ãñÜììá ó êáé ðÜíù óå áõôü Ýíá óçìåßï Á êáé ìßá åõèåßá å. Áí

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

ÓÇÌÅÉÙÓÇ
Ç ïíïìáóßá åíüò åðéðÝäïõ ìå ôï
ãñÜììá ð äåí ðñïêáëåß óýã÷õóç
ãéáôß áðü ôï êåßìåíï ãßíåôáé öá-
íåñü üôé áíáöåñüìáóôå óå åðß-
ðåäï êáé ü÷é óôïí áñéèìü ð. Ï
áñéèìüò ð óõíÞèùò åìöáíßæåôáé
óå ó÷Ýóåéò.
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êáé âëÝðïõìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ó÷Þìá, èá èåùñïýìå ôï åðßðå-
äï ùò áðåñéüñéóôç åðéöÜíåéá. 
Ïé ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò óôïí ÷þñï Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÞ
Ýííïéá áðü áõôÞí ôùí êáôáóêåõþí óôï åðßðåäï. Åäþ äåí åí-
íïïýìå ìüíï ôéò êáôáóêåõÝò ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí ìå ôç
âïÞèåéá ôïõ êáíüíá êáé ôïõ äéáâÞôç, áëëÜ êáé ôïí ðñïóäéï-
ñéóìü ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ùò ôïìÞ ãíùóôþí ó÷çìÜôùí,
ð.÷. ôïìÞ äýï åõèåéþí Þ ôñéþí åðéðÝäùí, ôïí ðñïóäéïñéóìü
ìéáò åõèåßáò áðü äýï ãíùóôÜ óçìåßá Þ ùò ôïìÞ äýï ãíùóôþí
åðéðÝäùí êáé ôïí êáèïñéóìü åíüò åðéðÝäïõ áðü äýï ôåìíüìå-
íåò åõèåßåò Þ ìå ïðïéïíäÞðïôå Üëëï ôñüðï ìðïñåß íá ðñïóäé-
ïñéóèåß Ýíá åðßðåäï. ÄçëáäÞ, ìéá êáôáóêåõÞ óôï ÷þñï åßíáé
íïçôÞ äéáäéêáóßá.

Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåéþí êáé åðéðÝäùí
óôï ÷þñï

12.2  Ç Ýííïéá ôïõ åðéðÝäïõ êáé 
ï êáèïñéóìüò ôïõ

Ìßá ðñùôáñ÷éêÞ áðáßôçóç, ç ïðïßá êáèïñßæåé ôç èÝóç êáé ôçí
ýðáñîç åíüò åðéðÝäïõ óôï ãåùìåôñéêü ÷þñï, åßíáé ôï åîÞò
áîßùìá:

Áîßùìá É

Ôñßá óçìåßá ðïõ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ ïñßæïõí Ýíá
ìïíáäéêü åðßðåäï.

Áí Á, Â êáé Ã åßíáé ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá, ôüôå áõôÜ
ïñßæïõí ìïíáäéêü åðßðåäï (ó÷.5) êáé èá ôï óõìâïëßæïõìå ìå
(Á, Â, Ã).
Äå÷üìáóôå åðßóçò ôá åðüìåíá áîßùìáôá.

Áîßùìá ÉÉ 

Óå êÜèå åðßðåäï õðÜñ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí ôñßá óçìåßá
ìç óõíåõèåéáêÜ.

Áîßùìá ÉÉÉ

ÕðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé óå
äåäïìÝíï åðßðåäï.

Ôá óçìåßá êáé ãåíéêüôåñá ôá ó÷Þìáôá ðïõ áíÞêïõí óôï ßäéï
åðßðåäï, ëÝãïíôáé óõíåðßðåäá.

Ó÷Þìá 5
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Áîßùìá ÉV

Äýï óçìåßá åíüò åðéðÝäïõ ïñßæïõí åõèåßá, ôá óçìåßá
ôçò ïðïßáò áíÞêïõí óôï åðßðåäï.

¢ëëïé ôñüðïé ãéá ôïí êáèïñéóìü ôçò èÝóçò åíüò åðéðÝäïõ óôï
÷þñï äßíïíôáé áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:

Ðñüôáóç É

Ìßá åõèåßá êáé Ýíá óçìåßï, ðïõ äåí áíÞêåé óôçí åõ-
èåßá, ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï, óôï ïðïßï áíÞêïõí ôï óç-
ìåßï êáé ç åõèåßá.

Áðüäåéîç
Áí Â êáé Ã åßíáé äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá óôç äïóìÝíç åõèåßá
å (ó÷.6), ôüôå ôá óçìåßá Á, Â êáé Ã, ùò ìç óõíåõèåéáêÜ, ïñß-
æïõí Ýíá åðßðåäï (Á, Â, Ã) óôï ïðïßï áíÞêïõí ôï óçìåßï Á êáé
ç åõèåßá ÂÃ, áöïý äýï óçìåßá ôçò åõèåßáò áíÞêïõí óôï åðßðå-
äï. Ôï åðßðåäï áõôü åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï æåýãïò ôùí óç-
ìåßùí Â êáé Ã ðïõ åðéëÝîáìå ðÜíù óôçí åõèåßá å, äéüôé áí Â¢
êáé Ã¢ åßíáé äýï Üëëá óçìåßá ôçò å, ôüôå ôï åðßðåäï (Á, Â¢, Ã¢)
ðåñéÝ÷åé ôçí åõèåßá å, Üñá êáé ôá óçìåßá Â êáé Ã.
Ôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï óçìåßï Á êáé ôçí åõèåßá å, ðïõ
äåí ðåñéÝ÷åé ôï Á, óõìâïëßæåôáé ìå (å, Á).

Ðñüôáóç ÉÉ

Äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï óôï
ïðïßï áíÞêïõí.

Áðüäåéîç
¸óôù Á ôï êïéíü óçìåßï ôùí äýï ôåìíüìåíùí åõèåéþí å êáé å¢
(ó÷.7) êáé Â, Ã óçìåßá ôùí åõèåéþí å êáé å¢ áíôßóôïé÷á. Ôüôå, ôá
óçìåßá Á, Â êáé Ã ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï, óôï ïðïßï áíÞêïõí ïé
åõèåßåò å êáé å¢. Ôï åðßðåäï áõôü äåí åîáñôÜôáé áðü ôá óçìåßá
Â êáé Ã, äéüôé áí åðéëÝîïõìå äýï Üëëá óçìåßá, ôá Â¢ êáé Ã¢ ôùí
åõèåéþí å êáé å¢ áíôßóôïé÷á, ôï åðßðåäï (Á, Â¢ Ã¢) ðåñéÝ÷åé ôéò
åõèåßåò å êáé å¢, Üñá êáé ôá óçìåßá Â êáé Ã. ÅðïìÝíùò, ôï åðß-
ðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò åßíáé ìïíáäéêü.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå åäþ ôïí ïñéóìü ôùí ðáñÜëëçëùí åõèåéþí,
ðïõ óõíáíôÞóáìå óôç ãåùìåôñßá ôïõ åðéðÝäïõ.

Ïñéóìüò 

Äýï åõèåßåò ëÝãïíôáé ðáñÜëëçëåò üôáí åßíáé óõíåðß-
ðåäåò êáé äåí ôÝìíïíôáé (ó÷.8).

Ôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé
å¢¢ óõìâïëßæåôáé ìå (å, å¢¢).

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8
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¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ïñéóìïý åßíáé ôï áêüëïõèï ðüñéóìá: 

12.3 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåéþí êáé åðéðÝäùí

� Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï åðéðÝäùí

Áîßùìá V

ÊÜèå åðßðåäï ÷ùñßæåé ôá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ, ðïõ äåí
áíÞêïõí óå áõôü, óå äýï ðåñéï÷Ýò îÝíåò ìåôáîý ôïõò.

¼ðùò åßíáé ãíùóôü, Ýíá åðßðåäï ÷ùñßæåôáé áðü ìßá åõèåßá ôïõ
óå äýï çìéåðßðåäá ðïõ Ý÷ïõí ùò ôïìÞ ôçí åõèåßá áõôÞ.
Êáô´ áíáëïãßá, ï ÷þñïò ÷ùñßæåôáé áðü Ýíá åðßðåäï, ðïõ ëÝãå-
ôáé áñ÷éêü åðßðåäï (ó÷.9), óå äýï çìé÷þñïõò Ð1, Ð2 ðïõ

Ý÷ïõí ùò ôïìÞ ôï åðßðåäï áõôü. ÊÜèå äýï óçìåßá ðïõ äåí
áíÞêïõí óôï ð êáé âñßóêïíôáé óôïí ßäéï çìé÷þñï ïñßæïõíÓ÷Þìá 9

ÐÏÑIÓÌÁ

Äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï, óôï ïðïßï
áíÞêïõí.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ôé åðéöÜíåéá ðáñÜãåé ìßá åõèåßá ðïõ ïëéóèáßíåé:
i) óå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò êáé 
ii) óå äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò, åêôüò ôïõ êïéíïý ôïõò
óçìåßïõ; Ãéáôß åîáéñïýìå ôï êïéíü óçìåßï;
2. Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí åõèåéþí ðïõ
ïñßæïíôáé áðü äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá åíüò êýêëïõ;
3. Äßíïíôáé äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé å¢ êáé óçìåßï

Á åêôüò áõôþí. Ðþò èá åëÝãîïõìå áí ôï óçìåßï Á åßíáé
óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ (å, å¢), üðïõ å êáé å¢ äýï ôåìíüìå-
íåò åõèåßåò;
4. Ôé åðéöÜíåéá ðáñÜãåé ìßá åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü
ãíùóôü óçìåßï Á êáé ôÝìíåé åõèåßá å, ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé
ôï óçìåßï Á.
5. Ðüóá åðßðåäá ïñßæïõí ôñßá óçìåßá ðïõ âñßóêïíôáé
óôçí ßäéá åõèåßá;

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ìßá åõèåßá áíÞêåé óå Ýíá åðßðåäï, áí êáé ìüíï áí äýï óçìåßá ôçò áíÞêïõí óôï åðßðåäï.
¸íá åðßðåäï èåùñåßôáé äåäïìÝíï, üôáí äßíïíôáé:
� ôñßá óçìåßá ðïõ äå âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá Þ 
� ìßá åõèåßá êáé Ýíá óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé ó� áõôÞí Þ
� äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò Þ
� äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò.
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åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ âñßóêåôáé åî ïëïêëÞñïõ óå áõôüí ôïí
çìé÷þñï, ð.÷. ôï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.9). Áí Ýíá óçìåßï áíÞêåé óôïí
Ýíáí çìé÷þñï êáé ôï Üëëï óçìåßï óôïí Üëëï, ôüôå ôï
åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ ïñßæïõí ôá äýï áõôÜ óçìåßá ôÝìíåé ôï
áñ÷éêü åðßðåäï óå Ýíá óçìåßï ìåôáîý ôùí Üêñùí ôïõ, ð.÷. ôï
ÁÃ ôÝìíåé ôï ð óôï Ä (ó÷.9).

Áîßùìá VI

Áí äýï äéáêåêñéìÝíá åðßðåäá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï,
ôüôå ôÝìíïíôáé óå ìßá åõèåßá, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óçìåßï.

Ïñéóìüò É

Äýï åðßðåäá ðïõ äåí ôÝìíïíôáé ëÝãïíôáé ðáñÜëëçëá.

Ôï áîßùìá VI ìáò âåâáéþíåé üôé äýï åðßðåäá äåí ìðïñåß íá
Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï. Áí Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï èá
Ý÷ïõí ìßá åõèåßá êïéíÞ ðïõ èá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï áõôü.
¼ðùò èá äïýìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï õðÜñ÷ïõí åðßðåäá
ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï. ¢ñá, äýï äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá
åßôå ôÝìíïíôáé óå ìßá åõèåßá åßôå åßíáé ðáñÜëëçëá.

� Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

Ãíùñßæïõìå Þäç áðü ôï áîßùìá IV üôé, áí ìßá åõèåßá Ý÷åé äýï
êïéíÜ óçìåßá ìå Ýíá åðßðåäï, ôüôå ç åõèåßá áíÞêåé óôï åðßðåäï.
Åðßóçò, áí èåùñÞóïõìå äýï óçìåßá Á êáé Â ôïõ ÷þñïõ ðïõ
âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí åíüò åðéðÝäïõ ð, (ó÷.10), ç åõèåßá ÁÂ
ôÝìíåé ôï ð óå Ýíá ìüíï óçìåßï Ì ìåôáîý ôùí Á êáé Â. Äéüôé
áí ôï Ýôåìíå óå äýï óçìåßá, ôüôå ç åõèåßá èá áíÞêå óôï åðß-
ðåäï. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí åõèåßåò ôïõ ÷þñïõ ðïõ Ý÷ïõí Ýíá ìü-
íï êïéíü óçìåßï ìå êÜðïéï åðßðåäï. Ôï óçìåßï áõôü ëÝãåôáé
óçìåßï ôïìÞò ôçò åõèåßáò êáé ôïõ åðéðÝäïõ Þ ß÷íïò ôçò åõ-
èåßáò óôï åðßðåäï. 
ÔÝëïò, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, õðÜñ÷ïõí åõèåßåò ðïõ äåí
Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ìå êÜðïéï åðßðåäï. Ãéá ôéò åõèåßåò áõôÝò
Ý÷ïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

Ïñéóìüò II

Ìßá åõèåßá ëÝãåôáé ðáñÜëëçëç óå Ýíá åðßðåäï, áí ç
åõèåßá êáé ôï åðßðåäï äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï. 

Ôüôå êáé ôï åðßðåäï (ó÷.11) ëÝãåôáé üôé åßíáé ðáñÜëëçëï óôçí
åõèåßá. 

Ôçí ðáñáëëçëßá åõèåßáò å êáé åðéðÝäïõ ð ôç óõìâïëß-
æïõìå ìå å//ð.

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 10
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� Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï åõèåéþí

Ãíùñßæïõìå Þäç üôé äýï åõèåßåò ôïõ ÷þñïõ ìðïñåß íá åßíáé ðá-
ñÜëëçëåò Þ ôåìíüìåíåò. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ áðïäåéêíýåôáé
üôé õðÜñ÷ïõí æåýãç åõèåéþí ðïõ äåí ôÝìíïíôáé, åíþ äåí åßíáé
ðáñÜëëçëåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé õðÜñ÷åé åðßðåäï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò åõèåßåò å êáé å¢,
(ó÷.12), äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé üëá ôá óçìåßá ôçò å êáé üëá ôá óç-
ìåßá ôçò å¢. Áí Á êáé Â åßíáé äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá ôçò
åõèåßáò å êáé Ç, Ç¢ äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá ôçò åõèåßáò å¢, ôá
åðßðåäá (Á, Â, Ç) êáé (Á, Â, Ç¢) èá ôáõôßæïíôáí ìå ôï åðßðåäï
ð. Ôüôå üìùò ç åõèåßá å¢ èá åß÷å äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôï ð, ôá
Ç êáé Ç¢, ðïõ åßíáé Üôïðï.
ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí æåýãç åõèåéþí ôïõ ÷þñïõ ðïõ äåí áíÞêïõí
óôï ßäéï åðßðåäï. Ãéá ôéò åõèåßåò áõôÝò äßíïõìå ôïí áêüëïõèï
ïñéóìü:

Ïñéóìüò III

Äýï åõèåßåò ëÝãïíôáé áóýìâáôåò, áí äåí õðÜñ÷åé åðß-
ðåäï ðïõ íá ðåñéÝ÷åé êáé ôéò äýï.

ÅðïìÝíùò, äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ôïõ ÷þñïõ ìðïñåß íá
åßíáé ðáñÜëëçëåò, ôåìíüìåíåò Þ áóýìâáôåò (ó÷.13).

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

Áí ìßá åõèåßá å áíÞêåé óå Ýíá åðßðåäï ð êáé åõèåßá å ¢
ôÝìíåé ôï ð óôï óçìåßï Ç åêôüò ôçò å, ôüôå äåí õðÜñ÷åé
åðßðåäï ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôéò åõèåßåò å êáé å ¢.

Èåþñçìá

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
¼ðùò åßíáé ãíùóôü, óôï åðßðåäï, áðü óçìåßï Á åêôüò åõèåßáò å áðáéôïýìå íá Üãåôáé ìïíáäéêÞ åõèåßá ðáñÜëëçëç óôçí
å. ÁõôÞ ç ðñüôáóç éó÷ýåé êáé óôï ÷þñï. Ç ìïíáäéêÞ ðáñÜëëçëç óôçí å áðü ôï óçìåßï Á âñßóêåôáé óôï åðßðåäï (å, Á).
ÊÜèå Üëëç åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á êáé ôÝìíåé ôï åðßðåäï (å, Á) åßíáé áóýìâáôç óôçí å, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá áíáãíùñßóåôå óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò: i) äýï
åõèåßåò ðáñÜëëçëåò êáé ôï åðßðåäï ðïõ áõôÝò ïñßæïõí,
ii) äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò, ôï åðßðåäï ðïõ áõôÝò ïñß-
æïõí êáé íá âñåßôå Üëëåò åõèåßåò ðÜíù óå áõôü, iii) äýï
åõèåßåò áóýìâáôåò êáé íá äéáðéóôþóåôå üôé äåí õðÜñ-
÷åé åðßðåäï ðïõ íá ðåñéÝ÷åé êáé ôéò äýï êáé iv) ôñåéò

åõèåßåò áíÜ äýï áóýìâáôåò.
2. Íá áíáãíùñßóåôå óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò äýï
åðßðåäá: i) ôåìíüìåíá, ii) ðáñÜëëçëá.
3. Íá áíáãíùñßóåôå óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò äéÜöï-
ñá åðßðåäá êáé åõèåßåò: i) ðïõ áíÞêïõí óå áõôÜ, ii) ðïõ
åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò áõôÜ Þ (iii) ðïõ ôá ôÝìíïõí.
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Ç ðáñáëëçëßá êáé ç êáèåôüôçôá 
óôï ÷þñï

12.4  Åõèåßåò êáé åðßðåäá ðáñÜëëçëá-
Èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ

� Ðáñáëëçëßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

Ôï åðüìåíï èåþñçìá âåâáéþíåé ôçí ýðáñîç åõèåéþí ðïõ åßíáé
ðáñÜëëçëåò óå Ýíá åðßðåäï êáé áðïôåëåß êñéôÞñéï ôçò ðáñáë-
ëçëßáò åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü óôáèå-
ñü óçìåßï Ï êáé ôÝìíåé äýï óôáèåñÝò áóýìâáôåò åõèåß-
åò.
2. Äßíïíôáé ôñåéò åõèåßåò áóýìâáôåò áíÜ äýï. Íá êá-
ôáóêåõÜóåôå åõèåßá ðïõ íá ôÝìíåé êáé ôéò ôñåéò.
3. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü óç-
ìåßï Á êáé ôÝìíåé åõèåßá å¢ êáé êýêëï (Ê) ôïõ ÷þñïõ. 
4. Äßíïíôáé ïé ôåìíüìåíåò åõèåßåò ×Ï×¢ êáé ØÏØ¢
êáé åõèåßá å áóýìâáôç óå áõôÝò. Áí Ì ôõ÷áßï óçìåßï
ôçò å, íá âñåßôå ôçí ôïìÞ ôùí åðéðÝäùí (Ì, ×, × ¢) êáé
(Ì, Ø, Ø ¢).

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé åðßðåäï êáé êýêëïò, ðïõ äåí áíÞ-
êåé óå áõôü, Ý÷ïõí äýï ôï ðïëý êïéíÜ óçìåßá.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôñåéò åõèåßåò: i) áí ôÝìíïíôáé áíÜ

äýï ÷ùñßò íá äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôüôå åßíáé
óõíåðßðåäåò, ii) áí ôÝìíïíôáé áíÜ äýï ÷ùñßò íá åßíáé
óõíåðßðåäåò, ôüôå äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.
3. Äßíïíôáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å1 êáé å2, äýï óçìåß-

á Á êáé Â óôçí å1 êáé äýï óçìåßá Ã êáé Ä óôçí å2. Íá

áðïäåßîåôå üôé ïé åõèåßåò ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé áóýìâáôåò.
4. Äßíïíôáé ôÝóóåñéò åõèåßåò å1, å2, å3 êáé å4, áðü ôéò

ïðïßåò ïé å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò. Íá êáôáóêåõÜ-

óåôå åõèåßá ðïõ íá ôÝìíåé êáé ôéò ôÝóóåñéò.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé áí ôñßá åðßðåäá ôÝìíïíôáé áíÜ
äýï, ôüôå ïé ôïìÝò ôïõò äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
Þ åßíáé ðáñÜëëçëåò.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Äýï åðßðåäá ìðïñåß íá Ý÷ïõí:
1. ôñßá êïéíÜ óçìåßá, ïðüôå ôáõôßæïíôáé,
2. äýï ìüíï êïéíÜ óçìåßá, ïðüôå ôÝìíïíôáé êáôÜ ôçí åõèåßá ðïõ ïñßæïõí ôá äýï áõôÜ óçìåßá,
3. êáíÝíá êïéíü óçìåßï, ïðüôå åßíáé ðáñÜëëçëá.
ÅÜí äýï åðßðåäá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï, ôüôå ôÝìíïíôáé óå ìéá åõèåßá ðïõ ðåñíÜåé áðü áõôü 

Äýï åõèåßåò ôïõ ÷þñïõ ìðïñåß íá:
1. Ôáõôßæïíôáé áí Ý÷ïõí äýï êïéíÜ óçìåßá.
2. ÔÝìíïíôáé áí Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï. Ôüôå ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï óôï ïðïßï áíÞêïõí.
3. Åßíáé ðáñÜëëçëåò. Ôüôå ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï óôï ïðïßï áíÞêïõí.
4. Åßíáé áóýìâáôåò. Äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï êáé äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò. Ôüôå äåí õðÜñ÷åé åðßðåäï

ðïõ íá ôéò ðåñéÝ÷åé.
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Áðüäåéîç
Èåùñïýìå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å êáé å¢ êáé ð Ýíá åðßðåäï
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí å êáé ü÷é ôçí å¢. Ïé ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å êáé
å¢ (ó÷.14), ïñßæïõí ôï åðßðåäï (å, å¢). Ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí åðé-
ðÝäùí ð êáé (å, å¢) åßíáé ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò å. Áí ç åõèåßá å´
Ýôåìíå ôï åðßðåäï ð, èá ôï Ýôåìíå óå óçìåßï ôçò åõèåßáò å, åðï-
ìÝíùò ïé åõèåßåò å êáé å¢ äå èá Þôáí ðáñÜëëçëåò, ðïõ åßíáé
Üôïðï.

Áðüäåéîç
¸óôù Á ôï êïéíü óçìåßï ôçò å êáé ôïõ ð êáé å¢ åõèåßá ðáñÜë-
ëçëç óôçí å (ó÷.15). Ïé åõèåßåò å êáé å¢ ùò ðáñÜëëçëåò ïñßæïõí
åðßðåäï ô. Ôá åðßðåäá ð êáé ô Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï, ôï Á,
Üñá ôÝìíïíôáé êáôÜ ìßá åõèåßá î. Ç åõèåßá î áíÞêåé óôï åðß-
ðåäï ô ôùí ðáñÜëëçëùí åõèåéþí êáé ôÝìíåé ôçí å, Üñá èá ôÝì-
íåé êáé ôçí å¢ óå Ýíá óçìåßï Â.

� Ðáñáëëçëßá åðéðÝäùí

Áðüäåéîç
Áí ôá äýï åðßðåäá ð¢= (å,î) êáé ð (ó÷.16) åß÷áí êïéíü óçìåßï,
ôüôå èá ôÝìíïíôáí óå ìßá åõèåßá æ, ç ïðïßá ìå ôç óåéñÜ ôçò èá
Ýôåìíå ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò åõèåßåò å êáé î, Ýóôù ôçí å. (Ç
Üëëç ìðïñåß íá åßíáé ðáñÜëëçëç óôç æ). Ôüôå üìùò ç åõèåßá å
èá Ýôåìíå ôï åðßðåäï ð, ðïõ åßíáé Üôïðï.

Ó÷Þìá 14

Ó÷Þìá 15

Ó÷Þìá 16

Áí ìßá åõèåßá å¢ åßíáé ðáñÜëëçëç óå ìßá åõèåßá å åíüò
åðéðÝäïõ ð êáé äåí áíÞêåé óå áõôü, ôüôå åßíáé ðáñÜë-
ëçëç óôï ð.

Áí åðßðåäï ð ôÝìíåé åõèåßá å, ôüôå èá ôÝìíåé êÜèå åõ-
èåßá ðáñÜëëçëç óôçí å.

Èåþñçìá É

Èåþñçìá ÉÉ

Áí äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé î åßíáé ðáñÜëëçëåò óå
Ýíá åðßðåäï ð, ôüôå ôï åðßðåäï (å, î) åßíáé ðáñÜëëçëï
óôï ð.

Èåþñçìá ÉÉI
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Ôï èåþñçìá ÉÉÉ áðïäåéêíýåé ôçí ýðáñîç ðáñÜëëçëùí åðéðÝ-
äùí êáé ôáõôü÷ñïíá, äßíåé ôñüðï êáôáóêåõÞò åðéðÝäïõ ð¢ ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü óçìåßï Á êáé åßíáé ðáñÜëëçëï óå Üëëï. Ôï óç-
ìåßï Á ðñÝðåé íá âñßóêåôáé åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ ð áëëéþò ïé åõ-
èåßåò å êáé î èá åßíáé åõèåßåò ôïõ ð êáé Ýôóé ôï ðáñÜëëçëï åðß-
ðåäï èá ôáõôßæåôáé ìå ôï ð.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ôï åðßðåäï ð (ó÷.17), ôÝìíåé ôï ó êáôÜ ôçí åõèåßá å
êáé äåí ôÝìíåé ôï ô. Ôüôå ôï ð êáé ôï ô èá åßíáé ðáñÜëëçëá.
¼ìùò ôï ó, ùò ðáñÜëëçëï óôï ô, èá åßíáé ðáñÜëëçëï êáé óôï ð,
óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá (ii), ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò ôï ð
ôÝìíåé êáé ôï Üëëï êáôÜ ìßá åõèåßá î.
Ïé åõèåßåò å êáé î åßíáé ðáñÜëëçëåò, äéüôé áí ôÝìíïíôáí, ôüôå ôá
åðßðåäá ð êáé ô èá åß÷áí êïéíü óçìåßï, ðïõ åßíáé Üôïðï.

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

i) Áðü óçìåßï åêôüò åðéðÝäïõ Üãåôáé ìïíáäéêü åðßðåäï
ðáñÜëëçëï óå áõôü.

ii) Äýï åðßðåäá ðáñÜëëçëá ðñïò ôñßôï åßíáé êáé ìåôáîý
ôïõò ðáñÜëëçëá.

Áí ó êáé ô åßíáé äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá, ôüôå êÜèå
åðßðåäï ð ðïõ ôÝìíåé ôï Ýíá ôÝìíåé êáé ôï Üëëï êáé ïé
åõèåßåò ôïìÞò åßíáé ðáñÜëëçëåò ìåôáîý ôïõò.

Èåþñçìá ÉV

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Áí å êáé å¢ åßíáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò, ôüôå áðü ôéò å êáé å¢ äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêü æåý-
ãïò ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí. 
Áðüäåéîç
Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Á ôçò å öÝñïõìå åõèåßá î//å¢ êáé áðü
ôõ÷áßï óçìåßï Á¢ ôçò å¢ öÝñïõìå åõèåßá î¢//å (ó÷.18). Ôá åðß-
ðåäá ó = (å,î) êáé ó¢= (å¢,î¢) åßíáé ðáñÜëëçëá, ãéáôß ôï êáèÝíá
Ý÷åé äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò ðáñÜëëçëåò óôï Üëëï. Åßíáé ðñï-
öáíÝò üôé ôá åðßðåäá ó êáé ó´ åßíáé áíåîÜñôçôá ôùí Á êáé Á¢,
åðïìÝíùò åßíáé ôï ìïíáäéêü æåýãïò ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí
ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôéò áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé å¢ áíôßóôïé÷á.

Ó÷Þìá 18
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Áðüäåéîç
ÖÝñïõìå ôçí åõèåßá ÁÂ² (ó÷.19), ç ïðïßá ôÝìíåé ôï åðßðåäï ð´
óôï óçìåßï Ã. Ôüôå, ïé ôåìíüìåíåò óôï Á åõèåßåò å êáé ÁÂ²
ïñßæïõí åðßðåäï ðïõ ôÝìíåé ôá ðáñÜëëçëá åðßðåäá ð¢ êáé ð²
êáôÜ ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò Á¢Ã êáé Á²Â². Ôá ôñßãùíá ÁÁ¢Ã
êáé ÁÁ²Â² åßíáé üìïéá êáé Ý÷ïõìå:

}
Á

Á

¢
Á

Á

¢
²

} = }
Ã

Á

Â

Ã

²
}.

Åðßóçò, ïé ôåìíüìåíåò óôï Â² åõèåßåò î êáé ÁÂ² ïñßæïõí åðß-
ðåäï, ôï ïðïßï ôÝìíåé ôá åðßðåäá ð êáé ð¢ êáôÜ ôéò ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò ÁÂ êáé ÃÂ¢. ÅðïìÝíùò ôá ôñßãùíá Â²ÃÂ¢ êáé Â²ÁÂ
åßíáé üìïéá êáé Ý÷ïõìå:

}
Ã

Á

Â

Ã

²
} = }

Â

Â

¢
Â

Â

¢
²

}.

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ðñïêýðôåé áìÝóùò:

}
Á

Á

¢
Á

Á

¢
²

} = }
Â

Â

¢
Â

Â

¢
²

}.
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Áí äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé î ôÝìíïõí ôñßá ðáñÜë-
ëçëá åðßðåäá ð, ð¢ êáé ð² óôá óçìåßá Á, Á¢, Á² êáé Â,
Â¢, Â² áíôßóôïé÷á, ôüôå éó÷ýåé

}
Á

Á

¢
Á

Á

¢
²

} = }
Â

Â

¢
Â

Â

¢
²

} .

Èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Áðü óçìåßï Ï íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ðáñÜëëç-
ëï óå äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å1 êáé å2.

2. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá å, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ãíù-
óôü óçìåßï Á, åßíáé ðáñÜëëçëç óå äïóìÝíï åðßðåäï ð
ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôï Á êáé ôÝìíåé åõèåßá î, ôÝìíïõóá ôï ð.
3. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá å, ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç óå
äïóìÝíï åðßðåäï ð êáé ôÝìíåé äýï Üëëåò áóýìâáôåò åõ-
èåßåò, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôï ð.
4. Áí ìßá åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç óôçí ôïìÞ äýï åðéðÝ-
äùí, ôüôå åßíáé ðáñÜëëçëç óôá äýï åðßðåäá Þ áíÞêåé
óå Ýíá áðü áõôÜ êáé åßíáé ðáñÜëëçëç óôï Üëëï.
5. Áí äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá äéÝñ÷ïíôáé áíôßóôïé÷á
áðü äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò, ôüôå ç ôïìÞ ôùí åðéðÝ-
äùí åßíáé ðáñÜëëçëç óå áõôÝò.

6. Ôá åðßðåäá ðïõ ðåñíÜíå áðü åõèåßá î ôÝìíïíôáé:
i) áðü åðßðåäï ð ðáñÜëëçëï óôçí åõèåßá î êáôÜ åõèåßåò
ðáñÜëëçëåò óôçí î, åðïìÝíùò êáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜë-
ëçëåò êáé ii) áðü åðßðåäï ðïõ ôÝìíåé ôçí î êáôÜ åõèåßåò
ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.
7. Áðü óçìåßï Ï íá êáôáóêåõáóèåß åðßðåäï ðáñÜëëç-
ëï óå äïóìÝíç åõèåßá å.
8. Áðü äïóìÝíï óçìåßï íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá ðá-
ñÜëëçëç óå äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá.
9. Áðü äïóìÝíï óçìåßï íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ðá-
ñÜëëçëï óå äýï äïóìÝíåò åõèåßåò.
10. Äßíïíôáé ôñåéò ôõ÷áßåò åõèåßåò å, å1 êáé å2. Íá êá-

ôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ó1 ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôçí å1 êáé åðß-

ðåäï ó2 ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôçí å2 ôÝôïéá, þóôå ç ôïìÞ ôùí

ó1 êáé ó2 íá åßíáé ðáñÜëëçëç óôçí å.
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12.5  Ãùíßá äýï åõèåéþí � Ïñèïãþíéåò åõèåßåò

� Êáèåôüôçôá áóýìâáôùí åõèåéþí

Èåùñïýìå äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé î (ó÷.20). Áðü ôõ÷áßï óç-
ìåßï Å ôçò åõèåßáò å êáôáóêåõÜæïõìå ôçí åõèåßá å¢, ðáñÜëëçëç
ôçò î. Ïé åõèåßåò å êáé å¢, ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Å, Üñá åßíáé óõí-
åðßðåäåò. Ç ãùíßá ù ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé åõèåßåò å êáé å´ ëÝãåôáé
ãùíßá ôùí äýï áóýìâáôùí åõèåéþí å êáé î.
Ç ãùíßá áõôÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ óçìåßïõ Å,
ãéáôß áí öÝñïõìå ôçí å² ðáñÜëëçëç óôçí î áðü Üëëï óçìåßï Å´
ôçò å, ôüôå ïé åõèåßåò å, å¢ êáé å² åßíáé óõíåðßðåäåò êáé åðéðëÝïí
ïé åõèåßåò å¢ êáé å², ùò ðáñÜëëçëåò, èá ó÷çìáôßæïõí ìå ôçí å ôéò
åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò. ¢ñá, ç ãùíßá ôùí áóýì-
âáôùí åõèåéþí äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ óçìåßïõ Å.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí Á, Â, Ã, Ä åßíáé ôÝóóåñá óçìåßá ðïõ äåí áíÞêïõí
óôï ßäéï åðßðåäï, ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá åõ-
èýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ ëÝãåôáé óôñåâëü
ôåôñÜðëåõñï êáé ãñÜöåôáé ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá
ìÝóá ôùí ðëåõñþí óôñåâëïý ôåôñáðëåýñïõ åßíáé êïñõ-
öÝò ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
2. Äßíåôáé óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ì, Í óçìåßá

åðß ôùí ÄÁ êáé ÄÂ áíôßóôïé÷á ôÝôïéá, þóôå }
Ì

ÄÌ

Á
} = }

Í

ÄÍ

Â
} .

Íá áðïäåßîåôå üôé ôá åðßðåäá (Ì,Í,Ã) êáé (Á,Â,Ã) ôÝ-
ìíïíôáé êáôÜ åõèåßá ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ.
3. Óå óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ, ôá ìÝóá ôùí áðÝíá-
íôé ðëåõñþí êáé ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ïñßæïõí åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá ôá ïðïßá äé÷ïôïìïýíôáé.
4. Áí Á, Á¢, Á² åßíáé óçìåßá åõèåßáò å êáé Â, Â¢, Â² åß-
íáé óçìåßá åõèåßáò î, üðïõ ïé åõèåßåò å êáé î åßíáé
áóýìâáôåò êáé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

}
Á

Á

¢
Á

Á

¢
²

} = }
Â

Â

¢
Â

Â

¢
²

} ,

ôüôå ïé åõèåßåò ÁÂ, Á¢Â¢, Á²Â² åßíáé ðáñÜëëçëåò óå Ýíá
åðßðåäï (áíôßóôñïöï ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ).

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Áí ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ åßíáé äýï ôñßãùíá ðïõ âñßóêïíôáé
óå äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá êáé åðéðëÝïí áíÜ äýï ïé ðëåõñÝò
ôïõò åßíáé ðáñÜëëçëåò, äçëáäÞ ÁÂ//Á¢Â¢, ÂÃ//Â¢Ã ¢ êáé
ÁÃ//Á¢Ã ¢, ôüôå ïé åõèåßåò ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï ßäéï óçìåßï Þ åßíáé ðáñÜëëçëåò. (Äýï ôÝôïéá ôñß-
ãùíá ëÝãïíôáé ïìüëïãá).
2. Áí ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ åßíáé äýï ôñßãùíá ðïõ âñßóêï-
íôáé óå äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá êáé åðéðëÝïí, ïé ðëåõñÝò
ÁÂ êáé Á¢Â¢ ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ã1, ïé ÂÃ êáé Â¢Ã ¢
ôÝìíïíôáé óôï Á1 êáé ïé ÁÃ êáé Á¢Ã ¢ ôÝìíïíôáé óôï Â1,

ôüôå: i) ôá óçìåßá Ê, Ë, Ì åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé ii) ïé
åõèåßåò ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
Þ åßíáé ðáñÜëëçëåò. (Äýï ôÝôïéá ôñßãùíá ëÝãïíôáé ïìü-
ëïãá).
3. Äßíåôáé åõèåßá å êáé äýï ôõ÷áßá óçìåßá Á êáé Â
åêôüò áõôÞò, þóôå ïé åõèåßåò ÁÂ êáé å íá åßíáé áóýì-
âáôåò. Áí Ã ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å, íá âñåèåß ï ãåù-
ìåôñéêüò ôüðïò ôïõ âáñõêÝíôñïõ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� Äýï åðßðåäá åßíáé ðáñÜëëçëá, áí äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò ôïõ åíüò åßíáé ðáñÜëëçëåò óôï Üëëï.
� Áí äýï åðßðåäá åßíáé ðáñÜëëçëá, êÜèå åõèåßá ôïõ åíüò åßíáé ðáñÜëëçëç óôï Üëëï.
� Äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßá ðáñÜëëçëá åðßðåäá óå ôìÞìáôá áíÜëïãá.

Ó÷Þìá 20
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Áðïäåéêíýåôáé üôé ç ãùíßá ôùí áóýìâáôùí åõèåéþí ìðïñåß íá
êáôáóêåõáóèåß êáé ùò åîÞò: Èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Ï ôïõ ÷þ-
ñïõ (ó÷.21). Óôï åðßðåäï (Ï,å) êáôáóêåõÜæïõìå ôçí å¢ ðáñÜë-
ëçëç ôçò åõèåßáò å áðü ôï Ï. Óôï åðßðåäï (Ï, î) êáôáóêåõÜ-
æïõìå ôçí î´, ðáñÜëëçëç ôçò åõèåßáò î áðü ôï Ï. ¸ôóé, óôï Ï
Ý÷ïõìå ôéò ôåìíüìåíåò, åðïìÝíùò óõíåðßðåäåò, åõèåßåò å¢ êáé î¢.
Ç ãùíßá ôùí åõèåéþí áõôþí åßíáé ç ãùíßá ôùí äýï áóýìâáôùí.
Äýï áóýìâáôåò åõèåßåò ëÝãïíôáé ïñèïãþíéåò Þ áóõìâÜôùò êÜ-
èåôåò, üôáí ç ãùíßá ôïõò åßíáé ïñèÞ.

� Êáèåôüôçôá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

Ïñéóìüò 

Ìßá åõèåßá ëÝãåôáé êÜèåôç óå Ýíá åðßðåäï, üôáí åßíáé
êÜèåôç óå êÜèå åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôï ß÷íïò ôçò. 

Åðßóçò, ôï åðßðåäï ëÝãåôáé êÜèåôï óôçí åõèåßá. ÊÜèå åõèåßá
ðïõ äåí åßíáé êÜèåôç ïýôå ðáñÜëëçëç óå Ýíá åðßðåäï ëÝãåôáé
ðëÜãéá Þ ëÝìå üôé ôÝìíåé ðëÜãéá ôï åðßðåäï.

Áðüäåéîç
Áí å1 êáé å2 åßíáé ïé ôåìíüìåíåò åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ ð

(ó÷.22), Ï ôï êïéíü ôïõò óçìåßï êáé î ç êÜèåôç óôéò å1 êáé å2

óôï Ï, èá áðïäåßîïõìå üôé ç î åßíáé êÜèåôç óôçí ôõ÷áßá åõ-
èåßá å ôïõ åðéðÝäïõ ð ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï. Èåùñïýìå ôá
óçìåßá Ã êáé Ã´ ôçò åõèåßáò î óõììåôñéêÜ ùò ðñïò Ï. Åðßóçò,
èåùñïýìå ôá óçìåßá Å1, Å2 êáé Å ðïõ åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé

âñßóêïíôáé óôéò åõèåßåò å1, å2 êáé å áíôßóôïé÷á. Ôüôå, Ý÷ïõìå

ÃÅ1=Ã¢Å1 êáé ÃÅ2=Ã¢Å2, äéüôé ïé åõèåßåò ÏÅ1 êáé ÏÅ2 åßíáé

ìåóïêÜèåôïé ôïõ ÃÃ¢. Ôá ôñßãùíá ÃÅ1Å2 êáé Ã¢Å1Å2 åßíáé ßóá,

Üñá ïé ãùíßåò ÃÅ
^

1Å2 êáé Ã¢Å^1Å2 åßíáé ßóåò. ÔÝëïò, ôá ôñßãùíá

ÃÅ1Å êáé Ã¢Å1Å åßíáé ßóá, Üñá ÃÅ = Ã¢Å. Ôüôå, ôï ôñßãùíï

ÃÅÃ¢ åßíáé éóïóêåëÝò êáé ç ÅÏ åßíáé äéÜìåóïò, Üñá êáé ýøïò.
ÄçëáäÞ, ç åõèåßá å åßíáé êÜèåôç óôçí î.

Ó÷Þìá 21

Áí ìßá åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò
åíüò åðéðÝäïõ óôï êïéíü ôïõò óçìåßï, ôüôå åßíáé êÜèå-
ôç óå üëåò ôéò åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï ß÷íïò ôçò.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 22
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Áðüäåéîç
Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá üôé ç åõèåßá î, ðïõ åßíáé ïñèïãþíéá óôéò
å êáé æ (ó÷.23), ôÝìíåé ôï åðßðåäï ð = (å, æ). ¸óôù üôé ç î äåí ôï
ôÝìíåé. Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôçò î öÝñïõìå ôéò ðáñÜëëçëåò
óôéò å êáé æ, ïé ïðïßåò ìáæß ìå ôçí î èá áíÞêïõí óôï ðáñÜëëçëï
åðßðåäï ôïõ ð áðü ôï Ì. ÁëëÜ ôüôå óå áõôü ôï åðßðåäï Ý÷ïõìå
äýï êÜèåôåò óôçí î áðü ôï Ì, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ç î ôÝìíåé
ôï ð, Ýóôù óå óçìåßï Ï. Áðü ôï Ï öÝñïõìå ôéò åõèåßåò å´êáé æ´
ðáñÜëëçëåò ôùí å êáé æ. Ç î ôüôå åßíáé êÜèåôç óå äýï
ôåìíüìåíåò åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ ð, Üñá åßíáé êÜèåôï óôï ð.
ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé êáé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç É

Áí å êáé æ åßíáé äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò êáé ç åõèåßá
î åßíáé ïñèïãþíéá óôçí å êáé êÜèåôç óôçí æ, ôüôå ç î
åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (å,æ).

Ôá èåùñÞìáôá É êáé ÉÉ êáé ç ðáñáðÜíù ðñüôáóç áðïôåëïýí
êñéôÞñéá ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò êáèåôüôçôáò åõèåßáò êáé åðéðÝ-
äïõ. Áñêåß äçëáäÞ íá áðïäåßîïõìå üôé ìßá åõèåßá åßíáé ïñ-
èïãþíéá Þ êÜèåôç óå äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ.

Áðüäåéîç
Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

i) Ôï óçìåßï Ï áíÞêåé óôçí åõèåßá î. Óå äýï åðßðåäá ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïõí ôçí åõèåßá î êáôáóêåõÜæïõìå äýï åõèåßåò å êáé æ êÜ-
èåôåò óôçí î (ó÷.24), ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ï. ÁõôÝò ïñßæïõí
åðßðåäï êÜèåôï óôçí åõèåßá î. Ôï åðßðåäï áõôü åßíáé ìïíáäé-
êü, ãéáôß áí õðÞñ÷å êáé äåýôåñï èá ðåñéåß÷å ôéò åõèåßåò å êáé æ,
Üñá ôá åðßðåäá èá ôáõôßæïíôáí.

ii) Ôï óçìåßï Ï åßíáé åêôüò ôçò î. Óôï åðéðÝäï (Ï, î) öÝ-
ñïõìå ôçí åõèåßá å (ó÷.25), êÜèåôç óôçí î êáé Ýóôù Á ôï óç-
ìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí áõôþí. Åðßóçò, óå êÜðïéï Üëëï åðß-

Ç êáèåôüôçôá åõèåßáò î êáé åðéðÝäïõ ð óõìâïëßæåôáé ìå î^̂ð.

Ìßá åõèåßá ïñèïãþíéá óå äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò åß-
íáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ðïõ áõôÝò ïñßæïõí.

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 23

ÕðÜñ÷åé ìïíáäéêü åðßðåäï êÜèåôï óå åõèåßá î, ðïõ äéÝñ-
÷åôáé áðü óçìåßï Ï ôïõ ÷þñïõ.

Èåþñçìá ÉÉÉ

Ó÷Þìá 24

Ó÷Þìá 25
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ðåäï, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí î, öÝñïõìå åõèåßá å¢ êÜèåôç óôçí î óôï
Á. Ïé åõèåßåò å êáé å´ ïñßæïõí åðßðåäï ð êÜèåôï óôçí î, ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôï Ï. 
¸óôù üôé õðÜñ÷åé êáé äåýôåñï åðßðåäï ð¢ êÜèåôï óôçí î ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï. Ôï ð¢ äå ìðïñåß íá ôÝìíåé ôçí î óôï Á,
ãéáôß ôüôå èá õðÞñ÷áí äýï åðßðåäá êÜèåôá óôçí î áðü ôï Á, ôï
ïðïßï åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò, ôï ð´ èá ôÝìíåé ôçí î óå Üëëï
óçìåßï, Ýóôù ôï Á´. Ôüôå üìùò, óôï åðßðåäï (Ï,î) èá åß÷áìå
äýï êÜèåôåò óôçí åõèåßá î, áðü ôï óçìåßï Ï åêôüò áõôÞò, ðïõ
åßíáé Üôïðï.

Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç II

ÕðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ åõèåßá î êÜèåôç óå åðßðåäï ð, ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü óçìåßï Ï ôïõ ÷þñïõ (ó÷. 28).

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

i) Ôï óýíïëï ôùí åõèåéþí ôïõ ÷þñïõ, ðïõ ôÝìíïõí êÜèå-
ôá ìßá åõèåßá î óå Ýíá óçìåßï ôçò Ï, âñßóêïíôáé óôï
êÜèåôï åðßðåäï ôçò î óôï Ï (ó÷.26).

ii) Äýï åðßðåäá êÜèåôá óôçí ßäéá åõèåßá åßíáé ðáñÜë-
ëçëá ìåôáîý ôïõò (ó÷.27).

Ó÷Þìá 26

Ó÷Þìá 27

ÐÏÑIÓÌÁ

Äýï åõèåßåò êÜèåôåò óôï ßäéï åðßðåäï åßíáé ðáñÜëëçëåò
(ó÷.29).Ó÷Þìá 28

Ó÷Þìá 29

i) Áí ç åõèåßá ÁÂ (ó÷.30) åßíáé êÜèåôç óå åðßðåäï ð  
(Â óçìåßï ôïõ ð) êáé ç åõèåßá ÂÃ åßíáé êÜèåôç óå
åõèåßá å ôïõ ð, (Ã óçìåßï ôçò å), ôüôå ç ÁÃ åßíáé
êÜèåôç óôçí åõèåßá å.

ii) Áí ç åõèåßá ÁÂ åßíáé êÜèåôç óå åðßðåäï ð êáé ç åõ-
èåßá ÁÃ åßíáé êÜèåôç óå åõèåßá å ôïõ ð, ôüôå ç ÂÃ
åßíáé êÜèåôç óôçí åõèåßá å.

iii) Áí ç åõèåßá ÁÃ åßíáé êÜèåôç óôçí å, ç åõèåßá ÂÃ
åßíáé êÜèåôç óôçí å êáé ç ÁÂ åßíáé êÜèåôç óôç ÂÃ,
ôüôå ç åõèåßá ÁÂ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ð.

Èåþñçìá ôùí ôñéþí êáèÝôùí
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Áðüäåéîç
i) Ç åõèåßá ÁÂ åßíáé ïñèïãþíéá êáé ç ÂÃ åßíáé êÜèåôç óôçí å
(ó÷.30), Üñá ôï åðßðåäï (ÁÂ, ÂÃ) åßíáé êÜèåôï óôçí å êáé Ã
åßíáé ôï ß÷íïò ôçò å ðÜíù óå áõôü. Ôüôå, êÜèå åõèåßá ôïõ
åðéðÝäïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ß÷íïò Ã åßíáé êÜèåôç óôçí å.
¢ñá, ç ÁÃ åßíáé êÜèåôç óôçí å.
ii) Ç åõèåßá ÁÂ åßíáé ïñèïãþíéá êáé ç ÁÃ êÜèåôç óôçí åõèåßá
å. ÅðïìÝíùò, ç åõèåßá å åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (ÁÂ, ÁÃ)
óôï Ã, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç É. ¢ñá ç åõèåßá å åßíáé êÜ-
èåôç óôçí åõèåßá ÂÃ ôïõ åðéðÝäïõ (ÁÂ, ÁÃ), ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôï ß÷íïò ôçò Ã.
iii) Ç åõèåßá å åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (ÁÃ, ÂÃ), ãéáôß ç å åß-
íáé êÜèåôç óôéò åõèåßåò ôïõ ÁÃ êáé ÂÃ. ¢ñá ç åõèåßá ÁÂ ôïõ
åðéðÝäïõ (ÁÃ, ÂÃ) åßíáé ïñèïãþíéá óôçí åõèåßá å. ÔÝëïò, ç
åõèåßá ÁÂ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ð, ãéáôß åßíáé ïñèïãþíéá
óôçí å êáé êÜèåôç óôç ÂÃ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá äåßîåôå óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò äýï åõèåßåò
áóõìâÜôùò êÜèåôåò.
2. Íá äåßîåôå ìßá åõèåßá êÜèåôç óôï åðßðåäï ôïõ äáðÝäïõ.
3. Íá èåùñÞóåôå Ýíáí ôïß÷ï ôçò áßèïõóáò äéäáóêáëßáò
êáé íá ãßíåé ðñáêôéêÞ åöáñìïãÞ ôùí ôñéþí åêöñÜóåùí
ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôùí ôñéþí êáèÝôùí.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá áðïäåéîåôå üôé ìßá åõèåßá êáé Ýíá åðßðåäï êÜèå-
ôá óôçí ßäéá åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëá Þ üôé ôï åðßðåäï
ðåñéÝ÷åé ôçí åõèåßá.
2. ¸óôù ÁÂÃ éóïóêåëÝò ôñßãùíï, Ì ôï ìÝóï ôçò âÜóçò
ÂÃ êáé ÁÍ åõèýãñáììï ôìÞìá êÜèåôï óôï åðßðåäï ôïõ
ôñéãþíïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ç åõèåßá ÌÍ åßíáé êÜèåôç óôçí ÂÃ,
ii) ç ÂÃ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (Á,Ì,Í).

3. Íá áðïäåßîåôå üôé áí äýï åõèåßåò åßíáé ïñèïãþíéåò,
ôüôå õðÜñ÷åé åðßðåäï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç ìßá êáé åßíáé êÜ-
èåôï óôçí Üëëç, êáé áíôßóôñïöá.
4. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü óç-
ìåßï Ï, åßíáé ðáñÜëëçëç óå åðßðåäï ð êáé ïñèïãþíéá
óå åõèåßá å ôïõ ð.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. ¸óôù (Ê, ñ) êýêëïò, ÁÊ åõèýãñáììï ôìÞìá êÜèåôï
óôï åðßðåäï ð ôïõ êýêëïõ êáé Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ
êýêëïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç åõèåßá ÁÌ åßíáé êÜèåôç
óôçí åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï óçìåßï Ì.
2. Áðü ôï êÝíôñï Ì ïñèïãùíßïõ ÁÂÃÄ öÝñïõìå ôçí
åõèåßá å êÜèåôç óôï åðßðåäï ôïõ ïñèïãùíßïõ. Íá
áðïäåßîåôå üôé ç åõèåßá ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï ôõ÷áßï
óçìåßï ôçò å êáé ôï ìÝóï Í ôçò ÁÂ åßíáé êÜèåôç óôçí
ÁÂ êáé ïñèïãþíéá óôçí ÃÄ.
3. Óå åðßðåäï ð öÝñïõìå êýêëï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé Ýóôù
Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ. ÖÝñïõìå, åðßóçò, ôï
ôìÞìá ÁÓ, êÜèåôï óôï åðßðåäï ð óôï Á, ôï ôìÞìá ÁÃ
êÜèåôï óôçí åõèåßá ÓÂ óôï Ã êáé ôï ôìÞìá ÁÍ êÜèåôï
óôçí åõèåßá ÓÌ óôï Í. Íá áðïäåßîåôå üôé

i) ÓÌ
^
Â = 90°,

ii) ÓÁ2 = ÓÌ ? ÓÍ = ÓÂ ? ÓÃ,
iii) ôá ôñßãùíá ÓÃÍ êáé ÓÌÂ åßíáé üìïéá,

iv) ÓÃ
^
Í = 90°,

v) ç ÓÃ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (Í, Ã, Á),

vi) ÃÍ
^
Á = 90°,

vii) íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ óçìåßïõ Í, 
áí ôï Ì êéíåßôáé óôïí ðáñáðÜíù êýêëï.

Ó÷Þìá 30
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12.6 Áðüóôáóç óçìåßïõ áðü åðßðåäï - 
Áðüóôáóç äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí

Ïñéóìüò É

ÏñèÞ ðñïâïëÞ Þ ðñïâïëÞ Á´ óçìåßïõ Á óôï åðßðåäï ð
ëÝãåôáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõ åðéðÝäïõ ð ìå ôçí êÜèå-
ôï áðü ôï Á óôï åðßðåäï ð (ó÷ 31).

Áí óçìåßï Á âñßóêåôáé åêôüò åðéðÝäïõ ð, Á¢ åßíáé ç ðñïâïëÞ
ôïõ Á óôï ð êáé Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ð (ó÷.31), ôüôå áðü ôï
ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÁ¢Ì ðñïêýðôåé üôé ç êÜèåôç ðëåõñÜ
ÁÁ¢ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí õðïôåßíïõóá ÁÌ. ÄçëáäÞ, ôï
ôìÞìá ÁÁ¢ åßíáé ôï ìéêñüôåñï áðü ôá ôìÞìáôá ìå áñ÷Þ ôï óç-
ìåßï Á êáé ôÝëïò ôï ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ ð. 
Ìðïñïýìå, åðïìÝíùò, íá äþóïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

Ïñéóìüò ÉÉ

Áðüóôáóç óçìåßïõ Á áðü åðßðåäï ð ëÝãåôáé ôï ìÞêïò
ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÁ¢, üðïõ Á¢ ç ðñïâïëÞ
ôïõ Á óôï åðßðåäï ð.

Áí èåùñÞóïõìå äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ó êáé ô êáé Â, Ä
(ó÷.32) åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôùí óçìåßùí Á, Ã ôïõ ó óôï ô, ôüôå
ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé ðáñÜëëçëá ìåôáîý
ôïõò, ùò êÜèåôá óôï ô. Åðßóçò, ôá ôìÞìáôá ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé
ðáñÜëëçëá (èåþñçìá IV §.12.4), Üñá ôï ÁÂÄÃ åßíáé ïñèï-
ãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï êáé ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé ßóá.
Ìðïñïýìå ëïéðüí íá äþóïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü: 

Ïñéóìüò ÉÉÉ

Áðüóôáóç äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí ëÝãåôáé ç áðüóôáóç
åíüò óçìåßïõ ôïõ åíüò åðéðÝäïõ áðü ôï Üëëï (ó÷.32).

Ïñéóìüò ÉV

Ôï åðßðåäï ðïõ åßíáé êÜèåôï óôï ìÝóï åíüò åõèýãñáì-
ìïõ ôìÞìáôïò ëÝãåôáé ìåóïêÜèåôï åðßðåäï ôïõ åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Ïñéóìüò V

Ôï ìÞêïò ôïõ ôìÞìáôïò ôçò êïéíÞò êáèÝôïõ äýï
áóýìâáôùí åõèåéþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôïõò,
ëÝãåôáé áðüóôáóç ôùí áóýìâáôùí åõèåéþí.

Ó÷Þìá 31

Ó÷Þìá 32
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá åíüò åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ôï ìåóïêÜèåôï åðßðåäï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.
Áðüäåéîç
¸óôù Ì ôï ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá
Á êáé Â ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.33). Ôï ôñßãùíï
ÁÂÌ åßíáé éóïóêåëÝò, åðïìÝíùò ç äéÜìåóïò ÌÏ åßíáé êáé ýøïò
ôïõ ôñéãþíïõ. ÄçëáäÞ, ôï Ì åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò ÏÌ ðïõ
åßíáé êÜèåôç óôï ìÝóï Ï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Ôï
óýíïëï ôùí åõèåéþí áõôþí áíÞêïõí óôï åðßðåäï ðïõ åßíáé êÜèå-
ôï óôï ÁÂ, óôï ìÝóï Ï.
Áíôßóôñïöá, áí Ì åßíáé ôï ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ìåóïêÜèåôïõ åðé-
ðÝäïõ óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ôüôå ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá
ÁÏÌ êáé ÂÏÌ åßíáé ßóá, åðïìÝíùò ïé õðïôåßíïõóåò ÁÌ êáé
ÂÌ åßíáé ßóåò.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü äýï ðáñÜëëçëá åðß-
ðåäá åßíáé ôï ìåóïðáñÜëëçëï åðßðåäï.
Áðüäåéîç � ÊáôáóêåõÞ
Áí ó êáé ô åßíáé äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç
2ë, ôá óçìåßá Ì ôïõ ÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá ó êáé ô áðÝ-
÷ïõí áðüóôáóç ë áðü áõôÜ, åðïìÝíùò âñßóêïíôáé óôï åðßðåäï ð
ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôá ó êáé ô.
Áíôßóôñïöá, áí Ë, Ì êáé Í åßíáé ôñßá óçìåßá ôïõ ôüðïõ ìç óõ-
íåõèåéáêÜ, ôüôå åðåéäÞ áõôÜ éóáðÝ÷ïõí áðü ôï åðßðåäï ó, ïé ôå-
ìíüìåíåò åõèåßåò ËÌ êáé ÍÌ åßíáé ðáñÜëëçëåò óôï ó, Üñá ôï
åðßðåäï ðïõ ïñßæïõí åßíáé ðáñÜëëçëï óôï ó, åðïìÝíùò êáé óôï ô.
ÅðåéäÞ ôá óçìåßá Ë, Ì êáé Í éóáðÝ÷ïõí áðü ôá ó êáé ô, áíÞêïõí
óå åðßðåäï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôá ó êáé ô êáé åßíáé ðáñÜëëçëï óå
áõôÜ.
Ôï åðßðåäï áõôü ïíïìÜæåôáé ìåóïðáñÜëëçëï åðßðåäï ôùí ó êáé ô.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

ÕðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ åõèåßá å êÜèåôç óå äýï áóýìâáôåò åõ-
èåßåò.
Áðüäåéîç
¸óôù å1, å2 äýï áóýìâáôåò åõèåßåò êáé áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ï

ôçò å1 öÝñïõìå ôçí åõèåßá å ðáñÜëëçëç óôçí å2 (ó÷.35). Ïé

åõèåßåò å êáé å1 ïñßæïõí åðßðåäï ð. Ðñïöáíþò, ç åõèåßá å2 åß-

Ó÷Þìá 33

Ó÷Þìá 34

Ó÷Þìá 35
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íáé ðáñÜëëçëç óôï ð. ÐñïâÜëëïõìå Ýíá óçìåßï Á ôçò å2 óôï åðßðåäï ð êáé Ýóôù Á¢ ç

ðñïâïëÞ ôïõ. Áðü ôï Á¢ öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç óôçí å2, ç ïðïßá áíÞêåé óôï åðßðåäï

ð êáé ôÝìíåé ôçí å1 óå óçìåßï Ì¢. 
Ïé åõèåßåò å2 êáé Á¢Ì¢, ùò ðáñÜëëçëåò, ïñßæïõí åðßðåäï óôï ïðïßï âñßóêåôáé ç ÁÁ¢ êáé ç

ðáñÜëëçëç áðü ôï Ì¢ óôçí ÁÁ¢, ç ïðïßá èá ôÝìíåé ôçí å2 óå óçìåßï Ì. Ç åõèåßá ÌÌ¢ åßíáé

êÜèåôç óôéò åõèåßåò å1 êáé Á¢Ì¢, ãéáôß åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ð. ¼ìùò, ç Á¢Ì¢ åßíáé

ðáñÜëëçëç óôçí å2, Üñá ç åõèåßá ÌÌ¢ åßíáé ç êïéíÞ êÜèåôïò ôùí å1 êáé å2.

Ç åõèåßá áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ, ãéáôß áí õðÞñ÷å êáé äåýôåñç åõèåßá ÍÍ´ êÜèåôç óôéò å1 êáé

å2, ôüôå ïé ðáñÜëëçëåò ÌÌ¢ êáé ÍÍ¢ èá üñéæáí Ýíá åðßðåäï óôï ïðïßï èá áíÞêáí åðßóçò ïé

áóýìâáôåò å1 êáé å2, ðïõ åßíáé Üôïðï.

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ôìÞìá ÌÌ¢ åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ôõ÷áßï ôìÞìá ÂÃ, ðïõ ïñßæåôáé
ìåôáîý äýï óçìåßùí Â êáé Ã ôùí å1 êáé å2 áíôßóôïé÷á. ÐñïâÜëëïõìå ôï óçìåßï Â óôï ð êáé

Ýóôù Â¢ ç ðñïâïëÞ ôïõ. Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÂÂ¢Ã ðñïêýðôåé üôé ç õðïôåßíïõóá ÂÃ
åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí êÜèåôç ðëåõñÜ ÂÂ¢. ÁëëÜ ç ÂÂ¢ åßíáé ßóç ìå ôçí ÌÌ¢, Üñá ç
ÂÃ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí ÌÌ¢.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí åíüò
åðéðÝäïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü äýï óçìåßá ðïõ äåí
áíÞêïõí óå áõôü.
2. Äßíïíôáé äýï óçìåßá Á êáé Â êáé åõèåßá å, áóýìâáôç
ìå ôçí ÁÂ. Íá âñåßôå óçìåßï Ì ôçò å ôÝôïéï, þóôå ôï
ôñßãùíï ÁÂÌ íá åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé ðëÜãéá
Ýíá åðßðåäï ð åßíáé êÜèåôç óå ìßá ìüíï åõèåßá ôïõ ð.
4. ¸óôù åðßðåäï ð, åõèåßá å ôïõ ð êáé Á óçìåßï åêôüò
ôïõ ð. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôçò ðñïâïëÞò Á¢
ôïõ óçìåßïõ Á óôï åðßðåäï ð, üôáí ôï åðßðåäï ðåñé-
óôñÝöåôáé ãýñù áðü ôçí åõèåßá å.
5. Äßíåôáé åðßðåäï ð, óçìåßï Á ôïõ ð êáé óçìåßï Ï
åêôüò ôïõ ð. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôçò ðñïâï-
ëÞò ôïõ óçìåßïõ Ï óôéò åõèåßåò ôïõ ð ðïõ ðåñíÜíå áðü
ôï óçìåßï Á.
6. Äßíåôáé åðßðåäï ð, åõèåßá å ôïõ ð êáé óçìåßï Ï åêôüò
ôïõ ð. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôçò ðñïâïëÞò ôïõ
óçìåßïõ Ï óôéò åõèåßåò ôïõ ð ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò
óôçí å.
7. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þ-
ñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ.
8. Íá âñåßôå óçìåßï ôïõ ÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôÝó-
óåñá óçìåßá, áíÜ ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ.

9. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þ-
ñïõ ôá ïðïßá áðÝ÷ïõí áðüóôáóç ë áðü åðßðåäï ð.
10. Äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ì, óå ôõ÷áßá èÝóç.
Íá âñåßôå åðßðåäï ðïõ íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ì êáé íá
éóáðÝ÷åé áðü ôá Á, Â êáé Ã.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí Á êáé Â åßíáé ôõ÷áßá óçìåßá äýï áóýìâáôùí åõ-
èåéþí å1 êáé å2 áíôßóôïé÷á, íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôü-

ðï ôïõ óçìåßïõ Ì ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë, üðïõ ë

ãíùóôüò áñéèìüò.
2. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé ôñåéò áóýì-
âáôåò áíÜ äýï åõèåßåò å1, å2 êáé å3 óå óçìåßá Á, Â, Ã

áíôßóôïé÷á, þóôå }
Á

Â

Â

Ã
} = ë, üðïõ ë ãíùóôüò áñéèìüò.

3. Äßíåôáé åðßðåäï ð êáé óçìåßá Á, Â åêôüò ôïõ ð. Íá
êáôáóêåõÜóåôå óçìåßï ôïõ ð, ôï ïðïßï íá áðÝ÷åé áðü
ôá óçìåßá Á êáé Â áðïóôÜóåéò ì êáé í áíôßóôïé÷á.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí åíüò
åðéðÝäïõ ð, ôá ïðïßá âëÝðïõí õðü ïñèÞ ãùíßá äýï óç-
ìåßá ðïõ äå âñßóêïíôáé óôï åðßðåäï ð.
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12.7 Äßåäñç ãùíßá � Áíôßóôïé÷ç åðßðåäç 
ìßáò äßåäñçò � ÊÜèåôá åðßðåäá

Ïñéóìüò É

Äßåäñç ãùíßá ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü
äýï çìéåðßðåäá, ó êáé ô, ìå êïéíÞ áñ÷éêÞ åõèåßá å êáé
ôç óõìâïëßæïõìå ìå å(ó,ô).

Ôá çìéåðßðåäá ó êáé ô (ó÷.36) ëÝãïíôáé Ýäñåò ôçò äéÝäñçò êáé
ç áñ÷éêÞ åõèåßá ëÝãåôáé áêìÞ ôçò äßåäñçò ãùíßáò. 
Ôï åðßðåäï ôïõ çìéåðéðÝäïõ ó ÷ùñßæåé ôï ÷þñï óå äýï çìé÷þ-
ñïõò. Êáëïýìå Ðô ôïí çìé÷þñï óôïí ïðïßï âñßóêåôáé ôï çìé-

åðßðåäï ô (ó÷. 37). Åðßóçò, ôï åðßðåäï ôïõ çìéåðéðÝäïõ ô ÷ù-
ñßæåé ôï ÷þñï óå äýï çìé÷þñïõò. Êáëïýìå Ðó ôïí çìé÷þñï

óôïí ïðïßï âñßóêåôáé ôï çìéåðßðåäï ó. Ç ôïìÞ ôùí ðåñéï÷þí
Ðó êáé Ðô ëÝãåôáé êõñôÞ äßåäñç ãùíßá. Åóùôåñéêü ôçò äßå-

äñçò ãùíßáò å(ó,ô) èá ëÝìå ôá óçìåßá ôçò êõñôÞò äßåäñçò ðïõ
äåí áíÞêïõí óôéò Ýäñåò Þ óôçí áêìÞ ôçò. Ôá óçìåßá ôïõ ÷þ-

2. Íá âñåßôå ôç ìéêñüôåñç êáé ôç ìåãáëýôåñç áðüóôáóç
óçìåßïõ Á áðü ôá óçìåßá åíüò êýêëïõ, üôáí ôï Á äåí
áíÞêåé óôï åðßðåäï ôïõ êýêëïõ.
3. Íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ðïõ íá ðåñíÜåé áðü åõèåßá
å êáé íá éóáðÝ÷åé áðü äýï óçìåßá Á êáé Â åêôüò ôçò å.
4. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí Ì ôïõ

÷þñïõ, ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç ÌÁ2 � ÌÂ2 = ë2,
üðïõ Á êáé Â óôáèåñÜ óçìåßá êáé ë óôáèåñü ìÞêïò.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá íá åßíáé ïñèïãþíéá äýï ôìÞ-
ìáôá ÁÂ êáé ÃÄ ðñÝðåé êáé áñêåß íá åßíáé:

ÃÁ2 � ÃÂ2 = ÄÁ2 � ÄÂ2.

6. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Á, Â, Ã, Ä ôÝóóåñá óçìåßá ðïõ
äåí åßíáé óõíåðßðåäá êáé äýï áðü ôá æåýãç ôìçìÜôùí
(ÁÂ, ÃÄ), (ÁÃ, ÄÂ), (ÁÄ, ÃÂ) åßíáé ïñèïãþíéá, ôüôå êáé
ôï ôñßôï æåýãïò åßíáé ïñèïãþíéï.
7. Íá áðïäåßîåôå üôé áí ÁÂÃÄ åßíáé óôñåâëü ôåôñÜ-
ðëåõñï, ôüôå ôá Ýîé ìåóïêÜèåôá åðßðåäá óôéò ðëåõñÝò
êáé ôéò äéáãùíßïõò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï
ßäéï óçìåßï.
8. Äßíåôáé åðßðåäï ð, åõèåßá å ôïõ ð êáé óçìåßï Ï åêôüò
ôïõ ð. ¸óôù Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å êáé ó åðßðåäï êÜ-
èåôï óôçí ÏÌ óôï Ï. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá åðßðåäá ó
äéÝñ÷ïíôáé áðü óôáèåñü óçìåßï ôïõ ð.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� Áðüóôáóç óçìåßïõ áðü åðßðåäï åßíáé ç áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ áðü ôçí ðñïâïëÞ ôïõ óôï åðß-
ðåäï.

� Áðü ôá ôìÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí áñ÷Þ Ýíá óçìåßï êáé ôÝëïò ôõ÷áßï óçìåßï åíüò åðéðÝäïõ, ôï êÜ-
èåôï åßíáé ôï ìéêñüôåñï áðü üëá ôá Üëëá.

� Ãéá êÜèå äýï áóýìâáôåò åõèåßåò õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ êïéíÞ êÜèåôç åõèåßá.

Ó÷Þìá 36

Ó÷Þìá 37
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ñïõ, ðïõ äåí åßíáé åóùôåñéêÜ ôçò äßåäñçò, äåí áíÞêïõí óôéò
Ýäñåò ïýôå óôçí áêìÞ ôçò, èá ëÝãïíôáé åîùôåñéêÜ óçìåßá ôçò
äßåäñçò. Ç äßåäñç ãùíßá ðïõ Ý÷åé ôçí ßäéá áêìÞ êáé ôéò ßäéåò Ý-
äñåò áëëÜ ðåñéÝ÷åé ôá åîùôåñéêÜ óçìåßá ôçò áñ÷éêÞò äßåäñçò
ëÝãåôáé ìç êõñôÞ Þ áíôéêåßìåíç ôçò áñ÷éêÞò.
Ôá áíôéêåßìåíá çìéåðßðåäá, ó´ êáé ô´ ìéáò äßåäñçò ãùíßáò
å(ó,ô) ó÷çìáôßæïõí ìßá Üëëç äßåäñç ãùíßá (ó÷.37), ìå ôçí ßäéá
áêìÞ å, ðïõ ëÝãåôáé êáôáêïñõöÞí ôçò áñ÷éêÞò êáé óõìâïëß-
æåôáé ìå å(ó¢,ô¢).

Ïñéóìüò ÉÉ 

Ç ôïìÞ ìéáò äßåäñçò ãùíßáò ìå åðßðåäï êÜèåôï óôçí
áêìÞ ôçò åßíáé ìßá åðßðåäç ãùíßá óôï êÜèåôï åðß-
ðåäï, ç ïðïßá ëÝãåôáé áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ôçò äßåäñçò
(ó÷.38). 

Áí èåùñÞóïõìå äýï áíôßóôïé÷åò åðßðåäåò ãùíßåò ÁÏ
^

Â êáé
Á¢Ï^ ¢Â¢ ôçò äßåäñçò ãùíßáò å(ó,ô), ìå ÏÁ = Ï¢Á¢ êáé 
ÏÂ = Ï¢Â¢ (ó÷.39), ðñïêýðôåé üôé ôá ÏÏ¢Â¢Â êáé ÏÏ¢Á¢Á
åßíáé ïñèïãþíéá, Üñá ÁÁ¢//=ÂÂ¢. ÁëëÜ áðü ôï ðáñáëëçëü-
ãñáììï ÁÁ¢Â¢Â Ý÷ïõìå ÁÂ=Á¢Â¢, åðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÏÁÂ
êáé Ï¢Á¢Â¢ åßíáé ßóá, Üñá êáé ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé Á¢Ï^¢Â¢ åßíáé

ßóåò. Áðü áõôÜ ðñïêýðôåé üôé äýï ôõ÷áßåò åðéðÝäåò ãùíßåò
ìßáò äßåäñçò ãùíßáò åßíáé ßóåò.

Ïñéóìüò ÉÉÉ

Äýï äßåäñåò ãùíßåò ëÝãïíôáé ßóåò, áí ôïðïèåôþíôáò
ôç ìßá ðÜíù óôçí Üëëç åöáñìüæïõí áêñéâþò.

Äßåäñç ãùíßá äýï ôåìíüìåíùí åðéðÝäùí ëÝãåôáé ç ìéêñüôåñç
Þ ßóç ôçò ïñèÞò äßåäñç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá äýï åðßðå-
äá. Ãùíßá äýï åðéðÝäùí ëÝãåôáé ç áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ôçò äß-
åäñçò ôùí äýï åðéðÝäùí.
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Áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ìå áõôü ôï èåþñçìá ìåôáöÝñïõìå óôéò äßåäñåò üëïõò ôïõò
ïñéóìïýò ôá ìÝôñá êáé ôéò éäéüôçôåò ôùí åðßðåäùí ãùíéþí.
¸ôóé Ý÷ïõìå: 
� Äýï äßåäñåò ãùíßåò, ðïõ Ý÷ïõí êïéíÞ áêìÞ, ìßá Ýäñá êïé-

íÞ êáé ôéò Üëëåò åêáôÝñùèåí ôçò êïéíÞò, ëÝãïíôáé åöå-
îÞò. 

� Äýï åöåîÞò äßåäñåò ôùí ïðïßùí ïé ìç êïéíÝò Ýäñåò åßíáé
áíôéêåßìåíá çìéåðßðåäá ëÝãïíôáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò
(ó÷. 40).

� Ìßá äßåäñç ãùíßá ëÝãåôáé ïîåßá, ïñèÞ Þ áìâëåßá, áí ç
áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ãùíßá ôçò äßåäñçò åßíáé ïîåßá, ïñèÞ
Þ áìâëåßá. 

� ¼ôáí äýï åðßðåäá ôåìíüìåíá ó÷çìáôßæïõí ìßá áðü ôéò
ôÝóóåñéò äßåäñåò ãùíßåò ïñèÞ (ó÷. 41), ôüôå êáé ïé ôÝó-
óåñéò åßíáé ïñèÝò.

Ïñéóìüò IV

Äýï åðßðåäá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ìßá ïñèÞ äßåäñç ëÝãï-
íôáé êÜèåôá åðßðåäá.

Ôçí êáèåôüôçôá äýï åðéðÝäùí ó êáé ô ôç óõìâïëßæïõìå ìå ó^ô.

Áðüäåéîç
¸óôù Ï ôï êïéíü óçìåßï ôçò î ìå ôï åðßðåäï ó (ó÷.42), å ç åõ-
èåßá ôïìÞò ôùí åðéðÝäùí ó êáé ô êáé æ åõèåßá ôïõ ó êÜèåôç
óôçí å, óôï óçìåßï Ï. Ç ãùíßá ôùí åõèåéþí î êáé æ åßíáé ç
áíôßóôïé÷ç ôçò äßåäñçò ôùí åðéðÝäùí ó êáé ô, áöïý ïé åõèåßåò
î êáé æ åßíáé êÜèåôåò óôçí áêìÞ å. ÅðåéäÞ üìùò ç åõèåßá î åß-
íáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ó, èá åßíáé êÜèåôç óå êÜèå åõèåßá ôïõ
åðéðÝäïõ ðïõ ðåñíÜåé áðü ôï Ï, Üñá êáé óôç æ. ÅðïìÝíùò, ç
åðßðåäç ãùíßá ôùí åõèåéþí î êáé æ åßíáé ïñèÞ.

Ó÷Þìá 40

Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 42

Áí äýï äßåäñåò ãùíßåò åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ïé áíôßóôïé-
÷åò åðßðåäåò ãùíßåò åßíáé ßóåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá É

Áí ìßá åõèåßá î åßíáé êÜèåôç óå Ýíá åðßðåäï ó, ôüôå
êÜèå åðßðåäï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí î åßíáé êÜèåôï óôï ó.

Èåþñçìá ÉÉ
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Áðüäåéîç
¸óôù î åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ ô (ó÷.42á), êÜèåôç óôçí êïéíÞ åõ-
èåßá å ôùí êÜèåôùí åðéðÝäùí ó êáé ô êáé Ï ôï ß÷íïò ôçò î óôï
åðßðåäï ó. ¸óôù æ ç åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ ó ðïõ åßíáé êÜèåôç
óôçí å êáé ðåñíÜåé áðü ôï Ï. Ïé åõèåßåò î êáé æ ïñßæïõí ôçí
áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ãùíßá ôçò äßåäñçò ðïõ Ý÷åé ùò Ýäñåò äýï
áðü ôá ôÝóóåñá çìéåðßðåäá ôùí åðéðÝäùí ó êáé ô. ÅðåéäÞ ôá
åðßðåäá åßíáé êÜèåôá, ç áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ôçò äßåäñçò åßíáé
ïñèÞ. ¢ñá, ïé åõèåßåò î êáé æ åßíáé êÜèåôåò. Ôüôå ç åõèåßá î åß-
íáé êÜèåôç óå äýï åõèåßåò, ôéò å êáé æ, ôïõ åðéðÝäïõ ó, Üñá ç
åõèåßá î åßíáé êÜèåôç óôï ó.

Áðüäåéîç
Ç áðüäåéîç ôùí ðïñéóìÜôùí i) êáé ii) åßíáé ðñïöáíÞò.
iii) Ôá åðßðåäá ó êáé ô ôÝìíïõí ôï ð êáôÜ ôéò åõèåßåò å êáé æ
áíôßóôïé÷á. ¸óôù Ï ôï êïéíü óçìåßï ôùí å êáé æ (ó÷.43). Ôüôå,
ç åõèåßá ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï ð êáé ðåñíÜåé áðü ôï Ï, óýì-
öùíá ìå ôï ðüñéóìá (i), áíÞêåé óôï åðßðåäï ó. ÁëëÜ ãéá ôïí
ßäéï ëüãï áíÞêåé êáé óôï ô. ¢ñá åßíáé ç êïéíÞ åõèåßá ôùí äýï
åðéðÝäùí.

Áí äýï åðßðåäá åßíáé êÜèåôá, êÜèå åõèåßá ôïõ åíüò êÜ-
èåôç óôçí ôïìÞ ôïõò åßíáé êÜèåôç óôï Üëëï.

Èåþñçìá ÉÉÉ

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

i) Áí äýï åðßðåäá åßíáé êÜèåôá ìåôáîý ôïõò, ôüôå ç
åõèåßá ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï ðñþôï êáé äéÝñ÷åôáé
áðü óçìåßï ôïõ äåõôÝñïõ, âñßóêåôáé óôï äåýôåñï
åðßðåäï.

ii) Áí ìßá åõèåßá î åßíáé êÜèåôç óå åðßðåäï ó, ôüôå êÜèå
åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôçí î åßíáé êÜèåôï óôï åðßðåäï ó.

iii) Áí äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá åßíáé êÜèåôá óå åðßðåäï
ð, ôüôå ç ôïìÞ ôïõò åßíáé êÜèåôç óôï ð.

Ó÷Þìá 43

Ó÷Þìá 42á
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Áí äýï åðßðåäá åßíáé êÜèåôá, ôüôå êÜèå åõèåßá î êÜèåôç óôï Ýíá åßíáé ðáñÜëëçëç óôï
Üëëï Þ áíÞêåé óå áõôü.

Áðüäåéîç
Áðü ôï óçìåßï ôïìÞò Ï ôçò åõèåßáò î êáé ôïõ åðéðÝäïõ ó öÝ-
ñïõìå ôçí åõèåßá æ (ó÷. 44), êÜèåôç óôçí êïéíÞ åõèåßá å ôùí
äýï åðéðÝäùí. ¸óôù Æ ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí å êáé æ.
Ç åõèåßá æ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï ô, ãéáôß áðü ôçí êáôá-
óêåõÞ åßíáé êÜèåôç óôçí ôïìÞ ôùí äýï êÜèåôùí åðéðÝäùí. Ôï
åðßðåäï ôùí ôåìíüìåíùí åõèåéþí î êáé æ ôÝìíåé ôï ô êáôÜ ôçí
åõèåßá î1 ðïõ åßíáé êÜèåôç óôçí æ ëüãù ôçò êáèåôüôçôáò ôïõ

åðéðÝäïõ ô ìå ôçí åõèåßá î. Ïé åõèåßåò î êáé î1 åßíáé ðáñÜë-

ëçëåò, ãéáôß åßíáé êÜèåôåò óôçí åõèåßá æ êáé âñßóêïíôáé óôï
åðßðåäï (î, î1). Áí ôï ß÷íïò Ï ôçò åõèåßáò î óôï ó åßíáé óçìåßï

ôçò åõèåßáò å, ôüôå ç åõèåßá î áíÞêåé óôï ô. Ó÷Þìá 44

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðþò âñßóêïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ìßáò äßåäñçò
ãùíßáò;
2. Ðþò êáôáóêåõÜæåôáé ôï åðßðåäï ðïõ äé÷ïôïìåß ìßá
äßåäñç ãùíßá;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü óç-
ìåßï Ï êáé åßíáé êÜèåôï óå äïóìÝíï åðßðåäï ð.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Ýíá åðßðåäï åßíáé êÜèåôï óôçí
áêìÞ ìéáò äßåäñçò, åßíáé êÜèåôï êáé óôéò Ýäñåò.

3. Óôçí Ýäñá ó äßåäñçò å(ó,ô) äßíïíôáé äýï óçìåßá Â, Ã
åêôüò ôçò å. Íá âñåèåß óçìåßï Á ôçò Ýäñáò ô ôÝôïéï,
þóôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ íá åßíáé éóïóêåëÝò êáé ïñèïãþ-
íéï óôï Á.
4. Áðü äïóìÝíï óçìåßï Ï íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ð
êÜèåôï óå åðßðåäï ó êáé ðáñÜëëçëï óå åõèåßá å.
5. Äßíåôáé åõèåßá å êáé åðßðåäï ð. Íá êáôáóêåõÜóåôå
åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôçí åõèåßá å êáé åßíáé êÜ-
èåôï óôï ð.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� ºóåò äßåäñåò ãùíßåò Ý÷ïõí ßóåò áíôßóôïé÷åò åðßðåäåò êáé áíôßóôñïöá.
� ÊÜèå åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü åõèåßá î êÜèåôç óå åðßðåäï ð åßíáé êÜèåôï óôï ð.
� Äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá êÜèåôá óôï ð ôÝìíïíôáé óå åõèåßá êÜèåôç óôï ð.
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12.8 ÐñïâïëÞ óçìåßïõ êáé åõèåßáò óå åðßðåäï
� Ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

� ÐñïâïëÞ óçìåßïõ êáé åõèåßáò óå åðßðåäï

¸÷ïõìå Þäç ïñßóåé ôçí ðñïâïëÞ óçìåßïõ óå åðßðåäï óôçí
§12.5. Ãåíéêåýïíôáò áõôüí ôïí ïñéóìü Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò É

ÏñèÞ ðñïâïëÞ Þ áðëþò ðñïâïëÞ åíüò ó÷Þìáôïò óå åðß-
ðåäï ð ëÝãåôáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ïñèþí ðñï-
âïëþí üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ ó÷Þìáôïò óôï åðßðåäï.

Ôï åðßðåäï ð ëÝãåôáé åðßðåäï ðñïâïëÞò.

Áðüäåéîç
Áí Ì¢ åßíáé ç ðñïâïëÞ óçìåßïõ Ì ôçò åõèåßáò å óôï åðßðåäï
ð, ç åõèåßá ÌÌ¢ (ó÷. 45) åßíáé êÜèåôç óôï ð, Üñá ôï åðßðåäï
ô=(å, ÌÌ¢) åßíáé êÜèåôï óôï ð êáé Ýóôù å¢ ç ôïìÞ ôùí äýï åðé-
ðÝäùí. Áí ðñïâÜëëïõìå ôï ôõ÷áßï óçìåßï Í ôçò å (äéÜöïñï
ôïõ Ì), ç ðñïâÜëëïõóá åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç óôçí ÌÌ¢
êáé Ýíá óçìåßï ôçò (ôï Í) áíÞêåé óôï ô, Üñá èá áíÞêåé óôï ô
êáé èá ôÝìíåé ôï ó óå óçìåßï Í¢ ôçò åõèåßáò å¢. ¢ñá ç ðñïâïëÞ
ôçò å åßíáé ç åõèåßá å¢.

� Ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå óçìåßï Á ôçò åõèåßáò å êáé Ýóôù Á¢ ç ðñïâïëÞ ôïõ
óôï ð (ó÷.46). Óôçí ôõ÷áßá åõèåßá î ôïõ åðéðÝäïõ ð ðïõ ðåñíÜåé
áðü ôï Ï ðáßñíïõìå óçìåßï Â ôÝôïéï, þóôå ÏÁ¢= ÏÂ. Ðñïöáíþò
Ý÷ïõìå ÁÁ¢<ÁÂ, ãéáôß ç ÁÁ¢ åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï. Ôá ôñß-

Ó÷Þìá 45

Ç ðñïâïëÞ åõèåßáò å óå åðßðåäï ð, ðïõ äåí åßíáé êÜèå-
ôï óå áõôÞ, åßíáé åõèåßá.

Èåþñçìá É

Ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé ìßá åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé Ýíá
åðßðåäï ð, ìå ôçí ðñïâïëÞ ôçò å¢, åßíáé ç ìéêñüôåñç
áðü ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæåé ç åõèåßá å ìå ôõ÷áßá åõ-
èåßá ôïõ ð ðïõ ôçí ôÝìíåé.

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 46
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ãùíá ÏÁÁ¢ êáé ÏÁÂ Ý÷ïõí ôçí ÏÁ êïéíÞ êáé ÏÁ¢= ÏÂ êáé
ÁÁ¢<ÁÂ, Üñá ÁÏ

^
Á¢ < ÁÏ

^
Â. Ç ãùíßá ôùí åõèåéþí å êáé å¢ åßíáé

ç ìéêñüôåñç, êáèþò áõôÞ ç áíéóüôçôá éó÷ýåé ãéá êÜèå åõèåßá î
ðïõ ðåñíÜåé áðü ôï Ï êáé åßíáé äéÜöïñç ôçò å¢.

Ïñéóìüò ÉÉ 

Ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ ëÝãåôáé ç ãùíßá ðïõ ó÷ç-
ìáôßæåé ç åõèåßá ìå ôçí ðñïâïëÞ ôçò óôï åðßðåäï.

Äé÷ïôüìï çìéåðßðåäï ìéáò äßåäñçò å(ó,ô) ëÝãåôáé ôï çìéåðß-
ðåäï ð ðïõ Ý÷åé ùò áñ÷éêÞ åõèåßá ôçí áêìÞ å êáé ÷ùñßæåé ôçí
äßåäñç óå äýï ßóåò äßåäñåò. Ôï áíôéêåßìåíï ôïõ äé÷ïôüìïõ çìé-
åðéðÝäïõ ìéáò äßåäñçò åßíáé ôï äé÷ïôüìï çìéåðßðåäï ð´ ôçò
áíôéêåßìåíçò äßåäñçò ãùíßáò. Ôá çìéåðßðåäá ð êáé ð´ ó÷çìáôß-
æïõí Ýíá åðßðåäï ðïõ äé÷ïôïìåß ôç äßåäñç ãùíßá êáé ôçí áíôé-
êåßìåíÞ ôçò êáé ëÝãåôáé äé÷ïôüìï åðßðåäï ôçò äßåäñçò.

Ó×ÏËÉÏ
ÐïëëÝò öïñÝò óôç âéâëéïãñáößá
ç ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ ëÝ-
ãåôáé êáé êëßóç åõèåßáò ùò ðñïò
åðßðåäï. ÅðåéäÞ üìùò ï üñïò
�êëßóç� Ý÷åé ïñéóèåß óôçí áíáëõ-
ôéêÞ ãåùìåôñßá ùò ç åöáðôïìÝíç
ãùíßáò, áðïöåýãïõìå ôç ÷ñçóé-
ìïðïßçóç áõôïý ôïõ üñïõ ãéá íá
ìç ãßíåôáé óýã÷õóç.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åóùôåñéêïý ìéáò êõñôÞò äßåäñçò ðïõ éóáðÝ-
÷ïõí áðü ôéò Ýäñåò ôçò åßíáé ôï äé÷ïôüìï çìéåðßðåäï ôçò äßåäñçò.
Áðüäåéîç
Áí ÌÁ êáé ÌÁ¢, (ó÷.47), åßíáé ïé áðïóôÜóåéò ôïõ åóùôå-
ñéêïý óçìåßïõ Ì ôçò äßåäñçò å(ó,ô), áðü ôéò Ýäñåò ó êáé ô,
Ý÷ïõìå ÁÌ = ÌÁ¢. Ïé åõèåßåò ÌÁ êáé ÌÁ¢ åßíáé ïñèï-
ãþíéåò óôçí áêìÞ å, ùò êÜèåôåò óôá åðßðåäá ó êáé ô áíôß-
óôïé÷á, êáé åðåéäÞ åßíáé ôåìíüìåíåò, ïñßæïõí åðßðåäï êÜèå-
ôï óôçí áêìÞ å ðïõ ôçí ôÝìíåé óôï Ï. Ïé åõèåßåò ôïìÞò ôïõ
åðéðÝäïõ áõôïý áðü ôéò Ýäñåò ó êáé ô ïñßæïõí ôçí ÁÏ

^
Á¢,

áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ôçò äßåäñçò å(ó,ô). 
Ôüôå ôá ôñßãùíá ÏÌÁ êáé ÏÌÁ¢ åßíáé ßóá, ãéáôß åßíáé ïñ-
èïãþíéá óôéò êïñõöÝò Á êáé Á¢, Ý÷ïõí ôçí ÏÌ êïéíÞ êáé
ÌÁ = ÌÁ¢. ÅðïìÝíùò, ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Ì êáé Á¢Ï^Ì åßíáé

ßóåò. ÁõôÝò üìùò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò åðßðåäåò ôùí äéÝäñùí
å(ó,ð) êáé å(ð,ô). 
Áíôßóôñïöá, áí Ì åßíáé óçìåßï ôïõ çìéåðéðÝäïõ ð ðïõ
äé÷ïôïìåß ôç äßåäñç å(ó,ô) êáé ôï ðñïâÜëëïõìå óôéò Ýäñåò ó êáé ô óôá Á êáé Á¢ áíôßóôïé÷á, ôá
ôñßãùíá ÏÌÁ êáé ÏÌÁ¢ åßíáé ïñèïãþíéá óôá Á êáé Á¢, Ý÷ïõí ôçí ÏÌ êïéíÞ êáé ÁÏ

^
Ì =

Á¢Ï^Ì. ÅðïìÝíùò ÌÁ = ÌÁ¢.

Ó÷Þìá 47
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Áí ç ìßá ðëåõñÜ ïñèÞò ãùíßáò åßíáé ðáñÜëëçëç óå åðßðåäï êáé ç Üëëç äåí åßíáé êÜèå-
ôç óôï åðßðåäï, ôüôå ç ãùíßá ðñïâÜëëåôáé ùò ïñèÞ.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôçí ïñèÞ ãùíßá ÁÂ

^
Ã, (ó÷.48), ôçò ïðïßáò ç

ðëåõñÜ ÁÂ åßíáé ðáñÜëëçëç óôï åðßðåäï ð êáé Ýóôù
Á¢Â¢Ã¢ ç ðñïâïëÞ ôçò óôï ð. Ôï åðßðåäï ó ðïõ åßíáé êÜ-
èåôï óôçí åõèåßá ÁÂ óôï Â ðåñéÝ÷åé ôç ÂÃ, áöïý ÁÂ^ÂÃ.
Ôï åðßðåäï ðïõ ðñïâÜëëåé ôçí ÁÂ óôï ð ôÝìíåé ôï ð êá-
ôÜ ôçí åõèåßá Á¢Â¢ ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ, Üñá ç
Á¢Â¢ åßíáé êÜèåôç óôï ó. EðïìÝíùò ç Á¢Â¢ åßíáé êÜèåôç
óôçí Â¢Ã¢.

Ó÷Þìá 48

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ç ðñïâïëÞ Á¢Â¢ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ óå
åðßðåäï ð Ý÷åé ìÞêïò ìéêñüôåñï, ìåãáëýôåñï Þ ßóï ìå
áõôü ôïõ ÁÂ; Ðüôå éó÷ýåé ç éóüôçôá;
2. Ôï ìÝóï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ðñïâÜëëåôáé óôï
ìÝóï ôçò ðñïâïëÞò;
3. Åõèýãñáììï ôìÞìá ðñïâÜëëåôáé óå åðßðåäï. Ðïéá
ðñÝðåé íá åßíáé ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé Ýíá åõèýãñáì-
ìï ôìÞìá ìå ôï åðßðåäï, þóôå ç ðñïâïëÞ ôïõ íá Ý÷åé
ìÞêïò ôï ìéóü ôïõ ìÞêïõò ôïõ;
4. Ðüôå ìßá åõèåßá ðñïâÜëëåôáé óå Ýíá åðßðåäï ùò óçìåßï;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõÜóåôå åðßðåäï ô ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü åõ-
èåßá å êáé åßíáé êÜèåôï óå åðßðåäï ð.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé áí óçìåßï Ì äéáéñåß åõèýãñáììï
ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, ôüôå ç ðñïâïëÞ ôïõ ÁÂ óå Ýíá åðß-
ðåäï ð, ðïõ äåí åßíáé êÜèåôï óôï ÁÂ, äéáéñåßôáé áðü
ôçí ðñïâïëÞ ôïõ Ì óôïí ßäéï ëüãï.
3. Áí Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ç ðñïâïëÞ ôñéãþíïõ ÁÂÃ óå åðßðåäï
ð, íá áðïäåßîåôå üôé ôï êÝíôñï âÜñïõò Ê ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ðñïâÜëëåôáé óôï êÝíôñï âÜñïõò Ê¢ ôïõ Á¢Â¢Ã¢.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðñïâÜëëï-
íôáé óå ðáñÜëëçëåò åõèåßåò óå åðßðåäï ð, óôï ïðïßï äåí
åßíáé êÜèåôåò.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðñïâïëÞ ðáñáëëçëïãñÜììïõ
ÁÂÃÄ óå åðßðåäï ð, ðïõ äåí åßíáé êÜèåôï óôï åðßðåäï
ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
6. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðñïâïëÞ ïñèÞò ãùíßáò óå åðßðå-

äï ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò ïñèÞò åßíáé áìâëåßá ãùíßá.
7. Ôá Üêñá Á êáé Â åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ áðÝ÷ïõí
áðü åðßðåäï ð 20 êáé 23 êáé ïé ðñïâïëÝò Á¢ êáé Â¢ ôùí
óçìåßùí Á êáé Â áðÝ÷ïõí ìåôáîý ôïõò 4. Ðüóï áðÝ-
÷ïõí ôá Á êáé Â ìåôáîý ôïõò;
8. Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôçò ðñïâïëÞò
åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ìÞêïõò á óå åðßðåäï ð,
üôáí ç ãùíßá ôïõ ÁÂ ùò ðñïò ôï ð åßíáé:
i) 30°, ii)45° êáé iii) 60°.
9. Íá êáôáóêåõÜóåôå åõèåßá ðïõ íá ó÷çìáôßæåé ãùíßá
60° ìå åðßðåäï ð, íá äéÝñ÷åôáé áðü óçìåßï Á ôïõ ð êáé
íá ðñïâÜëëåôáé óå åõèåßá å ôïõ ð, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü
ôï Á.
10. Íá áðïäåßîåôå üôé ï ëüãïò ôùí ðñïâïëþí äýï åõ-
èýãñáììùí ôìçìÜôùí ôçò ßäéáò åõèåßáò éóïýôáé ìå ôïí
ëüãï ôùí ôìçìÜôùí áõôþí.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí ó êáé ô åßíáé äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá êáé Ï óçìåßï
ôïõ ó, íá áðïäåßîåôå üôé ç åõèåßá ôïõ ó ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôï Ï êáé ó÷çìáôßæåé ôç ìåãáëýôåñç ãùíßá ìå ôï ô
åßíáé ç êÜèåôç óôçí êïéíÞ åõèåßá å.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá åðßðåäá ðïõ åßíáé êÜèåôá óôï
åðßðåäï åíüò ôñéãþíïõ êáé ðåñéÝ÷ïõí ôéò äé÷ïôüìïõò
ôïõ ôñéãþíïõ ôÝìíïíôáé óå ìßá åõèåßá.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé óå óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ,
ðïõ Ý÷åé ôéò ìç äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ßóåò, ç åõèåßá ðïõ
óõíäÝåé ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ôïõ åßíáé êïéíÞ êÜèå-
ôïò ôùí äéáãùíßùí.
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4. Äßíåôáé Ýíá ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ. Íá êáôáóêåõÜ-
óåôå åðßðåäï ð ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôçí ÁÂ ôÝôïéï, þóôå ç

ãùíßá Ã
^

íá ðñïâÜëëåôáé ùò ïñèÞ.
5. ÅÜí åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ åðß ôùí
åäñþí ìéáò äßåäñçò ãùíßáò, ôüôå ôï äé÷ïôüìï åðßðåäï
ôçò äßåäñçò ÷ùñßæåé ôï ÁÂ óå äýï ôìÞìáôá, áíÜëïãá

ôùí áðïóôÜóåùí ôùí Üêñùí Á êáé Â áðü ôçí áêìÞ ôçò
äßåäñçò.
6. Áí Ýíá óçìåßï Á áðÝ÷åé áðü åðßðåäï ð áðüóôáóç 6
êáé áðü åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ ôïõ ð áðüóôáóç 10, íá
áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôçò ðñïâïëÞò ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ éóïýôáé ìå }
4

5
} ôïõ åìâáäïý ôïõ ôñéãþíïõ.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôçí áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ìéáò äßåäñçò ãùíßáò .
ÅíáëëáêôéêÞ êáôáóêåõÞ áíôßóôïé÷çò åðßðåäçò ìéáò äßåäñçò, ìå åõèåßåò êÜèåôåò
óôéò Ýäñåò óå Ýíá óçìåßï ôçò áêìÞò.
2. Íá ìåëåôÞóåôå ôç ðñïâïëÞ ôñéãþíïõ óå åðßðåäï. Ãéá ôï åìâáäüí Å ôñéãþíïõ
íá áðïäåßîåôå üôé éó÷ýåé Å¢= Åóõíö, üðïõ Å¢ ôï åìâáäüí ôçò ðñïâïëÞò êáé ö
ç ãùíßá ôùí äýï åðéðÝäùí. 

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ìßá åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå Ýíá åðßðåäï áí: 
� ç åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå äýï åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ,
� ç åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå ìßá åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ êáé ïñèïãþíéá óå ìßá  Üëëç êáé
� ç åõèåßá åßíáé ïñèïãþíéá óå äýï åõèåßåò ôïõ åðéðÝäïõ.

Ãåíéêüôåñá, ç åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå Ýíá åðßðåäï, áí åßíáé êÜèåôç Þ ïñèïãþíéá óå äýï åõèåßåò
ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò óôï åðßðåäï.

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þ-
ñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé î.
2. Áí äýï åðßðåäá ôÝìíïíôáé óå åõèåßá å, êÜèå åõèåßá
î êÜèåôç óôï Ýíá, ðñïâÜëëåôáé óôï Üëëï óå åõèåßá êÜ-
èåôç óôçí å.
3. Äßíïíôáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé î, ðïõ ó÷çìá-
ôßæïõí ßóåò ãùíßåò ìå åðßðåäï ð êáé Ý÷ïõí ðñïâïëÝò
óôï åðßðåäï ð åõèåßåò ðáñÜëëçëåò. Íá áðïäåßîåôå üôé
üëåò ïé åõèåßåò ðïõ óõíáíôïýí ôéò å êáé î êáé åßíáé ðá-
ñÜëëçëåò óôï åðßðåäï ð, óõíáíôïýí ìßá åõèåßá ðïõ åß-
íáé êÜèåôç óôï ð.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôéò Ýäñåò
ìßáò äßåäñçò ãùíßáò óå óçìåßá ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôçí
áêìÞ ôçò, ó÷çìáôßæåé ßóåò ãùíßåò ìå ôéò Ýäñåò êáé áíôß-
óôñïöá.

5. Ãéá íá éóáðÝ÷ïõí äýï óçìåßá Á êáé Â áðü åõèåßá å,
ðñÝðåé êáé áñêåß ïé áðïóôÜóåéò ôùí óçìåßùí Á êáé Â
áðü ôá åðßðåäá (å,Â) êáé (å,Á) áíôßóôïé÷á, íá åßíáé ßóåò.
6. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Ì1 êáé Ì2 åßíáé ïé ðñïâïëÝò

óçìåßïõ Ì óå äýï ôåìíüìåíá åðßðåäá ð1 êáé ð2, ïé

ðñïâïëÝò ôùí Ì1 êáé Ì2 óôçí ôïìÞ óõìðßðôïõí.

7. Äßíåôáé óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé åðßðåäï ð.
Íá âñåèïýí ôÝóóåñéò åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðïõ ðåñíÜíå
áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â, Ã êáé Ä êáé ôÝìíïõí ôï ð óå óç-
ìåßá Á¢, Â¢, Ã ¢ êáé Ä¢, þóôå ôï Á¢Â¢Ã ¢Ä¢ íá åßíáé ðá-
ñáëëçëüãñáììï.
8. Áí å êáé å¢ åßíáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò êáé Ì, Í
åßíáé äýï óçìåßá ôçò å, óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí êïéíÞ
êÜèåôï ôùí å êáé å¢, íá áðïäåßîåôå üôé áõôÜ éóáðÝ÷ïõí
áðü ôçí å¢ êáé áíôßóôñïöá.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 12

«ÃåùìåôñéêÝò ÓõíèÝóåéò» Ä. Ôçíéáêüò
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