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Ενότητα 2: Στατιστική και πιθανοτική ανάλυση 
ακραίων υδρολογικών τιμών

2.1. Πιθανοτική Ανάλυση Ακραίων Τιμών

Καθ. Αθανάσιος Λουκάς

Εργαστήριο Υδρολογίας και Ανάλυσης Υδατικών Συστημάτων

Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών

Πολυτεχνική Σχολή 

Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών

Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας



2Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Διαχείριση επικινδυνότητας ή 
διακινδύνευσης πλημμύρας

Ανάλυση 
Επικινδυνότητας 

Εκτίμηση 
Επικινδυνότητας 

Μείωση 
επικινδυνότητας 

Η ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



3Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Διαχείριση επικινδυνότητας ή 
διακινδύνευσης πλημμύρας

Ανάλυση 
Επικινδυνότητας 

Εκτίμηση 
Επικινδυνότητας 

Μείωση 
επικινδυνότητας 

Καθορισμός 
κινδύνου

Καθορισμός 
τρωτότητας

Προσδιορισμός 
διακινδύνευσης

Πιθανότητα
και 

χαρακτηριστικά  
(π.χ. βάθος 

νερού, 
ταχύτητα ροής, 

διάρκεια 
γεγονότος 

πλημμύρας) 
ενός γεγονότος  

πλημμύρας

Πιθανές 
κοινωνικές, 

οικονομικές και 
οικολογικές 

καταστροφές 
που 

εξαρτώνται 
από την τιμή 

και την 
ευπάθεια σε 

ένα 
συγκεκριμένο 
τύπο κινδύνου

Πιθανότητα 
ορισμένης 

κοινωνικής, 
οικονομικής

και οικολογικής 
καταστροφής 

από έναν 
καθορισμένο 

κίνδυνο

Η ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



4Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Διαχείριση επικινδυνότητας ή 
διακινδύνευσης πλημμύρας

Ανάλυση 
Επικινδυνότητας 

Εκτίμηση 
Επικινδυνότητας 

Μείωση 
επικινδυνότητας 

Αντίληψη 
διακινδύνευσης

Στάθμιση 
διακινδύνευσης

Καθολική 
αντίληψη της 

διακινδύνευσης 
ενός ατόμου 

ή μιας ομάδας 
ατόμων, που 

εξαρτάται από 
το πολιτισμικό 
επίπεδο και τις  

προσωπικές 
αξίες,

εμπειρίες και 
αισθήματα 
του καθενός

Καθορισμός
της 

ανεκτικότητας 
στη 

διακινδύνευση,  
σταθμίζοντας το 

κόστος και τις 
ωφέλειες, που 
εξαρτάται από 
την αντίληψη 

και τα 
ενδιαφέροντα 

του κάθε ατόμου 
και του συνόλου 
των ανθρώπων 

Η ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



5Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Διαχείριση επικινδυνότητας ή 
διακινδύνευσης πλημμύρας

Ανάλυση 
Επικινδυνότητας 

Εκτίμηση 
Επικινδυνότητας 

Μείωση 
επικινδυνότητας 

Φυσικά μέτρα, 
ρυθμιστικά, 

επικοινωνιακά 
και οικονομικά 

μέσα για τη 
μείωση της 

διακινδύνευσης 
ενός 

εξελισσόμενου 
γεγονότος 

πλημμύρας

Φυσικά μέτρα, 
ρυθμιστικά, 

επικοινωνιακά 
και οικονομικά 

μέσα για να 
αντιμετωπιστούν 

οι υπάρχουσες 
ζημιές από το 

γεγονός 
πλημμύρας

Μείωση της 
διακινδύνευσης 
κατά τη διάρκεια 
της πλημμύρας

Μείωση της 
διακινδύνευσης 

μετά την 
πλημμύρα

Μείωση της 
διακινδύνευσης 

πριν την 
πλημμύρα

Φυσικά μέτρα, 
ρυθμιστικά, 

επικοινωνιακά 
και οικονομικά 

μέσα για τη 
μείωση της 

διακινδύνευσης
, μέσω της 

παρεμπόδισης 
ενός γεγονότος 
πλημμύρας και 

μέσω της 
ετοιμότητας να  
αντιμετωπιστεί

Η ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



6Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Διαχείριση επικινδυνότητας ή 
διακινδύνευσης πλημμύρας

Ανάλυση 
Επικινδυνότητας 

Εκτίμηση 
Επικινδυνότητας 

Μείωση 
επικινδυνότητας 

Καθορισμός 
κινδύνου

Καθορισμός 
τρωτότητας

Προσδιορισμός 
διακινδύνευσης

Πιθανότητα
και 

χαρακτηριστικά  
(π.χ. βάθος 

νερού, 
ταχύτητα ροής, 

διάρκεια 
γεγονότος 

πλημμύρας) 
ενός γεγονότος  

πλημμύρας

Πιθανές 
κοινωνικές, 

οικονομικές και 
οικολογικές 

καταστροφές 
που 

εξαρτώνται 
από την τιμή 

και την 
ευπάθεια σε 

ένα 
συγκεκριμένο 
τύπο κινδύνου

Πιθανότητα 
ορισμένης 

κοινωνικής, 
οικονομικής

και οικολογικής 
καταστροφής 

από έναν 
καθορισμένο 

κίνδυνο

Η ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



7Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Πηγές 
διακινδύνευσης

• Μετεωρολογική + 
Αστρονομική παλίρροια

• Κύματα
• Ισχυρή βροχόπτωση

Διαδρομή της 
διακινδύνευσης

Αποδέκτες 
διακινδύνευσης

Προβλεπόμενη 
Πιθανότητα Αστοχίας 

Pf
c

Αναμενόμενες Βλάβες 
E(D)

Προβλεπόμενη 
Διακινδύνευση 

Πλημμύρας
Rf

c = Pf
c . E(D)

• Φορτία + Αντιστάσεις
• Αστοχία Υποδομών

• Πλημμύριση

• Ανθρωποι + Ιδιοκτησίες
• Περιβάλλον

•Αντίληψη 
Διακινδύνευσης

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ
ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



8Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Πηγές 
διακινδύνευσης

• Μετεωρολογική + 
Αστρονομική παλίρροια

• Κύματα
• Ισχυρή βροχόπτωση

Υδρολογικές/ υδραυλικές συνοριακές συνθήκες, 
που συμπεριλαμβάνουν τις αβεβαιότητες & 

επικεντρώνουν στις ακραίες τιμές και στις «από 
κοινού» πιθανότητες

Προσομοίωση της 
φόρτισης & της 

αντίστασης κάθε 
κατασκευής 
προστασίας

Pf
c

Διαδρομή της 
διακινδύνευσης

• Φορτία + Αντιστάσεις
• Αστοχία Υποδομών

• Πλημμύριση

Αποδέκτες 
διακινδύνευσης

• Ανθρωποι + Ιδιοκτησίες
• Περιβάλλον

•Αντίληψη 
Διακινδύνευσης

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



9Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Πηγές 
διακινδύνευσης

• Μετεωρολογική + 
Αστρονομική παλίρροια

• Κύματα
• Ισχυρή βροχόπτωση

Διαδρομή της 
διακινδύνευσης

• Φορτία + Αντιστάσεις
• Αστοχία Υποδομών

• Πλημμύριση

Αποδέκτες 
διακινδύνευσης

• Ανθρωποι + Ιδιοκτησίες
• Περιβάλλον

•Αντίληψη 
Διακινδύνευσης

Αρχή και διεύρυνση ρηγματώσεων
Διόδευση 

πλημμύρας

Pf
c

Μορφολογικές 
μεταβολές

Φόρτιση & Μηχανισμοί 
αστοχίας

E(D)

Ανάλυση Αξιοπιστίας: Pf

Συμπεριφορά του συνόλου του συστήματος 
προστασίας και των συνιστωσών του, για την 

παροχή των αρχικών συνθηκών για την εκτίμηση 
της διάδοσης της πλημμύρας

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



10Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Πηγές 
διακινδύνευσης

• Μετεωρολογική + 
Αστρονομική παλίρροια

• Κύματα
• Ισχυρή βροχόπτωση

Διαδρομή της 
διακινδύνευσης

• Φορτία + Αντιστάσεις
• Αστοχία Υποδομών

• Πλημμύριση

Αποδέκτες 
διακινδύνευσης

• Ανθρωποι + Ιδιοκτησίες
• Περιβάλλον

•Αντίληψη 
Διακινδύνευσης

Οδηγίες και μέθοδοι εκτίμησης των κοινωνικο-οικονομικών 
καταστροφών από φαινόμενα πλημμύρας

Κοινωνικο-οικονομικός 
υπολογισμός + προσομοίωση

Αντίληψη της διακινδύνευσης, 
κοινωνική συμπεριφορά και  

αντοχή

Άμεσες/Έμμεσες & απτές/ μη απτές απώλειες που 
συμπεριλαμβάνουν την υποβάθμιση και την αντοχή

E(D)

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ



11Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ

Ενυπάρχουσα Επιστημονική

Στο χώρο Στο χρόνο Στατιστική
Του μοντέλου 

προσομοίωσης

Των παραμέτρων
Της συνάρτησης 

κατανομής

Η ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ



12Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ

Ενυπάρχουσα Επιστημονική

Στο χώρο Στο χρόνο Στατιστική

Μεταβολές και 
μεταβλητότητα που 
υπάρχουν στη φύση.

Δε μπορούν να 
περιοριστούν.

Του μοντέλου 
προσομοίωσης

Των παραμέτρων
Της συνάρτησης 

κατανομής

Η ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ



13Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ

Ενυπάρχουσα Επιστημονική

Στο χώρο Στο χρόνο Στατιστική

Περιορισμένη γνώση των
αιτιών/ αποτελεσμάτων

των μεταβολών και
έλλειψη δεδομένων.

Του μοντέλου 
προσομοίωσης

Των παραμέτρων
Της συνάρτησης 

κατανομής

Η ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ



14Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ

Ενυπάρχουσα Επιστημονική

Στο χώρο Στο χρόνο Στατιστική

Περιορισμένη γνώση των
αιτιών/ αποτελεσμάτων

των μεταβολών και
έλλειψη δεδομένων.

Του μοντέλου 
προσομοίωσης

Των παραμέτρων
Της συνάρτησης 

κατανομής

Μια προσέγγιση υπολογισμού 
κατά Bayes μπορεί να μειώσει 

αυτή την αβεβαιότητα

Προσομοίωση με τη μέθοδο 
“bootstrap”, αλλά και με τη 

μέθοδο εκτίμησης Bayes

Η ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ



15Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ

Ενυπάρχουσα Επιστημονική

Στο χώρο Στο χρόνο Στατιστική

Περιορισμένη γνώση των
αιτιών/ αποτελεσμάτων

των μεταβολών και
έλλειψη δεδομένων.

Του μοντέλου 
προσομοίωσης

Μπορούν με περιοριστούν με :
α) Συλλογή δεδομένων

β) Επικαιροποίηση υπαρχουσών χρονοσειρών
γ) Έρευνα για τα φυσικά μοντέλα διαφόρων φαινομένων
δ) Διατύπωση της γνώμης των ειδικών για να προκύψουν 

οι πιθανοτικές κατανομές μεταβλητών

Η ΑΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΗΣ ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗΣ



16Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΣΧΕΣΗ ΥΔΡΟΛΟΓΙΑΣ ΚΑΙ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ

Οι περισσότερες μέθοδοι της τεχνικής υδρολογίας βασίζονται στη θεωρία 
πιθανοτήτων και τη στατιστική δεδομένου ότι:

 Η τύχη είναι άμεσα συνδεδεμένη με τα υδρολογικά φαινόμενα (πλημμύρες, 
ξηρασίες) με αποτέλεσμα να περιγράφονται σε μικρό ή μεγάλο βαθμό από τη 
θεωρία των πιθανοτήτων

 Η τεχνική υδρολογία στηρίζεται σε μετρήσεις φυσικών μεταβλητών που η 
επεξεργασία τους προϋποθέτει τη χρήση στατιστικών μεθόδων (έλεγχος των 
σφαλμάτων των μετρήσεων, συμπλήρωση ελλείψεων ιστορικών δειγμάτων και 
κυρίως επέκταση χρονοσειρών) 

 Η λήψη αποφάσεων για το σχεδιασμό και τη βέλτιστη λειτουργία των 
υδραυλικών έργων  και των υδατικών συστημάτων γενικότερα, γίνεται πάντοτε 
υπό καθεστώς αβεβαιότητας, η οποία μπορεί να ποσοτικοποιηθεί με την 
θεωρία των πιθανοτήτων

Σημειώνεται ότι η χρήση των πιθανοτήτων δεν μπορεί να υποκαταστήσει την έλλειψη 
μετρήσεων των υδρολογικών μεταβλητών ή την έλλειψη αξιοπιστίας σε αυτές, χωρίς 
τις οποίες είναι αδύνατη η εφαρμογή οποιασδήποτε προσέγγισης. 



17Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Προσδιοριστική - Στατιστική - Στοχαστική προσέγγιση

ΦΙΛΟΣΟΦΙΑ

Χωρική κλίμακα

Χ
ρ

ο
νι

κή
 κ

λί
μ

α
κα

Προσέγγιση της απορροής

Ικανοποιητική 
μοντελοποίηση

Ανεπαρκής 
μοντελοποίηση

Προσδιοριστική Στατιστική Στοχαστική



18Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΠΛΗΘΥΣΜΟΣ
ΝΠ

ΔΕΙΓΜΑ
(ΝΔ < ΝΠ) 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ 
ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ
ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ
•Μέση τιμή
•Τυπική απόκλιση
•Συντελεστής διασποράς
•Συντελεστής ασυμμετρίας

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ 
ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ
Συναρτήσεις κατανομής και
πυκνότητας πιθανότητας

•Επιλογή θεωρητικής κατανομής
•Στατιστικές δοκιμές καταλληλότητας

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΕΡΩΤΗΜΑΤΩΝ ΣΧΕΤΙΚΩΝ ΜΕ ΤΟΝ 
ΠΛΗΘΥΣΜΟ
• Τι πιθανότητα έχει να εμφανιστεί μια τιμή σε

συγκεκριμένο διάστημα
• Σε τι τιμή αντιστοιχεί κάποια πιθανότητα

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ

Δειγματοληψία

Συμπύκνωση
πληροφορίας

Μοντελοποίηση

Εκτίμηση
πιθανοτικών

μεγεθών

Σχήμα στατιστικών επεξεργασιών
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ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΤΙΜΗ

ΔΙΑΜΕΣΟΣ ΤΙΜΗ (Χ0.5)

Μ
ΕΓ

ΕΘ
Ο

Σ

ΑΝΩ ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ (Χ0.75)

ΚΑΤΩ ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ (Χ0.25)

ΔΙΑΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΑΚΟ 
ΕΥΡΟΣ (Χ0.75-Χ0.25)

ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ

Χ ΕΞΩΤΕΡΙΚΗ ΤΙΜΗ

ΜΑΚΡΙΝΗ ΕΞΩΤΕΡΙΚΗ ΤΙΜΗ

1.5*(Χ0.75-Χ0.25)
ΕΩΣ

3* (Χ0.75-Χ0.25)

> 3* (Χ0.75-Χ0.25)
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ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ
ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ - ΣΧΕΣΗ 

Μέση τιμή 

n

X
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i
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Τυπική απόκλιση 
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Συντελεστής ασυμμετρίας 
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Συντελεστής κύρτωσης 
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k
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Μέγιστη τιμή 
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1
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i
XXXTM


  

Ελάχιστη τιμή 

 
E T X X X

i

n

n. . min{ , ,..., }
1

1 2  

 Χ1...Χn : Οι τιμές της μεταβλητής n : Αριθμός δεδομένων δείγματος

(κεντρική ροπή τάξης 2)

(ροπή τάξης 1)
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ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΚΥΡΤΩΣΗΣ

Σ.Α. 1 = Σ.Α. 2= 0

Τιμές μεταβλητής

Συντελεστής
κύρτωσης~2

Συντελεστής
κύρτωσης~5

Συντελεστής
κύρτωσης~3

ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΤΥΠΙΚΗΣ ΑΠΟΚΛΙΣΗΣ

Τιμές μεταβλητής

Μέση τιμή 1 =Μέση τιμή 2
Τυπική απόκλιση 1< Τυπική απόκλιση 2
Συντελεστής ασυμμετρίας 1= Συντελεστής ασυμμετρίας 2=0
Συντελεστής κύρτωσης 1 ≠Συντελεστής κύρτωσης 2

ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ

Τιμές μεταβλητής

Μέση τιμή 1 < Μέση τιμή 2
Τυπική απόκλιση 1= Τυπική απόκλιση 2
Συντελεστής ασυμμετρίας 1= Συντελεστής ασυμμετρίας 2=0
Συντελεστής κύρτωσης 1= Συντελεστής κύρτωσης 2

ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Συ
νά

ρ
τη

σ
η

 Π
υ

κν
ό

τη
τα

ς 
Π

ιθ
α

νό
τη

τα
ς Μέση τιμή 1 = Μέση τιμή 2

Τυπική απόκλιση 1= Τυπική απόκλιση 2

Συντελεστής ασυμμετρίας 1= -Συντελεστής ασυμμετρίας 2
Συντελεστής κύρτωσης 1 = Συντελεστής κύρτωσης 2

Συντελεστής
ασυμμετρίας >0 Συντελεστής

ασυμμετρίας <0

ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ

Τιμές μεταβλητής

Συ
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ρ
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σ
η

 Π
υ
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ό
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ς 
Π
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νό
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Συ
νά

ρ
τη

σ
η

 Π
υ

κν
ό

τη
τα

ς 
Π
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Συ
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ρ
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η

 Π
υ

κν
ό

τη
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ς 
Π

ιθ
α

νό
τη

τα
ς

Μέση τιμή 1 =Μέση τιμή 2
Τυπική απόκλιση 1= Τυπική απόκλιση 2
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Συνάρτηση κατανομής 
(πιθανότητα μη υπέρβασης)
H πιθανότητα η τυχαία 
μεταβλητή να είναι μικρότερη ή 
ίση της δεδομένης τιμής x

Πιθανότητα υπέρβασης
H πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή να 
είναι μεγαλύτερη της δεδομένης τιμής x

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ - ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗ

𝑇 =
1

𝑃 𝑋 > 𝑥
=

1

𝐹1𝑥 𝑥
=

1

1 − 𝐹𝑋 𝑥

Η περίοδος επαναφοράς είναι το αντίστροφο της πιθανότητας υπέρβασης.
Προϋποθέσεις για να ισχύει η παραπάνω σχέση είναι (α) να είναι συνεχής η τυχαία
μεταβλητή και (β) να ισχύει η παραδοχή ανεξαρτησίας της προηγούμενης ενότητας,
δηλαδή κάθε εμφάνιση να είναι στοχαστικά ανεξάρτητη από τις προηγούμενες και
επόμενές της.

Βασική σχέση, η οποία συνδέει τα τρία βασικά μεγέθη υδρολογικού σχεδιασμού ενός
έργου, δηλαδή την περίοδο επαναφοράς, τη διάρκεια ζωής και τη διακινδύνευση:

𝑅 = 1 − 1 −
1

𝑇

𝑛

𝑇 =
1

1 − 1 − 𝑅
1
𝑛

Τέλος, δεδομένου ότι ln 1 − 𝑥 𝑛 = 𝑛ln 1 − 𝑥 = 𝑛 −𝑥 −
𝑥2

2
−⋯ ≈ −𝑛𝑥, παίρνουμε

και την ακόλουθη προσεγγιστική έκφραση του R:

𝑅 = 1 − 𝑒−  𝑛 𝑇 η οποία ισχύει με σφάλμα <1% για Τ ≥ 50 έτη.
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ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ - ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗ

Γραφική απεικόνιση της σχέσης των χαρακτηριστικών μεγεθών  υδρολογικού 
σχεδιασμού (Πηγή: Κουτσογιάννης και Ξανθόπουλος, 1999)

𝑅 = 1 − 1 −
1

𝑇

𝑛
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Παράδειγμα: α) Διώρυγα εκτροπής σχεδιάζεται να λειτουργήσει κατά την
περίοδο κατασκευής φράγματος, η οποία εκτιμάται σε 5 χρόνια. Ποια πρέπει
να είναι η περίοδος επαναφοράς της πλημμύρας σχεδιασμού, ώστε η
διακινδύνευση να μην υπερβαίνει το 10%; β) Πόση είναι η διακινδύνευση αν
ένα έργο σχεδιαστεί με περίοδο επαναφοράς ίση με τη διάρκεια ζωής του;

ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ - ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗ

α)

Λύση

β) Αν δεχτούμε ότι η διάρκεια ζωής του έργου είναι αρκετά μεγάλη (≥ 50
χρόνια), τότε από την προσεγγιστική σχέση παίρνουμε R = 1 − e−1 = 0.632
= 63.2%. Διαφορετικά η διακινδύνευση υπολογίζεται από την κανονική
εξίσωση

𝑅 = 1 − 1 −
1

𝑇

𝑛
→ 𝑇 =

1

1− 1−𝑅  1 𝑛 → 𝑇 =
1

1− 1−0.10
1
5

→ 𝑇 = 47.9 ≅ 48 έτη

Στρογγυλεύουμε για περιόδο επαναφοράς Τ = 50 έτη.
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ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

N

n
xF x

X )( Ν: το σύνολο των στοιχείων του δείγματος
nx: o αριθμός των τιμών του δείγματος που δεν υπερβαίνουν την τιμή χ

0

200

400

600

800

1000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Υ
Ψ

Ο
Σ

 Β
Ρ

Ο
Χ

Η
Σ

 (
m

m
)

0

200

400

600

800

1000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Υ
Ψ

Ο
Σ

 Β
Ρ

Ο
Χ

Η
Σ

 (
m

m
)

Fx(800)=18/25=0.72=72%
F1(800)=7/25=0.28=28%

Όμως:

Fx(1000)=25/25=1=100%
F1(1000)=0/25=0=0%

Για αυτό:

1
)(




N

n
xF x

X



27Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Όνομα κατανομής Σχέση qi=

Weibull

Blom

Cunnane

Gringorten

Hazen

1n

i

25.0

375.0)1(
1






n

in

2.0

4.0)1(
1






n

in

12.0

44.0)1(
1






n

in

Οι εμπειρικές συναρτήσεις κατανομής (πιθανότητες μη-
υπέρβασης ταξινομημένου δείγματος σε αύξουσα σειρά)

n

i

2

12 
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Weibull Blom Cunnane Gringorten Gumbel Max

Return period (T) f or Maximum v alues in y ears - scale: Gumbel (Max) distribution
1 1
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1
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Εμπειρικές κατανομές Weibull, Blom, Cunnane, Gringorten
Ετήσια μέγιστα έντασης ωριαίων βροχοπτώσεων
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Περίοδος επαναφοράς,Τ μιας δεδομένης τιμής x της τυχαίας μεταβλητής Χ είναι ο μέσος 
αριθμός χρονικών διαστημάτων (εν προκειμένω υδρολογικών ετών) που μεσολαβεί 
μεταξύ 2 διαδοχικών εμφανίσεων της τυχαίας μεταβλητής με μέγεθος μεγαλύτερο ή ίσο 

της δεδομένης τιμής x.

Πιθανότητα υπέρβασης σε ένα έτος: F1=1/Τ

Πιθανότητα μη υπέρβασης σε ένα έτος: F=1-F1=(1-1/Τ)

Πιθανότητα μη υπέρβασης σε n έτη: (1-1/Τ)n

Διακινδύνευση είναι η πιθανότητα R να πραγματοποιηθεί μέσα σε n έτη τιμή που 

αντιστοιχεί σε περίοδο επαναφοράς Τ.

Πιθανότητα υπέρβασης σε n έτη 
(Διακινδύνευση): R=1-(1-1/Τ)n

Παράδειγμα Τ=50 έτη, n=10 έτη

R=1-(1-1/50)10=0.18=18%

ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ - ΔΙΑΚΙΝΔΥΝΕΥΣΗ
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ

• Λογαριθμοκανονική Κατανομή

• Κατανομές Ακραίων Τιμών (Extreme Value distributions)

– Ακραίων τιμών τύπου Ι (EVI, Gumbel)

– Ακραίων τιμών τύπου ΙΙ

– Ακραίων τιμών τύπου ΙΙΙ (Weibull)

• Κατανομή Pearson ΙΙΙ

• Κατανομή Log-Pearson III
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ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ-ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

1. Συνεχής και ορισμένη για όλες τις θετικές τιμές

2. Άνω κλάδος χωρίς όριο (unbounded)

3. Κάτω κλάδος με όριο μηδέν ή μια θετική τιμή

4. Ασυμπτωτική στον άξονα για μεγάλες θετικές τιμές της μεταβλητής

5. Μέγιστος αριθμός παραμέτρων = τρείς (3) 

(μέση τιμή, διασπορά ή τυπική απόκλιση, συντελεστής ασυμμετρίας)
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ΠΡΑΚΤΙΚΟΣ ΤΡΟΠΟΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΥΠΕΡΒΑΣΗΣ 
(ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ)

1. Επιλογή τιμών

2. Διάταξη κατά φθίνουσα σειρά μεγέθους (για μέγιστα) και κατά αύξουσα 
σειρά μεγέθους (για ελάχιστα)

3. Υπολογισμός της πιθανότητας υπέρβασης και της περιόδου επαναφοράς

4. Προσαρμογή μιας θεωρητικής κατανομής με εκτίμηση των παραμέτρων 
της

5. Εκτίμηση μεγέθους γεγονότος για μια δεδομένη περίοδο επαναφοράς

ή

6. Εκτίμηση περιόδου επαναφοράς ενός δεδομένου μεγέθους
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ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗΣ ΜΙΑΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ 
ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΣΤΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ

1. Η μέθοδος των Ροπών (method of moments)

2. H μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας (method of maximum likelihood)

3. Η μέθοδος των L-ροπών (πιθανοτικά σταθμισμένων ροπών) (method of L-

moments)

4. H μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (method of least squares)

5. Η μέθοδος του ελαχίστου x2 (minimum x2 method)

6. Η μέθοδος των έξι διαιρέσεων (method of sextiles)

7. Η μέθοδος επιλογής ειδικών σημείων (method of matching selected 

points)
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MEΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΡΟΠΩΝ

• Υπολογισμός των ροπών

– Μέσος 

– Διακύμανση ή τυπική απόκλιση

– Συντελεστής ασυμμετρίας
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Δειγματικές ροπές ως στατιστικοί δείκτες
Απλές (μεροληπτικές) εκτιμήτριες των δειγματικών ροπών 

Για την περίπτωση της εκτίμησης παραμέτρων κατανομών με την έμμεση μέθοδο των ροπών 
(περίπτωση κατανομής Log-Pearson III) θα χρησιμοποιείται η μετασχηματισμένη μεταβλητή: yi=lnxi

στην θέση της xi

Στατιστικός δείκτης Εκτιμήτρια

Μέση τιμή

Τυπική απόκλιση

Τρίτη κεντρική ροπή ή

Συντελεστής ασυμμετρίας

Τέταρτη κεντρική ροπή m4, 
συντελεστής κύρτωσης 
δείγματος g2 (μεροληπτικός)

,
όπου m2 η δειγματική μεταβλητότητα = σx
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Δειγματικές ροπές ως στατιστικοί δείκτες
Συντελεστές διόρθωσης μεροληψίας - αμερόληπτες εκτιμήσεις των ροπών του πληθυσμού  

Για την περίπτωση της εκτίμησης παραμέτρων κατανομών με την έμμεση μέθοδο των ροπών 
(περίπτωση κατανομής Log-Pearson III) θα χρησιμοποιείται η μετασχηματισμένη μεταβλητή: yi=lnxi
στην θέση της xi. 

Στατιστικός δείκτης Συντελεστής διόρθωσης μεροληψίας 

Μέση τιμή - 

Τυπική απόκλιση 

1n
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Τρίτη κεντρική ροπή 
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Αμερόληπτη εκτιμήτρια της 
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Όπου x η μέση τιμή του δείγματος και k2 η 

αμερόληπτη εκτιμήτρια για την μεταβλητότητα του 

πληθυσμού. 
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΑΣ (ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ) ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ 

• Για πολλές κατανομές πιθανότητας μπορεί να γραφεί η ακόλουθη σχέση

όπου ΚΤ είναι ο παράγοντας συχνότητας που εξαρτάται από την περίοδο 

επαναφοράς Τ και τα χαρακτηριστικά της κατανομής

TT Kxx  ̂
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Βήματα ελέγχου x2

1. Υπολογίζονται οι παράμετροι της κατανομής που πρόκειται να προσαρμοστεί (για 
την κανονική κατανομή r=2, μ και σ). 

2. Χωρίζεται το δείγμα των στοιχείων σε k ισοπίθανες κλάσεις (κριτήριο συνήθως να 
έχω τουλάχιστον 5 στοιχεία σε κάθε κλάση ή k≥r+2 ή και k≤N/5). 

3. Υπολογίζεται ο βαθμός ελευθερίας της κατανομής ν= k-r-1. 

4. Υπολογίζεται η Αθροιστική Πιθανότητα οι τιμές να βρίσκονται στην τρέχουσα και 
τις προηγούμενες κλάσεις.

5. Προσδιορίζεται το Χ που αντιστοιχεί στην αθροιστική πιθανότητα Z κάθε κλάσης 
και τα όρια των κλάσεων. 

6. Υπολογίζεται η πιθανότητα (pi) μίας τυχαίας τιμής της κατανομής x2 να ανήκει σε 
κάθε κλάση (γι’ αυτό χρειάζεται τουλάχιστον μία παρατήρηση σε κάθε κλάση). 

7. Υπολογίζεται ο αναμενόμενος (θεωρητικός) αριθμός παρατηρήσεων για κάθε 
κλάση με τη συγκεκριμένη κατανομή, Ei= n*pi (πολλαπλασιάζεται το pi με το 
μέγεθος του δείγματος n).  
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Βήματα ελέγχου x2

8. Γίνεται καταμέτρηση των πραγματικών παρατηρήσεων Ni από το δείγμα που 
πέφτουν μέσα σε κάθε κλάση. 

9. Υπολογίζεται η στατιστική παράμετρος, D (όταν η τιμή είναι πολύ μεγάλη, 
αναμένεται ότι η κατανομή δεν προσαρμόζεται καλά στη x2). 

D = Σ[(Ni-Ei)
2/ Εi]

10.Συγκρίνεται η τιμή της παραμέτρου D με την τιμή που προκύπτει από τους 
πίνακες x2 για το συγκεκριμένο ν και συγκεκριμένες πιθανότητες -
επίπεδα σημαντικότητας α x2

α. 

11.Η μηδενική υπόθεση (ότι το δείγμα ακολουθεί τη θεωρητική κατανομή στην 
οποία προσαρμόστηκε (π.χ. την κανονική)) γίνεται δεκτή σε κάποιο επίπεδο 
σημαντικότητας α, αν D< x2

α. Συνήθη επίπεδα σημαντικότητας είναι τα 1%, 5% 
και 10%. 
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ΕΛΕΓΧΟΣ x2 για κανονική κατανομή
Αριθμός κλάσεων (k): 5 Πιθανότητα κλάσης (pi): 1/5=20%
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Αριθμός σημείων ανά κλάση (Νi)
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6
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5

6

Αριθμός παραμέτρων 
κανονικής κατανομής: 2

Βαθμοί ελευθερίας 
κατανομής χ2: 5-2-1

Κλάση
1
2
3
4
5

Ni

6
6
7
5
6

N*pi=Εi

6
6
6
6
6

(Ni-Εi)
2/Εi

0
0
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0

D = 0,33

Θεωρητικός αριθμός σημείων
κλάσης (Ν*pi): 30*0.2=6

20.8

17.1

24.0

27.7
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Μεταβλητή χ2
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)

Q0.01 = 9.2Q0.05 = 6.0Q0.1 = 4.6D = 0,33

1. Η μεταβλητή χ2 ακολουθεί την κατανομή χ2 με 2 βαθμούς ελευθερίας 
2. Από τα δεδομένα του δείγματος υπολογίζεται η στατιστική παράμετρος D
3. Η μηδενική υπόθεση (Η0) ότι ‘το δείγμα ακολουθεί κανονική κατανομή’ γίνεται 

δεκτή σε κάποιο επίπεδο  σημαντικότητας α αν D<χ2
α

Το D (0.33) είναι μικρότερο από το χ2
α για τα συνήθη επίπεδα σημαντικότητας 1% (9.2), 5%

(6.0), 10% (4.6). Άρα η μηδενική υπόθεση (Η0) ότι ‘το δείγμα ακολουθεί κανονική κατανομή’ 
γίνεται δεκτή στα συνήθη επίπεδα σημαντικότητας. 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ ΥΠΟΘΕΣΗΣ



42Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών



43Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών



44Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών



45Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών



46Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΕΛΕΓΧΟΣ Kolmogorov-Smirnov

F*(Χ(i) )=i/n

Βασίζεται στη διαφορά μεταξύ της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής Fx(x) και του 
παρατηρημένου αθροιστικού ιστογράμματος F*(x)

όπου είναι η i μεγαλύτερη παρατηρημένη τιμή σε δείγμα με μέγεθος n

Η μηδενική υπόθεση (Η0) ότι ‘το δείγμα ακολουθεί κανονική κατανομή’ γίνεται δεκτή 
σε κάποιο επίπεδο  σημαντικότητας α αν D<Dc

Από τα δεδομένα του δείγματος υπολογίζεται η στατιστική παράμετρος D

  










)(max)()(*max )(

1

)()(

1

i
n

i

ii
n

i
XFx

n

i
XFxXFD

Μέγεθος              α=0.10 α=0.05 α=0.01
δείγματος

5 0.51 0.56 0.67
10                      0.37           0.41         0.49
15                      0.30           0.34         0.40
20                      0.26           0.29         0.35
25                      0.24           0.26         0.32
30                      0.22           0.24         0.29
40                      0.19           0.21         0.25

>40                   1.22/n1/2 1.36/n1/2 1.63/n1/2

ΤΙΜΕΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥ Dc
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ΠΙΝΑΚΑΣ

ΕΛΕΓΧΟΣ KOLMOGOROV –
SMIRNOV

[Τιμές της παραμέτρου 

: P( D ≤ c ) 1 - α]*



48Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

T

T

Szxx

Szxx

2/)1(min

2/)1(max

)()(

)()(



















ˆ
TS

2)(1.1)(1396.11 TT 

))/11ln(ln(*7797.045.0)( TTk 

Z(1+α)/2 η μεταβλητή της τυποποιημένης κανονικής κατανομής όταν το επίπεδο είναι α%

ST η τυπική απόκλιση του xT

̂ Η τυπική απόκλιση του δείγματος

N Ο αριθμός των Ν παρατηρήσεων του δείγματος

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ α%

2

)(
1

2T


)/11()( TZTK 

Κανονική κατανομή Κατανομή Gumbel μεγίστων 
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Weibull Normal Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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T=100, 1-1/T =99%, z 99% =2.33

a=95% (1+a)/2=97.5%  z 97.5% =1.96

Χ(2)

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ
Κανονική κατανομή



50Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Weibull Normal Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Χ(Τ)=m + Z (1-1/T) * s

T=100, 1-1/T =99%, z 99% =2.33

a=95% (1+a)/2=97.5%  z 97.5% =1.96

Χ(2)

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ
Κανονική κατανομή
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Weibull Normal Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Χ(Τ)=m + Z (1-1/T) * s

(1+a)/2

T=100, 1-1/T =99%, z 99% =2.33

a=95% (1+a)/2=97.5%  z 97.5% =1.96

Χ(2)

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ
Κανονική κατανομή
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Weibull Normal Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Χ(Τ)=m + Z (1-1/T) * s

Χ(Τ)max=X(T) + z(1+a)/2 * ST
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Χ(Τ)min=X(T) - z(1+a)/2 * ST

T=100, 1-1/T =99%, z 99% =2.33

a=95% (1+a)/2=97.5%  z 97.5% =1.96

Χ(2)

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ
Κανονική κατανομή
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ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜH
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Z η μεταβλητή της τυποποιημένης κανονικής κατανομής
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Βήματα Προσαρμογής Λογαριθμοκανονικής Κατανομής

1. Εύρεση στατιστικών χαρακτηριστικών λογαρίθμων δείγματος (μέση τιμή, 
τυπική απόκλιση). 

2. Κατάταξη λογαρίθμων δείγματος σε φθίνουσα σειρά και αρίθμηση των 
παρατηρήσεων.

3. Προσδιορισμός Περιόδου Επαναφοράς από τον τύπο του Weibull T=(N+1)/m.

4. Υπολογισμός πιθανότητας μη υπέρβασης F = 1-1/T (εμπειρική).

5. Εύρεση τυποποιημένης μεταβλητής Ζ από πίνακα για κάθε F.

6. Εκτίμηση τιμών από τα Ζ.

7. Σχεδίαση θεωρητικής κατανομής και δείγματος με τα Ζ στον οριζόντιο άξονα.

8. Έλεγχος x2 ή/και K-S για την καταλληλότητα της κατανομής.

yy mSZ
ex




*
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Weibull LogNormal Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Προσαρμογή λογαριθμοκανονικής κατανομής
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ
(EXTREME VALUE DISTRIBUTIONS, EV)

• ΤΥΠΟΣ Ι: Αρχική κατανομή χωρίς όριο προς την κατεύθυνση της ακραίας 

τιμής 

– (EV I ή Gumbel, για μέγιστα και ελάχιστα)

• ΤΥΠΟΣ ΙΙ: Αρχική κατανομή χωρίς όριο προς τις δύο κατευθύνσεις

– (ΕV II ή Cauchy δεν εφαρμόζεται στην υδρολογία)

• ΤΥΠΟΣ ΙΙΙ: Αρχική κατανομή με όριο προς την κατεύθυνση της ακραίας τιμής

– (ΕV III ή κατανομές Pearson)

•
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΜΕΓΙΣΤΩΝ 
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Βήματα Προσαρμογής Κατανομής EVI (Gumbel)
(μέθοδος ροπών)

1. Εύρεση στατιστικών χαρακτηριστικών δείγματος (μέση τιμή, τυπική 
απόκλιση).

2. Υπολογισμός παραμέτρων α και c. 

3. Κατάταξη δείγματος σε φθίνουσα σειρά και αρίθμηση των παρατηρήσεων.

4. Προσδιορισμός Περιόδου Επαναφοράς από τον τύπο του Weibull 
T=(N+1)/m.

5. Υπολογισμός πιθανότητας μη υπέρβασης F = 1-1/T (εμπειρική).

6. Εύρεση για κάθε F=1-1/Τ της τιμής του x απευθείας από τον τύπο της 
θεωρητικής κατανομής Gumbel.

7. Σχεδίαση θεωρητικής κατανομής και δείγματος με την 
ποσότητα –ln(lnT-ln(T-1)).

8. Έλεγχος x2 ή/και Κ-S για την καταλληλότητα της κατανομής.

xSa /282,1
xSxc 45,0

)]}1ln()ln[ln(7797,045,0{  TTSxx x



59Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΟΡΙΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ EVI 
(Gumbel) (μέθοδος ροπών)

1. Επιλέγεται το επίπεδο σημαντικότητας (significance level, α) (συνήθως 
α=5%)

2. Βρίσκονται η μεταβλητή Ζ1-α/2 της τυποποιημένης κανονικής κατανομής για 
αθροιστική πιθανότητα μεταξύ των ορίων 1-α.

3. Υπολογίζεται η τυπική απόκλιση των τιμών της κατανομής EVI (Gumbel) 
από τον τύπο: 

όπου:    είναι  η τυπική απόκλιση του δείγματος μεγέθους Ν
παρατηρήσεων και 

4. Υπολογίζονται τα όρια εμπιστοσύνης (Confidence Limits) της Θεωρητικής 
κατανομής Gumbel

– Άνω Όριο :

– Κάτω Όριο:

N
ST




ˆ


̂
2

1.13.11 TT KK 

TTT SZXX   2/1max, 

TTT SZXX   2/1min, 



60Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Weibull Gumbel Max Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Weibull Gumbel Max

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: καταν ομή Gumbel (Max)
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ΕΛΕΓΧΟΣ x2 για κατανομή EVI (Gumbel)
Αριθμός κλάσεων (k): 5 Πιθανότητα κλάσης (pi): 1/5=20%

Αριθμός σημείων 

ανά κλάση (Νi)

7

8

7

4

7

Αριθμός παραμέτρων 
κατανομής Gumbel: 2

Βαθμοί ελευθερίας 

κατανομής χ2: 5-2-1

Κλάση

1

2

3

4

5

Ni

7

7

8

4

7

N*pi

6.6

6.6

6.6

6.6

6.6

(Ni-N*pi)
2/N*pi

0.02

0.02

0,30

1.02

0.02

D = 1.39

Θεωρητικός αριθμός σημείων
κλάσης (Ν*pi): 33*0.2=6.6

9.8

6.4

13.3

18.3

20% 20% 20% 20% 20%



62Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΜΕΣΕΣ ΕΤΗΣΙΕΣ ΠΑΡΟΧΕΣ 
Προσαρμογή 16 θεωρητικών κατανομών

Weibull Normal LogNormal Galton Exponential Gamma

PearsonIII LogPearsonIII Gumbel Max EV2-Max Gumbel Min Weibull

GEV Max GEV Min Pareto GEV-Max (k spec.) GEV-Min (k spec.)

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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63Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΜΕΓΙΣΤΕΣ ΗΜΕΡΗΣΙΕΣ ΠΑΡΟΧΕΣ 
Προσαρμογή 16 θεωρητικών κατανομών

Weibull Normal LogNormal Galton Exponential Gamma

PearsonIII LogPearsonIII Gumbel Max EV2-Max Gumbel Min Weibull

GEV Max GEV Min Pareto GEV-Max (k spec.) GEV-Min (k spec.)

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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64Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Εκτίμηση Παραμέτρων

ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΜΕΓΙΣΤΩΝ

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΜΕΓΙΣΤΩΝ





























1
lnln5772,07797,0

T

T
KT

45,07797,0  yKT

Συντελεστής συχνότητας

ή

))exp(exp()( yyF 



66Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ 

)(

1)(
cxae

X exF


Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

Συνάρτηση Κατανομής 

Παράμετροι (μέθοδος ροπών)

)()()(
cxaecxa

X aexf


xSa /282,1

xSxc 45,0

a

T
c

a

F
cTx x ))/1ln(ln()1ln(ln(

)(









67Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Weibull Gumbel Min Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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68Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Εκτίμηση Παραμέτρων

ΚΑΤΑΝΟΜΗ EVI (GUMBEL) ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)



69Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΚΑΤΑΝΟΜΗ WEIBULL

kcx

X exF )/(1)( 

Συνάρτηση Πυκνότητας 
Πιθανότητας

Συνάρτηση Κατανομής 

Παράμετροι 
(μέθοδος ροπών)

kcxk

X e
c

x

c

k
xf )/(1)(*)( 

)
1

1(
k

c






22

2

)
1

1(

)
2

1(

1


















k

k

    kk

x TcFcTx
/1/1

)/1ln(*)1ln(*)( 

μ, σ μέση τιμή και τυπική απόκλιση του δείγματος
c, κ παράμετροι της κατανομής Weibull
Γ(x) συνάρτηση Γάμμα



70Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΚΑΤΑΝΟΜΗ WEIBULL

Εκτίμηση Παραμέτρων

Θέτω Υ = lnX

Συνάρτηση κατανομής 
ελαχίστων τύπου Ι με 
παράμετρο θέσης lnα και 
παράμετρο κλίμακας κ

(Πηγή: Κουτσογιάννης, 1997)



71Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Weibull Weibull Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Προσαρμογή κατανομής Weibull



72Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΚΑΤΑΝΟΜΗ LOG PEARSON III

)(ln1)ln(*
)(

)( cx

X ecx
x

xf 


 






dsecs
x

xF

x

e

cs

X
c





 )(ln1)(ln*

)(
)( 







Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

Συνάρτηση Κατανομής 

Χειρισμός της κατανομής

Το Ζ υπολογίζεται από πίνακες με βάση την πιθανότητα εμφάνισης και το συντελεστή 
ασυμμετρίας της lnx

x

x

S

xx
z

ln

lnln 


xx xzSx lnlnln  xx xzS
ex lnln 



Παράμετροι 
c: παράμετρος κλίμακας
λ>0 παράμετρος σχήματος
κ>0 παράμετρος σχήματος



73Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Βήματα Προσαρμογής Λογαριθμικής Pearson ΙΙΙ Κατανομής

1. Εύρεση στατιστικών χαρακτηριστικών λογαρίθμων δείγματος (μέση τιμή, τυπική 
απόκλιση, συντελεστής ασυμμετρίας).

2. Κατάταξη λογαρίθμων δείγματος σε φθίνουσα σειρά και αρίθμηση των παρατηρήσεων.

3. Προσδιορισμός Περιόδου Επαναφοράς από τον τύπο του Weibull T=(N+1)/m.

4. Εύρεση από Πίνακα Log Pearson των συντελεστών συχνότητας Κ(Τ) με βάση το g του 
δείγματος και τα διάφορα Τ.

5. Εκτίμηση νέων θεωρητικών τιμών από τις σχέσεις(*):

6. Γραμμική παλινδρόμηση μεταξύ λογαρίθμων δείγματος y(T) και Κ(Τ) με σκοπό την 
καλύτερη προσαρμογή των σημείων y(T), K(T), έτσι ώστε η ευθεία να y(T)=m+K(T)*C να 
προσεγγίζει κατά το δυνατόν την ευθεία.

7. Εύρεση διορθωμένου y´(T) από τη σχέση y´(T) = m + K(T)*C, 

8. x´(T) = ey´(T) . 

9. Χάραξη θεωρητικής κατανομής και δείγματος με τα K(T) στον οριζόντιο άξονα.

10. Έλεγχος x2 ή/και K-S για την καταλληλότητα της κατανομής.

)(

lnln )(,,*)()( Ty

xx eTxSTKxTy  

* Μ.Α. Μιμίκου, 2006. Τεχνολογία υδατικών πόρων, Εκδόσεις Παπασωτηρίου



74Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

ΠΙΝΑΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ PEARSON III

(Πηγή: Μιμίκου, 2006)



75Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Weibull LogPearsonIII Δειγματικά όρια 95%

Όρια διαστήματος εμπ ιστοσύνης 95%

Πιθαν ότητα υπέρβασης (%) - κλίμακα: Καν ον ική καταν ομή
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Προσαρμογή κατανομής Log-Pearson III



76Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

1) Η γενικευμένη κατανομή ακραίων τιμών (GEV) :

})](1[exp{)( /1  


σ

μz
zG -∞< μ <∞, σ >0, -∞< ξ <∞{z: 1+ξ(z-μ)/σ >0},

ξ→ 0

)}](exp{exp[)(
σ

μz
zG


 Κατανομή 

Gumbel

ξ> 0 ξ< 0

Κατανομή 
Fréchet

Κατανομή 
Weibull

(1)

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ



77Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

1) Η γενικευμένη κατανομή ακραίων τιμών (GEV) :

})](1[exp{)( /1  


σ

μz
zG -∞< μ <∞, σ >0, -∞< ξ <∞{z: 1+ξ(z-μ)/σ >0},

ξ→ 0

)}](exp{exp[)(
σ

μz
zG


 Κατανομή 

Gumbel

ξ> 0 ξ< 0

Κατανομή 
Fréchet

Κατανομή 
Weibull

To άνω όριο δεν 

είναι πεπερασμένο

(1)

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ



78Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

1) Η γενικευμένη κατανομή ακραίων τιμών (GEV) :

})](1[exp{)( /1  


σ

μz
zG -∞< μ <∞, σ >0, -∞< ξ <∞{z: 1+ξ(z-μ)/σ >0},

ξ→ 0

)}](exp{exp[)(
σ

μz
zG


 Κατανομή 

Gumbel

ξ> 0 ξ< 0

Κατανομή 
Fréchet

Κατανομή 
Weibull

To άνω όριο είναι 

πεπερασμένο

(1)

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ



79Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

1) Η γενικευμένη κατανομή ακραίων τιμών (GEV) :

})](1[exp{)( /1  


σ

μz
zG -∞< μ <∞, σ >0, -∞< ξ <∞{z: 1+ξ(z-μ)/σ >0},

ξ→ 0

)}](exp{exp[)(
σ

μz
zG


 Κατανομή 

Gumbel

ξ> 0 ξ< 0

Κατανομή 
Fréchet

Κατανομή 
Weibull

Η περίοδος επαναφοράς 
καθορίζει τη συχνότητα, 
με την οποία η τιμή ενός 

μεγέθους μπορεί κατά 
μέσο όρο να εξισωθεί ή 

να υπερβληθεί. 

)/11()( 1 TFTu  

Επίπεδο επαναφοράς Τ ετών

(1)

Το επίπεδο που 
υπερβαίνεται κατά 
μέσο όρο μια φορά 

σε Τ χρόνια. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ
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Η γενικευμένη κατανομή Pareto (GPD) :(2)

/1)1(1)/≤Pr()( 



σ

ξy
uXxuXyH --

Υπερβάσεις (X-u),  X > u

{y : y > 0 και (1+ξy/) >0} 

σ΄=σ+ξ(u-μ) 

ξ→ 0 ξ> 0 ξ< 0

Η κατανομή των υπερβάσεων 
δεν είναι άνω φραγμένη

Η κατανομή των υπερβάσεων παρουσιάζει 
ένα ανώτερο όριο στην τιμή u - σ΄/ξ

(3) Το μοντέλο POT (Peaks Over Threshold)

 Προσδιορίζει μια διδιάστατη
χωρο-χρονική ανέλιξη (Υn, Nu) στο 

χώρο Χn ≥ u για n=1,….,Nu

Υn~GPD(σ΄, ξ)

Nu ~Poisson(λ)
ξ

σ

μx
ξ

σ
xλ 1)/(-)}({1

1
)(  -

θ

Oι υπερβάσεις του u
προσεγγίζονται από 
μια μη-ομοιογενή 
ανέλιξη Poisson με 

μέτρο έντασης:

 Η μέθοδος POT πλεονεκτεί, σε 
σχέση με την κατανομή GPD

1) Eνοποιεί τα ασυμπτωτικά μοντέλα     
2) Eνσωματώνει καλύτερα τα φαινόμενα                   

μη-στασιμότητας

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ



81Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Υπολογισμός του βαθμού 
ομαδοποίησης → εκτίμηση 
του δείκτη ακραίων τιμών 

Μοντελοποίηση της δομής 
συσχέτισης των δεδομένων

Υπολογιστική 
πολυπλοκότητα

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Βροχόπτωση

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



82Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Το διάστημα των n ετών διαιρείται σε 
ομάδες μήκους μιας ημέρας και 

επιλέγεται η μέγιστη τιμή κάθε ομάδας 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



83Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Το διάστημα των n ετών διαιρείται σε 
ομάδες μήκους μιας ημέρας και 

επιλέγεται η μέγιστη τιμή κάθε ομάδας 

Ελάχιστη διάρκεια 
γεγονότων «καταιγίδας»

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



84Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Το διάστημα των n ετών διαιρείται σε 
ομάδες μήκους μιας ημέρας και 

επιλέγεται η μέγιστη τιμή κάθε ομάδας 

Ελάχιστη διάρκεια 
γεγονότων «καταιγίδας» Αρχή της οικονομίας 

των παρατηρήσεων

Έλεγχο της σειριακής 
αυτοσυσχέτισης των 
μέγιστων τιμών των 

διαστημάτων 

Έλεγχος της συσχέτισης πρώτου 
βαθμού των παρατηρήσεων που 

υπερβαίνουν κατάλληλα 
προσδιορισμένα όρια 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



85Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Το διάστημα των n ετών διαιρείται σε 
ομάδες μήκους μιας ημέρας και 

επιλέγεται η μέγιστη τιμή κάθε ομάδας 

Ελάχιστη διάρκεια 
γεγονότων «καταιγίδας» Αρχή της οικονομίας 

των παρατηρήσεων

Έλεγχο της σειριακής 
αυτοσυσχέτισης των 
μέγιστων τιμών των 

διαστημάτων 

Έλεγχος της συσχέτισης πρώτου 
βαθμού των παρατηρήσεων που 

υπερβαίνουν κατάλληλα 
προσδιορισμένα όρια 

Το διάστημα των 24 ωρών
είναι ικανοποιητικό για την 

επιλογή ανεξάρτητων 
ακραίων παρατηρήσεων

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



86Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Υπολογισμός του βαθμού 
ομαδοποίησης → εκτίμηση 
του δείκτη ακραίων τιμών 

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Βροχόπτωση

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



87Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Θεωρία των 
Ακραίων Τιμών 

προϋποθέτει την 
ανεξαρτησία των 

διαδοχικών ακραίων 
παρατηρήσεων 

Τεχνική της απο-ομαδοποίησης 
(declustering)

Υπολογισμός του βαθμού 
ομαδοποίησης → εκτίμηση 
του δείκτη ακραίων τιμών 

Στάθμες 
Παρατηρήσεων

Βροχόπτωση

θ=(οριακό μέσο μέγεθος ομάδας)-1

Για μια σειρά ανεξάρτητων 
μεταξύ τους μεταβλητών, ο 
ακραίος δείκτης είναι θ=1 

Προσδιορισμός του δείκτη ακραίων 
τιμών, θ

θ=nc/nu

nc: ο αριθμός των ομάδων

nu : ο αριθμός των υπερβάσεων

του ορίου u

Θεσ/νικη   θ=0.91

Αλεξ/πολη θ=0.93
≈1

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΑΚΡΑΙΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΚΡΑΙΩΝ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ



88Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Επιλογή ορίου, u (threshold)

Εξισορρόπηση μεταξύ της 
αμεροληψίας και της 

διασποράς των υπερβάσεων

Το διάγραμμα της μέσης τιμής των 
υπερβάσεων Ε(X-u/X>u) με το u

ξ1

ξuσ

ξ1

σ
uXuXE ouu







 )/(

H εκτίμηση των παραμέτρων σ΄ 
και ξ του μοντέλου για ένα 

φάσμα πιθανών τιμών ορίων

Βροχόπτωση

Σύντομη ανάλυση ευαισθησίας 

Επιλέγεται η μικρότερη τιμή ορίου 
που προσφέρει μια σχετική 

σταθερότητα των αποτελεσμάτων

Παράμετροι 
κατανομής

Επίπεδα 
επαναφοράς

Θεσ/νικη :  u=18mm

Αλεξ/πολη: u=22mm

98% ποσοστιαίο σημείο

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΠΙΛΟΓΗ ΟΡΙΟΥ 
ΥΠΕΡΒΑΣΕΩΝΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ -

ΕΠΙΛΟΓΗ ΟΡΙΟΥ ΥΠΕΡΒΑΣΕΩΝ



89Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος της Μέγιστης Πιθανοφάνειας (MLE)

L(θ,x)=Πf(xi,θ)
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας εκφράζει τη 
σχετική πιθανοφάνεια των παρατηρήσεων 

ως συνάρτηση των παραμέτρων θ





n

i

ixfLl
1

),(log)(log)( θθθ

Ο εκτιμητής     ορίζεται ως η τιμή του 
θ που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση 

λογαριθμικής πιθανοφάνειας 

∑
un

iy xλzuΛnxl
1

)(+ )}(log{+),(=),( θθθ
Συνάρτηση λογαριθμικής 

πιθανοφάνειας μοντέλου POT

Εκτιμητής:

 Aμερόληπτος

 Πλήρως ικανός

 Κανονικά κατανεμημένος
υπό την ασυμπτωτική 
έννοια. 

 Δεν υπάρχουν εκτιμητές 
Mέγιστης Πιθανοφάνειας

 Δεν είναι μοναδικοί 

 Παρουσιάζουν 
μεροληπτικό σφάλμα 

Δεν είναι εφαρμόσιμος όταν:

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



90Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος της Μέγιστης Πιθανοφάνειας (MLE)

L(θ,x)=Πf(xi,θ)
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας εκφράζει τη 
σχετική πιθανοφάνεια των παρατηρήσεων 

ως συνάρτηση των παραμέτρων θ





n

i

ixfLl
1

),(log)(log)( θθθ

Ο εκτιμητής     ορίζεται ως η τιμή του 
θ που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση 

λογαριθμικής πιθανοφάνειας 

∑
un

iy xλzuΛnxl
1

)(+ )}(log{+),(=),( θθθ
Συνάρτηση λογαριθμικής 

πιθανοφάνειας μοντέλου POT

Εκτιμητής:

 Aμερόληπτος

 Πλήρως ικανός

 Κανονικά κατανεμημένος
υπό την ασυμπτωτική 
έννοια. 

μικρότερο μέσο 
τετραγωνικό 

σφάλμα 
 Δεν υπάρχουν εκτιμητές 
Mέγιστης Πιθανοφάνειας

 Δεν είναι μοναδικοί 

 Παρουσιάζουν 
μεροληπτικό σφάλμα 

Δεν είναι εφαρμόσιμος όταν:

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



91Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



92Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

Οι παράμετροι είναι 
τυχαίες μεταβλητές

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



93Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

Οι παράμετροι είναι 
τυχαίες μεταβλητές

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



94Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

Οι παράμετροι είναι 
τυχαίες μεταβλητές

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 

Έλλειψη 
επιπρόσθετων 
πληροφοριών 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ



95Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

Οι παράμετροι είναι 
τυχαίες μεταβλητές

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 

Έλλειψη 
επιπρόσθετων 
πληροφοριών 

Ύπαρξη χρήσιμων και 
αξιόπιστων πληροφοριών 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ
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Η Μέθοδος εκτίμησης κατά Bayes

Είναι δυνατό χωρίς αναφορά στα 
δεδομένα να σχηματιστούν εικασίες 

σχετικά με τις παραμέτρους της 
κατανομής, που μπορούν να εκφραστούν 

σαν πιθανοτικές κατανομές. 

«εκ των προτέρων» 
κατανομές

O καθορισμός τους επιτρέπει την 
τροφοδότηση των δεδομένων του 

προβλήματος με άλλες πηγές 
σχετικών πληροφοριών 

Η χρήση διαφορετικών «εκ των 
προτέρων» πληροφοριών οδηγεί σε 

υποκειμενικά συμπεράσματα 

Η τριμεταβλητή Κανονική κατανομή 
επιτρέπει τον προσδιορισμό 
ανεξάρτητων παραμέτρων 

Μπορούν να εκφραστούν για τις 
διαφορές  ποσοστιαίων σημείων 
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Η «εκ των υστέρων» κατανομή δίνεται:

«εκ των προτέρων» 
συνάρτηση πιθανότητας πιθανοφάνεια

Υπολογισμός με τεχνικές που 
χρησιμοποιούν στοχαστικούς 

αλγόριθμους, όπως η τεχνική MCMC

ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ
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ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΚΡΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ - ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΩΝ 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ

Η Μέθοδος εκτίμησης των L-Ροπών

Παρέχουν μέτρα της θέσης, της διασποράς, 
της ασυμμετρίας, της κύρτωσης και άλλων 

όψεων του σχήματος των κατανομών 
πιθανότητας ή των δειγμάτων

Υπολογίζονται από 
γραμμικούς συνδυασμούς 
των ταξινομημένων τιμών 

των δεδομένων

 Επηρεάζονται λιγότερο από 
έκτοπες ή εξωκείμενες τιμές 

 Οι απαιτούμενοι υπολογισμοί 

είναι σημαντικά λιγότεροι

 Η μεροληψία των εκτιμητών 

μικρών δειγμάτων παραμένει μικρή

Πλεονεκτήματα

Αξιόπιστες εκτιμήσεις των 
δεικτών «ουράς» μικρών 

δειγμάτων δεδομένων POT

Χρησιμοποιώντας L-Ροπές τρίτης 
τάξης, οι παράμετροι κλίμακας 

και σχήματος της κατανομής 
GPD εκτιμώνται :

1)(τ

1)-(3

3

3




τ
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L-ροπές (L-moments)

• Οι L-ροπές είναι μία σειρά παραμέτρων, ανάλογες με τις κλασσικές ροπές,

που μπορούν να περιγράψουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά του δείγματος

(θέση – μέση τιμή, μεταβλητότητα, ασυμμετρία, κύρτωση κλπ.).

• Εισήχθησαν από τον Hosking (1990).

• Παράγονται από γραμμικούς συνδυασμούς των τιμών ενός ταξινομημένου

δείγματος (από αυτό το γεγονός προέρχεται και ο χαρακτηρισμός L, δηλαδή

Linear - γραμμικές).

Hosking, J. R. M., L-moments: analysis and estimation of distributions using linear combinations of order
statistics, Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 52, 105-124, 1990.
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Η χρήση των L-ροπών
L-moments

• Οι L-ροπές συμβολίζονται με το ελληνικό γράμμα λ και έναν δείκτη 1, 2, 3,
... Η λ1 σχετίζεται με την παράμετρο θέσης και ταυτίζεται με την κλασσική
μέση τιμή (ροπή πρώτης τάξης). Η λ2 σχετίζεται με την μεταβλητότητα, η λ3

με την ασυμμετρία και η λ4 με την κύρτωση. Εφόσον οι L-ροπές είναι
γραμμικοί συνδυασμοί των τιμών του δείγματος, η διάσταση τους είναι η
ίδια με αυτή του φυσικού μεγέθους του οποίου αντιπροσωπεύουν τα
στατιστικά χαρακτηριστικά του.

• Ωστόσο μπορούμε να ορίσουμε τους εξής αδιάστατους συντελεστές:

 Συντελεστής μεταβλητότητας: τ2 = λ2/λ1

 Συντελεστής ασυμμετρίας (skewness): τ3 = λ3/λ2

 Συντελεστής κύρτωσης (kurtosis): τ4 = λ4/λ2
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Η χρήση των L-ροπών
L-moments

• Οι L-ροπές υπολογίζονται εύκολα αν έχουν υπολογιστεί προηγουμένως οι
πιθανοτικά σταθμισμένες ροπές – Π.Σ.Ρ. (Probability-Weighted Moment,
PWM). Οι Π.Σ.Ρ. εισήχθησαν από τους Greenwood et al. (1979) και
υπολογίζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των τιμών ενός ταξινομημένου
δείγματος.

• Αν είναι γνωστές οι ΠΣΡ β0, β1, β2, β3, τότε οι L-ροπές μπορούν να
υπολογιστούν από τις σχέσεις:

– λ1 = β0

– λ2 = 2β1-β0

– λ3 = 6β2-6β1+β0

– λ4 = 20β3-30β2+12β1-β0

• L-ροπές είναι γραμμικοί συνδυασμοί των Π.Σ.Ρ., συνεπώς διατηρούν την
ιδιότητά τους να είναι και γραμμικοί συνδυασμοί των τιμών του δείγματος.

Greenwood, J.A., J.M. Landwehr, N.C. Matalas, and J.R. Wallis. (1979). Probability Weighted Moments: 
Definition and Relation to Parameters of Several Distributions Expressible in Inverse Form. Water Resources 
Research 15(5), 1049–1054. 



101Ενότητα 2.1: Πιθανοτική ανάλυση ακραίων Τιμών

Η χρήση των L-ροπών
L-moments

• Εφόσον το δείγμα είναι ταξινομημένο σε αύξουσα σειρά τιμών έτσι ώστε x(j)x(i), 
j>i οι μεροληπτικές εκτιμήσεις είναι

• Για την αμερόληπτη εκτίμηση της i τάξης Π.Σ.Ρ. βi, απαιτούνται τουλάχιστον i+1
τιμές στο δείγμα. Oι αμερόληπτες εκτιμήσεις των Π.Σ.Ρ. είναι
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«Υδρογνώμων» 
Θεωρητικές συναρτήσεις κατανομής

• «Υδρογνώμων» Λογισμικό επεξεργασίας και ανάλυσης υδρολογικών
χρονοσειρών

– Ο Υδρογνώμων είναι μία εφαρμογή ελεύθερου λογισμικού για την ανάλυση και
την επεξεργασία υδρολογικών δεδομένων, κυρίως με τη μορφή χρονοσειρών

– http://hydrognomon.org/index.html

• Στατιστική ανάλυση υδρολογικών χρονοσειρών

– Η ΠΥΘΙΑ είναι επιπρόσθετο εργαλείο του λογισμικού ΥΔΡΟΓΝΩΜΩΝ, που
επιτρέπει την ολοκληρωμένη στατιστική ανάλυση υδρολογικών χρονοσειρών. Η
ανάλυση περιλαμβάνει εκτίμηση στατιστικών χαρακτηριστικών και
παραμέτρων (τυπικών και εξειδικευμένων, όπως παραμέτρων υδρολογικής
εμμονής), προσαρμογή συναρτήσεων κατανομής, εκτίμηση ορίων
εμπιστοσύνης (με μεθόδους αναλυτικές ή Monte Carlo ), στατιστικούς
ελέγχους, φασματική ανάλυση και στατιστική πρόγνωση.

• Χρήση θεωρητικών συναρτήσεων κατανομών από δύο κύριες οικογένειες

– οικογένεια κατανομών κανονικής κατανομής και

– κατανομής γάμα

http://hydrognomon.org/index.html
http://www.odysseusproject.gr/gr/software/hydrognomon/gr_hydrognomon.htm
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«Υδρογνώμων» 
Θεωρητικές συναρτήσεις κατανομής

• «Υδρογνώμων» και Στατιστική ανάλυση υδρολογικών χρονοσειρών

– Όταν υπεισέρχονται παράμετροι σχήματος, κλίμακας και θέσης,
χρησιμοποιούνται οι συμβολισμοί κ, λ και ψ. Εν γένει το πρόσημο του κ
συσχετίζεται με το πρόσημο της ασυμμετρίας της κατανομής, το δε λ είναι
θετικό. Επιπλέον όταν μπαίνει ως παράμετρος η τυπική απόκλιση σ, αυτή είναι
θετική εξορισμού.

– Κάποιες από τις κατανομές έχουν ως πεδίο ορισμού όλο το , αρκετές
κατανομές ωστόσο έχουν ως κάτω φράγμα της τυχαίας μεταβλητής το 0 ή
κάποια άλλη τιμή που εξαρτάται από τις παραμέτρους της κατανομής. Οι δε
κατανομές ΓΑΤ και Pareto μπορούν να παρουσιάσουν και άνω φράγμα ανάλογα
τις τιμές της παραμέτρου σχήματος κ.
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Οι συναρτήσεις κατανομής που περιλαμβάνονται στον 
«Υδρογνώμων» μαζί με τον αριθμό των παραμέτρων 

(*) Οι κατανομές τύπου ΓΑΤ έχουν 3 παραμέτρους. Είτε προσδιορίζονται και οι τρεις με την μέθοδο των ροπών ή την μέθοδο 
των L-ροπών (περίπτωση 3 ανεξάρτητων παραμέτρων) είτε δίνεται σταθερή τιμή στην παράμετρο σχήματος (κ) και 
υπολογίζονται οι υπόλοιπες δύο παράμετροι κατά τα γνωστά (περίπτωση 2 ανεξάρτητων παραμέτρων).

α/
α

Ονομασία Κατανομής Ονομασία Κατανομής
(Αγγλική)
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Οικογένεια κανονικής κατανομής
1 Κανονική ή Gauss Normal or Gauss μ, σ 2  

2 Λογαριθμο-κανονική Log-Normal μy, σy 2 

3 Λογαριθμο-κανονική 3 παραμέτρων Log-Normal 3p (Galton) μy, σy, c 3 

Οικογένεια κατανομής Γάμα
4 Εκθετική 2 παραμέτρων Exponential λ, ψ 2  

5 Γάμα 2 παραμέτρων Gamma 2p κ, λ 2 

6 Γάμα 3 παραμέτρων Gamma 3p (Pearson III) κ, λ, ψ 3 

7 Λογαριθμική Γάμμα 3 παραμέτρων Log-Pearson III κ, λ, ψ 3 

Ασυμπτωτικές κατανομές ακροτάτων
8 Μεγίστων, Ακραίων τιμών τύπου Ι (AT-1) ή 

Gumbel
Maximum, Extreme values type I (EV-1) 
or Gumbel

λ, ψ 2  

9 Μεγίστων, ΑΤ-2 Maximum, EV-2 κ, λ 2  

10 Μεγίστων, Γενική Ακραίων τιμών (ΓΑΤ) Maximum, General Extreme values 
(GEV)

κ, λ, ψ 3 ή 2 (*)  

11 Ελαχίστων, AT-1 ή Gumbel Minimum, EV-1 or Gumbel λ, ψ 2  

12 Ελαχίστων, ΑΤ-3 ή Weibull Minimum, EV-2 or Weibull κ, λ 2  

13 Ελαχίστων, Γενική Ακραίων τιμών (ΓΑΤ) Minimum, General Extreme values 
(GEV)

κ, λ, ψ 3 ή 2 (*)  

Pareto
14 Pareto 3 παραμέτρων Pareto 3p κ, λ, ψ 3  
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α/α Ονομασία Κατανομής Παράμετροι Κάτω όριο Άνω όριο

1 Κανονική μ, σ - 

2 Λογαριθμο-κανονική μy, σy 0 

3 Λογαριθμο-κανονική 3 παραμέτρων μy, σy, c c 

4 Εκθετική 2 παραμέτρων λ, ψ ψ 

5 Γάμα 2 παραμέτρων κ, λ 0 

6 Γάμα 3 παραμέτρων κ, λ, ψ ψ 

7 Λογαριθμική Γάμμα 3 παραμέτρων κ, λ, ψ eψ 

8 Μεγίστων ή Ελαχίστων, Ακραίων τιμών 
τύπου Ι (AT-1) ή Gumbel

λ, ψ - 

9 Μεγίστων,
ΑΤ-2

κ, λ 0 

10 Μεγίστων ή Ελαχίστων,
Γενική Ακραίων τιμών (ΓΑΤ)

κ, λ, ψ 𝝀 𝝍 −
𝟏

𝜿
για 

κ>0,
- για κ0

𝝀 𝝍 −
𝟏

𝜿
για 

κ<0,
 για κ0

12 Ελαχίστων,
ΑΤ-3 ή Weibull

κ, λ 0 

14 Pareto 3 παραμέτρων κ, λ, ψ λψ λ(ψ+κ) για κ>0, 
 για κ0

Πεδίο ορισμού της τυχαίας μεταβλητής ανά κατανομή 
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«Υδρογνώμων» 
Υπολογισμοί συναρτήσεων κατανομής

• Οι υπολογισμοί των συναρτήσεων κατανομής (πιθανότητα μη-υπέρβασης 
F(x) συναρτήσει της τυχαίας μεταβλητής x) καθώς και των αντιστρόφων 
συναρτήσεων κατανομής (τυχαία μεταβλητή x ως συνάρτηση του 
ποσοστημορίου u=F(x), x(u)=F-1(u)) διακρίνονται σε:

– Υπολογισμούς με μαθηματικές σχέσεις που έχουν κλειστή μορφή και

– Υπολογισμούς με προσεγγίσεις της αριθμητικής ανάλυσης.

• Οι υπολογισμοί των συναρτήσεων κατανομής της οικογένειας της κανονικής 
κατανομής καθώς και της κατανομής Γάμα βασίζονται σε αριθμητικές 
προσεγγίσεις

• οι υπολογισμοί στις υπόλοιπες κατανομές (Ακραίων τιμών, εκθετική 
κατανομή και κατανομή Pareto) γίνονται με σχέσεις κλειστής μορφής. 
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«Υδρογνώμων» 
Υπολογισμοί συναρτήσεων κατανομής

Κατανομές που υπολογίζονται με προσεγγιστική λύση

Κατανομές Βασισμένες στον 
Κανονική κατανομή, Λογαριθμοκανονική

κατανομή, κατανομή Galton
Υπολογισμό της συνάρτησης 
σφάλματος (Error function) 

με αριθμητική μέθοδο
Κατανομή Γάμα 2 παραμέτρων, κατανομή Γάμα 3 

παραμέτρων (Person III), Log-Pearson III
Υπολογισμό της κατανομής 
Γάμα με αριθμητική μέθοδο

Κατανομές που υπολογίζονται με λύση κλειστής μορφής

Εκθετική κατανομή
Κατανομές ΑΤ1, ΑΤ2 μεγίστων και ΑΤ1, ΑΤ3 ελαχίστων

Κατανομές ΓΑΤ ελαχίστων και μεγίστων
Κατανομή Pareto τριών παραμέτρων
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 Πλημμυρικές αιχμές πάνω από ένα κατώφλι

POT (Peaks over threshold) ή PDS (partial duration series)

ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΛΗΜΜΥΡΙΚΩΝ ΑΙΧΜΩΝ
ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ
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Χρόνος
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 POT προσέγγιση

 Επιλογή ενός κατωφλιού x0

 Επιλογή των πλημμυρικών αιχμών > x0 (διατήρηση της ανεξαρτησίας) 

 Ο αριθμός των υπερβάσεων (M) σε επιλεγμένο χρονικό βήμα (π.χ. 
ετήσιο = N) θεωρείται ότι ακολουθεί Poisson κατανομή και η 
παράμετρος k ισούται με:

k = M / N

 Σε πολλές περιπτώσεις οι υπερβάσεις ανήκουν στην οικογένεια των
εκθετικών κατανομών

𝐹 𝑥 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −𝛽 𝑥 − 𝑥0 , 𝑥 > 𝑥0

H παράμετρος β υπολογίζεται 𝛽 =  𝑀  𝑖=1
𝑀 𝑥𝑖 − 𝑥0

To ποσοστηµόριο xΤ ισούται με:
𝒙𝑻 = 𝒙𝟎 + 𝐥𝐧𝑻 + 𝐥𝐧𝒌 /𝜷

ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΛΗΜΜΥΡΙΚΩΝ ΑΙΧΜΩΝ
ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ
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 POT προσέγγιση

 Το ασυμπτωτικό τυπικό σφάλμα του xT:

𝑠𝑒 𝑥𝑇 =  1 + ln𝑘 + ln𝑇 2 𝛽2𝑘𝑁 1/2

 Στατιστικός έλεγχος

– Εκθετική κατανομή με Κ-S test

– Poisson κατανομή με X2 test

 Επιλογή μεθόδου POT ή AMS (annual maximum series)

– M ≥ 1.65 N

ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΛΗΜΜΥΡΙΚΩΝ ΑΙΧΜΩΝ
ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΛΗΜΜΥΡΙΚΩΝ ΑΙΧΜΩΝ
ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ

 POT method
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ΣΧΟΛΙΑ ΣΤΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ
• Κανονική κατανομή μπορούμε να εφαρμόζουμε σε μεγέθη που προέρχονται από 

συνάθροιση (ή μέσες τιμές) πάνω σε ένα χρονικό διάστημα, για παράδειγμα ετήσιες 
βροχοπτώσεις 

– Ειδικά για την κανονική κατανομή ένα κριτήριο για να ικανοποιείται η απαίτηση 
της κυριαρχίας των θετικών τιμών είναι ο συντελεστής μεταβλητότητας 
(Cvx=σx/μx) να είναι Cvx<0.25. Αν όμως Cvx>0.5 θα πρέπει να αποκλείεται η 
κανονική κατανομή

• Κατανομή γάμα (ή Pearson III ή και λογαριθμοκανονική 2-3 παραμέτρων) 
εφαρμόζουμε σε μεγέθη που παρουσιάζουν (θετική) ασυμμετρία. 

– π.χ. τα δείγματα που έχουν εποχικότητα (π.χ. χρονοσειρά βροχοπτώσεων 
συγκεκριμένου μήνα ετήσιου χρονικού βήματος)

• Εκθετική κατανομή για την περιγραφή υδρολογικών μεταβλητών σε μικρή χρονική 
κλίμακα

• Κατανομές ακραίων τιμών (ΑΤ) ή Log-Pearson III για την περιγραφή ακραίων τιμών 
σε ένα χρονικό διάστημα (όπως χρονοσειρές ετησίων μεγίστων βροχόπτωσης ή 
παροχής)

• ΑΤ-3 ελαχίστων (Weibull) για την περιγραφή παροχών ξηρασία

• Pareto για την περιγραφή μεταβλητών που ξεπερνούν ένα δεδομένο κατώφλι.
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλίας» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους.


