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�  ©�£� é©� ª �¬«âª � �á©¡¦¤«�  ©«¦ £á��£� �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
«¦¬ ����£�« ¡¦ç �£ã£�«¦ª. �å¤�  �©¡ã©� ª §¦¬ ©¬£§¢�¨é¤¦¬¤ «¦ � �¢å¦
\����£�« ¡ã �¤á¢¬©�" «¦¬ L. Brand.

� � «�¤ �§ ¢¦�ã ¡�  «�¤ ¢ç©� «à¤ �©¡ã©�à¤ �¨�á©��¡�¤ ¦ ¡. �. �¢á®¦ª
¡�  ¦ ¡ �. �«¨â¡¢�ª §¦¬ �å®� ¡�  «�¤ �¬�ç¤� � � «�¤ �§�¥�¨��©å� «¦¬
¡� £â¤¦¬.

This is plain TEX 3.01
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��­á¢� ¦ 1

� �¤¬©£�« ¡ã �¤á¢¬©�
�� � �¤ç©£�«�: �¤� � á¤¬©£� §�¨ ©«á¤�«�  ��à£�«¨ ¡á �§æ â¤� §¨¦-

©�¤�«¦¢ ©£â¤¦ �¬�ç�¨�££¦ «£ã£�. �¤� � á¤¬©£� §�¨ �¨á­�«�  �¢���¨ ¡á
�§æ «¨� ª �¨ �£¦çª §¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  ©¬¤ ©«é©�ª.

~¬ = (¬1, ¬2, ¬3)

�ç¦ � �¤ç©£�«� �å¤�  å©� �¤ ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ª �å¤�  å©�ª.
� §¨æ©��©� «à¤ � �¤¬©£á«à¤: �¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ~� =

(�1, �2, �3) ¡�  ~� = (�1, �2, �3) �å¤�  â¤� «¨å«¦ � á¤¬©£� §¦¬ â®�  ©¬¤ ©«é©�ª
«¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �¤«å©«¦ ®à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤. ��¢��ã

~� +~� = (�1, �2, �3) + (�1, �2, �3) = (�1 + �1, �2 + �2, �3 + �3)

� ���£à«æª §¦¢¢�§¢�© �©£æª: �¦ � ¤æ£�¤¦ �¤æª � �¤ç©£�«¦ª ~� £�
â¤�¤ §¨��£�« ¡æ �¨ �£æ ¥ �å¤�  â¤� � á¤¬©£� §¦¬ ©¬£�¦¢å��«�  £� ¥~�. �
§¨á¥� ¦¨å��«�  àª �¥ãª

¥~� = ¥(�1, �2, �3) = (¥�1, ¥�2, ¥�3)

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦ £� « ª �ç¦ §�-
¨�§á¤à §¨á¥� ª, �§¦«�¢�å � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ §¦¬ ¦¤¦£á��«�  «¨ � á©«�«¦ª
�¬¡¢�å�� ¦ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �§å «¦¬ < ¡�  ©¬£�¦¢å��«�  £� <3.

�¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦: �¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ~�
¡�  ~� ©¬£�¦¢å��«�  £� ~� ·~�. �å¤�  â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª ¡�  ¦¨å��«�  �§æ
«�¤ ©®â©�

~� ·~� = �1�1 + �2�2 + �3�3

�¦ £ã¡¦ª ã � ¤¦¨£ �¤æª � �¤ç©£�«¦ª ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©� |~a|2 = ~a·~a.
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�� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� «�¤
�à¤å� ­ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤. � ©®â©� �å¤� :

©¬¤ ­ =
~� ·~�
|~�||~�|

�¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦: �¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~�
¡�  ~� ©¬£�¦¢å��«�  £� ~�×~�. �å¤�  â¤� � á¤¬©£� ¡�  ¦¨å��«�  �§æ « ª ©®â©� ª

~�×~� =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
�1 �2 �3
�1 �2 �3

∣∣∣∣∣∣
= (�2�3−�3�2, �3�1−�1�3, �1�2−�2�1) = �ijk�i�j~ek

æ§¦¬ ~e1, ~e2, ~e3 «� £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«�. �ijk �å¤�  ¦ «�¤¬©«ãª «¦¬ ���å-
�© � «á £� « £ã �123 = �231 = �312 = 1, �321 = �132 = �213 = −1 ¡�  £��â¤
©� æ¢�ª « ª á¢¢�ª §�¨ §«é©� ª.

�¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç �å¤�  å©¦ £� «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ £â«¨à¤
«à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �§å «¦ �£å«¦¤¦ «�ª �à¤å�ª «¦¬ª. |~�×~�| = |~�||~�| �£ ­.

�¦ «¨ §¢æ � ¤æ£�¤¦: � ¡«æ � ¤æ£�¤¦ «¨ é¤ � �¤¬©£á«à¤ ~�, ~� ¡�  ~�
¦¨å��«�  ¦ �¨ �£æª ~� · (~�×~�). �¤� �¡æ£� «¨ §¢æ � ¤æ£�¤¦ �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦
~�× (~�× ~�) §¦¬ �å¤�  â¤� � á¤¬©£�.

�  �á©� ª: �¨å� � �¤ç©£�«� (~e1, ~e2, ~e3) §¦¬ ��¤ �å¤�  §�¨á¢¢�¢� ©«¦
å� ¦ �§å§��¦ (~e1 ·~e2×~e3 6= 0) �§¦«�¢¦ç¤ £ � �á©�. �á�� � á¤¬©£� «¦¬ ®é¨¦¬
£§¦¨�å ¤� �¨�­�å ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ �¬«é¤. �
�¡¢¦�ã «�ª �á©�ª ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡ã. �¬£�¦¢å�¦¬£� ©¬®¤á «�¤ £¦¤�� �å�
�á©� «¦¬ <3 £� ~i,~j,~k.

�  �£¦ ��å�ª �á©� ª: �ç¦ �á©� ª (~e1, ~e2, ~e3) ¡�  (~e 1, ~e 2, ~e 3) ¢â�¦¤«� 
�£¦ ��å�ª �á©� ª æ«�¤  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª �¤¤â� ©®â©� ª

~ei · ~e j = �ij i, j = 1, 2, 3

æ§¦¬ �ij = 1 � � i = j ¡�  �ij = 0 � � i 6= j.
�� � �¤ç©£�«� «�ª £ �ª �á©�ª �å¤¦¤«�  ©�¤ ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ � �¤¬©£á-

«à¤ «�ª á¢¢�ª �á©�ª. �  ©®â©� ª �å¤� 

~e 1 =
1
A

~e2 × ~e3 ~e 2 =
1
A

~e3 × ~e1 ~e 3 =
1
A

~e1 × ~e2

æ§¦¬
A = ~e1 · ~e2 × ~e3 =

1
~e 1 · ~e 2 × ~e 3
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�¬£â¤�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 1.1
�� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«� ~b×(~c× ~d) = (~b · ~d)~c−(~b ·~c)~d. �� «�¤ �¦ã�� �

«�ª «�¬«æ«�«�ª �¬«ãª ¤� �§¦�� ®«�å � ©®â©� (~a×~b) · (~c× ~d) = (~a ·~c)(~b · ~d)−
(~a · ~d)(~b ·~c) ¡�  � «�¬«æ«�«� ���¡æ£§  ~a×(~b×~c)+~b×(~c×~a)+~c×(~a×~b) = 0.

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  «� � �¤ç©£�«� a, b, c ¡�  d â®¦¬¤ ©¬¤ ©«é©�ª
«¦¬ª �¨ �£¦çª aj , bj , cj ¡�  dj , j = 1, 2, 3 �¤« ©«¦å®àª. �¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª
«�¬«æ«�«�ª �å¤�«� 

~b×(~c× ~d) = ~b×
∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
= ~b×( c2d3−c3d2, c3d1−c1d3, c1d2−c2d1 ) =

=

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
b1 b2 b3

c2d3 − c3d2 c3d1 − c1d3 c1d2 − c2d1

∣∣∣∣∣∣
= [b2(c1d2 − c2d1)− b3(c3d1−

−c1d3)]~i + [b3(c2d3− c3d2)− b1(c1d2− c2d1)]~j + [b1(c3d1− c1d3)− b2(c2d3−
−c3d2)]~k = [b2d2c1− b2c2d1− b3c3d1 + b3d3c1]~i+ [b3d3c2− b3c3d2− b1c1d2+

+b1d1c2]~j + [b1d1c3 − b1c1d3 − b2c2d3 + b2d2c3]~k

�¤�¢ç¦¬£� «é¨� «¦ ��ç«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª  ©æ«�«�ª. �®¦¬£�

(~b · ~d)~c− (~b · ~c)~d = ~b · ~d(c1~i + c2~j + c3~k)−~b · ~c(d1~i + d2~j + d3~k) =

[(b1d1 + b2d2 + b3d3)c1 − (b1c1 + b2c2 + b3c3)d1]~i + [(b1d1 + b2d2 + b3d3)c2−
(b1c1 + b2c2 + b3c3)d2]~j + [(b1d1 + b2d2 + b3d3)c3− (b1c1 + b2c2 + b3c3)d3]~k =

[b1d1c1 + b2d2c1 + b3d3c1 − b1c1d1 − b2c2d1 − b3c3d1]~i + [b1d1c2 + b2d2c2+

b3d3c2−b1c1d2−b2c2d2−b3c3d2]~j+[b1d1c3+b2d2c3+b3d3c3−b1c1d3−b2c2d3−
b3c3d3]~k = [b2d2c1 + b3d3c1− b2c2d1− b3c3d1]~i + [b1d1c2 + b3d3c2− b1c1d2−

b3c3d2]~j + [b1d1c3 + b2d2c3 − b1c1d3 − b2c2d3]~k
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�� �ç¦ £â¢� «�ª  ©æ«�«�ª �å¤�  å©� ¡�  á¨� � «�¬«æ«�«�  ©®ç� .
� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� « ª á¢¢�ª ©®â©� ª �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ §¨é«�

«�¬«æ«�«� «�ª á©¡�©�ª §¦¬ ã�� �§¦��å¥�£�. �¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ ©®â©�
�¬«ã �©à«�¨ ¡á £� «¦ � á¤¬©£� ~a ¡�  �¨å©¡¦¬£�

~a ·~b× (~c× ~d) = (~a×~b) · (~c× ~d) = ~a · (~b · ~d)~c− ~a · (~b · ~c)~d

�§æ «�¤ ¦§¦å� §¨¦­�¤éª â§�«�  � §¨¦ª �§æ�� ¥�.
� � «�¤ �§æ�� ¥� «�ª «�¬«æ«�«�ª «¦¬ ���¡æ£§  �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£�

§á¢  «�¤ §¨é«� «�¬«æ«�«� «�ª á©¡�©�ª. �®¦¬£�

~a× (~b× ~c) = (~b · ~a)~c− (~c · ~a)~b ~b× (~c× ~a) = (~c ·~b)~a− (~a ·~b)~c

~c× (~a×~b) = (~a · ~c)~b− (~b · ~c)~a

�¤ §¨¦©�â©¦¬£� « ª «¨� ª �¬«âª ©®â©� ª ¡�«á £â¢� §¨¦¡ç§«�  §¨¦­�¤éª
� «�¬«æ«�«� ���¡æ£§ .

��©¡�©� 1.2
�� �§¦�� ®«�å � �¤ ©æ«�«� «à¤ �¦©ç-��á¨«ª |~a ·~b| ≤ ‖~a‖‖~b‖.
�æ«�  ©®ç�  �  ©æ«�«�.
�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  â¤� «¦¬¢á® ©«¦¤ �§æ «� � �¤ç©£�«� ~a ¡� 

~b �å¤�  £� £���¤ ¡æ � æ«  á¢¢àª � ©®â©� �å¤�  §¨¦­�¤ãª. �§¦�â«¦¬£� æ« 
~b 6= ~0 =⇒ ‖~b‖ 6= 0 ¡�  ��à¨¦ç£� «�¤ §¨¦­�¤ã �¤ ©æ«�«� ‖~a + ¢~b‖ ≥ 0
§¦¬  ©®ç�  � � ¡á�� ¢. �®¦¬£�

‖~a + ¢~b‖2 = (~a + ¢~b) · (~a + ¢~b) = ~a · ~a + ¢~a ·~b + ¢~b · ~a + ¢2~b ·~b ≥ 0

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «¦ ¢ £� «¦¤ �¨ �£æ −~a ·~b/~b ·~b ¡�  §�å¨¤¦¬£�

‖~a+¢~b‖2 = ~a ·~a− (~a ·~b)2

~b ·~b
=
‖~a‖2‖~b‖2 − (~a ·~b)2

‖~b‖2
≥ 0 ⇐⇒ |~a ·~b| ≤ ‖~a‖‖~b‖

�å¤�  §¨¦­�¤âª æ«  � �¤ ©æ«�«�  ©®ç�  £� «¦ å©¦¤ �¤ � �¨® ¡ã �¤ ©æ«�«�
 ©®ç�  £� «¦ å©¦¤ ��¢��ã �¤ ‖~a + ¢~b‖ = 0. � ©®â©� æ£àª �¬«ã ©¬¤�§á��«� 
æ« 

~a + ¢~b = 0
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§¦¬ ©�£�å¤�  æ«  «� � �¤ç©£�«� �å¤�  ©¬�¨�££ ¡á. �¨� ã �¤ ©æ«�«�  ©®ç� 
£� «¦ å©¦¤ æ«�¤ «� � �¤ç©£�«� �å¤�  ©¬�¨�££ ¡á.

��©¡�©� 1.3
�� �¨���å � �£¦ ��å� �á©� «�ª �á©�ª ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (1, 1, 0),

~e3 = (1, 1, 1). �� �¨��¦ç¤ �§å©�ª ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~u = �~e1 +
�~e2 + �~e3 àª §¨¦ª �á©� �¬«ã.

�ç©�: �¨å©¡¦¬£� §¨é«� «�¤ ©«���¨á ¢ §¦¬ �å¤�  «¦ «¨ §¢æ � ¤æ£�¤¦
«à¤ «¨ é¤ � �¤¬©£á«à¤. �®¦¬£�

¢ = ~e1 · ~e2 × ~e3 =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1

�¨å©¡¦¬£� «é¨� «� «¨å� � �¤ç©£�«� « ª �£¦ ��å�ª �á©�ª �§æ «¦¬ª �¤à©«¦çª
«ç§¦¬ª

~e1 = ~e2 × ~e3 =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=~i−~j + (1− 1)~k = (1,−1, 0)

~e2 = ~e3 × ~e1 =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= ~j − ~k = (0, 1,−1)

~e3 = ~e1 × ~e2 =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 0
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= ~k = (0, 0, 1)

� � ¤� �¨¦ç£� « ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~u àª §¨¦ª «�¤ ¡� ¤¦ç¨� �
�á©� �¨���æ£�©«� àª �¥ãª

~u = �~e1 + �~e2 + �~e3 = (� + � + �, � + �, �) =c1(1,−1, 0) + c2(0, 1,−1)+
c3(0, 0, 1) =(c1,−c1 + c2,−c2 + c3)

æ§¦¬ c1, c2 ¡�  c3 �å¤�  á�¤à©«�ª ©«���¨âª §¦¬ �� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£�. �§æ «�¤
§�¨�§á¤à �¥å©à©� ©¬¤á�¦¬£� «¦ §�¨�¡á«à ©ç©«�£�

c1 = � + � + � − c1 + c2 = � + � − c2 + c3 = �
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§¦¬ ¢ç¤�«�  �ç¡¦¢� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

c1 = � + � + � c2 = � + 2� + 2� c3 = � + 2� + 3�

��©¡�©� 1.4
�� �§¦�� ®«�å æ«  «� � �¤ç©£�«� ~� = (�1, �2, �3), ~� = (�1, �2, �3)

¡�  ~� = (�1, �2, �3) �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� �¤  ©®ç�  � �¥ãª �¤��¡�å�
¡�   ¡�¤ã ©¬¤�ã¡� ∣∣∣∣∣∣

�1 �2 �3
�1 �2 �3
�1 �2 �3

∣∣∣∣∣∣
= 0

�§æ�� ¥�: �� � á¤¬©£� ~�, ~� ¡�  ~� �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� �¤ �
� �¤¬©£�« ¡ã  ©æ«�«� �~� + �~� + �~� = ~0 ©¬¤�§á��«�  æ«  ¦  �¨ �£¦å �, � ¡� 
� �å¤�  æ¢¦  £��â¤ ��¢��ã

�~� + �~� + �~� = ~0 =⇒ � = � = � = 0

�  ©æ«�«� æ£àª �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «¦ §�¨�¡á«à ©ç©«�£�

��1 + ��1 + ��1 = 0 ��2 + ��2 + ��2 = 0 ��3 + ��3 + ��3 = 0

�¦ ©ç©«�£� �å¤�  â¤� ©ç©«�£� «¨ é¤ �¥ ©é©�à¤ £� «¨� ª ��¤é©«¦¬ª, «¦¬ª
�¨ �£¦çª �, �, �.

�¤ «� � �¤ç©£�«� �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� «æ«� ¦  �¨ �£¦å �, �, �
�å¤�  æ¢¦  £��â¤. �¦ ©ç©«�£� â®�  £å� ¢ç©� «�¤ £���¤ ¡ã ¡�  �§¦£â¤àª �
¦¨å�¦¬©� «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ «à¤ ��¤é©«à¤ �å¤�  � á­¦¨� �§æ «¦ £��â¤ ��¢��ã

∣∣∣∣∣∣

�1 �2 �3
�1 �2 �3
�1 �2 �3

∣∣∣∣∣∣
6= 0

�¤«å©«¨¦­� �¤ � §�¨�§á¤à ¦¨å�¦¬©� �å¤�  � á­¦¨� �§æ «¦ £��â¤ «æ«� «¦
©ç©«�£� â®�  £ � ¡�  £¦¤�� ¡ã ¢ç©� ¡�  � ¢ç©� �¬«ã �å¤�  §¨¦­�¤éª �
£���¤ ¡ã. �¨� «� � �¤ç©£�«� �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«�.
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��¢¬«�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 1.5 �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ â®�  « ª  � æ«�«�ª:
�) (�~x + b~y) · ~z = a~x · ~z + b~y · ~z, �) ~x · ~y = ~y · ~x, �) ~x · ~x ≥ 0 ¡� 
�) ~x · ~x = 0 ⇐⇒ ~x = ~0.

�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ f(x) ¡�  g(x) �å¤�  �ç¦ ©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª ¦¨ -
©£â¤�ª ©«¦ � á©«�£� I «æ«� � ©®â©� f · g =

∫
I
f(x)g(x)dx  ¡�¤¦§¦ �å « ª

§�¨�§á¤à ©®â©� ª (�¡«æª �§¦ «�¤ �)) ¡�  â«©  ¦¨å��  â¤� �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦-
£â¤¦¬ ©«¦¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤.

��©¡�©� 1.6 �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ � á¤¬©£� ~v = ‖a‖~b + ‖b‖~a � ®¦«¦£�å
«�¤ �à¤å� §¦¬ ©®�£�«å�¦¬¤ «� £� £���¤ ¡á � �¤ç©£�«� ~a ¡�  ~b.

��©¡�©� 1.7 �� �§¦�� ®«�å æ«  � �§æ©«�©� �¤æª ©�£�å¦¬ (x1, y1) �§æ «�¤
�¬��å� ax + by − c = 0 �å¤�  |ax1 + by1 − c|/√a2 + b2. �� �§¦�� ®«�å æ«  �
�§æ©«�©� �¤á£�©� ©� �ç¦ £� §�¨á¢¢�¢�ª �¬��å�ª l1 ¡�  l2 £� � �¬�ç¤©� ª ~a1
¡�  ~a2 �¤« ©«¦å®àª �å¤�  d = |(~v2 − ~v1) · ~a1 × ~a2|/‖~a1 × ~a2‖ æ§¦¬ ~v1 ¡�  ~v2
�å¤�  «� � �¤ç©£�«� �â©�àª �ç¦ «¬®æ¤«à¤ ©�£�åà¤ «à¤ �ç¦ �¬�� é¤.

��©¡�©� 1.8 �� �§¦�� ®«�å æ«  «� �ç¦ �§å§��� §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª
�¥ ©é©� ª ax + by + cz + d1 = 0 ¡�  ax + by + cz + d2 = 0 �å¤�  §�¨á¢¢�¢�
¡�  æ«  � �§æ©«�©� £�«�¥ç «¦¬ª �å¤�  |d1 − d2|/

√
a2 + b2 + c2.

��©¡�©� 1.9 �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ â®�  «�¤ �§ £�-
¨ ©« ¡ã  � æ«�«� àª §¨¦ª «�¤ §¨æ©��©�. ��¢��ã ¤� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç�  �
©®â©� ~u× (~v + ~w) = ~u× ~v + ~u× ~w

��©¡�©� 1.10 �� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  §�¨�¡á«à ©®â©� ª |~� + ~�| ≤ |~�| + |~�|,
|~� +~� + ~�| ≤ |~�|+ |~�|+ |~�| ¡�  |~�−~�| ≥ |~�| − |~�|.
��©¡�©� 1.11 �� �§¦�� ®«�å æ«  ©� ¡á�� «¨å�à¤¦  ©®ç¦¬¤ ¦  §�¨�¡á«à
©®â©� ª �2 = �2 + �2 − 2|�||�|©¬¤ �, �£ �/� = �£ �/� = �£ �/� æ§¦¬ �,
�, � �å¤�  ¦  §¢�¬¨âª «¦¬ «¨ �é¤¦¬ ¡�  �, �, � ¦  �à¤å�ª �§â¤�¤«  �§æ « ª
§¢�¬¨âª �, � ¡�  � �¤« ©«¦å®àª.

��©¡�©� 1.12 �� �§¦�� ®«�å æ«  ©� ¡á�� ©­� ¨ ¡æ «¨å�à¤¦ ¦ ¤æ£¦ª
«à¤ �£ «æ¤à¤ �å¤�«�  �£ �/ �£ � = �£ �/ �£ � = �£ �/ �£ � ¡�  ¦ ¤æ£¦ª
«à¤ ©¬¤�£ «æ¤à¤ �å¤�«�  ©¬¤ � = ©¬¤ � ©¬¤ � + �£ � �£ � ©¬¤ � ¡�  ©¬¤ � =
−©¬¤ � ©¬¤ � + �£ � �£ � ©¬¤ �.
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��©¡�©� 1.13 �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ «�«¨��é¤à¤ «à¤ � ��à-
¤åà¤ �¤æª §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬ �å¤�  å©¦ £� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ «�«¨��é¤à¤ «à¤
§¢�¬¨é¤ «¦¬. �¤ P ¡�  Q �å¤�  «� £â©� «à¤ � ��à¤åà¤ �¤æª «�«¨�§¢�ç¨¦¬
«æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ «�«¨��é¤à¤ «à¤ §¢�¬¨é¤ «¦¬ �å¤� 
å©¦ £� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ «�«¨��é¤à¤ «à¤ � ��à¤åà¤ «¦¬ ©¬¤ 4(PQ)2.

��©¡�©� 1.14 �� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  � á£�©¦  �¤æª «¨ �é¤¦¬ ��� «â£¤¦¤«� 
©� â¤� ©�£�å¦ � §¦¬ �å¤�«�  �§æ «¦ 3~� = ~� +~� +~�, ¡�  æ«  «¦ � � � ¨�å ¡á��
� á£�©¦ ©� ¢æ�¦ 2/1.

��©¡�©� 1.15 �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ �£���æ¤ �¤æª «¨ �é¤¦¬ �å¤�«�  �§æ
«�¤ ©®â©� S =

√
«(«− �)(«− �)(«− �) æ§¦¬ « = (� + � + �)/2. �¨�å«� «¦

�£���æ¤ «¦¬ «¨ �é¤¦¬ §¦¬ â®�  ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� �(1,−1, 0), �(2, 1,−1)
¡�  �(−1, 1, 2). �§á¤«�©�: 3

√
2.

��©¡�©� 1.16 �¤ ��� �å¤�  â¤� «¨å�à¤¦ ¡�  �, �, � �å¤�  «� £â©�
«à¤ §¢�¬¨é¤ «¦¬ «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«  � � ¡á�� ©�£�å¦ �  ©®ç�  � ©®â©�
−→
�� +

−→
�� +

−→
�� =

−→
�� +

−−→
�� +

−→
��.

��©¡�©� 1.17 � � �¬��å� «â£¤�  « ª §¢�¬¨âª BC, CA ¡�  AB �¤æª
«¨ �é¤¦¬ ABC ©«� ©�£�å� P , Q, ¡�  R. �� «£ã£�«� §¦¬ «¦ ©�£�å¦ P
� � ¨�å «¦ BC â®¦¬¤ ¢æ�¦ å©¦ £� γ/β ¡�  «� «£ã£�«� §¦¬ «¦ ©�£�å¦ Q
� � ¨�å «¦ CA â®¦¬¤ ¢æ�¦ å©¦ £� α/γ. �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ ©�£�å¦ R � � ¨�å
«¦ AB ©� �ç¦ «£ã£�«� §¦¬ â®¦¬¤ ¢æ�¦ å©¦ £� −β/α â«©  é©«� «¦ � ¤æ£�¤¦
«à¤ «¨ é¤ ¢æ�à¤ �å¤�  å©¦ £� −1. �� �§¦�� ®«�å ¡�  «¦ �¤«å©«¨¦­¦ ��¢��ã
�¤ «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ ¢æ�à¤ �å¤�  å©¦ £� −1 «æ«� «� ©�£�å� P , Q ¡�  R
�¤ã¡¦¬¤ ©«�¤ å� � �¬��å�.

��©¡�©� 1.18 �å¤¦¤«�  «¨å� � �¤ç©£�«� ~a = ~i +~j, ~b = ~j + ~k ~c = ~i − ~k.
�§¦¢¦�å©«� «¦ «¨ §¢æ ���£à«æ � ¤æ£�¤¦ ~a ·~b × ~c. ��¨�«�¨é¤«�ª æ«  ~a =
~b+~c, �é©�«� £å� ��à£�«¨ ¡ã �¨£�¤�å� «¦¬ �§¦«�¢â©£�«æª ©�ª � � «¦ «¨ §¢æ
���£à«æ � ¤æ£�¤¦. �§¦¢¦�å©«� �§å©�ª «� � �¤ç©£�«� ~a× (~b×~c), ~c× (~a×~b)
¡�  ~b× (~c× ~a).

��©¡�©� 1.19 �� �� ®«�å æ«  «� � �¤ç©£�«� ~a = (2, 3,−1), ~b = (1, 1, 5),
~c = (16,−11,−1) �§¦«�¢¦ç¤ â¤� ¦¨�¦�é¤ ¦ ��¥ æ©«¨¦­¦ ©ç©«�£�.

��©¡�©� 1.20 �¨å� ©�£�å� A, B, C �¨å©¡¦¤«�  ©«�¤ å� � �¬��å� �á¤
¡�  £æ¤¦ �á¤ ¬§á¨®¦¬¤ «¨� ª £� £���¤ ¡¦å �¨ �£¦å α, β, γ «â«¦ ¦  é©«�
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α~a + β~b + γ~c = ~0, α + β + γ = 0. �â©©�¨� ©�£�å� A, B, C, D �¨å©¡¦¤«� 
©«¦ å� ¦ �§å§��¦ �á¤ ¡�  £æ¤¦ �á¤ ¬§á¨®¦¬¤ «â©©�¨ ª £� £���¤ ¡¦å �¨ �£¦å
α, β, γ, δ «â«¦ ¦  é©«� α~a + β~b + γ~c + δ~d = ~0, α + β + γ + δ = 0.

��©¡�©� 1.21 � � �¨�££ ¡ã ©®â©� «�ª £¦¨­ãª ¢1~�1+¢2~�2+· · ·+¢¤~�¤ æ§¦¬
~�1,~�2, · · · ,~�¤ �å¤�  «� � �¤ç©£�«� �â©�ª «à¤ ©�£�åà¤ �1, �2, · · · , �¤ �å¤� 
�¤�¥á¨«�«� «�ª �¨®ãª � �á¤ ¡�  £æ¤¦ �á¤  ©®ç�  � ©®â©� ¢1+¢2+· · ·+¢¤ = 0.

��©¡�©� 1.22 �¨�å«� â¤� � á¤¬©£� ¡á��«¦ ©«� � �¤ç©£�«� ~a =~i−~j +~k,
~b = 2~i + 3~j −~k. ��å¥�«� £� �ç¦ «¨æ§¦¬ª æ«  «� � �¤ç©£�«� ~a = 2~i− 3~j −~k,
~b = −6~i + 9~j + 3~k �å¤�  §�¨á¢¢�¢�.

��©¡�©� 1.23 �§¦��å¥�«� æ«  ¡á�� � á¤¬©£� ~a  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¡æ¢¦¬��
«�¬«æ«�«� ~i× (~a×~i) +~j × (~a×~j) + ~k × (~a× ~k) = 2~a.

��©¡�©� 1.24 �¤ ~a ¡� ~b �å¤�  £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«� ©«¦ XY−�§å§��¦ §¦¬
©®�£�«å�¦¬¤ �à¤å�ª α ¡�  β £� «¦¤ �−á¥¦¤� ��å¥«� æ«  ~a = ©¬¤ α~i + �£ α~j,
~b = ©¬¤ β~i+�£ β~j. �� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ ~a ·~b �§¦��å¥«�
æ«  ©¬¤(α− β) = ©¬¤ α ©¬¤ β + �£ α �£ β

��©¡�©� 1.25 ��å¥�«� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~N = �~i+�~j �å¤�  ¡á��«¦ §¨¦ª «�¤
�¬��å� �x + �y + � = 0 «¦¬ XY -�§ §â�¦¬. ��å¥�«� �§å©�ª æ«  «¦ � á¤¬©£�
~n = �~i + �~j + �~k �å¤�  ¡á��«¦ §¨¦ª «¦ �§å§��¦ �x + �y + �z + � = 0.

��©¡�©� 1.26 �� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª
(~�×~�) · (~�×~�) = (~� · ~�)(~� ·~�)− (~� ·~�)(~� · ~�)
(~�×~�) · (~�×~�) + (~�× ~�) · (~�×~�) + (~�× ~�) · (~�×~�) = 0
(~�×~�)× (~�×~�) = (~� · ~�×~�)~�− (~� · ~�×~�)~�
(~�×~�) · (~�× ~�)× (~�× ~�) = (~� ·~�× ~�)2

��©¡�©� 1.27 �¡­¨á©�«� «¦ � ¤æ£�¤¦ ~R = ( ~A× ~B)× (~C× ~D) ©«� £¦¨­ã
α~C + β ~D £� α, β ���£à«á £��â��.

��©¡�©� 1.28 �¦ � á¤¬©£� ~D �å¤�  �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «¨ é¤ £�
¦£¦�§ §â�à¤ (¡�  £� ¦¨�¦�à¤åà¤) � �¤¬©£á«à¤ ��¢��ã ~D = � ~A + � ~B +
�~C. ��å¥«� æ«  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �, �, � �å¤¦¤«�  �§æ «¦¤ ¢æ�¦ «à¤ «¨ §¢é¤
���£à«é¤ � ¤¦£â¤à¤

� =
~D · ~B × ~C

~A · ~B × ~C
� =

~D · ~C × ~A

~B · ~C × ~A
� =

~D · ~A× ~B

~C · ~A× ~B
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��©¡�©� 1.29 �¤ «� � �¤ç©£�«� ~A, ~B, ~C, ~D �å¤�  ¦£¦�§å§��� ��å¥«� æ« 
( ~A× ~B)× (~C × ~D) = 0.

��©¡�©� 1.30 �� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� «¦¬ �§ §â�¦¬ §¦¬ � â¨®�«� 
�§æ «¨å� ©�£�å� £� � �¤ç©£�«� �â©�ª ~r1, ~r2 ¡�  ~r3 �å¤� 

(~r − ~r1) · (~r2 − ~r1)× (~r3 − ~r1) =

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − x1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0

��©¡�©� 1.31 �¤ «� � �¤ç©£�«� ~A, ~B, ~C ��¤ �å¤�  ¦£¦�§å§��� ��å¥«� æ« 
� � ¡á�� � á¤¬©£� ~D  ©®ç� 

~D =
~C · ~D

~A · ~B × ~C
~A× ~B +

~A · ~D

~A · ~B × ~C
~B × ~C +

~B · ~D

~A · ~B × ~C
~C × ~A

��©¡�©� 1.32 �� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ ~v 6= 0 ¡�   ©®ç¦¬¤ ¡�  ¦  �ç¦ ©®â©� ª
~v · ~u = ~v · ~w ¡�  ~v × ~u = ~v × ~w «æ«� ~u = ~w. �¤ æ£àª  ©®ç�  £å� �§æ « ª
§�¨�§á¤à ©®â©� ª «æ«� ~u 6= ~w.

��©¡�©� 1.33 �� �§¦�� ®«�å æ«  ¬§á¨®�  £æ¤¦ â¤� ©ç¤¦¢¦ «¨ é¤ � �¤¬-
©£á«à¤ �£¦ ��åà¤ ©� â¤� �¦�â¤ ©ç¤¦¢¦ «¨ é¤ £� ¦£¦�§ §â�à¤ � �¤¬©£á«à¤.
�� �§¦�� ®«�å �§å©�ª æ«  «¦ £æ¤¦ �¬«¦ - �£¦ ��å¦ ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤� 
� £¦¤�� �å� �á©� (~i,~j,~k) «¦¬ <3.

��©¡�©� 1.34 �� �¨���å ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ �£¦ ��åà¤ §¨¦ª «� � �¤ç-
©£�«� ~e1 = 2~i + 3~j − ~k, ~e2 =~i−~j − 2~k, ~e3 = −~i + 2~j + 2~k.
�§á¤«�©�: ~e 1 = (2~i+~k)/3, ~e 2 = (−8~i+3~j−7~k)/3, ~e 3 = (−7~i+3~j−5~k)/3

��©¡�©� 1.35 � �ç¤�£� «¦¬ �æ¨�¤«ª ©� â¤� £��¤�« ¡æ §��å¦ ~H �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©� ~F = e(~v× ~H). �§æ «¨å� §� ¨á£�«� �¨ã¡�£� «� �§¦«�¢â©£�«�
~v =~i, ~F/e = 2~k − 4~j, ~v = ~j, ~F/e = 4~i− ~k ¡�  ~v = ~k, ~F/e = ~j − 2~i. �§æ
«� �§¦«�¢â©£�«� �¬«á ¤� �¨���å «¦ §��å¦ ~H.
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��­á¢� ¦ 2

� �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª
�  � �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª: �¤� � á¤¬©£� §¦¬ ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬

�å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª £ �ª ã §�¨ ©©¦«â¨à¤ §¨��£�« ¡é¤ £�«��¢�«é¤ �å¤�  £å�
� �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

�¦ æ¨ ¦: �©«à £ � ©¬¤á¨«�©� ~F (t) ¦¨ ©£â¤� ©� â¤� �¤¦ ¡«æ � á©«�£�
§¦¬ §�¨ â®�  «¦ t0 ®à¨åª ¤� �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� �å¤�  ¦¨ ©£â¤� ©«¦ å� ¦ «¦ t0.
�¦ � á¤¬©£� ~L �å¤�  «¦ æ¨ ¦ «�ª ~F (t) ¡��éª «¦ t «�å¤�  ©«¦ t0 ¡�  �¨á­¦¬£�
¦¨t→t0

~F (t) = ~L �á¤ � � ¡á�� � > 0 ¬§á¨®�  â¤�ª �¨ �£æª ��« ¡æª � > 0
«â«¦ ¦ª é©«� �á¤ 0 < |t − t0| < � ¤� ©¬¤�§á��«�  æ«  ‖~F (t) − ~L‖ < � ã
� �­¦¨�« ¡á

¦¨
t→t0

~F (t) = ~L ⇐⇒ ¦¨
t→t0

‖~F (t)− ~L‖ = 0

� ©¬¤â®� �: � � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (t) �å¤�  ©¬¤�®ãª ©'â¤�
©�£�å¦ t0 «¦¬ §��å¦¬ ¦¨ ©£¦ç «�ª �á¤

¦¨
t→t0

~F (t) = ~F (t0)

� � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (t) �å¤�  ©¬¤�®ãª ©'â¤� ©�£�å¦ t0 �á¤ ¡� 
£æ¤¦¤ �á¤ ¡á�� ©¬¤ ©«é©� «�ª �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ ©�£�å¦ �¬«æ.

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ ¦¨å�¦¤«�  «¦ æ¨ ¦ ¡�  � ©¬¤â®� � ¡�  � � ©¬¤�¨«ã©� ª
§�¨ ©©¦«â¨à¤ £�«��¢�«é¤.

� §�¨á�à�¦ª ¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�: ��à¨¦ç£� £ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬-
¤á¨«�©� ~F (t) ¡�  t0 ©�£�å¦ «¦¬ §��å¦¬ ¦¨ ©£¦ç «�ª. �¤ ¬§á¨®�  «¦ §�¨�¡á«à
æ¨ ¦ ¡�  �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦,

~F ′(t0) = ¦¨
t→t0

~F (t)− ~F (t0)
t− t0
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«æ«� «¦ æ¨ ¦ �¬«æ ¦¤¦£á��«�  §�¨á�à�¦ª «�ª ~F (t) ©«¦ ©�£�å¦ t0. �¦ ¦¢¦-
¡¢ã¨à£� £ �ª � �¤¬©£�« ¡ãª ©¬¤á¨«�©�ª ¦¨å��«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «à¤
©¬¤ ©«à©é¤ «�ª.

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ ¦¨å�¦¤«�  ¦  §�¨á�à�¦  ¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  � �
©¬¤�¨«ã©� ª §�¨ ©©¦«â¨à¤ £�«��¢�«é¤.

� £�¨ ¡ã §�¨á�à�¦ª £ �ª � �¤¬©£�« ¡ãª ©¬¤á¨«�©�ª ~F (x, y, z) àª §¨¦ª
x ¦¨å��«�  �§æ «¦ §�¨�¡á«à æ¨ ¦

∂ ~F

∂x
= Fx = ¦¨

�x→0

~F (x + �x, y, z)− ~F (x, y, z)
�x

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ ¦¨å�¦¤«�  ¡�  ¦  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  àª §¨¦ª « ª £�«��¢�«âª
y ¡�  z.

��à¨å� ¡�£§ç¢à¤

��£§ç¢� �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©�£�åà¤ «¦¬ ®é¨¦¬ §¦¬ â®¦¬¤ � �¤ç©£�«�
�â©�ª ~r(t) §¦¬ �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�

~r(t) = x(t)~i + y(t)~j + z(t)~k t ∈ I ⊂ <
�å� ¡�£§ç¢� ~r = ~r(t), ¢â��«�  ¦£�¢ã �á¤ � ~r(t) â®�  ©¬¤�®ã §�¨á�à�¦ �§å
«¦¬ I ¡�   ©®ç�  ~r ′(t) 6= 0 � � ¡á�� t ∈ �.

�¦ £ã¡¦ª «æ¥¦¬ £ �ª ¡�£§ç¢�ª: �¨å�¦¬£� ©�¤ £ã¡¦ª «æ¥¦¬ «�ª
¡�£§ç¢�ª C �§æ «¦ ©�£�å¦ � âàª «¦ «¬®�å¦ ©�£�å¦ t «¦¬ � «�¤ ©¬¤á¨«�©�

s(t) =
∫ t

�
‖~r ′(t)‖dt =

∫ t

�

√
x′2 + y′2 + z′2dt

�  «ç§¦  �¨�¤â - ��¨â: �¤ ~�, ~n, ~b �å¤�  «¦ �­�§«æ£�¤¦ � á¤¬©£�, �
§¨é«� ¡á��«¦ª ¡�  � ��ç«�¨� ¡á��«¦ª (©¬¤¦��ç¦¤ «¨å��¨¦) £ �ª ¡�£§ç¢�ª
«æ«� «� � �¤ç©£�«� �¬«á  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª

d~r

ds
= ~�

d~�
ds

= ¡~n
d~b

ds
= −«~n

d~n

ds
= −¡~� + «~b

�� �§å§��� §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  �§æ «� � �¤ç©£�«� (~�, ~n),(~n,~b), ¡�  (~b,~�) ¦¤¦-
£á�¦¤«�  ���ç«�«¦, ¡á��«¦, ¡�  �¬�� ¦§¦ ¦ç¤ �¤« ©«¦å®àª ¡�  â®¦¬¤ �¤«å-
©«¦ ®�ª �¥ ©é©� ª (~r − ~r0) ·~b = 0, (~r − ~r0) ·~� = 0 ¡�  (~r − ~r0) · ~n = 0.

14



�¦ ¡ = ‖d~�/ds‖ ¦¤¦£á��«�  ¡�£§¬¢æ«�«� ¡�  «¦ « = ‖d~b/ds‖ ©«¨â¯�
«�ª ¡�£§ç¢�ª �¤é «� �¤«å©«¨¦­á «¦¬ª R = 1/¡ ¡�  © = 1/« ¦¤¦£á�¦¤«� 
�¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª ¡�  �¡«å¤� ©«¨â¯�ª �¤« ©«¦å®àª.

��à¨å� �§ ­�¤� é¤

�£ã£� �§ ­á¤� �ª �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©�£�åà¤ «¦¬ ®é¨¦¬ £� � �¤ç-
©£�«� �â©�ª ~r(u, v) §¦¬ �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�

~r(u, v) = x(u, v)~i + y(u, v)~j + z(u, v)~k (u, v) ∈ G ⊂ <2

E¤� «£ã£� �§ ­á¤� �ª ¦¤¦£á��«�  ¦£�¢æ �á¤  ©®ç�  ~ru × ~rv 6= 0 � � ¡á��
(u, v) ∈ G. �  ��å¡«�ª ©�£�å¤¦¬¤ £�¨ ¡ã §�¨��é� ©� àª §¨¦ª u ¡�  v. ��
� �¤ç©£�«� ~ru ¡�  ~rv ©' â¤� ©�£�å¦ P «�ª �§ ­á¤� �ª S ¦¨å�¦¬¤ â¤� �§å§��¦
§¦¬ �å¤�  �­�§«æ£�¤¦ ©«�¤ �§ ­á¤� � ©«¦ ©�£�å¦ �¬«æ.

�¦ �£���æ¤ «£ã£�«¦ª £ �ª �§ ­á¤� �ª: �¦ �£���æ¤ �¤æª «£ã£�«¦ª
£ �ª �§ ­á¤� �ª �å¤�«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

S =
∫∫

|~ru × ~rv|dudv =
∫∫ √

EG− F 2dudv

æ§¦¬ E = ~ru · ~ru, G = ~rv · ~rv, F = ~ru · ~rv.

�� � �¤¬©£�« ¡á ¡�  «� ���£à«á §��å�

�¨å�¦¬£� ©�¤ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ £ � §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬ §¦¬ ©� ¡á��
©�£�å¦ «�ª �¤« ©«¦ ®�å £¦¤¦©ã£�¤«� â¤� � á¤¬©£�. �¨á­¦¬£� «¦ � �¤¬©£�-
« ¡æ §��å¦ ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�ª ~F (~r). �¤ «¦ � �¤¬©£�« ¡æ
§��å¦ §�¨ ©«á¤�  £å� �ç¤�£� «æ«� ¦¤¦£á��«�  �¬¤�£ ¡æ §��å¦.

� � §�¨ ¦®ã §¦¬ ©� ¡á�� ©�£�å¦ «�ª �¤« ©«¦ ®�å £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©�
�å¤�  â¤� ���£à«æ §��å¦. � ��¤ ¡ã â¡­¨�©� �¤æª ���£à«¦ç §��å¦¬ �å¤� 
V = V (~r).

� ¡¢å©� £ �ª ���£à«ãª ©¬¤á¨«�©�ª: �¤ f(x, y, z) �å¤�  £å� ���£à«ã
©¬¤á¨«�©� � ¦§¦å� â®�  §¨é«�ª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª «æ«� ¡¢å©� «�ª f ©«¦
©�£�å¦ (x, y, z) ¦¤¦£á��«�  «¦ � á¤¬©£�

gradf(x, y, z) = ~∇f(x, y, z) = fx(x, y, z)~i + fy(x, y, z)~j + fz(x, y, z)~k
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� �§æ¡¢ ©� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬: �¨å�¦¬£� ©�¤ �§æ¡¢ ©�
«¦¬ ~F = (M, N,P ) ¡�  «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� div ~F ã ~∇ · ~F «�¤ ���£à«ã
©¬¤á¨«�©�

div ~F = ~∇ · ~F =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
· (�, �, P ) =

∂�
∂x

+
∂�
∂y

+
∂P

∂z

�á¤ � �§æ¡¢ ©� �¤æª §��å¦¬ �å¤�  £��â¤ ��¢��ã  ©®ç�  ~∇ · ~F = 0 «æ«�
«¦ §��å¦ ¦¤¦£á��«�  ©à¢�¤¦� �âª.

� ©«¨¦� ¢ ©£æª �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬: �¨å�¦¬£� ©�¤ ©«¨¦� -
¢ ©£æ «¦¬ ~F = (M, N, P ) ¡�  «¦¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� Curl ~F ã rot ~F ã ~∇× ~F
«�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�

Curl ~F = rot ~F = ~∇× ~F =
(

∂P

∂y
− ∂�

∂z

)
~i+

(
∂�
∂z

− ∂P

∂x

)
~j+

(
∂�
∂x

− ∂�
∂y

)
~k =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

� � P

∣∣∣∣∣∣

�á¤ ¦ ©«¨¦� ¢ ©£æª �¤æª §��å¦¬ �å¤�  £��â¤ ��¢��ã  ©®ç�  ~∇ × ~F = 0
«æ«� «¦ §��å¦ ¦¤¦£á��«�  �©«¨æ� ¢¦.

��£§¬¢æ�¨�££�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª

�¤ ¦  ¡�¨«�© �¤âª ¦¨�¦�é¤ �ª ©¬¤«�«��£â¤�ª (x, y, z) �¤æª ©�£�å¦¬ P
£§¦¨¦ç¤ ¤� �¡­¨�©«¦ç¤ ©�¤ ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ (u1, u2, u3) â«©  é©«� � �¤« -
©«¦ ®å� ¤� �å¤�  �£­ £¦¤¦©ã£�¤«� «æ«� ¦  £�«��¢�«âª (u1, u2, u3) ¦¤¦£á�¦-
¤«�  ¡�£§¬¢æ�¨�££�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ ©�£�å¦¬ P . � £�«�©®�£�« ©£æª
«à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ §�¨ �¨á­�«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª

x1 = x1(u1, u2, u3) x2 = x2(u1, u2, u3) x3 = x3(u1, u2, u3)

� ��¡à� �¤ã «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦ç �å¤�  ��« ¡ã J = ∂(x1,x2,x3)
∂(u1,u2,u3) > 0.

�  ©¬¤�¨«ã©� ª xi �å¤�  ©¬¤�®�åª ¡�  â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª §¨é«�ª £�¨ ¡âª
§�¨��é�¦¬ª ©� ¡á§¦ � §�¨ ¦®ã.
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�¬£â¤�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 2.1
�� �¨��¦ç¤ «� £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«� ~�(t), ~n(t), ~b(t), � ¡�£§¬¢æ«�«�, �

�¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª, � ©«¨â¯� ¡�  � �¡«å¤� ©«¨â¯�ª «�ª ¡�£§ç¢�ª

~r(t) = (� ©¬¤ àt, � �£ àt, �t)

� ¡�£§ç¢� ¡�å«�  ©«�¤ �§ ­á¤� � «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ £� �á©� «�¤ §�¨ ­â¨� � x2 +
y2 = �2. �®�  �¨®ã «¦ ©�£�å¦ ~r(0) = (�, 0, 0) ¡�  ¡�«�¬�ç¤�«�  �¢ ¡¦� �éª
§¨¦ª «¦ z →∞.

�ç©�: �¦ �­�§«¦£�¤ ¡æ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ~� �¨å©¡�«�  �¤ §�¨��à-
�å©¦¬£� «¦ � á¤¬©£� �â©�ª. ��®¦¬£�

d~r(t)
dt

= (−�à �£ àt, �à ©¬¤ àt, �)

«¦ £â«¨¦ «¦¬ §�¨�§á¤à � �¤ç©£�«¦ª �å¤�  å©¦ £� «�¤ §�¨á�à�¦ «¦¬ «æ¥¦¬
àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, ��¢��ã â®¦¬£�

ds

dt
=

∥∥∥∥
~r(t)
dt

∥∥∥∥ =
[
(−�à �£ àt)2 + (�à ©¬¤ àt)2 + �2]1/2 =

=
[
�2à2 �£2 àt + �2à2 ©¬¤2 àt + �2]1/2 =

[
�2à2 + �2]1/2

�§¦£â¤àª «¦ £¦¤�� �å¦ �­�§«¦£�¤ ¡æ � á¤¬©£� «�ª ¡�£§ç¢�ª �å¤� 

~� =
d~r

ds
=

d~r/dt

ds/dt
=

1√
�2à2 + �2

(−�à �£ àt, �à ©¬¤ àt, �)

�¦ � á¤¬©£� �¬«æ �å¤�  £¦¤�� �å¦ ¡�  � �à¤å� §¦¬ ©®�£�«å��  £� «¦¤ Z
á¥¦¤� �å¤�  ©«���¨ã. �¨å©¡¦¬£� «¦ ©¬¤�£å«¦¤¦ «�ª �à¤å�ª �¬«ãª

©¬¤ ­ = ~� · ~k =
�√

�2à2 + �2
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��¨��à�å�¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ � á¤¬©£� ~� àª §¨¦ª s

d~�
ds

=
d~�/dt

ds/dt
=

1√
�2à2 + �2

1√
�2à2 + �2

d

dt
(−�à �£ àt, �à ©¬¤ àt, �) =

1
�2à2 + �2 (−�à2 ©¬¤ àt,−�à2 �£ àt, 0)

� ¡�£§¬¢æ«�«� �å¤�  «¦ £â«¨¦ «¦¬ §�¨�§á¤à � �¤ç©£�«¦ª. ��®¦¬£�

¡ =
∥∥∥∥

d~�
ds

∥∥∥∥ =
1

�2à2 + �2

[
�2à4 ©¬¤2 àt + �2à4 �£2 àt

]1/2 =
�à2

�2à2 + �2

� �¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª �å¤�  «¦ �¤«å©«¨¦­¦ «�ª ¡�£§¬¢æ«�«�ª.

¨ =
1
¡

=
�2à2 + �2

�à2 = � +
�2

�à2

�¨å©¡¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ §¨é«� ¡á��«¦ «�ª ¡�£§ç¢�ª

~n =
1
¡

d~�
ds

=
�2à2 + �2

�à2
1

�2à2 + �2 (−�à2 ©¬¤ àt,−�à2 �£ àt, 0)

= −(©¬¤ àt, �£ àt, 0)

� §¨é«� ¡á��«¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª ©� ¦§¦ ¦�ã§¦«� ©�£�å¦ «�ª �å¤�  â¤� � á¤¬©£�
¡á��«¦ ©«¦¤ á¥¦¤� Z.

� ��ç«�¨� ¡á��«¦ª �å¤�  «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~� ¡� 
~n.

~b = ~�× ~n =
1√

�2à2 + �2

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
−�à �£ àt �à ©¬¤ àt �
−©¬¤ àt −©¬¤ àt 0

∣∣∣∣∣∣
=

1√
�2à2 + �2

(� �£ àt,−� ©¬¤ àt, �à)

� ©«¨â¯� «�ª ¡�£§ç¢�ª �å¤�  «¦ £â«¨¦ «�ª §�¨��é�¦¬ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~b àª
§¨¦ª s. ��®¦¬£�

d~b

ds
=

d~b/dt

ds/dt
=

1√
�2à2 + �2

1√
�2à2 + �2

d

dt
(� �£ àt,−� ©¬¤ àt, �à) =

1
�2à2 + �2 (�à ©¬¤ àt, �à �£ àt, 0)
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¡�  �§¦£â¤àª � ©«¨â¯� ¡�  � �¡«å¤� ©«¨â¯�ª �å¤�  �¤« ©«¦å®àª

© =

∥∥∥∥∥
d~b

ds

∥∥∥∥∥ =
�à

�2à2 + �2 « =
1
©

=
�2à2 + �2

�2à2 =
�2

�2 +
1

à2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª ¡�  � ©«¨â¯�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ �¥å-
©à©� �¡− �à© = 0.

��©¡�©� 2.2
�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~r(t) �å¤�  ¡á��«�

©«�¤ §�¨á�à�æ «�ª «æ«� â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ ¡�  �¤« ©«¨æ­àª. �§å©�ª ¤�
�§¦�� ®«�å æ«  � ©¬¤á¨«�©� ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©� �á¤ ¡�  £æ¤¦ �á¤
�å¤�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «�¤ §�¨á�à�æ «�ª.

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� â®�  ©«���¨æ £â«¨¦

‖~r(t)‖ = r(t) = ©«���¨æ

��¨��à�å�¦¬£� «¦ «�«¨á�à¤¦ «¦¬ £â«¨¦¬ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ¡�  â®¦¬£�

d

d t
‖~r‖2 =

d

d t
(~r · ~r) = 2~r · d

dt
~r = 0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~r(t) �å¤�  ¡á��«¦ ©«�¤ §�¨á�à�æ «¦¬.
�¤« ©«¨æ­àª �¤ «¦ � á¤¬©£� �å¤�  ¡á��«¦ ©«�¤ §�¨��à�æ «¦¬ «æ«�

 ©®ç¦¬¤ ¦  §�¨�§á¤à  ©æ«�«�ª ¡�  �§¦£â¤àª

d

d t
‖~r‖2 = 0 =⇒ ‖~r‖2 = C =⇒ ‖~r‖ = ©«���¨æ

� � «¦ ��ç«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª á©¡�©�ª ¬§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~r(t)
â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�. �¦ � á¤¬©£� ~r(t)/r(t) �å¤�  �¤á¢¦�¦ «¦¬ ~r(t) á¨�
â®�  ¡�  �¬«æ ©«���¨ã � �ç�¬¤©�. �§å §¢â¦¤ â®�  £â«¨¦ å©¦ £� «�¤ £¦¤á��.
�¨� �å¤�  ©«���¨æ ¡�  �§¦£â¤àª � §�¨á�à�æª «¦¬ �å¤�  £��â¤. �®¦¬£�

d

dt

1
r
~r =

1
r2

(
r

d

dt
~r − ~r

d

dt
r

)
= 0 =⇒ r

d

dt
~r − ~r

d

dt
r = 0
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�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ «�¢�¬«�å� �¥å©à©� �¥à«�¨ ¡á £� «¦ � á¤¬©£� ~r(t)
¡�  §�å¨¤¦¬£�

~r×
(

r
d

dt
~r − ~r

d

dt
r

)
= r~r× d

dt
~r−~r×~r

d

dt
r = r~r× d

dt
~r = 0 =⇒ ~r× d

dt
~r = 0

�¨� «¦ ~r(t) �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ ©«�¤ §�¨á�à�æ «¦¬.
� � «¦ �¤«å©«¨¦­¦. �§¦�â«¦¬£� æ«   ©®ç�  � ©®â©�

~r × d

dt
~r = 0

�¦ � á¤¬©£� ~r(t)/r(t) â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ å©¦ £� «�¤ £¦¤á�� �¤ �§¦-
��å¥¦¬£� æ«  �å¤�  ©«���¨æ «æ«� â®�  ¡�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©� ¡�  �§¦£â¤àª ¡� 
«¦ ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�.

��¨��à�å�¦¬£� ¡�  â®¦¬£�

(1)
d

dt

1
r
~r = − 1

r2
dr

dt
~r +

1
r

d

dt
~r =

1
r3

(
r2 d

dt
~r − r

dr

dt
~r

)

�£àª  ©®ç�  §¨¦­�¤éª � ©®â©� r2 = ~r · ~r «�¤ ¦§¦å� §�¨��à�å�¦¬£� ¡� 
â®¦¬£�

d

dt
r2 =

d

dt
~r · ~r =⇒ 2r

d

dt
r = 2~r · d

dt
~r

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ©®â©� �¬«ã ©«�¤ (1) ¡�  â®¦¬£�

d

dt

1
r
~r =

1
r3

(
(~r · ~r)

d

dt
~r −

(
~r · d

dt
~r

)
~r

)
=

1
r3

(
~r × d

dt
~r

)
× ~r = 0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�.
��¨�«ã¨�©�: �¤ ��à¨ã©¦¬£� «�¤ ¡å¤�©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©�

£ � §�¨ ­â¨� � £� �¡«å¤� r ©«���¨¦ç £â«¨¦¬ «æ«� � á©¡�©� £�ª ¢â�  æ«  �
«�®ç«�«� �å¤�  §á¤«� ¡á��«� ©«¦ � á¤¬©£� �â©�ª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬.

��©¡�©� 2.3
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¡á�� ©à¢�¤¦� �âª � á¤¬©£� ~f £§¦¨�å ¤� �¨�­�å £�

«�¤ £¦¨­ã
~f = ~∇× ~g
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�«� ­¬© ¡ã ¡�   � �å«�¨� ©«¦¤ �¢�¡«¨¦£��¤�« ©£æ �£­�¤å�¦¤«�  �¥ ©é-
©� ª «â«¦ ¦¬ �å�¦¬ª ¡�  «¦ � á¤¬©£� ~g ¦¤¦£á��«�  � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ.
�¦ � á¤¬©£� ~f �å¤�  §¨¦­�¤éª â¤� ©à¢�¤¦� �âª � á¤¬©£�.

�ç©�: �¬£�¦¢å�¦¬£� £� fi ¡�  £� gi i = 1, 2, 3 « ª ©¬¤ ©«é©�ª
«à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~f ¡�  ~g �¤« ©«¦å®àª. � §¨¦ª �§æ�� ¥� ©®â©� �¨á­�«� 
�¤�¢¬« ¡á

∂

∂y
g3 − ∂

∂z
g2 = f1

∂

∂z
g1 − ∂

∂x
g3 = f2

∂

∂x
g2 − ∂

∂y
g1 = f3

��¢��ã «¦ §¨æ�¢�£� �å¤�  ¤� ¢¬��å «¦ §�¨�§á¤à ©ç©«�£� «à¤ � �­¦¨ ¡é¤
�¥ ©é©�à¤ £� £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª.

��«á£� ©«�¤ �¨®ã £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� g0 = (A,B, 0). � ¢ç©� �¬«ã §¨â§� 
¤�  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¥å©à©�

~f = (f1, f2, f3) = ~∇× ~g0 =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

A B 0

∣∣∣∣∣∣

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� ¡�  §�å¨¤¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª

− ∂

∂z
B = f1(x, y, z)

∂

∂z
A = f2(x, y, z)

∂

∂x
B − ∂

∂y
A = f3(x, y, z)

�§¦¨¦ç£� ¤� ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� �£â©àª « ª �ç¦ §¨é«�ª �¥ ©é©� ª. �¦ �§¦«â-
¢�©£� �å¤� 

A =
∫ z

z0

f2(x, y, t)dt + �(x, y) B = −
∫ z

z0

f1(x, y, t)dt + �(x, y)

æ§¦¬ � ¡�  � �å¤�  �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ £�«��¢�«é¤ x ¡�  y.
���¦£â¤¦¬ æ«  ��«á£� £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� ¡�  â®¦¬£� £å� �¡æ£� �¥å©à©�

£§¦¨¦ç£� ¤� £���¤å©¦¬£� £ � �§æ « ª �ç¦ �¬«âª �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª.
�§¦�â«¦¬£� æ«  �(x, y) = 0 ¡�  �¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©¬¤�¨«ã©� ª � ¡�  �
©«�¤ «¨å«� �¥å©à©� «¦¬ � �­¦¨ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª. �¨å©¡¦¬£�

∂

∂x

(
−

∫ z

z0

f1(x, y, t)dt + �(x, y)
)
− ∂

∂y

(∫ z

z0

f2(x, y, t)dt

)
=
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= −
∫ z

z0

(
∂

∂x
f1(x, y, t) +

∂

∂y
f2(x, y, t)

)
dt +

∂

∂x
�(x, y) = f3(x, y, z)

�¦ � á¤¬©£� ~f æ£àª �å¤�  ©à¢�¤¦� �âª ��¢��ã ~∇· ~f = 0 ¡�  á¨�  ¡�¤¦§¦ �å«� 
� ©®â©�

∂

∂x
f1(x, y, t) +

∂

∂y
f2(x, y, t) +

∂

∂t
f3(x, y, t) = 0

�§¦£â¤àª � �¥å©à©� �¨á­�«� 
∫ z

z0

(
∂

∂t
f3(x, y, t)

)
dt +

∂

∂x
�(x, y) = f(x, y, z) =⇒ f3(x, y, z)−

f3(x, y, z0) +
∂

∂x
�(x, y) = f3(x, y, z) =⇒ ∂

∂x
�(x, y) = f3(x, y, z0)

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã �¨å©¡¦¬£� «�¤ á�¤à©«� ©¬¤á¨«�©� �(x, y) £� £å� ¦¢¦-
¡¢ã¨à©�

�(x, y) =
∫

f3(x, y, z0)dx

�¨� «�¢ ¡á ¦  ©¬¤ ©«é©�ª � ¡�  � «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~g0 �å¤� 

A =
∫ z

z0

f2(x, y, t)dt B = −
∫ z

z0

f1(x, y, t)dt +
∫

f3(x, y, z0)dx

�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ ��¤ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. �¤ ~g �å¤�  £ � á¢¢�
¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª ~f = ~∇× ~g «æ«� §¨¦­�¤éª §¨â§� 

~∇× ~g − ~∇× ~g0 = ~∇× (~g − ~g0) = ~0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~g − ~g0 �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ¡�  á¨� ¬§á¨®�  ���£à«ã
©¬¤á¨«�©� ­(~r) «â«¦ � é©«� ~g − ~g0 = ~∇­(~r). �¨� â®¦¬£�

~g = ~g0 + ~∇­(~r)

æ§¦¬ ­(~r) �å¤�  £ � �¬��å¨�«� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ ­¬© ¡á §¨â§�  ¤� â®�  £�¨ ¡âª
§�¨��é�¦¬ª ��ç«�¨�ª «á¥�ª.

� ©¬¤á¨«�©� ~g �å¤�  «�¢ ¡á � ��¤ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.
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��©¡�©� 2.4
�¤ «¦ � á¤¬©£� ~f â®�  ©¬¤ ©«é©�ª « ª ©¬¤�¨«ã©� ª �, �, �, §¦¬ â®¦¬¤

©¬¤�®�åª ��ç«�¨�ª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª, ¤� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«�

~∇× (~∇× ~f) = ~∇(~∇ · ~f)− ~∇2 ~f

�ç©�: �  ©¬¤�¨«ã©� ª �, �, �, â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª ��ç«�¨�ª £�¨ ¡âª
§�¨��é�¦¬ª, �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  � ©� ¨á «à¤ §�¨��à�å©�à¤ ��¤ â®�  ©�£�©å�.
��¢��ã ¦  §�¨á�à�¦  � � §�¨á�� �£� �xy ¡�  �yx �å¤�  å©�ª.

�¨å©¡¦¬£� «¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª. ��®¦¬£�

~∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

� � �

∣∣∣∣∣∣
= (�y − �z, �z − �x, �x −�y)

¡�  ¦ ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ §�¨�§á¤à � �¤ç©£�«¦ª �å¤� 

~∇× (~∇× ~f) =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

�y − �z �z − �x �x −�y

∣∣∣∣∣∣
=

(�xy −�yy −�zz + �xz, �yz − �zz − �xx + �xy, �zx − �xx − �yy + �zy)

�� �¤�¢ç©¦¬£� «é¨� «¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª «�¬«æ«�«�ª. ��®¦¬£� � �
«¦¤ §¨é«¦ æ¨¦ «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £â¢¦¬ª «�ª «�¬«æ«�«�ª

~∇(~∇ · ~f) = ~∇ (�x + �y + �z) =
(�xx + �xy + �xz, �xy + �yy + �yz, �xz + �yz + �zz)

�¤é ¦ ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £â¢¦¬ª «�ª «�¬«æ«�«�ª �å¤� 

~∇2 ~f = (Axx + Ayy + Azz, �xx + �yy + �zz, �xx + �yy + �zz)

��¢ ¡á «¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª «�¬«æ«�«�ª �å¤�«� 

~∇(~∇ · ~f)− ~∇2 ~f =(−�yy −�zz + �xy + �xz,

�xy − �xx − �zz + �yz, �xz + �yz − �xx − �yy)
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�§¦£â¤àª «� �ç¦ £â¢� « ª «�¬«æ«�«�ª �å¤�  å©� ¡�  á¨� � «�¬«æ«�«�  ©®ç� .

��©¡�©� 2.5
�� �¨���å � �§æ¡¢ ©� ¡�  ¦ ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬

~f = (x2 + y2 + z2)ν (x~e1 + y~e2 + z~e3) = r2ν~r

�� �¨���å �§å©�ª ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (~r) �¤ ¬§á¨®�  «â«¦ � é©«� ~f = ~∇V
�ç©�: �¨å©¡¦¬£� §¨é«� «�¤ �§æ¡¢ ©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬.

��®¦¬£�

∂

∂x

(
x

(
x2 + y2 + z2)ν

)
=

(
x2 + y2 + z2)ν + xν

(
x2 + y2 + z2)ν−1 2x =

(
x2 + y2 + z2)ν + 2νx2 (

x2 + y2 + z2)ν−1

��£¦ � �¨å©¡¦¬£� ¡�  « ª á¢¢�ª §�¨��é�¦¬ª

∂

∂y

(
y

(
x2 + y2 + z2)ν

)
=

(
x2 + y2 + z2)ν + 2νy2 (

x2 + y2 + z2)ν−1

∂

∂z

(
z

(
x2 + y2 + z2)ν

)
=

(
x2 + y2 + z2)ν + 2νz2 (

x2 + y2 + z2)ν−1

�¨¦©�â«¦¬£� «é¨� « ª «¨� ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

~∇ · ~f = 3
(
x2 + y2 + z2)ν + 2ν

(
x2 + y2 + z2) (

x2 + y2 + z2)ν−1 =

(2ν + 3)
(
x2 + y2 + z2)ν = (2ν + 3)r2ν

�¨¦­�¤éª � �§æ¡¢ ©� �å¤�  £��â¤ æ«�¤ ν = −3/2. ��¢��ã  ©®ç� 

~∇ · 1
r3~r = 0

�� �¨¦ç£� «é¨� «¦¤ ©«¨¦� ¢ ©£æ «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬.

~∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

x
(
x2 + y2 + z2)ν

y
(
x2 + y2 + z2)ν

z
(
x2 + y2 + z2)ν

∣∣∣∣∣∣
=
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[
z

∂

∂y

(
x2 + y2 + z2)ν − y

∂

∂z

(
x2 + y2 + z2)ν

]
~e1+

[
x

∂

∂z

(
x2 + y2 + z2)ν − z

∂

∂x

(
x2 + y2 + z2)ν

]
~e2+

[
y

∂

∂x

(
x2 + y2 + z2)ν − x

∂

∂y

(
x2 + y2 + z2)ν

]
~e3 =

[zν2y − yν2z]
(
x2 + y2 + z2)ν−1

~e1 + [xν2z − zν2x]
(
x2 + y2 + z2)ν−1

~e2+

[yν2x− xν2y]
(
x2 + y2 + z2)ν−1

~e3 = ~0

� ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ �å¤�  £��â¤ ¡�  á¨� ¬§á¨®� 
���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (~r) «â«¦ � é©«� ~f(x, y, z) = ~∇V (x, y, z). �� �¨¦ç£�
§�¨�¡á«à «�¤ ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (x, y, z).

� �¥å©à©� �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «¦ §�¨�¡á«à � �­¦¨ ¡æ ©ç©«�£�

∂V

∂x
= x(x2 +y2 +z2)ν ∂V

∂y
= y(x2 +y2 +z2)ν ∂V

∂z
= z(x2 +y2 +z2)ν

�� �¥�«á©¦¬£� §¨é«� «�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ν 6= −1.
�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� àª §¨¦ª x «�¤ §¨é«� �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

V (x, y, z) =
∫

x(x2+y2+z2)νdx+a(y, z) =
1
2

1
ν + 1

(x2+y2+z2)ν+1+a(y, z)

��¨��à�å�¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ©¬¤á¨«�©� àª §¨¦ª y ¡�  �¤« ¡�� ©«¦ç£�
©«�¤ ��ç«�¨� �¥å©à©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¨å©¡¦¬£�

∂

∂y
V (x, y, z) = y(x2 + y2 + z2)ν +

∂a(y, z)
∂y

= y(x2 + y2 + z2)ν =⇒

∂a(y, z)
∂y

= 0 =⇒ a(y, z) = b(z)

�¨� � ��«¦ç£�¤� ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� �å¤� 

V (x, y, z) =
1

2(ν + 1)
(x2 + y2 + z2)ν+1 + b(z)
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¡�  £â¤�  ¤� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� b(z).
��¨��à�å�¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ©¬¤á¨«�©� àª §¨¦ª z ¡�  �¤« ¡�� ©«¦ç£�

©«�¤ «¨å«� �¥å©à©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¨å©¡¦¬£�

∂

∂z
V (x, y, z) = z(x2 + y2 + z2)ν +

∂b(z)
∂z

= z(x2 + y2 + z2)ν =⇒

∂b(z)
∂z

= 0 =⇒ b(z) = c

�¨� � ��«¦ç£�¤� ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� �å¤� 

V (x, y, z) =
1

2(ν + 1)
(x2 + y2 + z2)ν+1 + c =

1
2ν + 2

r2ν+2 + c

æ§¦¬ c £ � �¬��å¨�«� ©«���¨á.
�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ν = −1 �¡¦¢¦¬�¦ç£� «�¤ å� � � �� ¡�©å� ¡�  �¨å-

©¡¦¬£� «�¢ ¡á æ« 

V (x, y, z) =
∫

x

x2 + y2 + z2 dx + c =
1
2

ln(x2 + y2 + z2) + c = lnr + c

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ �¬¤�£ ¡æ �§� ¨å��«�  ¡�  ©«¦
á§� ¨¦ �¢¢á ¡�  ©«¦ £��â¤.

��©¡�©� 2.6
�� �¨�å«� « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª ¡�  �§ ­á¤� �ª «à¤ ¡¬¢ ¤�¨ ¡é¤

©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  « ª �à¤å�ª «à¤ «¨ é¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�£§ç¢à¤. �  ©¬-
¤�¨«�© �¡âª ©®â©� ª §¦¬ ©¬¤�â¦¬¤ « ª ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª x, y, z ¡� 
« ª ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª ¨, ­, z �å¤� 

x = ¨ ©¬¤ ­ 0 ≤ ¨ < ∞
y = ¨ �£ ­ 0 ≤ ­ ≤ 2π

z = z −∞ < z < ∞
�ç©�: �  «¨� ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �§ ­á¤� �ª §�¨ �¨á­¦¤«�  �§æ « ª �¥ -

©é©� ª ¨ = c1, ­ = c2 ¡�  z = c3 �¤« ©«¦å®àª. �� ©�£�å� «�ª §¨é«�ª
�§ ­á¤� �ª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª

~r1 = ~r1(x, y, z) = (c1 ©¬¤ ­, c1 �£ ­, z) ¨ = ©«���¨æ
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�  �§ ­á¤� �ª �¬«âª �å¤�  ¦  §�¨á§¢�¬¨�ª �§ ­á¤� �ª ¦£¦�¥¦¤ ¡é¤ ¡¬¢å¤�¨à¤
£� á¥¦¤� «¦¤ á¥¦¤� OZ. �� ©�£�å� «�ª ��ç«�¨�ª �§ ­á¤� �ª â®¦¬¤ � á¤¬©£�
�â©�ª

~r2 = ~r2(x, y, z) = (¨ ©¬¤ c2, ¨ �£ c2, z) ­ = ©«���¨æ
�  �§ ­á¤� �ª �¬«âª �å¤�  �§å§��� §¦¬ §�¨ â®¦¬¤ «¦¤ á¥¦¤� OZ. �� ©�£�å�
«�ª «¨å«�ª �§ ­á¤� � â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª

~r3 = ~r3(x, y, z) = (¨ ©¬¤ ­, ¨ �£ ­, c3) z = ©«���¨æ
�  �§ ­á¤� �ª �¬«âª �å¤�  �§å§��� ¡á��«� ©«¦¤ á¥¦¤� OZ.

�  «¨� ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª §�¨ �¨á­¦¤«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª
¨ = c1, ­ = c2, ­ = c2, z = c3 ¡�  ¨ = c1, z = c3

�� ©�£�å� «�ª §¨é«�ª ¡�£§ç¢�ª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª
~r1 = ~r1(x, y, z) = (c1 ©¬¤ c2, c1 �£ c2, z) ¨ = ©«���¨æ, ­ = ©«���¨æ

�  ¡�£§ç¢�ª �¬«âª �å¤�  �¬��å�ª §�¨á¢¢�¢¦  §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� OZ. �å¤�  ¦ 
«¦£âª �§ ­�¤� é¤ «à¤ ¦£¦�¥¦¤ ¡é¤ ¡¬¢å¤�¨à¤ £� á¥¦¤� «¦¤ OZ ¡�  «à¤
�§ §â�à¤ §¦¬ §�¨ â®¦¬¤ «¦¤ á¥¦¤� OZ. �� ©�£�å� «�ª ��ç«�¨�ª ¡�£§ç¢�ª
â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª
~r2 = ~r2(x, y, z) = (¨ ©¬¤ c2, ¨ �£ c2, c3) ­ = ©«���¨æ, z = ©«���¨æ

�  ¡�£§ç¢�ª �¬«âª �å¤�  �¬��å�ª ¡á��«�ª ©«¦¤ á¥¦¤� OZ. �å¤�  ¦  «¦£âª «à¤
�§ §â�à¤ §¦¬ �å¤�  ¡á��«�ª ©«¦¤ á¥¦¤� OZ ¡�  «à¤ �§ §â�à¤ §¦¬ §�¨ â®¦¬¤
«¦¤ á¥¦¤� OZ. �� ©�£�å� «�ª «¨å«�ª ¡�£§ç¢�ª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª
~r3 = ~r3(x, y, z) = (c1 ©¬¤ ­, c1 �£ ­, c3) ¨ = ©«���¨æ, z = ©«���¨æ

�  ¡�£§ç¢�ª �¬«âª �å¤�  ¦¨ �æ¤« �ª ¦£æ¡�¤«¨�ª §�¨ ­â¨� �ª £� ¡â¤«¨¦ §á¤à
©«¦¤ á¥¦¤� OZ. �å¤�  ¦  «¦£âª «à¤ �§ ­�¤� é¤ «à¤ ¦£¦�¥¦¤ ¡é¤ ¡¬¢å¤�¨à¤
¡�  «à¤ �§ §â�à¤ §¦¬ �å¤�  ¡á��«� ©«¦¤ á¥¦¤� OZ.

�� �­�§«¦£�¤ ¡á � �¤ç©£�«� ©« ª «¨� ª �¬«âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª
�å¤�  �¤« ©«¦å®àª

~�2 =
d~r

d¨
= (©¬¤ ­, �£ ­, 0) ~�1 =

d~r

d­
= (−¨ �£ ­, ¨ ©¬¤ ­, 0)

~�3 =
d~r

dz
= (0, 0, 1)

��å¤�«�  �£â©àª æ«  ~�1 ·~�2 = ~�2 ·~�3 = ~�3 ·~�1 = 0. ��¢��ã ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª
¡�£§ç¢�ª «â£¤¦¤«�  ¡��â«àª ¡�  «¦ ©ç©«�£� �å¤�  â¤� ¦¨�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£�
©¬¤«�«��£â¤à¤.
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��¢¬«�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 2.7 �¤ «� � �¤ç©£�«� ~a ¡�  ~b �å¤�  §�¨��à�å© £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª
£ �ª §¨��£�« ¡ãª £�«��¢�«ãª t «æ«� ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª:
d
dt (¢(t)~a) = d¢(t)

dt ~a + ¢(t)d~a
dt , d

dt (~a ·~b) = d~a
dt ·~b + ~a · d~b

dt ¡� 
d
dt (~a×~b) = d~a

dt ×~b + ~a× d~b
dt .

��©¡�©� 2.8 �å¤¦¤«�  «� � �¤ç©£�«�: ~A = (t,−3, 2t), ~B = (1,−2, 2)
¡�  ~C = (3, t,−1). �§¦¢¦�å©�«� «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«�:

∫ 2
1 ( ~A · ~B × ~C)dt ¡� ∫ 2

1 ( ~A× ~B × ~C)dt �§á¤«�©�: 0, (−87/2,−41/2, 15/2).

��©¡�©� 2.9 �¨�å«� «�¤ §�¨á�à�¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ~F (t) = cosh t~i +
sinh t~j − √t~k ¡�  ~G(t) = et ©¬¤ t~i − et �£ 2t~j. �¨�å«� �§å©�ª «�¤ §�¨á�à�¦
«à¤ ~F · ~G ¡�  ~F × ~G

��©¡�©� 2.10 �¨�å«� «�¤ «�®ç«�«� ¡�  «�¤ �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç §¦ç
â®�  � á¤¬©£� �â©�ª:
�) ~r(t) = ©¬¤ t~i + �£ 3t~j − 16t2~k, �) ~r(t) =

(
t3 + 1

)
~i + e−t~j + ©¬¤ (§t/2)~k,

�) ~r(t) =
(
t2 − 1

)
~i+ t4~j + ©¬¤ (t2)~k ¡�  �) ~r(t) = et~i+ �£ (àt)~j + ©¬¤ (àt)~k.

��©¡�©� 2.11 �å¤�«�  «¦ � á¤¬©£� ~F (t) = �(t)~i + �(t)~j. �� �¨���å �
�¤��¡�å� ©®â©� é©«� ¤�  ©®ç�  ~F (t)· ~F ′(t) = 0. �¤ ~F (t) =

(
4t/(1 + 4t2)

)
~i+(

(1− 4t2)/(1 + 4t2)
)
~j «æ«� ¤� ��å¥�«� æ«   ©®ç�  ~F (t) · ~F ′(t) = 0.

��©¡�©� 2.12 �¨å�¦¬£� «¦ � á¤¬©£� ~� = «~� + ¡~b. �� �§¦�� ®«�å æ« 
¦  «ç§¦  �¨�¤â - ��¨â §�å¨¤¦¬¤ «�¤ £¦¨­ã d~�/ds = ~� × ~�, d~n/ds = ~� × ~n,
d~b/ds = ~�×~b.

��©¡�©� 2.13 �§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~F (t) �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ §¨¦ª «¦
� á¤¬©£� ~F ′′(t) � � ¡á�� « £ã «¦¬ t. ��å¥«� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~F (t) × ~F ′(t)
�å¤�  ©«���¨æ.

��©¡�©� 2.14 �� �¨�å«� «¦ £ã¡¦ª «à¤ ¡�£§¬¢é¤ ~r(t) = ©¬¤3 t~i + �£3 t~j

� � 0 ≤ t ≤ π/2 ¡�  ~r(t) = 2(t2 − 1)3/2~i + 3t2~j + 3t2~k � � 1 ≤ t ≤ √
8

�§á¤«�©�: 6, 54− 4
√

2.

��©¡�©� 2.15 �¨�å«� «¦ £¦¤�� �å¦ �­�§«æ£�¤¦ � á¤¬©£�, «�¤ §¨é«�
¡á��«¦ ¡��éª ¡�  «�¤ ��ç«�¨� ¡á��«¦ «à¤ ¡�£§¬¢é¤:
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~r(t) = ©¬¤ t~i + ©¬¤ t~j +
√

2 �£ t~k ¡�  ~r(t) = 2t~i + t2~j + ln t~k.

��©¡�©� 2.16 �å¤¦¤«�  ¦  ¡�£§ç¢�ª £� � �¤¬©£�« ¡âª �¥ ©é©� ª ~r1(t) =
(et − 1)~i + 2 �£ t~j + ln (t + 1)~k ¡�  ~r2(t) = (t− 1)~i + t2~j + t3~k. �� �¨���å «¦
©�£�å¦ §¦¬ «â£¤¦¤«�  ¡��éª ¡�  � �à¤å� «¦£ãª «¦¬ª.

��©¡�©� 2.17 ��å¥�«� æ«  ¦  ¡�£§ç¢�ª £� §�¨�£â«¨ ©�: ~r1(t) = (t2/2−
t)~i + (t + 1)~j − t~k ¡�  ~r2(t) = − �£ t~i + et~j − �­ t~k, â®¦¬¤ ¡¦ ¤æ ©�£�å¦ «¦
(0, 1, 0) ¡�  æ«  «� �­�§«æ£�¤� � �¤ç©£�«� «à¤ ¡�£§ç¢à¤ ©«¦ ©�£�å¦ �¬«æ
�å¤�  §�¨á¢¢�¢�.

��©¡�©� 2.18 �å¤�«�  � ¡�£§ç¢� ~r(t) = t~i +
(
2
√

2t3/2/3
)
~j +

(
t2/2

)
~k.

���¦¨å©�«� �á¤ � ¡�£§ç¢� �å¤�  ¦£�¢ã ã ¡�«á «£ã£�«� ¦£�¢ã ã «å§¦«�
�§æ «� �ç¦. �¨�å«� «¦ «£ã£� «�ª ¡�£§ç¢�ª §¦¬ �¨å©¡�«�  £�«�¥ç ~r(0) ¡� 
~r(1). �¨�å«� «�¤ ¡�£§¬¢æ«�«� ¡�  «� ©«¨â¯� «�ª ¡�£§ç¢�ª. �§¦¢¦�å©«� «�¤
«�®ç«�«� ~v ¡�  «�¤ �§ «á®¬¤©� ~a �¤æª ¡ ¤�«¦ç £� � á¤¬©£� �â©�ª ~r(t).

��©¡�©� 2.19 �©«à æ«  � ¡�£§ç¢� C �å¤�  «¦ �¨á­�£� «�ª �¥å©à©�ª xy =
1 � � x > 0. �¨�å«� «�¤ ¡�£§¬¢æ«�«� «�ª ¡�£§ç¢�ª C. �¨�å«� «�¤ £â� ©«�
« £ã «�ª ¡�£§¬¢æ«�«�ª. �¨å©�«� «�¤ �¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª «�ª ¡�£§ç¢�ª
©«¦ ©�£�å¦ (1, 1). �§á¤«�©�: �) κ = 2x3/

(
x4 + 1

)3/2, �) κ =
√

2/2,
�)
√

2.

��©¡�©� 2.20 � � «�¤ ¡�£§ç¢� x = α(3t− t3), y = 3αt2, z = α(3t + t3)
��å¥�«� æ«  κ = τ = 1/(3α(1 + t2)2).

��©¡�©� 2.21 � � £ � �§å§��� ¡�£§ç¢� � ¦§¦å� �å¤�«�  �§æ «� �¥å©à©�
~r(t) = x(t)~i + y(t)~j ��å¥�«� æ«  � ¡�£§¬¢æ«�«� κ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�
κ = (x′y′′ − y′x′′) /

(
[(x′)2 + (y′)2]3/2).

��©¡�©� 2.22 �¤ � ¡�£§ç¢� �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� ~r = ~r(s), ��å¥�«�
æ«  ~r ′′ · ~r ′′′ × ~r ′′′′ = κ5d(τ/κ)/ds æ§¦¬ κ ¡�  τ �å¤�  � ¡�£§¬¢æ«�«� ¡�  �
©«¨â¯� «�ª ¡�£§ç¢�ª �¤«å©«¦ ®�.

��©¡�©� 2.23 �å¤�«�  � ¡�£§ç¢� £� §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª x = t, y = t2

¡�  z = 2t3/3. �� �¨��¦ç¤ � ¡�£§¬¢æ«�«� ¡ ¡�  � ©«¨â¯� «.

�§á¤«�©�: ¡ = 2/(1 + 2t2)2, « = 2/(1 + 2t2)2 = ¡.

��©¡�©� 2.24 �¨�å«� «�¤ §�¨á�à�¦ «�ª ©¬¤á¨«�©�ª
f(x, y) = 2x2 − 3xy + y2 + 15 ©«¦ ©�£�å¦ P = (1, 1) ©«�¤ ¡�«�ç�¬¤©�
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~u = (~i + ~j)/
√

2, «�ª ©¬¤á¨«�©�ª f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2) ©«¦ ©�£�å¦
P = (3, 4) ©«�¤ ¡�«�ç�¬¤©� ~u = (~i − √

3~j)/2 ¡�  «â¢¦ª «�ª ©¬¤á¨«�©�ª
f(x, y, z) = x3y2z ©«¦ ©�£�å¦ P = (2,−1, 2) ©«�¤ ¡�«�ç�¬¤©� ~u = 2~i−~j−2~k.

��©¡�©� 2.25 �å¤�«�  � ©¬¤á¨«�©� f(x, y) = 2x+x2y +y �£ y ¡�  æ«  «¦
� á¤¬©£� ~u = α~i + β~j �å¤�  £¦¤�� �å¦. �¨�å«� «�¤ D~uf(1, 0) ©�¤ ©¬¤á¨«�©�
«à¤ α ¡�  β. �¨�å«� « ª « £âª «à¤ α,¡�  β � � « ª ¦§¦å�ª � D~uf(1, 0) �å¤� 
£â� ©«�.

��©¡�©� 2.26 �¨�å«� «�¤ ¡¢å©� «à¤ §�¨�¡á«à ���£à«é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ©«¦
���¦£â¤¦ ©�£�å¦. f(x, y) = (x+3y)/(5x+2y) ©«¦ (−1, 3/2) ¡�  f(x, y, z) =
ze−x �­ y ©«¦ (0, π,−2). �§á¤«�©�: (−39/8,−13/4), (0,−2, 0).

��©¡�©� 2.27 �¨�å«� «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �­�§«¦£â¤¦¬ �§ §â�¦¬ ©«¦ � á-
�¨�££� ¡á�� £å�ª �§æ « ª §�¨�¡á«à ©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ©«¦ ���¦£â¤¦ ©�£�å¦
f(x, y) = (2+x−y)2 ©«¦ (3,−1, 36) ¡�  f(x, y) = ln(x2+y2) ©«¦ (−1, 1, ln2)
�§á¤«�©�: 12x− 12y − z = 12, x− y + z = ln2− 2.

��©¡�©� 2.28 �¨�å«� «�¤ �¥å©à©� «¦¬ ¡��â«¦¬ �§ §â�¦¬ ©« ª §�¨�¡á«à
�§ ­á¤� �ª ¡�  ©«¦ ���¦£â¤¦ ©�£�å¦ x2 +y2 +z2 = 1 ©«¦ (1/2,−1/2,−1/

√
2)

¡�  z = ln
√

x2 + 1 ©«¦ (0, 2, 0). �§á¤«�©�: x− y −√2z = 2, z = 0.

��©¡�©� 2.29 �� �¥�«á©�«� �á¤ ¬§á¨®�  £� £���¤ ¡ã « £ã «¦¬ c � � «�¤
¦§¦å� � §�¨��¦¢ã y = cx2 ¡�  ¦ ¡ç¡¢¦ª x2 + y2 = 4 ¤� «â£¤¦¤«�  ©� ¦¨�âª
�à¤å�ª.

��©¡�©� 2.30 ��à¨¦ç£� « ª �ç¦ �§ ­á¤� �ª x2−2y2 +z2 = 0 ¡�  xyz = 1.
��å¥�«� æ«  ©� ¡á�� ©�£�å¦ «¦£ãª «¦¬ª «� �­�§«æ£�¤� �§å§��� ©' �¬«âª �å¤� 
¡á��«� £�«�¥ç «¦¬ª.

��©¡�©� 2.31 �¨�å«� «¦ ©�£�å¦ «¦¬ §�¨��¦¢¦� �¦çª z = 9 − 4x2 − y2

©«¦ ¦§¦å¦ «¦ �­�§«æ£�¤¦ �§å§��¦ �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ §¨¦ª «¦ �§å§��¦ z = 4y.
�§á¤«�©�: (0,−2, 5).

��©¡�©� 2.32 ��å¥�«� æ«  ¦  �§ ­á¤� �ª z = xy − 2 ¡�  x2 + y2 + z2 = 3
â®¦¬¤ «¦ å� ¦ �­�§«æ£�¤¦ �§å§��¦.

��©¡�©� 2.33 �¤ f(x, y, z) = xy+yz+zx, ¤� �¨��¦ç¤ «¦ ~∇f ©«¦ (1, 1, 3),
«¦ df/ds ©«¦ (1, 1, 3) ©«�¤ ¡�«�ç�¬¤©� (1, 1, 1), � ¡á��«� §�¨á�à�¦ª df/dn
©«¦ (1, 1, 3) ¡�  «â¢¦ª ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ �­�§«¦£â¤¦¬ �§ §â�¦¬ ¡�  «�ª ¡á��«�ª
�¬��å�ª ©«�¤ �§ ­á¤� � xy+yz+zx = 7 ©«¦ (1, 1, 3). �§á¤«�©�: �) (4, 4, 2),
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�) 10/
√

3, �) 6, �) 2x + 2y + z = 7, x− 1 = y − 1 = 2z − 6.

��©¡�©� 2.34 �¤ u ¡�  v �å¤�  ���£à«âª ©�£� �¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª, ¤�
�§¦�� ®«�å æ«  div(~∇u × ~∇v) = 0. �§¦��å¥�«� �§å©�ª æ«  rot(f(u)~∇u) = ~0
¡�  �§¦£â¤àª rot (f(r)~r) = ~0.

��©¡�©� 2.35 �� �¨���å � �§æ¡¢ ©� ¡�  ¦ ©«¨¦� ¢ ©£æª «à¤ §�¨�¡á«à
� �¤¬©£�« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤: ~f =

(
x2 + yx, y2 + zx, z2 + xy

)
,

~f = (x + y, �£ (xy), ©¬¤ (xyz)), ~f =
(
x2, y2, z2), ~f =

(
x2 + y2 + z2) (x, y, z)

¡�  ~f =
(
1/(x2 + y2 + z2)

)
(yz, zx, xy).

��©¡�©� 2.36 �¨�å«� «� ©¬¤á¨«�©� f � � «�¤ ¦§¦å�  ©®ç�  gradf(x, y) =(
y2 − y �£ xy

)
~i + (2xy − x �£ xy)~j. �§á¤«�©�: f = xy2 + ©¬¤ xy + c.

��©¡�©� 2.37 �¨å©�«� «� £¦¨­ã «�ª ©¬¤á¨«�©�ª φ(u) â«©  é©«� � ¡ç¨ �
¡á��«¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª x = α ©¬¤ u, y = α �£ u, z = φ(u), ¤� �å¤�  §�¨á¢¢�¢�
§¨¦ª «¦ �§å§��¦ ���. �§á¤«�©�: φ(u) = c1u + c2.

��©¡�©� 2.38 �  §�¨�¡á«à �§ ­á¤� �ª �å¤¦¤«�  §�¨�£�«¨ ¡á:
�) x = α �£ u ©¬¤ v, y = β �£ u �£ v, z = c ©¬¤ u �¢¢� ¯¦� �âª,
�) x = α sinh u cosh v, y = β sinh u sinh v, z = c cosh u �é¤¦ª,
�) x = αu ©¬¤ v, y = βu �£ v, z = u2 �¢¢� §« ¡æ §�¨��¦¢¦� �âª.

�¨�å«� « ª �¥ ©é©� ª �¬«é¤ «à¤ �§ ­�¤� é¤ ©«� £¦¨­ã F (x, y, z) = 0.
�¦ ¦ �å�¦ª ¡�£§ç¢�ª §�¨ ©«á¤¦¬¤ ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª u = ©«���¨á,
v = ©«���¨á ©� ¡á�� §�¨å§«à©�.

��©¡�©� 2.39 ��à¨¦ç£� «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~r = ~r(x, y, z). ��
�� ®«�å æ«  ~∇|~r|ν = ν|~r|ν−2

~r, ν = 2, 3, · · ·.
��©¡�©� 2.40 �å¤�«�  � ©¬¤á¨«�©�

f(x, y) =
{

xy2

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)
0 (x, y) = (0, 0)

�� �¥�«á©�«� �¤ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ ©�£�å¦ (0, 0). �� �§¦��å¥�«�
æ«  ¦  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  ∂f

∂x ¡�  ∂f
∂y ©«¦ ©�£�å¦ (x, y) = (0, 0) ¬§á¨®¦¬¤.

�¤ ~r(t) = (x, y) = (at, bt) æ§¦¬ a, b ©«���¨âª ¤� �§¦��å¥�«� æ«  � ©¬¤á¨«�©�
f(x(t), y(t)) �å¤�  §�¨��à�å© £� àª §¨¦ª t. �� � ¡� ¦¢¦�ã©�«� «� �§¦«�¢â-
©£�«� f ′(~r(t)) = ab2/(a2 + b2) æ£àª ~∇f(0, 0) · ~r ′(0, 0) = 0.
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��©¡�©� 2.41 �å¤�«�  � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (x, y, z) = (x− z, y +
z, x + y). �� �§¦�� ®«�å: æ«  rot ~F = 0. �� �¨���å £ � ©¬¤á¨«�©� f «â«¦ �
é©«� ~F = gradf . �§á¤«�©�: f(x, y, z) =

(
x2 + y2) /2− xz + zy + 2xz.

��©¡�©� 2.42 A¤ ~F = φ(r)~r ��å¥�«� æ«  ~∇·~F = rφ(r)′ + 3φ(r). �¨�å«�
«�¤ φ(r) �á¤ ~∇·~F = 0 æ«�¤ r > 0. ��å¥�«� æ«  ©«� §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ ~F
£§¦¨�å ¤� �¨£�¤�¬«ã ©�¤ �§à©« ¡ã ã �¢¡« ¡ã �ç¤�£� ©ç£­à¤� £� «¦¤ ¤æ£¦
«¦¬ �¤« ©«¨æ­¦¬ «�«¨��é¤¦¬.

��©¡�©� 2.43 �á¤ f = ax2 +by2 +cz2 �¨�å«� «¦ ~∇2f . �á¤ f �å¤�  ��¤ ¡á
â¤� ¦£¦��¤âª §¦¢¬é¤¬£¦ ��¬«â¨¦¬ ���£¦ç àª §¨¦ª x, y, z, §¦ � §¨â§�  ¤�
�å¤�  �  ¡�¤ã ¡�  �¤��¡�å� ©¬¤�ã¡� £�«�¥ç «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ «¦¬, � � ¤�
 ©®ç�  ~∇2f = 0.

��©¡�©� 2.44 �á¤ ~A �å¤�  â¤� ©«���¨æ � á¤¬©£� ¡�  r = |~r| ��å¥�«� æ« 
~∇×(rν ~A×~r = (ν+2)rν ~A−νrν−2( ~A·~r)~r ¡�  ~∇( ~A·~r/r3) = −~∇×( ~A×~r/r3).
�¨�å«� «� ~∇ · (rν ~A), ~∇× (rν ~A) ¡�  ~∇ · (rν ~A× ~r).

��©¡�©� 2.45 �� §¨¦©� ¦¨ ©«�å � ©¬¤á¨«�©� f(x, y, z) é©«� «� §�¨�-
¡á«à §��å� ¤� �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡á ~F (x, y, z) = e2x~i + f(x, y, z)~j + ez~k ¡� 
~F (x, y, z) = yex©¬¤ z~i + ex©¬¤ z~j + f(x, y, z)~k. �¨�å«� «�¤ �¤«å©«¦ ®� �¬-
¤�£ ¡ã ©¬¤á¨«�©� «à¤ � �¤¬©£�« ¡é¤ §��åà¤. �§á¤«�©�: f(x, y, z) =
©«���¨á V (x, y, z) = e2x/2+cy+ez f(x, y, z) = −yex �£ z+c V (x, y, z) =
yex ©¬¤ z − cz.

��©¡�©� 2.46 �� �¨��¦ç¤ ¦  « £âª «à¤ κ ¡�  λ � � « ª ¦§¦å�ª «¦ � �-
¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F (x, y, z) = x(κy − λz2)~i + (κ − 1)x2~j + (2 + λ)x2z �å¤� 
�©«¨æ� ¢¦. �� �¨���å � « £ã «¦¬ λ � � «�¤ ¦§¦å� «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦
~F (x, y, z) = (λx− 4z)~i + (z − 2y)~j + (y + λz)~κ �å¤�  ©à¢�¤¦� �âª.
�§á¤«�©�: κ = 2, λ = 1, λ = 1.

��©¡�©� 2.47 �� �¨��¦ç¤ ¦  ©«���¨âª �, � ¡�  � é©«� «¦ � �¤¬©£�« ¡æ
§��å¦ ~F = (x + 2y + �z)~i + (�x − 3y − z)~j + (4x + �y + 2z)~k ¤� �å¤� 
�©«¨æ� ¢¦. �� �¨���å ¡�«æ§ ¤ £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V é©«� «¦ ~F ¤�
�å¤�  � ¡¢å©� «�ª V , ~F = ~∇V . �§á¤«�©�: � = 4, � = 2, � = −1,
V = x2/2− 3y2/2 + z2 + 2xy + 4xz − yz.

��©¡�©� 2.48 �� �� ®«�å æ«  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~f = (2x + 2y, 2x −
z2,−2yz) �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ¡�  ¤� �¨���å «¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬.
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�§á¤«�©�: V = −x2 − 2xy + yz2.

��©¡�©� 2.49 �� �¨���å � «�®ç«�«� ¡�  � �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ©�
©­� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª x = r �£ � ©¬¤ ­, y = r �£ � �£ ­, z = r ©¬¤ �.
�§á¤«�©�: ~¬ = _r~r0 + r _�~�0 + r _­ �£ �~­0, ~� =

(
�r − r _�2 − r _­2 �£2 �

)
~r0 +(

2 _r _� + r��− r _­2 �£ � ©¬¤ �
)

~�0 +
(

2r _� _­ + 2 _r _­ �£ � + r�­ �£ �
)

~­0.

��©¡�©� 2.50 �� �¨�å«� « ª ©«���¨âª a, b, c é©«� «¦ §��å¦ «à¤ �¬¤á£�à¤
~F = (x + 2y + az)~i + (bx− 3y− z)~j + (4x + cy + 2z)~k ¤� �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ.
�� �¨�å«� «¦ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ §�¨á��  �¬«æ «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦.
�§á¤«�©�: a = 4, b = 2, c = −1, V = −x2/2+3y2/2−z2−2xy−4xz+yz.

��©¡�©� 2.51 �¤ ­ �å¤�  £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å «�¤
�¥å©à©� «¦¬ ��§¢áª «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ ~∇­ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ �¢¢á ¡� 
©à¢�¤¦� �âª.

��©¡�©� 2.52 �� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª � �¤¬©£�« ¡âª «�¬«æ«�«�ª
~∇(f+g) = ~∇f+~∇g ~∇·(~f+~g) = ~∇·~f+~∇·~g ~∇×(~f+~g) = ~∇×~f+~∇×~g
~∇× (~∇f) = ~0 ~∇× (~∇× ~f) = ~∇(~∇ · ~f)− ~∇2f ~∇ · (~∇× ~f) = 0
~∇ · (f~g) = (~∇f) · ~g + f(~∇ · ~g) ~∇× (f~g) = (~∇f)× ~g + f(~∇× ~g)
~∇(~f · ~g) = (~g · ~∇)~f + (~f · ~∇)~g + ~g × (~∇× ~f) + ~f × (~∇× ~g)
~∇× (~f × ~g) = (~g · ~∇)~f − ~g(~∇ · ~f)− (~f · ~∇)~g + ~f(~∇ · ~g)
~∇ · (~f × ~g) = ~g · (~∇× ~f)− ~f · (~∇× ~g).

��©¡�©� 2.53 �� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«� ~A×(~∇× ~A) = 1
2
~∇(A2)−( ~A·~∇) ~A.

�¤ ~B ¡�  ~� �å¤�  ©«���¨á � �¤ç©£�«� ¤� �§¦�� ®«�å �§å©�ª ¡�  � «�¬«æ«�«�
~∇(~� · ~�× ~r) = ~�× ~�.

��©¡�©� 2.54 �¤ ­ �å¤�  £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� ¤� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç� 
(~r × ~∇) · (~r × ~∇)­ = r2 ~∇2­− r2(∂2­/∂r2)− 2r(∂­/∂r).

��©¡�©� 2.55 �§¦�â«¦¬£� æ«  ©¬¤«�«��£â¤�ª u1, u2, u3 �å¤�  ¦¨�¦-
�é¤ �ª ��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª ~ru1 · ~ru2 = ~ru2 · ~ru3 = ~ru3 · ~ru1 = 0.
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ «�¢�©«ãª «¦¬ ��§¢áª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� ~∇2g =

1
U1U2U3

[
∂

∂u1

(
U2U3

U1

∂
∂u1

g
)

+ ∂
∂u2

(
U3U1

U2

∂
∂u2

g
)

+ ∂
∂u3

(
U1U2

U3

∂
∂u3

g
)]

æ§¦¬ Ui = ‖~rui‖ =
(
(∂x/∂ui)2 + (∂y/∂ui)2 + (∂z/∂ui)2)1/2. �� �­�¨£æ-

©�«� «¦¤ «ç§¦ � � « ª ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª ¡�  « ª ©­� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.
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�§á¤«�©�: ~∇2g = 1
¨

∂
∂¨ (¨g¨) + 1

¨2 g­­ + gzz,

~∇2g = 1
r2 �£ �

[
�£ � ∂

∂r (r2gr) + ∂
∂� (�£ �g�) + 1

�£ �g­­

]
.

��©¡�©� 2.56 �� �§¦��å¥�«� æ« 
�) ~∇2(ln r) = 1/r2, �) ~∇2rν = ν(ν + 1)rν−2, �) ~∇ · (r3~r) = 6r3.

��©¡�©� 2.57 �� �§¦�� ®«�å æ«  ¡á�� � á¤¬©£� §¦¬ �å¤�  ¢ç©� «�ª �¥ -
©é©�àª ~∇× ~∇× ~A− k2 ~A = 0  ¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã �¥å©à©�
~∇2 ~A + k2 ~A = 0 ¡�  «�¤ ©¬¤�ã¡� ~∇ · ~A = 0.

��©¡�©� 2.58 �� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç�  ~∇2f(r) = f ′′(r) + 2f ′(r)/r.
�¨�å«� «�¤ f(r) â«©  é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ �å «� �¥å©à©� ~∇2f(r) = 0.
�§á¤«�©�: f(r) = A + B/r.

��©¡�©� 2.59 �å¤¦¤«�  ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬
~∇× ~H = 1

c
∂
∂t

~E, ~∇× ~E = − 1
c

∂
∂t

~H, ~∇ · ~H = 0, ~∇ · ~E = 4π¨,
«¦¬ �á¥�¦¬�¢ æ§¦¬ ¨ �å¤�  £ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ~r = (x, y, z) ¡�  c �å¤�  �
«�®ç«�«� «¦¬ ­à«æª.

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¬§á¨®�  â¤� «�«¨�� á©«�«¦ �¬¤�£ ¡æ ( ~A, ­) «â«¦ ¦
é©«� «� §��å� ¤� �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª ~E = −~∇­− 1

c
∂
∂t

~A, ~H = ~∇× ~A.
�� �§¦��å¥�«� æ«  «� §��å� ( ~A, ­) ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡á. �¤ ( ~A ′, ­ ′) �ç¦ á¢¢�
�¬¤�£ ¡á §¦¬ �å¤¦¬¤ « ª å� �ª �¤«á©� ª ~E ¡�  ~H «æ«�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª
­ ′ = ­ + ∂®(~r, t)/∂t ¡�  ~A ′ = ~A− ~∇®(~r, t) æ§¦¬ ®(~r, t) £ á ©¬¤á¨«�©� §¦¬
 ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ¦£¦��¤ã ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©� ~∇2® − 1

c2
∂2

∂t2 ® = 0. �  £�«�©®�-
£�« ©£¦å �¬«¦å ¦¤¦£á�¦¤«�  £�«�©®�£�« ©£¦å ���£å��ª (gauge).

�� �§¦��å¥�«� æ«  «� §��å� ( ~A, ­).  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¥ ©é©� ª
~∇ · ~A + 1

c
∂
∂t­ = 0, ~∇2­− 1

c2
∂2

∂t2 ­ = −4π¨, ~∇2 ~A− 1
c2

∂2

∂t2
~A = 0.

� ª å� �ª �¥ ©é©� ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ ¡�  «� §��å� ( ~A ′, ­ ′).

��©¡�©� 2.60 � �ç¤�£� ©� â¤� ­¦¨«å¦ e §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� ~v

£â©� ©� �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ �å¤�  ~F = e( ~E +~v× ~B). �� �§¦��å¥�«� æ« 
~F = e[−~∇­− (d ~A/dt) + ~∇( ~A · ~v)]. �� �§¦��å¥�«� �§å©�ª æ«  � �ç¤�£� �¬«ã
£â¤�  �£�«á�¢�«� �§æ «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦çª ���£å��ª «�ª §¨¦��¦¬£â¤�ª
�©¡ã©�àª.
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��­á¢� ¦ 3

�§ ¡�£§ç¢ ¦ ¡�  �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

�¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

�¨å�¦¬£� ©�¤ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��−�å�¦¬ª «�ª ���£à«ãª ©¬-
¤á¨«�©�ª f(~r) ¡�«á £ã¡¦ª «�ª ¦£�¢ãª ¡�£§ç¢�ª C £� á¡¨� «� ©�£�å� � ¡� 
�, «¦ æ¨ ¦ ∫

C

f(~r)ds = ¦¨
m→∞

m∑

j=1

f(~rj)�Sj

�¤ «� ©�£�å� A ¡�  B «�¬«å�¦¤«�  ��¢��ã � ¡�£§ç¢� �å¤�  ¡¢� ©«ã «æ«�
©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� £� «¦ ©ç£�¦¢¦

∮
.

�¤ � ¡�£§ç¢� C â®�  «�¤ ­¬© ¡ã §�¨�£â«¨�©� ~r = ~r(s) ã «�¤ §�¨�£â-
«¨�©� ~r = ~r(t) «æ«� «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

∫

C

f(~r)ds =
∫ s2

s1

f(~r(s))ds =
∫ t2

t1

f(~r(t))
∥∥∥∥

d~r(t)
dt

∥∥∥∥ dt

æ§¦¬ � = ~r(s1) = ~r(t1) ¡�  � = ~r(s2) = ~r(t2).
� £á��ª £ �ª ¬¢ ¡ãª ¡�£§ç¢�ª m =

∫
C

¨(~r)ds æ§¦¬ ¨(~r) � §¬¡¤æ«�«�
«�ª ¡�£§ç¢�ª, «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª ¡�  ¦  ¨¦§âª ��¨�¤�å�ª �å¤�  §�¨���å�£�«�
�§ ¡�£§ç¢ à¤ ¦¢¦¡¢�¨é£�«à¤ � �−�å�¦¬ª.

�¨å�¦¬£� ©�¤ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��−�å�¦¬ª «�ª � �¤¬©£�« ¡ãª
©¬¤á¨«�©�ª ~F (~r) = (P,Q, R) ¡�«á £ã¡¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª C «¦ §�¨�¡á«à æ¨ ¦

∫

C

~F (~r) · d~r = ¦¨
m→∞

m∑

j=1

P (~rj)�xj + Q(~rj)�yj + R(~rj)�zj
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�¤ � ¡�£§ç¢� §�¨ �¨á­�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� ~r = ~r(t) «æ«� «¦ �§ ¡�£§ç-
¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  å©¦ £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ �§¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �ã£�¤

∫

C

~F · d~r =
∫ t1

t2

~F (t) · ~r ′(t)dt

�¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � �−�å�¦¬ª ©«�¤ �¬© ¡ã �å¤�  «¦ â¨�¦ §¦¬
§�¨á��«�  ã ¡�«�¤�¢å©¡�«� �§æ £å� �ç¤�£� ~F (~r) ¡�«á «�¤ £�«�¡å¤�©� «¦¬
©�£�å¦¬ �­�¨£¦�ãª «�ª ¡�«á £ã¡¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª C.

�¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  ��¬«é¤ ¦ ��¢��ã � �ç¤�£� ¦¨å��«�  �§æ ¤æ£¦
«¦¬ ��ç«à¤� ~F (~r) = m~� = md2~r/dt2 «æ«� «¦ â¨�¦ �å¤�  å©¦ £� «�¤ � �­¦¨á
«à¤ ¡ ¤�« ¡é¤ �¤�¨�� é¤ W =

∫ ~r

~r0
~F · d~r = 1

2m~v2(t)− 1
2m~v2(t0)

�§¦�â«¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ¡�  �
�ç¤�£� §¨¦â¨®�«�  �§æ ¡á§¦ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (~r). �«�¤ ­¬© ¡ã
©¬¤ã�àª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «¦ V (~r) £� «¦ �¨¤�« ¡æ §¨æ©�£¦ ¡�  �¨á­¦¬£�
~F (~r) = −~∇V (~r). � ©¬¤á¨«�©� V (~r) ¦¤¦£á��«�  �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §��å¦¬ ~F (~r).

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ â¨�¦ «�ª �ç¤�£�ª �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦ «¦¬ �¨æ£¦¬.
¡�  �å¤�  å©¦ £� «�¤ � �­¦¨á «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç ©«� ©�£�å� ~r(t0) ¡�  ~r(t) ��¢��ã
W = V (~r0) − V (~r). �¥ ©é¤¦¬£� «¦ â¨�¦ �¬«æ £� «¦ â¨�¦ �¤æª ��¬«é¤ ¦¬
§��å¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ©®â©�

E =
1
2
m~v2(t0) + V (~r(t0)) =

1
2
m~v2(t) + V (~r(t))

§¦¬ �å¤�  ¦ ¤æ£¦ª � �«ã¨�©�ª «�ª �¤â¨�� �ª. �¤� «â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦
¦¤¦£á��«�  ©¬¤«�¨�« ¡æ §��å¦.

�¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

�¨å�¦¬£� ©�¤ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��−�å�¦¬ª «�ª ���£à«ãª ©¬-
¤á¨«�©�ª f(~r) ©«�¤ �§ ­á¤� � S §¦¬ ­¨á©©�«�  �§æ £å� ¦£�¢ã ¡�£§ç¢� C
«¦ æ¨ ¦ ∫∫

S

f(~r)dS = ¦¨
n→∞

n∑

i=1

f(~ri)�Si

�§¦�â«¦¬£� æ«  � �§ ­á¤� � �å¤�  � §¢ãª æ¯�ª. �¤ � �§ ­á¤� � �å¤�  ¡¢� ©«ã
©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� £� «¦ ©ç£�¦¢¦

∫
o
∫

.
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�¤ � �§ ­á¤� � �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� ~r = ~r(u, v) (u, v) ∈ D ⊂ <2

«æ«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  å©¦ £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
�ã£�¤ ∫∫

S

f(~r)dS =
∫∫

D

f (~r(u, v)) ‖~ru × ~rv‖dudv

�á¤ � �§ ­á¤� � §�¨ �¨á­�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� z = z(x, y) «æ«� «¦ �§ ­�-
¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �′−�å�¦¬ª �å¤�  å©¦ £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫∫

S

f(~r)dS =
∫∫

Z

f(x, y, z(x, y))
√

1 + z2
x + z2

ydxdy

æ§¦¬ Z �å¤�  � §¨¦�¦¢ã «�ª �§ ­á¤� �ª S ©«¦ �§å§��¦ XOY . �á¤ � �§ -
­á¤� � §�¨ �¨á­�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� f(x, y, z) = 0 «æ«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ
¦¢¦¡¢ã¨à£� �′−�å�¦¬ª �å¤�  å©¦ £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫∫

S

f(~r)dS =
∫∫

Z

f(x, y, z(x, y))
dxdy

|~n · ~k|
~n =

~∇F

‖~∇F‖
�å¤�  §¨¦­�¤âª æ«  â®¦¬£� á¢¢�ª �ç¦ �¬¤�«æ«�«�ª.

�¨å�¦¬£� ©�¤ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��−�å�¦¬ª «�ª � �¤¬©£�« ¡ãª
©¬¤á¨«�©�ª ~F = (P, Q,R) «¦ �¡æ¢¦¬�¦ æ¨ ¦

∫∫

S

~F (~r) · d~S = ¦¨
n→∞

n∑

i=1

~F (~ri) · ~n�Si

æ§¦¬ d~S = ~ndS ¡�  ~n �å¤�  «¦ ¡á��«¦ � á¤¬©£� ©«�¤ �§ ­á¤� � S.
�¤ � �§ ­á¤� � �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� ~r = ~r(u, v) «æ«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ

¦¢¦¡¢ã¨à£� �′− �å�¦¬ª �å¤�  å©¦ £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �ã£�¤
∫∫

S

~F (~r) · d~S =
∫∫

D

~F (~r) · ~ru × ~rvdudv

�¤ � �§ ­á¤� � S §�¨ �¨á­�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� F (x, y, z) = 0 «æ«� «¦
�§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

∫∫

S

~F (~r) · d~S =
∫∫

X

Pdydz +
∫∫

Y

Qdzdx +
∫∫

Z

Rdxdy+

�§ ­�¤� �¡á ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �¨å©¡¦¬£� ©¬®¤á ©«�¤ ­¬© ¡ã. ��¨á�� �£�
©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «�ª £��¤�« ¡ãª ¨¦ãª � �¤æª £��¤�« ¡¦ç §��å¦¬ � � á £â©¦¬
£ �ª �§ ­á¤� �ª S.
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�¬£â¤�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 3.1
�� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��−�å�¦¬ª I =

∫
C

(x− y)ds
æ§¦¬ C � §�¨ ­â¨� � x2 + y2 = 2x.

�ç©�: � ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©� §¦¬ £�ª �å¤�  «�¤ §�¨ ­â¨� � �¨á­�«� 

x2 − 2x + y2 = 0 =⇒ (x− 1)2 + y2 − 1 = 0

�¨á­¦¬£� «�¤ §�¨ ­â¨� � ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã £� §�¨á£�«¨¦ «�¤ £�«��¢�«ã
t. �¨å©¡¦¬£�

x = 1 + �£ t y = ©¬¤ t ~r(t) = (1 + �£ t, ©¬¤ t)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «¦ ds

ds =
∣∣∣∣
d~r

dt

∣∣∣∣ dt = |(©¬¤ t,− �£ t)|dt = dt

�â¢¦ª «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

I =
∫

C

(x− y)ds =
∫

C

(x(t)− y(t))
∥∥∥∥

d~r

dt

∥∥∥∥ dt =
∫ 2π

0
(1 + �£ t− ©¬¤ t)dt =

[t− ©¬¤ t− �£ t]2π
0 = (2π − ©¬¤ 2π − �£ 2π)− (0− ©¬¤ 0− �£ 0) = 2π

��©¡�©� 3.2
�� �¨���å ¦ «ç§¦ª §¦¬ �å¤�  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �′−�å�¦¬ª

æ«�¤ � ¡�£§ç¢� �å¤�  �§å§��� ¡�  �å¤�«�  ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �§æ
«�¤ �¥å©à©� r = r(�). ��¤ �­�¨£¦�ã ¬§¦¢¦�å©«� «¦ £ã¡¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª
r = 1 + ©¬¤ � �§æ �1 ≤ � ≤ �2.
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�ç©�: �¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �′−�å�¦¬ª ©«¦ �§å§��¦ £ �ª ©¬-
¤�¨«ã©�àª f(x, y) �å¤�  I =

∫
f(x, y)ds. �� �¨¦ç£� «¦ ds �¤ ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª

�¥ ©é©� ª «�ª ¡�£§ç¢�ª £� §�¨á£�«¨¦ «¦ � �å¤� 

x(�) = r(�) ©¬¤ � y(�) = r(�) �£ �

�¦ � á¤¬©£� �â©�àª «�ª �§å§���ª �¬«ãª ¡�£§ç¢�ª �å¤� 

~r(�) = (r(�) ©¬¤ �, r(�) �£ �)

��¨��à�å�¦¬£� àª §¨¦ª � ¡�  �¨å©¡¦¬£�

d~r(�)
d�

=
(

dr(�)
d�

©¬¤ �− r �£ �,
dr(�)
d�

�£ � + r ©¬¤ �
)

�¦ £ã¡¦ª «¦¬ §�¨�§á¤à � �¤ç©£�«¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

∥∥∥∥
d~r(�)
d�

∥∥∥∥
2

=
(

dr(�)
d�

©¬¤ �− r �£ �
)2

+
(

dr(�)
d�

�£ � + r ©¬¤ �
)2

=

(
dr(�)
d�

)2

©¬¤2 � + r2 �£2 �− 2r
dr(�)
d�

©¬¤ � �£ � +
(

dr(�)
d�

)2

�£2 �+

r2 ©¬¤2 � + 2r
dr(�)
d�

�£ � ©¬¤ � = r2 +
(

dr(�)
d�

)2

�§¦£â¤àª «¦ ©«¦ ®� é��ª «æ¥¦ ds �å¤�  ds = ‖d~r/d�‖ d�, ¡�  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦
¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

I =
∫

f(x, y)ds =
∫

f(�)
∥∥∥∥

d~r

d�

∥∥∥∥ d� =
∫ �2

�1

f(r ©¬¤ �, r �£ �)

√
r2 +

(
dr

d�

)2

d�

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ £ã¡¦ª «�ª �¦©£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª. �â«¦¬£�
©«¦¤ §�¨�§á¤à «ç§¦ f(�) = 1 ¡�  �¨å©¡¦¬£�

S =
∫

ds =
∫ �2

�1

√
r2 +

(
dr

d�

)2

d� =
∫ �2

�1

√
(1 + ©¬¤ �)2 + (− �£ �)2

d� =
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∫ �2

�1

√
2 + 2 ©¬¤ � d� =

∫ �2

�1

√
2 · 2 ©¬¤2 �

2
d� =

∫ �2

�1

2 ©¬¤
�
2

d� =

4
[
�£

�
2

]�2

�1

= 4 �£
�1

2
− 4 �£

�2

2

��©¡�©� 3.3
�� ¬§¦¢¦�å©�«� «¦ â¨�¦ §¦¬ §�¨á��«�  �§æ «�¤ �ç¤�£� ~F (x, y, z) =

(ayz, bxz, cxy) ¡�«á «�¤ £�«�¡å¤�©� £ �ª £á��ª �§æ «¦ ©�£�å¦ (1, 1, 1) ©«¦
©�£�å¦ (2, 4, 8), �) �á¤à ©«�¤ �¬��å� §¦¬ �¤é¤�  «� �ç¦ ©�£�å� ¡�  �) §á¤à
©«�¤ ¡�£§ç¢� £� §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ~r = (t, t2, t3). �� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤
¦  ©«���¨âª a, b ¡�  c é©«� «� �ç¦ �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¤� �å¤�  å©�.
�æ«� «¦ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ��¢¦;.

�ç©�: �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ â¨�¦ §á¤à ©«�¤ �¬��å�. �� �¨¦ç£� §¨é«�
«�¤ �¥å©à©� «�ª �¬��å�ª §¦¬ � â¨®�«�  �§æ «� �¦©£â¤� ©�£�å�. �� §�¨á£�«¨¦
«¦ t � �¬��å� â®�  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

~r(t) = (a1t + b1, a2t + b2, a3t + b3)

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� « ª ©«���¨âª ai ¡�  bi é©«� � �¬��å� ¤� � â¨®�«�  �§æ «�
©�£�å� (1, 1, 1) ¡�  (2, 4, 8) � � t = 0 ¡�  t = 1 �¤« ©«¦å®àª. �¨å©¡¦¬£�

~r(0) = (b1, b2, b3) = (1, 1, 1)

~r(1) = (a1 + b1, a2 + b2, a + 3 + b3) = (2, 4, 8) =⇒ (a1, a2, a3) = (1, 3, 7)

�¨� ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ��«¦ç£�¤�ª �¬��å�ª ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã �å¤� 

x(t) = t + 1 y(t) = 3t + 1 z(t) = 7t + 1

�§¦¢¦�å�¦¬£� «é¨� «¦ â¨�¦

A =
∫

~F · d~r =
∫ 1

0

~F · d~r

dt
dt =

∫ 1

0
(a(3t + 1)(7t + 1), b(t + 1)(7t + 1), c(t + 1)(3t + 1)) · (1, 3, 7)dt =
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∫ 1

0
dt [a(3t + 1)(7t + 1) + 3b(t + 1)(7t + 1) + 7c(t + 1)(3t + 1)] dt =

∫ 1

0
dt

[
a(21t2 + 10t + 1) + b(21t2 + 24t + 3) + c(21t2 + 28t + 7)

]
dt =

[
a(7t3 + 5t2 + t) + b(7t3 + 12t2 + 3t) + c(7t3 + 14t2 + 7t)

]1
0 =

a(7 + 5 + 1) + b(7 + 12 + 3) + c(7 + 14 + 7) = 13a + 22b + 28c

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ â¨�¦ §á¤à ©«¦¤ ��ç«�¨¦ �¨æ£¦. �¨å©¡¦¬£�

A =
∫

~F · d~r =
∫ 2

1

~F · d~r

dt
dt =

∫ 2

1
(at5, bt4, ct3) · (1, 2t, 3t2)dt =

∫ 2

1

[
at5 + 2bt5 + 3ct5

]
dt =

[
(a + 2b + 3c)t6/6

]2
1 = (a+2b+3c)(26−1)/6 =

63(a + 2b + 3c)/6

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  «¦ å� ¦ §á¤à ©«¦¬ª �ç¦ �¬«¦çª �¨æ£¦¬ª �¤ ¦  ©«���¨âª
 ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

13a + 22b + 28c = 63(a + 2b + 3c)/6 =⇒ 15a + 6b− 21c = 0

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � a = b = c � §�¨�§á¤à ©®â©�  ¡�¤¦§¦ �å«� . � ¢ç©�
��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡ã. � � §�¨á�� �£� a = 1, b = 2, c = 27/21.

�� �¨¦ç£� «é¨� §æ«� «¦ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ��¢��ã §æ«� ~∇× ~F = 0.
�¨å©¡¦¬£�

~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
ayz bxz cxy

∣∣∣∣∣∣
= (cx− bx, ay − cy, bz − az) = 0 =⇒

a = b = c

� � «�¤ « £ã �¬«ã «à¤ ©«���¨é¤ ¬§á¨®�  ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (x, y, z) «â-
«¦ � é©«� ~F = (P, Q, R) = a(yz, xz, xy) = ~∇V (x, y, z).

�� �¨¦ç£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �¬«ã £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ ��¤ ¡¦ç «ç§¦¬

V =
∫ x

x0

P (t, y0, z0)dt +
∫ y

y0

Q(x, t, z0)dt +
∫ z

z0

R(x, y, t)dt =
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a

∫ x

x0

y0z0dt+a

∫ y

y0

xz0dt+a

∫ z

z0

xydt = a [y0z0t]
x
x0

+a [xz0t]
y
y0

+a [xyt]zz0
=

ay0z0x− ay0z0x0 + axz0y − axz0y0 + axyz − axyz0 = axyz − ax0y0z0

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ â¨�¦ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ « £ã «�ª ©¬¤á¨«�©�ª
V (~r) ©«� ©�£�å� (1, 1, 1) ¡�  (2, 4, 8). �¨��£�« ¡á �¨å©¡¦¬£�

A =
∫ ~r2

~r1

~F · dt = A =
∫ ~r2

~r1

dV = V (~r2)− V (~r1) = a2 · 4 · 8− a = 63a

� � « ª « £âª a 6= b 6= c 6= a æ§¦¬

15a + 6b− 21c = 0 =⇒ c =
15a + 6b

21

«� �ç¦ â¨�� §á¤à ©« ª �ç¦ �¦©£â¤�ª «¨¦® âª �å¤�  å©� æ£àª «¦ §��å¦ ��¤
�å¤�  �©«¨æ� ¢¦. � ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ �å¤� 

~∇× ~F = (cx− bx, ay − cy, bz − az) = (15x, 6y,−21z)
a− b

21
6= 0

��©¡�©� 3.4
�¤� ©§� ¨¦� �âª �¢�«ã¨ ¦ â®�  «�¤ £¦¨­ã ¡¬¡¢ ¡ãª â¢ ¡�ª £� §�¨�£�-

«¨ ¡ã �¥å©à©� ~r(t) = (a ©¬¤ t, a �£ t, ct), 0 ≤ t ≤ 2§. �á¤ � §¬¡¤æ«�«á «¦¬
�å¤�  f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, ¤� �¨�å«� « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ ¡â¤«¨¦¬
£á��ª «¦¬ �¢�«�¨å¦¬.

�ç©�: �� �¨¦ç£� §¨é«� «�¤ £á�� «¦¬ �¢�«�¨å¦¬ §¦¬ �å¤�  «¦ �§ -
¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �− �å�¦¬ª M =

∫
c
fds. �¨å©¡¦¬£� «¦ £ã¡¦¬ª «¦¬

©«¦ ®� é�¦¬ª «æ¥¦¬ ds

ds =
∣∣∣∣
d~r(t)
dt

∣∣∣∣ dt =

√(
da ©¬¤ t

dt

)2

+
(

da �£ t

dt

)2

+
(

dct

dt

)2

dt =

√
a2 �£2 t + a2 ©¬¤2 t + c2dt =

√
a2 + c2dt

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «� x, y, z ©«�¤ ©¬¤á¨«�©� f ¡�  �¨å©¡¦¬£�

f = (a ©¬¤ t)2 + (a �£ t)2 + (ct)2 = a2 ©¬¤2 t + a2 �£2 t + c2t2 = a2 + c2t2
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�§¦£â¤àª «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §¦¬ �å¤�  «�¤ £á�� �å¤� 

M =
∫

c

fds =
∫ 2§

0

(
a2 + c2t2

) √
a2 + c2dt =

√
a2 + c2

[
a2t + c2t3/3

]2§
0 = 2§

√
a2 + c2

(
a2 + 4c2§2/3

)

�  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª �å¤�  «� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«�

X =
1
M

∫

c

xfds Y =
1
M

∫

c

yfds Z =
1
M

∫

c

zfds

�� ¬§¦¢¦�å�¦¬£� «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �¬«á

X =
1
M

∫ 2§

0
a ©¬¤ t(a2+c2t2)

√
a2 + c2dt =

a
√

a2 + c2

M

∫ 2§

0
(a2+c2t2) ©¬¤ tdt

Y =
1
M

∫ 2§

0
a �£ t(a2 + c2t2)

√
a2 + c2dt =

a
√

a2 + c2

M

∫ 2§

0
(a2 + c2t2) �£ tdt

Z =
1
M

∫ 2§

0
ct(a2 + c2t2)

√
a2 + c2dt =

c
√

a2 + c2

M

∫ 2§

0
(a2 + c2t2)tdt

�� �ç¦ §¨é«� ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  £� ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�«á §�¨á�¦-
¤«�ª. �¨å©¡¦¬£�

∫
(a2 + c2t2) �£ t

©¬¤ t
dt =

(
a2 + c2t2

) −©¬¤ t
�£ t

−
∫

2c2t
−©¬¤ t

�£ t
dt =

(
a2 + c2t2

) −©¬¤ t
�£ t

− 2c2t
− �£ t
−©¬¤ t

+ 2c2
∫ − �£ t
−©¬¤ t

dt =

(
a2 + c2t2

) −©¬¤ t
�£ t

− 2c2t
− �£ t
−©¬¤ t

+ 2c2 ©¬¤ t
− �£ t

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ¬§¦¢¦�å�¦¬£� «� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«�.

X =
a
√

a2 + c2

M

[(
a2 + c2t2

)
�£ t− 2c2t(−©¬¤ t) + 2c2(− �£ t)

]2§
0 =
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a
√

a2 + c2

M

(
2c22§

)
=

4§ac2
√

a2 + c2

M
=

2ac2

a2 + 4c2§2/3

Y =
a
√

a2 + c2

M

[(
a2 + c2t2

)
(−©¬¤ t)− 2c2t(− �£ t) + 2c2 ©¬¤ t

]2§
0 =

a
√

a2 + c2

M

(− (
a2 + 4c2§2) + 2c2 + a2 − 2c2) =

a
√

a2 + c2

M

(−4c2§2) =

−4§2ac2
√

a2 + c2

M
=

−2§ac2

a2 + 4c2§2/3

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � � «�¤ «¨å«� ©¬¤ ©«é©� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª �å¤�  �§¢æ.

Z =
c
√

a2 + c2

M

[
a2 t2

2
+ c2 t4

4

]2§

0
=

c
√

a2 + c2

M

(
a22§2 + c24§4) =

c
(
2a2§2 + 4c2§4)√a2 + c2

2§
√

a2 + c2 (a2 + 4c2§2/3)
=

c§
(
a2 + 2c2§2)

a2 + 4c2§2/3

��©¡�©� 3.5
�� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �′−�å�¦¬ª I =

∫∫
(x2 +

y2)dS æ§¦¬ S � �§ ­á¤� � «¦¬ ¡é¤¦¬ z2 = 3(x2 + y2) §¦¬ §�¨ ¦¨å��«�  �§æ
«� �§å§��� z = 0 ¡�  z = 3.

�ç©�: �¨á­¦¬£� «�¤ �§ ­á¤� � ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã £� §�¨�£â«¨¦¬ª
« ª �¤�¥á¨«�«�ª £�«��¢�«âª ¨, �.

x = ¨ ©¬¤ � y = ¨ �£ � z =
√

3(x2 + y2) =
√

3¨2 =
√

3¨

æ§¦¬ ¦  §�¨á£�«¨¦  ¨ ¡�  � £�«��á¢¢¦¤«�  ©« ª §�¨ ¦®âª

0 ≤ ¨ ≤ 3/
√

3 0 ≤ � ≤ 2§

�� �¨¦ç£� «¦ ©«¦ ®� é��ª �£���æ¤ dS «�ª �§ ­á¤� �ª. �¦ � á¤¬©£� �â©�àª
«�ª �§ ­á¤� �ª �å¤� 

~r = (¨ ©¬¤ �, ¨ �£ �,
√

3¨)
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��¨��à�å�¦¬£� àª §¨¦ª « ª §�¨�£â«¨¦¬ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

~r¨ = (©¬¤ �, �£ �,
√

3) ~r� = (−¨ �£ �, ¨ ©¬¤ �, 0) =⇒

~r¨ × ~r� =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
©¬¤ � �£ �

√
3

−¨ �£ � ¨ ©¬¤ � 0

∣∣∣∣∣∣
= (−

√
3¨ ©¬¤ �,−

√
3¨ �£ �, ¨)

�§¦£â¤àª «¦ ©«¦ ®� é��ª �£���æ¤ dS �å¤� 

dS = ‖~r¨ × ~r�‖ =
√

3¨2 ©¬¤2 � + 3¨2 �£2 � + ¨2 =
√

3¨2 + ¨2 = 2¨

�§¦¢¦�å�¦¬£� «é¨� «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫∫
(x2 + y2)dS =

∫ 2§

0
d�

∫ 3/
√

3

0
¨22¨d¨ = 2§

[
¨4/2

]3/
√

3
0 = §(3/

√
3)4 = 9§

��©¡�©� 3.6
�� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � �−�å�¦¬ª � � «¦ � �¤¬©£�-

« ¡æ §��å¦ ~F = (2x2y, y2, 4xz2) ¡�  «�¤ �§ ­á¤� � «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ y2 + z2 = 9
§¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦ §¨é«¦ ¦��¦�£æ¨ ¦ ��¢��ã x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 ¡� 
­¨á©©�«�  �§æ «¦ �§å§��¦ x = 2.

�ç©�: � �¥å©à©� «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã
£� §�¨�£â«¨¦¬ª � ¡�  x �§æ «� ���¦£â¤� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

x = x, y = 3 ©¬¤ � z = 3 �£ � −→ ~r(x, �) = (x, 3 ©¬¤ �, 3 �£ �)

æ§¦¬ � §�¨á£�«¨¦ª � £�«��á¢¢�«�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã π/2 ≥ � ≥ 0. �¦ ¡á��«¦
� á¤¬©£� d~S ©«�¤ �§ ­á¤� � �å¤� 

d~S = ~r� × ~rxd�dx =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
0 −3 �£ � 3 ©¬¤ �
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
dxd� = (0, 3 ©¬¤ �, 3 �£ �)dxd�

�¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ §á¤à ©«�¤ ���¦£â¤� �§ ­á¤� � §�å¨¤�  «é¨� «�¤ £¦¨­ã

~F =
(
2x2y, y2, 4xz2) =

(
6x2 ©¬¤ �, 9 ©¬¤2 �, 36x �£2 �

)
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¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£�
~F · d~S =

(
6x2 ©¬¤ �, 9 ©¬¤2 �, 36x �£2 �

) · (0,3 ©¬¤ �, 3 �£ �)
=27 ©¬¤3 � + 108x �£3 �

�§¦¢¦�å�¦¬£� §�¨�¡á«à «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¨å©¡¦¬£�
∫∫

~F ·d~S =
∫ π/2

0
d�

∫ 2

0
dx

(
27 ©¬¤3 � + 108x �£3 �

)
= 27

∫ π/2

0
d� ©¬¤3 � [x]20

+108
∫ π/2

0
d� �£3 �

[
x2

2

]2

0
= 54

∫ π/2

0
d� ©¬¤3 � + 216

∫ π/2

0
d� �£3 � =

54
∫ π/2

0
d� ©¬¤2 � ©¬¤ �+216

∫ π/2

0
d� �£2 � �£ � = 54

∫ π/2

0

(
1− �£2 �

)
d �£ �−

216
∫ π/2

0

(
1− ©¬¤2 �

)
d ©¬¤ � = 54

[
�£ �− 1

3
�£3 �

]π/2

0
−

216
[
©¬¤ �− 1

3
©¬¤3 �

]π/2

0
= 54(1− 1/3)− 216(−1 + 1/3) = 36 + 144 = 180

��©¡�©� 3.7
�¤� ©é£� �­ã¤�«�  ¤� §â©�  �§æ ç¯¦ª h ®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«�. ��

�¨���å � «�®ç«�«� «¦¬ æ«�¤ ­�á©�  ©«¦ â��­¦ª.
�ç©�: �å¤�  §� ¨�£�« ¡æ ���¦£â¤¦ æ«  � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å «¦ §��å¦

��¨ç«�«�ª ©� â¤� ©é£� �å¤�  ~F = (0, 0,−mg) æ§¦¬ g = 9, 8 m/sec2 ¡�  m
� £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª. � á¥¦¤�ª «à¤ z â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª ¡�«�¡¦¨ç­¦¬.

�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ��¢��ã
~∇× ~F = ~0. �¬¤�§éª ¬§á¨®�  �¬¤�£ ¡ã ©¬¤á¨«�©� V (~r) §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å « ª
�¥ ©é©� ª ~F = −~∇V . � ¢ç©� «¦¬ � �­¦¨ ¡¦ç �¬«¦ç ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

V (~r) = mgz

æ§¦¬ ®à¨åª �¢á�� «�ª ��¤ ¡æ«�«�ª, â®¦¬£� £���¤å©�  « ª ©«���¨âª.
�¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ ¡�  � �¤â¨�� � «¦¬ §��å¦¬ �å¤� 

£ � ©«���¨á. �¤ v �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬ ©é£�«¦ª ¡�«á «�¤ z−� �ç�¬¤©� «�¤
©« �£ã §¦¬ �� §â©�  ©«¦ â��­¦ª, «æ«�  ©®ç� 

E =
1
2
mv2 = mgh =⇒ v =

√
2gh

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � «�®ç«�«� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª.
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��¢¬«�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 3.8 �§¦¢¦�å©�«� «� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«� � �−�å�¦¬ª:
1)

∫
C

(9 + 8y1/2)ds æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = 2t3/2~i + t2~j � � 0 ≤ t ≤ 1.
�§á¤«�©�: 26

√
13/3

2)
∫

C
(1 + (9/4)z2/3)1/4ds æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = ©¬¤ t~i + �£ t~j + t3/2~k.

�§á¤«�©�: 2032/63
3)

∫
C

(y + 2z)ds æ§¦¬ C � «¨ �à¤ ¡ã � ��¨¦£ã (−1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(−1, 0, 0). �§á¤«�©�: 3

√
2

��©¡�©� 3.9 �§¦¢¦�å©�«� «� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ��−�å�¦¬ª:

1)
∫

C
ydx+xydy + z3dz æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = ©¬¤ t~i + �£ t~j + 2t~k � �

0 ≤ t ≤ 2π. �§á¤«�©�: −π/4 + π4/4 + 1/3

2)
∫

C
5e�£ πxdx−4e©¬¤ πxdy æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = 1

2
~i+2~j− ln(cosh t)~k

� � 0 ≤ t ≤ π/6. �§á¤«�©�: 0

3)
∫

C
ydx− xdy + xyz2dz æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = e−t~i + et~j + t~k � �

0 ≤ t ≤ 1. �§á¤«�©�: −5/3
4)

∫
C

xydx + (x + z)dy + z2dz æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� ~r(t) = (t + 1)~i + (t −
1)~j + t2~k � � −1 ≤ t ≤ 2. �§á¤«�©�: 57/2

5)
∫ (1,2)

(0,0) (x + y2)dx + 2xydy �) ¡�«á £ã¡¦ª «�ª �¬��å�ª y = 2x ¡�  �) ¡�«á
£ã¡¦ª «�ª §�¨��¦¢ãª y2 = 4x. �  §�¨�«�¨�å«�;

6)
∮

(dx
y + dy

x ) §á¤à ©«¦ «¨å�à¤¦ §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«�  �§æ « ª �¬��å�ª y = 1,
x = 4, y = x. �§á¤«�©�: 3, 75− 2ln4

7)
∮

C
xdy−ydx

x2+y2 �) §á¤à ©«¦¤ ¡ç¡¢¦ x = 1 + ©¬¤ t, y = 2 + �£ t ¡�  �) §á¤à
©«¦¤ ¡ç¡¢¦ x = 1 + ©¬¤ t, y = �£ t. �§á¤«�©�: �) 0, �) π

8)
∫

C
xdy−ydx

x2+y2 �) �á¤ C �å¤�  «¦ «æ¥¦ «¦¬ ¡ç¡¢¦¬ x2 + y2 = 2 §¦¬ � ��¨á-
­�«�  ¡�«á ­¦¨á �¤«å��«¦ «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ à¨¦¢¦�å¦¬ �§æ «¦ ©�£�å¦
(1, 1) âàª «¦ ©�£�å¦ (−√2, 0). �) �á¤ C �å¤�  �¨�££ã x = 1 �§æ «¦ ©�-
£�å¦ (1, 0) âàª «¦ ©�£�å¦ (1,

√
3). �) �á¤ C �å¤�  �¨�££ã x + y = 1 �§æ
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«¦ ©�£�å¦ (0, 1) âàª «¦ ©�£�å¦ (1, 0). �§á¤«�©�: �) 3π/4, �) π/3,
�) − π/2

9)
∫ (3,4)

(1,2) x2ydx + y3dy �) �á¤à ©«¦¤ ¡¢ £�¡à«æ �¨æ£¦ (1, 2)−(1, 4)−(3, 4)
�) �á¤à ©«� �¨�££ã x− y + 1 = 0. �§á¤«�©�: �) 188/3, �) 176/3

10)
∫

C
x( 1−y2

y2+z2 )
1/2

dx ¡�«á £ã¡¦ª «¦¬ §¨é«¦¬ ¦��¦�£¦¨å¦¬ «�ª ¡�£§ç¢�ª
§¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «� «¦£ã «¦¬ �§ §â�¦¬ x = y ¡�  «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬
2y2 + z2 = 1 �§æ «¦ ©�£�å¦ (0, 0, 1) âàª «¦ ©�£�å¦ (

√
2/2,

√
2/2, 0).

�§á¤«�©�: 1/2
11)

∫
C

ydx− y(x− 1)dy + y2zdz ¡�«á £ã¡¦ª «¦¬ §¨é«¦¬ ¦��¦�£¦¨å¦¬ «�ª
¡�£§ç¢�ª §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «� «¦£ã «à¤ �§ ­�¤� é¤ x2 + y2 + z2 = 4,
(x− 1)2 + y2 = 1 �§æ «¦ (2, 0, 0) âàª (0, 0, 2). �§á¤«�©�: 2/3− π/2

12)
∫

C
2xydx − 3xydy æ§¦¬ C �å¤�  � §�¨å£�«¨¦ª «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ §¦¬ ¦¨å-

��«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª x = 3, x = 5, y = 1, y = 3 ¡�  � ��¨á­�«� 
¡�«á «� ­¦¨á «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ à¨¦¢¦�å¦¬. �§á¤«�©�: 56

��©¡�©� 3.10 �§¦¢¦�å©�«� «� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«�
∮

C
~F · d~r,∮

C
~F × d~r ¡� 

∮
C

~F × ~r · d~r æ«�¤ ~F = (y − z)~i + (z − x)~j + (x− y)~k ¡�  C

�å¤�  ¦ ¡ç¡¢¦ª x2 + y2 = 1, z = 2. �§á¤«�©�: −2π, π(~j −~i), 0

��©¡�©� 3.11 �§¦¢¦�å©�«� «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«�
∫

C1
(xy+z)ds ¡� 

∫
C2

(xy+
z)ds æ§¦¬ C1 �å¤�  � ¡�£§ç¢� £� §�¨�£â«¨�©� ~r1(t) = t~i + t~j + t~k � �
0 ≤ t ≤ 1/2 ¡�  C2 � ¡�£§ç¢� £� §�¨�£â«¨�©� ~r2(t) = �£ t~i + �£ t~j + �£ t~k
� � 0 ≤ t ≤ π/6. �� �§¦«�¢â©£�«� �å¤�  «� å� �; �¥��ã©�«� � �«å ¤�  ã � �«å
æ® ;

��©¡�©� 3.12 ��å¥�«� æ«  «� §�¨�¡á«à ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �å¤�  �¤�¥á¨«�«�
«�ª � ��¨¦£ãª ¡�  ¡�«æ§ ¤ ¤� «� ¬§¦¢¦�å©�«�

1)
∫

C
(ex+y)dx+(x+2y)dy æ§¦¬ C �å¤�  £å� ¡�«á «£ã£�«� ¦£�¢ã ¡�£§ç¢�

©«¦ XY �§å§��¦ �§æ «¦ ©�£�å¦ (0, 1) âàª «¦ ©�£�å¦ (2, 3).

2)
∫

C
xdx+ydy+zdz
1+x2+y2+z2 æ§¦¬ C � ¡�£§ç¢� £� §�¨�£â«¨�©� ~r(t) = t~i+ t2~j + t4~k

� � 0 ≤ t ≤ 1. �§á¤«�©�: 1) e2 + 13, 2) ln2

��©¡�©� 3.13 �§¦�â«¦¬£� æ«  f , g ¡�  h �å¤�  ©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª.
�§¦��å¥�«� æ«  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫
C

f(x)dx+g(y)dy+h(z)dz �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦
«�ª � ��¨¦£ãª.
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��©¡�©� 3.14 �å¤�«�  � ©¬¤á¨«�©� ~F (x, y) = y~i−x~j
x2+y2 . �� �§¦��å¥�«�

æ«  Curl ~F = 0. �¤ R �å¤�  ¦§¦ ��ã§¦«� §�¨ ¦®ã «¦¬ �§ §â�¦¬ §¦¬ §�¨ â®� 
«¦¤ ¡ç¡¢¦ x2 + y2 = 1 �¢¢á ��¤ §�¨ ¢�£�á¤�  «�¤ �¨®ã, ¤� ��å¥�«� æ«  «¦
¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫
C

~F · d~r �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ � ��¨¦£ã ©«¦ R ¡�  ¡�«á ©¬¤â§� �
«¦ ~F ��¤ �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ.

�§æ�� ¥�: �§¦¢¦�å©�«� «¦
∫

C
~F · d~r ©« ª ¡�£§ç¢�ª C1 ¡�  C2 æ§¦¬ C1

�å¤�  «¦ �£ ¡ç¡¢ ¦ £� §�¨�£â«¨�©� ~r1(t) = ©¬¤ t~i + �£ t~j � � 0 ≤ t ≤ π ¡� 
C2 �å¤�  «¦ �£ ¡ç¡¢ ¦ £� §�¨�£â«¨�©� ~r2(t) = ©¬¤ t~i− �£ t~j � � 0 ≤ t ≤ π.

��©¡�©� 3.15 �å¤�«�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F (x, y, z) = g(u)(x~i +
y~j + z~k) æ§¦¬ u = x2 + y2 + z2 ¡�  g �å¤�  £å� ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� £ �ª
£�«��¢�«ãª. ��å¥�«� æ«  «¦ ~F �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ. ��å¥�«� æ«  «¦ ~F �å¤� 
�©«¨æ� ¢¦.

�§æ�� ¥�: ��å¥�«� æ«  ~F = gradf æ§¦¬ f(x, y, z) = 1
2h(x2 + y2 + z2)

¡�  h(u) =
∫

g(u)du.

��©¡�©� 3.16 �� ��å¥�«� æ«  «¦ §��å¦ «à¤ �¬¤á£�à¤ ~F = −kr3~r �å¤� 
©¬¤«�¨�« ¡æ. �¨á¯«� «�¤ �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � ¡�  «�¤ ¦¢ ¡ã ©«���¨ã ¡ ¤�« ¡ã
�¤â¨�� �. �§á¤«�©�: � = 1

2m(dr/dt)2 + 1
5kr5

��©¡�©� 3.17 �¨�å«� §¦ �ª �§æ « ª §�¨�¡á«à £¦¨­âª �å¤�  ¦¢ ¡á � �­¦¨ ¡á
¡�  §¦ �ª æ® . � � « ª £¦¨­âª §¦¬ �å¤�  ¦¢ ¡á � �­¦¨ ¡á �¨�å«� «�¤ ©¬¤á¨«�©�
�§æ «�¤ ¦§¦å� §¨¦â¨®¦¤«�  �) xdy + (y − 7)dx, �) (2y2 − 3x)dx− 4xydy,
�) (2xy + x2)dx + x2dy ¡�  �) xexy�£ ydx + (exy ©¬¤ y + y)dx.
�§á¤«�©�: �  � ¡�  � ��¤ �å¤� .

��©¡�©� 3.18 �� �¨�å«� £å� ©¬¤á¨«�©� u «â«¦ � é©«� ¤�  ©®ç�  � ©®â©�
du = 1+y2

x3 dx− y+x2y
x2 dy. �� �¨�å«� ¡�«æ§ ¤ «�¤ « £ã «¦¬ �§ ¡�£§¬¢å¦¬ ¦¢¦-

¡¢�¨é£�«¦ª
∫

C
du �) �§æ «¦ (1, 0) ©«¦ (5, 2) ¡�  �) �§æ «¦ (−3, 0) ©«¦

(−1, 4). �� ¡á�� §�¨å§«à©� ¦¨å©�«� ¦§¦ ¦¬©�ã§¦«� ¦¬© �©« ¡¦çª §�¨ ¦¨ -
©£¦çª ©«� � ��¨¦£ã C. �§á¤«�©�: −8/5, −148/9

��©¡�©� 3.19 �¨�å«� £å� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ ¤� �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «¦ x, w =
φ(x) «â«¦ � é©«� � £¦¨­ã w(x �£ y + y ©¬¤ y)dx + w(x ©¬¤ y − y �£ y)dy ¤�
�å¤�  ¦¢ ¡æ � �­¦¨ ¡æ. ��«æ§ ¤ �¨�å«� «� ©¬¤á¨«�©� «�ª ¦§¦å�ª � §�¨�§á¤à
£¦¨­ã �å¤�  � �­¦¨ ¡æ. �å¤�«�  æ«  � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  å©� £� 0 ©«¦ ©�£�å¦
(0, 0). �§á¤«�©�: w = ex, ex(x �£ y − �£ y + y ©¬¤ y)
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��©¡�©� 3.20 �©«à C £ � ¦§¦ ��ã§¦«� ¡�£§ç¢�, §¦¬ ©¬¤�â�  â¤� ¦§¦ ¦�ã-
§¦«� ©�£�å¦ «�ª ©­�å¨�ª x2 +y2 +z2 = α2 £� â¤� «¬®�å¦ ©�£�å¦ «�ª ©­�å¨�ª
x2 + y2 + z2 = β2. ��å¥�«� æ«  �¤ ~F = 5r3~r «æ«�

∫
C

~F · d~r = β5 − α5.

��©¡�©� 3.21 �§¦¢¦�å©�«� «� �§ ­�¤� �¡á ¦¢¦¡¢ã¨à£�«� � �−�å�¦¬ª:
1)

∫∫
S

(x2 + y2)dS �) æ§¦¬ S �å¤�  � ©­�å¨� x2 + y2 + z2 = α2 ¡�  �) æ§¦¬
S �å¤�  � §�¨á§¢�¬¨� �§ ­á¤� � «¦¬ ¡é¤¦¬ x2/α2 + y2/α2 − z2/β2 = 0,
0 ≤ z ≤ β. �§á¤«�©�: �) 8πα4/3, �) 2πα2

√
α2 + β2/3

2)
∫∫

S

√
4x2 + 4y2 + 1dS æ§¦¬ S �å¤�  «¦ £â¨¦ª «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ §�¨�-

�¦¢¦� �¦çª z = x2 + y2 «¦ ¦§¦å¦ �¨å©¡�«�  ¡á«à �§æ «¦ �§å§��¦ y = z.
�§á¤«�©�: 5π/8

3)
∫∫

S
(x + y)dS æ§¦¬ S �å¤�  ¦ ¡ç�¦ª £� ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� (0, 0, 0),

(1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1) ¡�  (0, 1, 1).
�§á¤«�©�: 6

4)
∫∫

S
dS√

2αz−z2 æ§¦¬ S �å¤�  «¦ £â¨¦ª «�ª �§ ­�¤�å�ª x2+y2+(z−α)2 = α2

§¦¬ �¨å©¡�«�  £â©� ©«¦ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2 +y2 = αy ¡�  ¡á«à �§æ «¦ �§å§��¦
z = α. �§á¤«�©�: π2α/2

5)
∫∫

S
xyzdS æ§¦¬ S �å¤�  «¦ £â¨¦ª «¦¬ x2 + y2 = 4 ©«¦ §¨é«¦ æ��¦¦ ¡� 

£�«�¥ç «à¤ z = 0, z = 1. �§á¤«�©�: 2

��©¡�©� 3.22 �§¦¢¦�å©�«� «� �§ ­�¤� �¡á ¦¢¦¡¢ã¨à£�«� � �−�å�¦¬ª:

1)
∫∫

S
(x~i+y~j) ·d~S §á¤à ©«¦ «£ã£� «�ª �§ ­�¤�å�ª «�ª £¦¤�� �å�ª ©­�å¨�ª

x2 +y2 +z2 = 1 ¡�  §á¤à �§æ «¦ �Y �§å§��¦, z ≥ 0. �§á¤«�©�: 4π/3

2)
∫∫

S
(x~i + y~j + z~k) · d~S §á¤à ©«� ¡¢� ©«ã �§ ­á¤� � «¦¬ ¡ç�¦¬ ¦ ¦§¦å¦ª

§�¨ ¦¨å��«�  �§æ «� �§å§��� x = ±1, y = ±1, z = ±1. �§á¤«�©�: 2

3)
∫∫

S
(yz~i + xz~j + xy~k) · d~S §á¤à ©«¦ ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¨¦ «�ª §�¨ ¦®ãª §¦¬

¦¨å��«�  ¡á«à �§æ «� z = x2 + y2 ¡�  §á¤à £� «� z = 1. �§á¤«�©�: 0

4)
∫∫

S
(18z~i−12~j +3y~k) ·d~S æ§¦¬ S �å¤�  «¦ «£ã£� «¦¬ �§ §â�¦¬ 2x+3y +

6z = 12 «¦ ¦§¦å¦ �¬¨å©¡�«�  ©«¦ §¨é«¦ ¦��¦�£æ¨ ¦. �§á¤«�©�: 24

5)
∫∫

S
(y~i − x~j + z2~k) · ~ndS æ§¦¬ S �å¤�  «¦ £â¨¦ª «¦¬ §�¨��¦¢¦� �¦çª

z = 9−x2− y2 §á¤à �§æ «¦ XY �§å§��¦. �¦ � á¤¬©£� ~n ¡�«�¬�ç¤�«� 
§¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ £â¨¦ª «�ª �§ ­á¤� �ª. �§á¤«�©�: 72π

6)
∫∫

S
(−y~i + x~j + z4~k) · ~ndS æ§¦¬ S �å¤�  � ©­�å¨� x2 + y2 + z2 = 4. �¦

~n ¡�«�¬�ç¤�«�  §¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ £â¨¦ª «�ª ©­�å¨�ª. �§á¤«�©�: 0
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7)
∫∫

S
(x3~i + y3~j + z3~k) · d~S æ§¦¬ S �å¤�  � ©­�å¨� x2 + y2 + z2 = 1.

�§á¤«�©�: −12π/5.
8)

∫∫
S
∇×(y~i+(x−2xz)~j−xy~k)·d~S æ§¦¬ S �å¤�  � ©­�å¨� x2+y2+z2 = α2.

�§á¤«�©�: 0

��©¡�©� 3.23 �§¦¢¦�å©�«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «¦¬ §��å¦¬ ~F =
(2x + 3z,−xz− y, y2 + 2z) ©«�¤ �§ ­á¤� � «�ª ©­�å¨�ª £� ¡â¤«¨¦ «¦ ©�£�å¦
(3,−1, 2) ¡�  �¡«å¤� r = 3.

��©¡�©� 3.24 �§¦¢¦�å©�«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∫∫

S
dS
r æ§¦¬ S

�å¤�  «¦ £â¨¦ª «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ ¬§�¨�¦¢ ¡¦ç §�¨��¦¢¦� �¦çª z = xy §¦¬
¡æ��«�  �§æ «¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2 + y2 = R2 ¡�  r �å¤�  � �§æ©«�©� «¦¬ «¬®�å¦¬
©�£�å¦¬ «�ª �§ ­á¤� �ª �§æ «¦¤ á¥¦¤� OZ.

��©¡�©� 3.25 �§¦¢¦�å©�«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∫∫

S
dS
r2 æ§¦¬ S

¦ ¡ç¢ ¤�¨¦ª x2 + y2 = R2, z = 0, z = h ¡�  r �å¤�  � �§æ©«�©� «¦¬ «¬®�å¦¬
©�£�å¦¬ «�ª �§ ­á¤� �ª �§æ «�¤ �¨®ã. �§á¤«�©�: 2§ «¦¥�­ (h/R).

��©¡�©� 3.26 �§¦¢¦�å©�«� «� « £ã «à¤ �§ ­�¤� �¡é¤ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤
1)

∫∫
S

yzdydz+xzdzdx+xydxdy æ§¦¬ S �å¤�  � �§ ­á¤� � «à¤ �¥à«�¨ ¡é¤
§¢�¬¨é¤ «¦¬ «�«¨�â�¨¦¬ §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «� �§å§��� x = 0, y = 0, z = 0,
x + y + z = α. �§á¤«�©�: 0

2)
∫∫

S
zdxdy æ§¦¬ S �å¤�  � �¥à«�¨ ¡ã �§ ­á¤� � «¦¬ �¢¢� ¯¦� �¦çª x2/α2+

y2/b2 + z2/c2 = 1. �§á¤«�©�: 4παbc/3
3)

∫∫
S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy æ§¦¬ S �å¤�  � �¥à«�¨ ¡ã �§ ­á¤� � «¦¬
�£ ©­� ¨å¦¬ x2 + y2 + z2 = α2, z ≤ 0. �§á¤«�©�: πα4/2

4)
∫∫

S
x2y2z2dS æ§¦¬ S �å¤�  � §�¨á§¢�¬¨� �§ ­á¤� � «¦¬ ¡é¤¦¬ x2 +y2 =

z2 � ¦§¦å� ¡�å«�  £�«�¥ç «à¤ §�¨�¢¢ã¢à¤ �§ §â�à¤ z = 0 ¡�  z = 1.
�§á¤«�©�: π

√
2/32

5)
∫∫

S
(x3 − yz)dydz − 2x2ydzdx + zdxdy §á¤à ©«� §�¨á§¢�¬¨� �§ ­á¤� �

«¦¬ ¡ç�¦¬ ¦ ¦§¦å¦ª ¦¨å��«�  �§æ «� ©¬¤«�«��£â¤� �§å§��� ¡�  «� �§å§���
x = y = z = α. �§á¤«�©�: α5/3 + α3

��©¡�©� 3.27 �¤ £å� �§ ­á¤� � â®�  �¥å©à©� ©� ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â-
¤�ª «�¤ z = g(x, y), (x, y) ∈ D ¤� �§¦�� ®«�å æ« , «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
£ �ª ©¬¤�®¦çª ©¬¤á¨«�©�ª f(x, y, z) �å¤�«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

∫∫
S

f(x, y, z)dS =∫∫
D

f(x, y, g(x, y)) 1
©¬¤ θdxdy æ§¦¬ θ = θ(x, y) �å¤�  � �à¤å� «¦¬ ¡��â«¦¬ � �-

¤ç©£�«¦ª ~n ©«¦ ©�£�å¦ (x, y, g(x, y)) «�ª �§ ­�¤�å�ª, £� «¦ � á¤¬©£� ~k.
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��©¡�©� 3.28 �§¦�â«¦¬£� æ«  â¤� ¨�¬©«æ â®�  ©«���¨ã §¬¡¤æ«�«� ρ = 50
¡�  ¨â�  £� «�®ç«�«� ~v = x~i + y~j + z~k. �¨å©�«� «¦ ¨¬�£æ ¨¦ãª £á��ª
� �£â©¦¬ «�ª ©­�å¨�ª x2 + y2 + z2 = 10 ¡�«á «� ¡�«�ç�¬¤©� «�ª ¡��â«¦¬
§¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ «�ª ©­�å¨�ª. �§á¤«�©�: 2000π

√
10

��©¡�©� 3.29 �� �¨���å «¦ �£���æ¤ «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 + y2 = a2 ©«¦
§¨é«¦ æ��¦¦ §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«�  £�«�¥ç «à¤ �§ §â�à¤ z = 0 ¡�  z = mx.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ ¡é¤¦¬ x2 + y2 − z2 = 0 §¦¬
§�¨ ¡¢�å�«�  �§æ «¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2 + y2 − 2ax = 0.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «¦¬ £â¨¦¬ª «�ª ©­� ¨ ¡ãª �§ ­á¤� �ª x2+y2+z2 =
a2 §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 + y2 = ay æ§¦¬ a > 0.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª §¦¬ �§¦¡æ§«�  ¦ ¡ç¢ ¤�¨¦ª z2 =
4ax ¡�  «¦ �§å§��¦ x = 3a, �§æ «¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ y2 = 4ax ©«¦ §¨é«¦ æ��¦¦.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ «æ¨¦¬ £� §�¨�£�«¨ ¡ã �¥å©à©�
~r(�, ­) = (� + � �£ ­) ©¬¤ �~i + (� + � �£ ­) �£ �~j + � ©¬¤ ­~k, £� 0 ≤ � < 2π
¡�  0 ≤ ­ < 2π.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «¦¬ «£ã£�«¦ª «�ª �§ ­á¤� �ª 5z = xy §¦¬ §�¨ â-
®�«�  £â©� ©«¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2 + y2 = 4.

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «¦¬ «£ã£�«¦ª «¦¬ §�¨��¦¢¦� �¦çª z = x2/8 +
y2/10 §¦¬ §�¨ â®�«�  £â©� ©«¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2/16 + y2/25 = 1.

��©¡�©� 3.30 �¨�å«� «¦ �£���æ¤ «¦¬ «£ã£�«¦ª «�ª £¦¤�� �å�ª ©­�å¨�ª §¦¬
�§¦¡æ§«�«�  �§æ «¦¤ ¡é¤¦ z ≥

√
x2 + y2. �¨�å«� «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª

§¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª x + y + z = 1, x2 + 2y2 ≤ 1. �¨�å«� «â¢¦ª «¦ �£���æ¤
«�ª �§ ­á¤� �ª ~r(r, �) = (r ©¬¤ �, 2r ©¬¤ �, �), 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ � ≤ 2§.

��©¡�©� 3.31 �§¦�â«¦¬£� æ«  � ¡�£§ç¢� y = f(x), a ≤ x ≤ b §�¨ -
©«¨â­�«�  �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «à¤ y. ��å¥«� æ«  «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª
§¦¬ � ��¨á­�«�  �å¤�  E = 2§

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2|x|dx. �¨�© £¦§¦ �å©«� «¦¤

«ç§¦ � � ¤� �¨�å«� «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ ¡é¤¦¬. �¨�å«� «¦ �£��-
�æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª §¦¬ §¨¦¡ç§«�  �§æ «�¤ §�¨ ©«¨¦­ã «�ª ¡�£§ç¢�ª y = x2,
0 ≤ x ≤ 1 �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� y.
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��­á¢� ¦ 4

�¢¦¡¢�¨à« ¡á ��à¨ã£�«�

�¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ (Green)

�¤ D �å¤�  £ � ¡¢� ©«ã §�¨ ¦®ã «¦¬ XY−�§ §â�¦¬ «�ª ¦§¦å�ª «¦ ©ç¤¦¨¦
�å¤�  £å� ¡¢� ©«ã ¦£�¢ã ¡�«á «£ã£�«� ¡�£§ç¢� ¡�  �(x, y) ¡�  �(x, y) �å¤� 
©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª �ç¦ £�«��¢�«é¤ £� ©¬¤�®�åª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª �§å
«¦¬ D «æ«�  ©®ç�  � ©®â©�

∮

C

M(x, y)dx + N(x, y)dy =
∫∫

D

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y
)dxdx

�¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ £§¦¨�å ¤� �­�¨£¦©«�å ¡�  ©«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ �
§�¨ ¦®ã �å¤�  �§¢á ã ¡�  §¦¢¢�§¢á ©¬¤�¡« ¡ã.

�¤� §��å¦ �å¤�  �§¢á ©¬¤�¡« ¡æ �¤ ¡á�� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� ©«�¤ §�¨ ¦®ã
�¬«ã £§¦¨�å ¤� ©¬©«�¢�å ©¬¤�®éª é©«� ¤� �å¤�  â¤� ©�£�å¦ ®à¨åª ¤� ­�ç�� 
â¥à �§æ «�¤ §�¨ ¦®ã. � � «â«¦ � ¡�£§ç¢� ¦¤¦£á��«�  �¤��é� £� ©� â¤�
©�£�å¦.

�¤ ~F = M(x, y)~i + N(x, y)~j «æ«�
∮

C

~F · d~r =
∫∫

D

(~∇× ~F ) · ~kdxdy

� «ç§¦ª �¬«æª �å¤�  £�¨ ¡ã §�¨å§«à©� «¦¬ «ç§¦¬ «¦¬ �«æ¦¬¡ª.
�¤ � ¡�£§ç¢� C â®�  «� ­¬© ¡ã §�¨�£â«¨�©� ~r(s) = x(s)~i + y(s)~j ¡� 

«¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� ~F (x, y) = N(x, y)~i−M(x, y)~j
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«æ«� ¦ «ç§¦ª «¦¬ �¡¨ã¤ §�å¨¤�  «�¤ £¦¨­ã∮

C

~F · d~r =
∮

C

~F · ~nds =
∮

C

Mdx + Ndy =
∫∫

D

~∇ · ~Fdxdy

� «ç§¦ª �¬«æª �å¤�  £�¨ ¡ã §�¨å§«à©� «¦¬ «ç§¦¬ «¦¬ �¡á¦¬ª.

��é¨�£� �«æ¦¬¡ª (Stokes)

�§¦�â«¦¬£� æ«  S �å¤�  £å� ¦£�¢ã (¢�å�) ¡�  §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� �§ ­á-
¤� � � ¦§¦å� ­¨á©©�«�  �§æ £å� ¦£�¢ã ¡�«á «£ã£�«� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� C.
�¤ �§å §¢â¦¤ ~F (x, y, z) = M(x, y, z)~i + N(x, y, z)~j + P (x, y, z)~k �å¤�  â¤�
©¬¤�®âª � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ¦¨ ©£â¤¦ �§å «¦¬ S ¡�  «¦¬ ¦§¦å¦¬ ¦  ©¬¤ ©«é-
©�ª â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª, ©«¦ ®é¨¦ §¦¬ §�¨ ¦¨å��«�  �§æ «�¤
�§ ­á¤� � S, «æ«�  ©®ç� ∮

C

~F · d~r =
∮

C

Mdx + Ndy + Pdz =
∫∫

S

(~∇× ~F ) · ~ndS

�¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª �å¤�  ��¤å¡�¬©� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �¡¨ã¤.

4.1 �¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª «¦¬ �¡á¦¬ª (Gauss)

�¤ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (~r) = (M,N, P ) â®�  ©¬¤�®�åª £�¨ -
¡âª §�¨��é�¦¬ª §¨é«�ª «á¥�ª ©«¦ ®à¨å¦ V £� ©ç¤¦¨¦ £å� ¦£�¢ã ã ¡�«á
«£ã£�«� ¦£�¢ã ¡¢� ©«ã ¡�  §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� �§ ­á¤� � S «æ«� «¦ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� æ�¡¦¬ «�ª ~∇ · ~F £â©� ©«�¤ �§ ­á¤� � S  ©¦ç«�  £� «¦ �§ ­�¤� �¡æ
¦¢¦¡¢ã¨à£� ~F �§å «�ª S.∫∫∫

V

~∇ · ~Fdxdydz =
∫
O

∫

S

~F · ~ndS

�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨à« ¡é¤ ��à¨�£á«à¤ £§¦¨¦ç£� ¤�
�¨¦ç£� « ª ¦¢¦¡¢�¨à« ¡âª �¡­¨á©� ª � � «�¤ �§æ¡¢ ©� ¡�  «¦¤ ©«¨¦� ¢ ©£æ
�¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ ~F ¡�  «�¤ �á�£à©� �¤æª ���£à«¦ç §��å¦¬ f . � 
©®â©� ª �å¤� 

~∇ · ~F = ¦¨
�V→0

1
�V

∫
O

∫

�S

d~S · ~F ~∇× ~F = ¦¨
�V→0

1
�V

∫
O

∫

�S

d~S × ~F

~∇f = ¦¨
�V→0

1
�V

∫
O

∫

�S

d~Sf

¡�  £§¦¨¦ç¤ ¤� ��à¨��¦ç¤ ¡�  ©�¤ ¦ ¦¨ ©£æª «¦¬ª.
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�¬£â¤�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 4.1
�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ � � «�¤ ©¬¤á¨«�©�

~F =
(
2xy − x2, x + y2)

¡�  � � «�¤ ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� C §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª ©¬¤�¨«ã©� ª

y = x2 x = y2

�ç©�: �� �¨¦ç£� §¨é«� «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §á¤à ©«�¤ ¡¢� -
©«ã ¡�£§ç¢� C. �®¦¬£�

∮

C

~F · d~r =
∫

C1

~F · d~r +
∫

C2

~F · d~r

H ¡�£§ç¢� C1 �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� y = x2. �  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª
«�ª ¡�£§ç¢�ª �¬«ãª �å¤� 

y = t x = t2 1 ≤ t ≤ 0

�§¦£â¤àª «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤� 
∫

C1

~F · d~r =
∫ 0

1

(
2t2t− t4, t2 + t2

) · (2tdt, dt) =

∫ 0

1

(
4t4 − 2t5 + 2t2

)
dt =

[
4t5

5
− 2t6

6
+ 2

t3

3

]0

1
= −17

15

H ¡�£§ç¢� C2 �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� x = y2. �  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ -
©é©� ª «�ª ¡�£§ç¢�ª �¬«ãª �å¤� 

x = t y = t2 0 ≤ t ≤ 1

55



�§¦£â¤àª «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤� 
∫

C2

~F · d~r =
∫ 1

0

(
2tt2 − t2, t + t4

) · (dt, 2tdt) =

∫ 1

0

(
2t3 + t2 + 2t5

)
dt =

[
t4

2
− t3

3
+

t6

3

]1

0
=

7
6

�¨� «�¢ ¡á «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤� 
∮

C

~F · d~r =
7
6
− 17

15
=

1
30

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ ��ç«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¡¨ã¤.
�®¦¬£�

∫∫

R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

∫∫

R

[
∂

∂x

(
x + y2)− ∂

∂y

(
2xy − x2)

)]
dxdy =

∫∫

R

(1− 2x) dxdy =
∫ 1

0
dx

∫ √
x

x2
dy (1− 2x) =

∫ 1

0
dx [y − 2xy]

√
x

x2 =

∫ 1

0
dx

(√
x− 2x

√
x− x2 + 2x3) =

∫ 1

0
dx

(
x1/2 − 2x3/2 − x2 + 2x3

)
=

2
3
x3/2 − 4

5
x5/2 − 1

3
x3 +

2
4
x4 =

2
3
− 4

5
− 1

3
+

1
2

=
1
30

�§¦£â¤àª «� �ç¦ £â¢� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¡¨ã¤ �å¤�  å©� ¡�  «¦ ��é¨�£�
 ©®ç� .

��©¡�©� 4.2
�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª � � «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨-

«�©�
~f = (x + y, 2x− z, y + z)

� �§ ­á¤� � S �å¤�  «¦ �§å§��¦ £� �¥å©à©�

3x + y + 2z = 6 x ≥ 0 y ≥ 0 z ≥ 0
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�ç©�: �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� §¨é«� «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �®¦¬£�
∮

C

~f · d~r =
∫

C1

~f · d~r +
∫

C2

~f · d~r +
∫

C3

~f · d~r

� ¡�£§ç¢� C1 �å¤�  � «¦£ã «à¤ �§ §â�à¤

3x + y + 2z = 6 z = 0

¡�  á¨� §�¨ �¨á­�«�  �§æ « ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

x = t y = 6− 3t z = 0 0 ≤ t ≤ 2

�� ©�£�å� «�ª ¡�£§ç¢�ª �¬«ãª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª

~r = (t, 6− 3t, 0) =⇒ d~r

dt
= (1,−3, 0)

� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� §á¤à ©«�¤ ¡�£§ç¢� �¬«ã �å¤� 

~f = (t + 6− 3t, 2t, 6− 3t) = (6− 2t, 2t, 6− 3t)

¡�  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

∫

C1

~f · d~r =
∫ 2

0
(6− 2t, 2t, 6− 3t) · (1,−3, 0) dt =

∫ 2

0
(6− 2t− 6t) dt =

∫ 2

0
(6− 8t) dt =

[
6t− 4t2

]2
0 = 12− 16 = −4

� ¡�£§ç¢� C2 �å¤�  � «¦£ã «à¤ �§ §â�à¤

3x + y + 2z = 6 x = 0

¡�  á¨� §�¨ �¨á­�«�  �§æ « ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

z = t y = 6− 2t x = 0 3 ≤ t ≤ 0
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�� ©�£�å� «�ª ¡�£§ç¢�ª �¬«ãª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª

~r = (0, 6− 2t, t) =⇒ d~r

dt
= (0,−2, 1)

� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� §á¤à ©«�¤ ¡�£§ç¢� �¬«ã �å¤� 

~f = (0 + 6− 3t,−t, 6− 2t + t) = (6− 2t,−t, 6− t)

¡�  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 
∫

C2

~f · d~r =
∫ 0

3
(6− 2t,−t, 6− t) · (0,−2, 1) dt =

∫ 0

3
(2t + 6− t) dt =

∫ 0

3
(6 + t) dt =

[
6t− 1

2
t2

]0

3
= −18− 9

2

� ¡�£§ç¢� C3 �å¤�  � «¦£ã «à¤ �§ §â�à¤

3x + y + 2z = 6 y = 0

¡�  á¨� §�¨ �¨á­�«�  �§æ « ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

x = t z = 3− 3
2
t y = 0 2 ≤ t ≤ 0

�� ©�£�å� «�ª ¡�£§ç¢�ª �¬«ãª â®¦¬¤ � á¤¬©£� �â©�ª

~r =
(

t, 0, 3− 3
2
t

)
=⇒ d~r

dt
=

(
1, 0,−3

2

)

� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� §á¤à ©«�¤ ¡�£§ç¢� �¬«ã �å¤� 

~f =
(

t, 2t− 3 +
3
2
t,−3− 3

2
t

)
=

(
t,−3 +

7
2
t, 3− 3

2
t

)

¡�  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 
∫

C3

~f ·d~r =
∫ 0

2

(
t,−3 +

7
2
t, 3− 3

2
t

)
·
(

1, 0,−3
2

)
dt =

∫ 0

2

(
t− 9

2
+

9
4
t

)
dt
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=
∫ 0

2

(
−9

2
+

13
4

t

)
dt =

[
−9

2
t +

13
8

t2
]0

2
=

9
2

2− 13
8

4 = 9− 13
2

�¨¦©�â«¦¬£� «â¢¦ª «� «¨å� §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¡�  �¨å©¡¦¬£�
∮

C

~f · d~r = −4− 18− 9
2

+ 9− 13
2

= −24

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �  §�¨�£�-
«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «¦¬ ���¦£â¤¦¬ �§ §â�¦¬ �å¤� 

x = u z = v 3x + y + 2z = 6 =⇒ y = 6− 3u− 2v

�§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

~r = (u, 6− 3u− 2v, v) 0 ≤ u ≤ 2 0 ≤ v ≤ 3

¡�  ¦  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç àª §¨¦ª u ¡�  v �å¤� 

~ru = (1,−3, 0) ~rv = (0,−2, 1)

�¨å©¡¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ ¡á��«¦ � á¤¬©£� d~S.

d~S = ~ru×~rvdudv =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 −3 0
0 −2 1

∣∣∣∣∣∣
dudv = (−3,−1,−2)dudv = −(3, 1, 2)dudv

� ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~f �å¤� 

~∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂x ∂y ∂z

x + y 2x− z y + z

∣∣∣∣∣∣
= (1− (−1), 0− 0, 2− 1) = (2, 0, 1)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «â¢¦ª «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª «¦¬ �«æ-
¦¬¡ª

∫∫

D

~∇× ~f · d~S = −
∫∫

(2, 0, 1) · (3, 1, 2)dudv = −8
∫∫

D

dudv =
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−8
∫ 2

0
du

∫ 3−3/2u

0
dv = −8

∫ 2

0
du(3− 3/2u) = −8

[
3u− 3/4u2]2

0 =

−8(3 · 2− 3/4 22) = −8(6− 3) = −24

�§¦��å¥�£� æ«  «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  å©¦ £� «¦ �§ ­�¤� �¡æ
¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  á¨� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª  ©®ç� .

��©¡�©� 4.3
�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª � � «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨-

«�©�
~f =

(
2y, 3x,−z2)

§á¤à ©«�¤ �§ ­á¤� � S «¦¬ �£ ©­� ¨å¦¬ £� �¥å©à©�

x2 + y2 + z2 = 9 z ≥ 0

�ç©�: �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� §¨é«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �  §�¨�-
£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ���¦£â¤�ª �§ ­á¤� �ª £� §�¨�£â«¨¦¬ª « ª �¤�¥á¨«�«�ª
£�«��¢�«âª � ¡�  ­ �å¤� 

x = 3 �£ � ©¬¤ ­ y = 3 �£ � �£ ­ z = 3 ©¬¤ �

� §�¨á£�«¨¦  £�«��á¢¢¦¤«�  àª �¥ãª

0 ≤ ­ ≤ 2π ¡�  z ≥ 0 =⇒ −π/2 ≤ � ≤ π/2

�¦ � á¤¬©£� �â©�ª «à¤ ©�£�åà¤ «�ª �§ ­á¤� �ª �å¤� 

~r(�, ­) = (3 �£ � ©¬¤ ­, 3 �£ � �£ ­, 3 ©¬¤ �)

�§¦¢¦�å�¦¬£� « ª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª «¦¬ §�¨�§á¤à � �¤ç©£�«¦ª àª §¨¦ª
« ª §�¨�£â«¨¦¬ª ¡�  «¦ � á¤¬©£� d~S. �¨å©¡¦¬£�

~r� = (3 ©¬¤ � ©¬¤ ­, 3 ©¬¤ � �£ ­,−3 �£ �) ~r­ = (−3 �£ � �£ ­, 3 �£ � ©¬¤ ­, 0)

d~S = ~r� × ~r­d�d­ =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
3 ©¬¤ � ©¬¤ ­ 3 ©¬¤ � �£ ­ −3 �£ �
−3 �£ � �£ ­ 3 �£ � ©¬¤ ­ 0

∣∣∣∣∣∣
= 9(�£2 � ©¬¤ ­,
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�£2 � �£ ­, �£ � ©¬¤ �(©¬¤2 ­ + �£2 ­)) = 9
(

�£2 � ©¬¤ ­, �£2 � �£ ­,
1
2

�£ 2�
)

� ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ ���¦£â¤¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~f �å¤� 

~∇× ~f =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

2y 3x −z2

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 3− 2) = (0, 0, 1)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «â¢¦ª «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �«æ¦¬¡ª

∫∫

D

~∇× ~f · d~S =
∫∫

D

9
2

�£ 2�d�d­ =
9
2

∫ 2π

0
d­

∫ π/2

−π/2
�£ 2�d� =

9
2

2π

[
−1

2
©¬¤ 2�

]π/2

−π/2
= 9π

(
−1

2
(−1− 1)

)
= 9π

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. � ¡�£§ç¢�
C �å¤�  � §�¨ ­â¨� � «¦¬ ¡ç¡¢¦¬ £� �¥å©à©� x2 + y2 = 9 £� §�¨�£�«¨ ¡âª
�¥ ©é©� ª

x = 3 ©¬¤ t y = 3 �£ t =⇒ dx = −3 �£ tdt dy = 3 ©¬¤ tdt

� ©¬¤á¨«�©� ~f §á¤à ©«�¤ ¡�£§ç¢� �¬«ã â®�  « £ã ~f = (2y, 3x, 0). �¦
¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤� 

∮

C

~f · d~r =
∮

C

(2y, 3x, 0) · (dx, dy, dz) =
∮

C

2ydx + 3xdy =

∫ 2π

0
2·3·�£ t(−3) �£ tdt+3·3·©¬¤ t·3 ©¬¤ tdt =

∫ 2π

0
(−18 �£2 t+27 ©¬¤2 t)dt

=
∫ 2π

0

(
−18

2
(1− ©¬¤ 2t) +

27
2

(1 + ©¬¤ 2t)
)

dt =
1
2

∫ 2π

0
(9 + 45 ©¬¤ 2t)dt =

[
9
2

+
45
4

�£ 2t

]2π

0
= 9π

�� �ç¦ ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �å¤�  å©� £� 9π ¡�  á¨� «¦ ��é¨�£� �§�¢���ç«�¡�.
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��©¡�©� 4.4
�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª � � «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�

~f = (x2, y2, z2)

¡�  � � «¦¤ ¡ç�¦

0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ y ≤ 1 0 ≤ z ≤ 1

�ç©�: � �§æ¡¢ ©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ ~f �å¤� 

~∇ · ~f =
∂

∂x
x2 +

∂

∂y
y2 +

∂

∂z
z2 = 2x + 2y + 2z = 2(x + y + z)

�¨å©¡¦¬£� «é¨� «¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¡á¦¬ª. �®¦¬£�

∫∫∫

V

~∇· ~f = 2
∫∫∫

V

(x+y+z)dxdydz = 2
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
dz(x+y+z) =

2
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

[
xz + yz +

1
2
z2

]1

0
= 2

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy(x + y +

1
2

) =

2
∫ 1

0
dx

[
xy +

1
2
y2 +

1
2
y

]1

0
= 2

∫ 1

0
dx

(
x +

1
2

+
1
2

)
= 2

∫ 1

0
dx (x + 1) =

2
[

1
2
x2 + x

]1

0
= 2

(
1
2

+ 1
)

= 3

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª «�¬«æ«�«�ª «¦¬ �¡á-
¦¬ª. �¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©«�¤ �§ ­á¤� � «¦¬ ¡ç�¦¬ �å¤�  å©¦ £� «¦
á�¨¦ ©£� «à¤ �§ ­�¤� �¡é¤ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤ §á¤à ©« ª â¥  â�¨�ª «¦¬ ¡ç�¦¬.
�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� S1, S2, S3, S4, S5 ¡�  S6 « ª �§ ­á¤� �ª �¬«âª â®¦¬£�

∫
O

∫

S

~f · d~S =
6∑

i=0

∫∫

Si

~f · d~S
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� â�¨� S1 §¦¬ �¨å©¡�«�  §á¤à ©«¦ ©¬¤«�«��£â¤¦ �§å§��o XOY , â®�  « ª
�¡æ¢¦¬��ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

S1 : ~r(u, v) = (u, v, 0) 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ v ≤ 1

�§¦£â¤àª â®¦¬£�

~ru = (1, 0, 0) ~rv = (0, 1, 0) =⇒ d~S =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
dudv = (0, 0, 1)dudv

� ���¦£â¤� ©¬¤á¨«�©� §á¤à ©«�¤ â�¨� �¬«ã §�å¨¤�  «�¤ « £ã

~f(~r) = (u2, v2, 0)

�¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §á¤à ©«�¤ �§ ­á¤� � S1 �å¤�  å©¦ £� «¦ £��â¤.
�¨á�£�«  ∫∫

S1

~f · d~S =
∫∫

S1

(u2, v2, 0) · (0, 0, 1)dudv = 0

� â�¨� S4 §¦¬ �¨å©¡�«�  �§â¤�¤«  �§æ «�¤ §�¨�§á¤à â�¨� S1 §á¤à ©«¦,
â®�  « ª �¡æ¢¦¬��ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

S4 : ~r(u, v) = (u, v, 1) 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ v ≤ 1

�§¦£â¤àª â®¦¬£�

~ru = (1, 0, 0) ~rv = (0, 1, 0) =⇒ d~S =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
dudv = (0, 0, 1)dudv

� ���¦£â¤� ©¬¤á¨«�©� §á¤à ©«�¤ â�¨� �¬«ã §�å¨¤�  «�¤ « £ã

~f(~r) = (u2, v2, 1)

�¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §á¤à ©«�¤ �§ ­á¤� � S4 �å¤� 
∫∫

S4

~f · d~S =
∫∫

S4

(u2, v2, 1) · (0, 0, 1)dudv =
∫∫

S4

dudv =

63



∫ 1

0
du

∫ 1

0
dv = [u]10 [v]10 = 1

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ �§¦�� ¡¤ç¦¬£� �ç¡¦¢� æ«  «¦ �§ ­�¤� �¡á ¦¢¦¡¢�¨é-
£�«� §á¤à ©« ª â�¨�ª S2, S3 §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  §á¤à ©«� ©¬¤«�«��£â¤� �§å§���
Y OZ, ZOX �¤« ©«¦å®àª �å¤�  å©� £� £��â¤ �¤é «� �§ ­�¤� �¡á ¦¢¦¡¢�¨é-
£�«� ©« ª â�¨�ª S5 ¡�  S6 §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  �§â¤�¤«  �§æ «� §�¨�§á¤à ©¬¤«�-
«��£â¤� �§å§��� �å¤�  å©� £� 1. �«©  â®¦¬£�

∫
O

∫

S

~f · d~S =
6∑

i=0

∫∫

Si

~f · d~S = 0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 1 = 3

�§¦£â¤àª «� �ç¦ £â¢� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¡á¦¬ª �å¤�  å©� £� «¦ 3 ¡�  á¨�
«¦ ��é¨�£�  ©®ç� .

��©¡�©� 4.5
�©«à ¨(~r, t) � §¬¡¤æ«�«� �¤æª ¨�¬©«¦ç £â©� ©� â¤� æ�¡¦ V §¦¬ §�¨ -

¡¢�å�«�  �§æ «�¤ ¡¢� ©«ã �§ ­á¤� � S. �á¤ v(~r, t) �å¤�  «¦ §��å¦ «�®¬«ã«à¤
«¦¬ ¨�¬©«¦ç «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç�  � �¡æ¢¦¬�� �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª

∂

∂t
¨(~r, t) + ~∇ ·~j(~r, t) = 0 æ§¦¬ ~j = ¨~v

�§¦�â«¦¬£� æ«  ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ §�¨ ¦®âª §¦¬ §�¨á��«�  ã �¥�­�¤å��«�  £á��.
��¤ ¡á � � ¡á�� £â���¦ª §¦¬ � �«�¨�å«�  ¬§á¨®�  ¡�  £ � �¤«å©«¦ ®� �¥å©à©�
©¬¤�®�å�ª.

�ç©�: �¦ £â���¦ª ¨dV �å¤�  � £á�� «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦¤
©«¦ ®� é�� æ�¡¦ dV . � £á�� «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ ¡�«�¢�£�á¤�  «¦¤ æ�¡¦ V
�å¤�  ∫

V

¨dV

� £�«��¦¢ã àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «�ª £á��ª �¬«ãª �å¤� 

∂

∂t

∫

V

¨dV =
∫

V

∂¨
∂t

dV

�©«à dS â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª �§ ­á¤� �ª �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦ P ¡�  ~n «¦
£¦¤�� �å¦ ¡á��«¦ � á¤¬©£� ©«�¤ �§ ­á¤� � S £� ­¦¨á �§æ «¦ �©à«�¨ ¡æ §¨¦ª
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«¦ �¥à«�¨ ¡æ «�ª �§ ­á¤� �ª. �á¤ ~v �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬ ¨�¬©«¦ç ©«¦ ©�£�å¦
P «æ«� � §¨¦�¦¢ã «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç ¡�«á «�¤ ¡á��«¦ � �ç�¬¤©� �å¤� 
å©� £� ~v · ~n. �¦ §¦©æ «�ª £á��ª «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ ���å¤�  �§æ «�¤ �§ ­á¤� �
dS �å¤�  ¨~v · ~ndS. � ©¬¤¦¢ ¡ã �¡¨¦ã «¦¬ ¨�¬©«¦ç �§æ «�¤ �§ ­á¤� � S §¦¬
§�¨ ¡¢�å�  «¦¤ æ�¡¦ V �å¤�  ∫

S

¨~v · ~ndS

�§� �ã ��¤ §�¨á��«�  ¦ç«� �¥�­�¤å��«�  £á�� â§�«�  æ«  � £�«��¦¢ã «�ª
£á��ª £â©� ©«¦¤ æ�¡¦ V ¦­�å¢�«�  ©«�¤ �¡¨¦ã ( ã ©«�¤ � ©¨¦ã) «�ª £á��ª
�§æ «�¤ �§ ­á¤� � S. �§¦£â¤àª  ©®ç�  �  ©æ«�«�

∫

V

∂¨
∂t

dV = −
∫

S

¨~v · ~ndS

�­�¨£æ�¦¬£� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª ©«¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª §�¨�-
§á¤à ©®â©�ª ¡�  â®¦¬£�

∫

V

∂¨
∂t

dV +
∫

V

~∇ · (¨~v) dV =
∫

V

(
∂¨
∂t

+ ~∇ · (¨~v)
)

dV = 0

� ©®â©� �¬«ã  ©®ç�  � � ¡á�� æ�¡¦ V á¨� � §¦©æ«�«� ¡á«à �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

∂¨
∂t

+ ~∇ · (¨~v) = 0

� ¦§¦å� �å¤�  � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª.
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��¢¬«�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 4.6 �¨�© £¦§¦ �å©«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ � � ¤� ¬§¦¢¦�å©«�
«� §�¨�¡á«à ¦¢¦¡¢�¨é£�«�:

1)
∫

C
xy2dx + 2x2ydy �ç¨à �§æ «�¤ â¢¢� ¯� 4x2 + 9y2 = 36 ¡�  ¡�«á «�¤

�¤«å��«� ­¦¨á «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ à¨¦¢¦�å¦¬. �§á¤«�©�: 0
2)

∫
C

ey ©¬¤ xdx + ey �£ xdy �ç¨à �§æ «¦ ©ç¤¦¨¦ ¦§¦ �©�ã§¦«� ¦£�¢ãª
§�¨ ¦®ãª. �§á¤«�©�: 0

3)
∫

C
(y~i + 3x~j) · d~r æ§¦¬ C �å¤�  ¦ ¡ç¡¢¦ª x2 + y2 = 4 ¡�  ¡�«á «�¤

�¤«å��«� ­¦¨á «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ à¨¦¢¦�å¦¬. �§á¤«�©�: 8π

4)
∫

C
(y �£ x~i−©¬¤ x~j)·d~r æ§¦¬ C �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ �£ ¡ç¡¢ ¦ x2+y2 = 9

� � y ≥ 0 ¡�  «� �¨�££ã y = 0 � � −3 ≤ x ≤ 3. �§á¤«�©�: 0

��©¡�©� 4.7 �� «� �¦ã�� � «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �¡¨ã¤ �¨�å«� «¦ �£���æ¤
«�ª §�¨ ¦®ãª §¦¬ ¦¨å��«� , §á¤à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «à¤ X ¡�  ¡á«à �§æ â¤�
«æ¥¦ «¦¬ ¡¬¡¢¦� �¦çª £� §�¨�£â«¨�©� ~r(t) = (t− �£ t)~i + (1− ©¬¤ t)~j, � �
0 ≤ t ≤ 2π. �§á¤«�©�: 3π

��©¡�©� 4.8 �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮

C
(y − �£ x)dx + ©¬¤ xdy

æ§¦¬ C �å¤�  � §�¨å£�«¨¦ª «¦¬ «¨ �é¤¦¬ £� ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� (0, 0), (π/2, 0),
(π/2, 1), �) ¡�«'�¬��å�¤ ¡�  �) ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤.

��©¡�©� 4.9 �� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ � � «� �¡æ¢¦¬��
� �¤¬©£�« ¡á §��å�

1) ~F = (2x − y3)~i − xy~j � � «� ¡�£§ç¢� C, � ¦§¦å� �å¤�  «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª
§�¨ ¦®ãª §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«�  �§æ «¦¬ª ¡ç¡¢¦¬ª: x2+y2 = 4 ¡�  x2+y2 = 9.

2) ~F = (xy− x2)~i + x2y~j §á¤à ©«¦ «¨å�à¤¦ §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª �¨�££âª
y = 0, x = 1, y = x. �§á¤«�©�: −1/12

3) ~F = (xy + y2)~i + x2~j æ§¦¬ C �å¤�  � ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� «�ª §�¨ ¦®ãª §¦¬
¦¨å��«�  �§æ « ª y = x2 ¡�  y = x. �§á¤«�©�: −1/20

4) ~F = (x3 + y2)~i + (x + y)2~j æ§¦¬ C �å¤�  � §�¨å£�«¨¦ª «¦¬ «¨ �é¤¦¬ £�
¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� �(1, 1), �(2, 2) ¡�  C(1, 3). �§á¤«�©�: −8/3
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��©¡�©� 4.10 �¨�© £¦§¦ �å©«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ � � ¤� £�«�©®�-
£�«å©�«� «¦ §�¨�¡á«à ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©� �§¢¦ç©«�¨¦

∮
C

√
x2 + y2dx + y[xy +

ln(x +
√

x2 + y2)]dy æ§¦¬ «¦ ©ç¤¦¨¦ C ¦¨å��  «�¤ §�¨ ¦®ã S. �§á¤«�©�:∫∫
S

y2dxdy

��©¡�©� 4.11 �¡« £ã©�«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮

C
xdy−ydx

x2+y2 . ��à¨ã©�«� �ç¦
§�¨ §«é©� ª �) æ«�¤ � �¨®ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ �å¤�  â¥à
�§æ «� ¡�£§ç¢� C ¡�  �) æ«�¤ � ¡�£§ç¢� C §�¨ �á¢¢�  «�¤ �¨®ã n ­¦¨âª.
�§á¤«�©�: �) 0, �) 2nπ

��©¡�©� 4.12 �§¦¢¦�å©«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮

C
dx−dy
x+y æ§¦¬ C �å¤�  �

§�¨å£�«¨¦ª «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ £� ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� A(1, 0), B(0, 1), C(−1, 0)
¡�  D(0,−1) ¡�  � ��¨á­�«�  ¡�«á ­¦¨á �¤«å��«� �§æ �¬«ã «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬
à¨¦¢¦�å¦¬. �¦ ��é¨�£� �¡¨ã¤ ��¤ �­�¨£æ��«� . �§á¤«�©�: −4.

��©¡�©� 4.13 �­�¨£æ©�«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª � � ¤� ¬§¦¢¦�å©«�
«� �¡æ¢¦¬�� �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¡�  ©«� ©¬¤â®� � �§�¢���ç©�«� «¦
�§¦«â¢�©£� £� �§'�¬��å�ª ¬§¦¢¦� ©£¦çª

1)
∮

C
(y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz æ§¦¬ C �å¤�  ¦ ¡ç¡¢¦ª x2 +y2 +z2 =

α2, x + y + z = 0. �§á¤«�©�: 0
2)

∮
C

xdx + (x + y)dy + (x + y + z)dz æ§¦¬ C �å¤�  � ¡�£§ç¢� x = α �£ t,
y = α ©¬¤ t, z = α(�£ t + ©¬¤ t), 0 ≤ t ≤ 2π. �§á¤«�©�: −πα2

3)
∮

C
(x2 +z)dx+(y2 +x)dy +(z2 +y)dz æ§¦¬ C �å¤�  � «¦£ã «�ª ©­�å¨�ª

x2+y2+z2 = 1 ¡�  «¦¬ ¡é¤¦¬ z =
√

x2 + y2. � C â®�  §¨¦©�¤�«¦¢ ©£æ
�¤«å��«¦ «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ à¨¦¢¦�å¦¬. �§á¤«�©�: π/2

��©¡�©� 4.14 �§�¢���ç©�«� «¦ ��é¨�£� �«æ¦¬¡ª � � «� �¡æ¢¦¬�� � �-
¤¬©£�« ¡á §��å�

1) ~F = (2x − y)~i − yz2~j − y2z~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦ §á¤à £ ©æ «�ª ©­�å¨�ª
x2 + y2 + z2 = 1 ¡�  C �å¤�  «¦ ©ç¤¦¨æ «�ª. �§á¤«�©�: π

2) ~F = (2y + z)~i + (x− z)~j + (y − x)~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦ «¨å�à¤¦ ��� §¦¬
©®�£�«å��«�  �§æ «¦ �§å§��¦ x+y+z = 1 ¡�  «� ©¬¤«�«��£â¤� �§å§���.

��©¡�©� 4.15 �§¦¢¦�å©�«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∫∫

S
(∇× ~F ) ·~ndS

� � ~F = (y− z + 2)~i + (yz + 4)~j − xz~k æ§¦¬ S �å¤�  � §�¨á§¢�¬¨� �§ ­á¤� �
«¦¬ ¡ç�¦¬ ¦ ¦§¦å¦ª ¦¨å��«�  �§æ « ª x = y = z = 0, x = y = z = 2 §á¤à
�§æ «¦ XY−�§å§��¦. �§á¤«�©�: −4
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��©¡�©� 4.16 �§¦��å¥�«� æ« 
∮

C
~r×d~r =

∫∫
S

d~S æ§¦¬ S �å¤�  £å� �§ ­á¤� �
� ¦§¦å� §�¨ ¡¢�å�  â¤� ¡ç¡¢¦ C.

��©¡�©� 4.17 �� ®¨ã©� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �«æ¦¬¡ª ¬§¦¢¦�å©«� «¦ �§ ¡�-
£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∮
C

(1 + y)zdx + (1 + z)xdy + (1 + x)ydz � � «¦¤ ¡��â¤�
�§æ «¦¬ª §�¨�¡á«à ¦¨ ©£¦çª «�ª ¡�£§ç¢�ª C.

�) � ¡ç¡¢¦ª x = ©¬¤ θ, y = �£ θ, z = 1 ©«¦¤ ¦§¦å¦ â®�  ¦¨ ©«�å ©�¤ ��« ¡ã
­¦¨á � � �ç�¬¤©� �ç¥�©�ª «¦¬ θ.

�) �¦ «¨å�à¤¦ £� ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� P1(1, 0, 0), P2(0, 1, 0) ¡�  P3(0, 0, 1)
��à¨é¤«�ª ©�¤ ��« ¡ã ­¦¨á � ��¨�­ãª �§æ «¦ P1 ©«¦ P2.

�) �å� ¦§¦ ��ã§¦«� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� ©«¦ �§å§��¦ x− 2y + z = 1.
�§á¤«�©�: �) π, �) 3/2, �) 0

��©¡�©� 4.18 �§¦¢¦�å©«� «� §�¨�¡á«à �§ ­�¤� ¡á ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �¤
�å¤�  �¬¤�«æ¤ £� «� �¦ã�� � «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �«æ¦¬¡ª

1)
∫∫

S
~n · ∇ × ~GdS æ§¦¬ ~G = y~i §á¤à ©«¦ «£ã£� «�ª £¦¤�� �å�ª ©­�å¨�ª

x2 + y2 + z2 = 1 «¦ ¦§¦å¦ �¨å©¡�«�  §á¤à �§æ «¦ XY−�§å§��¦.
�§á¤«�©�: −π

2)
∫∫

S
Curl ~F ·~ndS æ§¦¬ ~F (x, y, z) = xz2~i+x3~j + ©¬¤ xz~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦

£â¨¦ª «¦¬ �¢¢� ¯¦� �¦çª x2 + y2 + 3z2 = 1, §¦¬ �¨å©¡�«�  ¡á«à �§æ «¦
XY−�§å§��¦ ¡�  «¦ � á¤¬©£� ~n ¡�«�¬�ç¤�«�  §¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ £â¨¦ª
«¦¬ �¢¢� ¯¦� �¦çª. �§á¤«�©�: −3π/4

3)
∫∫

S
Curl ~F · ~ndS æ§¦¬ ~F (x, y, z) = x~i + (x2 + y2 + z2)~j + z(y4 − 1)~k

æ§¦¬ S �§¦«�¢�å«�  �§æ « ª «â©©�¨ ª §¢�¬¨âª «�ª §¬¨�£å��ª £� ¡¦¨¬­ã
«¦ ©�£�å¦ (0, 0, 6) ¡�  � �á©� «�ª �å¤�  «�«¨á�à¤¦ ©«¦ ��−�§å§��¦ £�
¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� (−1,−1), (1,−1), (1, 1) ¡�  (−1, 1). �¦ � á¤¬©£� ~n
¡�«�¬�ç¤�«�  §¨¦ª «� §á¤à. �§á¤«�©�: 0

��©¡�©� 4.19 �� �§'�¬��å�ª ¬§¦¢¦� ©£æ ��å¥�«� æ« 
∫

C
(zdx + xdy +

ydz) = π
√

3 æ§¦¬ C �å¤�  ¦ ¡ç¡¢¦ª x + y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1. ��
�¨�å«� «¦ å� ¦ �§¦«â¢�©£� ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª «¦ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª.

��©¡�©� 4.20 �§¦��å¥�«� æ«  �á¤
∮

C
~F × d~r = 0 «æ«� � á¤¬©£� ~F §¨â§� 

¤� �å¤�  ©«���¨æ .

��©¡�©� 4.21 �§¦¢¦�å©«� «�¤ « £ã «¦¬ �§ ­�¤� �¡¦ç ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª∫
o
∫

S
~F · ~ndS � � « ª �¡æ¢¦¬��ª §�¨ §«é©� ª

1) ~F (x, y, z) =
(
x2 + y2 + z2) (x~i + y~j + z~k) æ§¦¬ S �å¤�  � ©­� ¨ ¡ã �§ -
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­á¤� � x2 + y2 + z2 = 1. �§á¤«�©�: 4π

2) ~F (x, y, z) = 4xz~i − y2~j + 2xz~k æ§¦¬ S �å¤�  � �§ ­á¤� � «¦¬ ¡ç�¦¬,
§¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª x = y = z = 0, x = y = z = 1.
�§á¤«�©�: 2

3) ~F (x, y, z) = x~i + y~j + z~k æ§¦¬ S �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ �£ ©­�å¨ ¦ z =√
1− x2 − y2 ¡�  «¦¤ �å©¡¦ §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «¦¤ ¡ç¡¢¦ x2 + y2 = 1

§á¤à ©«¦ �� �§å§��¦. �§á¤«�©�: 2π

��©¡�©� 4.22 �� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª � � «� �¡æ¢¦¬��
� �¤¬©£�« ¡á §��å�

1) ~f(x, y, z) =
(
x2, y2, z2) � � «¦¤ ¡ç�¦ 0 ≤ x, y, z ≤ 1. �§á¤«�©�: 3

2) ~f(x, y, z) =
(
x2 + y2 + z2) (x~i + y~j) � � «�¤ ©­�å¨� x2 + y2 + z2 = 9.

�§á¤«�©�: 648π

3) ~f(x, y, z) = 2x2y~i− y2~j + 4xz2~k � � «�¤ ©«�¨�á §�¨ ¦®ã §¦¬ �¨å©¡�«� 
©«¦ §¨é«¦ «�«�¨«�£æ¨ ¦ ¡�  ¦¨å��«�  �§æ «¦ �§å§��¦ z = 2 ¡�  «¦¤
¡ç¢ ¤�¨¦ x2 + y2 = 9. �§á¤«�©�: −72

4) ~f(x, y, z) = x2~i + y2~j + z2~k � � «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª ©«�¨�áª §�¨ ¦®ãª �¤«æª
«¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 + y2 = 4 ¡�  £�«�¥ç «à¤ �§ §â�à¤ z = 0 ¡�  z = 2.
�§á¤«�©�: 0

��©¡�©� 4.23 �§¦¢¦�å©�«� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª
«¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª,

∫∫∫
D

div ~F (x, y, z)dV , ~F (x, y, z) = x3y2z2~i −
x4yz2~j æ«�¤ D �å¤�  � ©­�å¨� x2 + y2 + z2 ≤ 1.

��©¡�©� 4.24 �� �¨���å «¦
∫∫∫

div ~fdV � � «¦ � á¤¬©£� ~f = (x,−y, 2z)
©«�¤ ©­�å¨� x2 + y2 + (z − 1)2 = 1.

��©¡�©� 4.25 �¨�© £¦§¦ �å©«� «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª � � ¤� ¬§¦¢¦-
�å©«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫
o
∫

S
~F · ~ndS � � « ª �¡æ¢¦¬��ª §�¨ §«é©� ª

1) ~F (x, y, z) = x2~i + xy~j − 2xz~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦ «�«¨á��¨¦ £� ¡¦¨¬­âª
«� ©�£�å� (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ¡�  «¦ � á¤¬©£� ~n �å¤�  �
¡á��«¦ª ©«�¤ S � ¦§¦å� ¡�«�¬�ç¤�«�  §¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ «�ª �§ ­á¤� �ª.
�§á¤«�©�: 1/24

2) ~F (x, y, z) = x2~i + xy~j − 2xz~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª ©«�¨�áª
§�¨ ¦®ãª � ¦§¦å� �å¤�  «¦ §¨é«¦ æ��¦¦ �©à«�¨ ¡á «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 +
y2 = 1 ¡�  £�«�¥ç «à¤ �§ §â�à¤ z = 0 ¡�  z = 1. �§á¤«�©�: 1/3
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3) ~F (x, y, z) = y(x2 + y2)3/2~i− x(x2 + y2)3/2~j + (z + 1)~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦
©ç¤¦¨¦ «�ª ©«�¨�áª §�¨ ¦®ãª §¦¬ ¦¨å��«�  �§á¤à �§æ «¦ �§å§��¦ z = 2x
¡�  ¡á«à �§æ «¦ §�¨��¦¢¦� �âª z = x2 + y2. �§á¤«�©�: π/2

4) ~F (x, y, z) = x2~i+y~j−2z2~k æ§¦¬ S �å¤�  «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª ©«�¨�áª §�¨ ¦®ãª
§¦¬ ¦¨å��«�  §á¤à �§æ «¦ �§å§��¦ �� ¡á«à �§æ «¦ z = x ¡�  §¢�¬¨ ¡á
�§æ «¦ §�¨��¦¢ ¡æ ­ç¢¢¦ y2 = 2− x. �§á¤«�©�: 32

√
2/15

��©¡�©� 4.26 �� �§¦�� ®«�å æ«  div ~A = ¦¨V→0
1
V

∫
o
∫

S
~A · ~ndS. æ§¦¬ ¦

æ�¡¦ª V §�¨ ¡¢�å�«�  �§æ «�¤ ¡¢� ©«ã �§ ­á¤� � S. �¦ � á¤¬©£� d~S = ~ndS
�å¤�  «¦ ¡á��«¦ � á¤¬©£� ©«�¤ �§ ­á¤� � ¡�  â®�  � �ç�¬¤©� §¨¦ª «� â¥à.

��©¡�©� 4.27 �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦
∫∫∫

xyz dxdydz ©«¦ «�«¨á��¨¦ £� ©ç¤¦¨¦
«� ©¬¤«�«��£â¤� �§å§��� ¡�  «¦ �§å§��¦ x/a + y/b + z/c = 1, a, b, c > 0. ��
¬§¦¢¦� ©«�å «¦ å� ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©«¦ �¢¢� ¯¦� �âª x2/a2 +y2/b2 +z2/c2 ≤ 1.

��©¡�©� 4.28 �� �¨���å ¦ æ�¡¦ª «¦¬ ¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 + y2 = ay §¦¬
§�¨ ¡¢�å�«�  �§æ «�¤ ©­�å¨� x2 + y2 + z2 = a2.

�� �¨���å ¦ æ�¡¦ª «¦¬ ©«�¨�¦ç §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«�  �§æ «¦¤ ¡ç¢ ¤�¨¦ x2 +
y2 − 2ax = 0, «¦ §�¨��¦¢¦� �âª x2 + y2 − az = 0 ¡�  «¦ �§å§��¦ z = 0.

�¤� �§å§��¦ �§¦¡æ§«�  �§æ £ � ©­�å¨� �¡«å¤�ª r â¤� ©«�¨�æ ç¯¦¬ª h.
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ æ�¡¦ª «¦¬ �å¤�  πh2(3r − h)/3.

��©¡�©� 4.29 �� �¨���å â¤� � á¤¬©£� ~f = g(r)~r «â«¦ ¦ é©«� div ~f = rµ

µ 6= −3. �� �§¦�� ®«�å æ« 
∫∫∫

rµdV = 1
µ+3

∫
o
∫

rµ~r · d~S.

��©¡�©� 4.30 �� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ µ 6= −1 «æ«�  ©®ç�  � ©®â©�∫∫∫
rµ−1~rdV = 1

µ+1

∫
o
∫

rµ+1~ndS.

��©¡�©� 4.31 �¤ ¦  ���£à«âª ©¬¤�¨«ã©� ª ­ ¡�  ¯ â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª §�-
¨��é�¦¬ª §¨é«�ª ¡�  ��ç«�¨�ª «á¥�ª, ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª «�¬-
«æ«�«�ª «¦¬ �¡¨ã¤.

∫∫∫
~∇­ · ~∇¯dV +

∫∫∫
­~∇2¯dV =

∫
o
∫

­(d¯/dn)dS ¡� ∫∫∫
(­~∇2¯− ¯~∇2­)dV =

∫
o
∫

(­(d¯/dn)− ¯(d­/dn))dS. (�§æ�� ¥�: �­�¨£æ-
©«� «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª � � «¦ � á¤¬©£� ~f = ­~∇¯).

��©¡�©� 4.32 � â¤«�©� «¦¬ �¢�¡«¨ ¡¦ç §��å¦¬ �¤æª ­¦¨«å¦¬ q §¦¬ �¨å-
©¡�«�  ©«�¤ �¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤ �å¤�  ~E = q~r/r3. �§¦��å¥«� æ«  ~∇ · ~E = 0.
�§¦¢¦�å©«� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � «¦¬ ~E (¨¦ã «�ª �¢�¡«¨ ¡ã â¤«�-
©�ª) ©� £ á ¡¢� ©«ã �§ ­á¤� � S �) §¦¬ §�¨ â®�  «¦ ­¦¨«å¦ q ¡�  �) §¦¬ ��¤
§�¨ â®�  «¦ ­¦¨«å¦ q. �§á¤«�©�: �) � = 4§q , �) � = 0.
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��­á¢� ¦ 5

�� ¨âª Fourier
� � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª: �¤� ©ç¤¦¢¦ V ¦¤¦£á��«�  � �¤¬©£�« ¡æª

ã �¨�££ ¡æª ®é¨¦ª �§å �¤æª ©é£�«¦ª F (= < ã C), æ«�¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤�
¦¨ ©«¦ç¤ �ç¦ §¨á¥� ª ©¬¤�â©�àª, � §¨æ©��©� ¡�  ¦ (�¥à«�¨ ¡æª) §¦¢¢�§¢�-
© �©£æª.

�� � �¤ç©£�«� ­1, ­2, · · · , ­n ¦¤¦£á�¦¤«�  �¨�££ ¡éª �¤�¥á¨«�«�, �¤ �
©®â©�

∑n
i=1 ai­i = 0 ©¬¤�§á��«�  æ«  ai = 0 ∀i = 1, 2, · · · , n. �¤� á§� ¨¦

©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  �¨�££ ¡éª �¤�¥á¨«�«¦, �¤ ¡á�� §�§�¨�©£â¤¦ ¬§¦-
©ç¤¦¢æ «¦¬ �å¤�  �¨�££ ¡éª �¤�¥á¨«�«¦.

�¤� ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ ­1, ­2, · · · �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ ��¤¤�«æ¨à¤, �¤
¡á�� � á¤¬©£� x «¦¬ ®é¨¦¬ £§¦¨�å ¤� �¨�­�å ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª
«à¤ ­i, x =

∑
i ai­i. �¤� ©ç¤¦¢¦ � ¦¤¦£á��«�  �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, �¤ �å¤� 

�¨�££ ¡éª �¤�¥á¨«�«¦ ¡�  ©ç¤¦¢¦ ��¤¤�«æ¨à¤. �¦ §¢ã�¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤
«¦¬ � ¦¤¦£á��«�  � á©«�©� «¦¬ ®é¨¦¬. �¤�ª �¨�££ ¡æª ®é¨¦ª §¦¬ ��¤ â®� 
§�§�¨�©£â¤� � á©«�©�, ¦¤¦£á��«�  �§�å¨à¤ � �©«á©�à¤.

�©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦: �¤�ª £ ��� ¡æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª V ¦¤¦-
£á��«�  ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤�  �­¦� �-
©£â¤¦ª £� £ � �§� ¡æ¤ ©� (, ) : V × V −→ C £� « ª  � æ«�«�ª:

1) (x, ¯) = (¯, x)∗ ∀x , ¯ ∈ V

2) (ax + b¯, ­) = a∗(x, ­) + b∗(¯, ­) ∀x , ¯ ∈ V ∀a , b ∈ F

3) (x, x) ≥ 0 ∀x ∈ V ¡�  (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0

�� �©«�¨å©¡¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦¤ ©¬�¬�ã «¦¬ £ ��� ¡¦ç �¨ �£¦ç.
�¤� ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ ­1, ­2, · · · , ­n ¦¤¦£á��«�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç-

¤¦¢¦, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤:

(­i, ­j) = �ij =
{ 0 � � i 6= j

1 � � i = j
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� � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦-
£â¤¦¬, �å¤�  £ � �á©� §¦¬ §�¨ â®�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡á � �¤ç©£�«�. �� ¡á�� n−
� á©«�«¦ ®é¨¦ £§¦¨¦ç£� §á¤«� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�
£� «�¤ £â�¦�¦ Gram - Schmidt.

��¨á�� �£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ F æ¢à¤ «à¤ ­¨��£â¤à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ f(x)
§¦¬ �å¤�  ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª ©� â¤� � á©«�£� a ≤ x ≤ b ¢â£� æ«  �§¦«�¢¦ç¤
â¤� ©¬¤�¨«�© �¡æ ®é¨¦. �¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¡�  � ©«á�£� ¦¨å�¦¤«� 
�¤« ©«¦å®àª �§æ « ª ©®â©� ª

(f(x), g(x)) =
∫ b

a

f∗(x)g(x)dx ‖f‖2 =
∫ b

a

|f(x)|2dx < ∞

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ £ �ª £�«��¢�«ãª t, � � « ª ¦§¦å�ª «¦ ¦¢¦-
¡¢ã¨à£� ¡�«á Lebesgue

∫
< |¯(t)|2dt ¬§á¨®�  ¡�  �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ �å¤� 

â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª £� á§� ¨� � á©«�©�. � ®é¨¦ª �¬«æª ©¬£�¦¢å��«� 
£� L2(<) ¡�  �¤�­â¨�«�  ©¬¤ã�àª ©�¤ ¦ ®é¨¦ª «à¤ «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é-
© £à¤ ¡�«á Lebesgue ©¬¤�¨«ã©�à¤. �  ©¬¤�¨«�© �¡¦å ®é¨¦  ¦¨å�¦¤«�  ¡� 
� � ©¬¤�¨«ã©� ª §�¨ ©©æ«�¨à¤ £�«��¢�«é¤.

�� ¨âª �¦¬¨ â: �� â¤� §�§�¨�©£â¤¦ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ £� �©à«�¨ ¡æ
� ¤æ£�¤¦, â¤� � á¤¬©£� f �¤�¢ç�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ ¦¨�¦-
¡�¤¦¤ ¡é¤ � �¤¬©£á«à¤ ­1, ­2, · · · , ­n, «�ª �á©�àª.

f =
n∑

j=1

ai­i æ§¦¬ aj = (­j , f)

�  ©¬¤«�¢�©«âª aj ¦¤¦£á�¦¤«�  ©¬¤«�¢�©«âª Fourier.
� � ¤� �¨á¯¦¬£� « ª ©®â©� ª �¬«âª � � ®é¨¦¬ª á§� ¨à¤ � �©«á©�à¤ �å¤� 

­�¤�¨æ æ«  ®¨� ��æ£�©«� ¡á§¦ � ¡¨ «ã¨ � ©¬�¡¢å©�àª.
� � «¦¤ ©¬¤�¨«�© �¡æ ®é¨¦ L2([a, b]) §¦¬ �å¤�  �§�å¨à¤ � �©«á©�à¤

 ©®ç� 

f(x) =
∞∑

j=1

cj­j(x) =⇒ cj = (­j , f) =
∫ b

a

f(x)­∗j (x)dx

£æ¤¦ æ«�¤ «¦ §�¨�§á¤à á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«� ©¬¤á¨-
«�©� f(x) ©«¦ � á©«�£� [a, b]. �¤«å©«¨¦­� «¦ á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� ©¬�¡¢å¤� 
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©«�¤ ©¬¤á¨«�©� f(x) £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ©«á�£�ª «¦¬ ®é¨¦¬ ��¢��ã  ©®ç� 

¦¨
k→∞

‖f −
k∑

j=1

cj­j‖ = 0

��¨á�� �£�: � � «¦ ®é¨¦ L2[−π, π] «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ §¨��-
£�« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

­0 =
1√
2π

, ­n =
1√
π

©¬¤ nx, ¯n =
1√
π

�£ nx, n = 1, 2, · · ·

�å¤�  £å� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬. �á�� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®é¨¦¬ �å¤� 
â¤� á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ «�ª £¦¨­ãª:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=0

an ©¬¤ nx +
∞∑

n=1

bn �£ nx

�  ©¬¤«�¢�©«âª Fourier an ¡�  bn �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª:

an =
1
π

∫ π

−π

f(x) ©¬¤ nxdx bn =
1
π

∫ π

−π

f(x) �£ nxdx

�«¦ ®é¨¦ �¬«æ  ©®ç�  � �¡æ¢¦¬�� «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval

a2
0

2
+

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) =
1
π

∫ π

−π

|f(x)|2dx

¡�  «¦ ��é¨�£� «¦¬ Riemann

¦¨
n→∞

∫ ∞

−∞
f(x) ©¬¤ nx = ¦¨

n→∞

∫ ∞

−∞
f(x) �£ nx = 0

� � «¦¤ å� ¦ ®é¨¦, «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ £ ��� ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤
­k(x) = 1√

2π
eikx �å¤�  �§å©�ª £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬. �á��

©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®é¨¦¬ �å¤�  â¤� á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� «�ª £¦¨­ãª:

f(x) =
∞∑

k=−∞
ckeikx ck =

1
π

∫ π

−π

f(x)­∗k(x)dx =
1
π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx
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��¨á�� �£�: �å� ©¬¤á¨«�©� ¦¨ ©£â¤� ©«¦ � á©«�£� [−L,L] £§¦¨�å
�§å©�ª ¤� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier. �«¦¤ ®é¨¦ L2[−L, L] � ©� ¨á Fourier
£ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª f(x) �å¤� :

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=0

an ©¬¤
nπx

L
+

∞∑
n=1

bn �£
nπx

L

�  ©¬¤«�¢�©«âª Fourier an ¡�  bn �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª:

an =
1
 L

∫ L

−L

f(x) ©¬¤
nπx

L
dx bn =

1
 L

∫ L

−L

f(x) �£
nπx

L
dx

� � ©� ¨á Fourier ©¬�¡¢å¤�  §á¤«� £� «�¤ â¤¤¦ � «¦¬ norm «¦¬ ®é¨¦¬.
�«¦ �¨é«�£� � � «�¤ ©�£� �¡ã ©ç�¡¢ ©� «�ª ©� ¨áª Fourier ¡�  £á¢ ©«� ©«�
©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «�¤ �§á¤«�©� �å¤�  «¦ §�¨�¡á«à ��é¨�£�.

��é¨�£�: (Dirichlet). �§¦�â«¦¬£� æ« :
�) � f(x) ¦¨å��«�  ©«¦ � á©«�£� −L ≤ x ≤ L, �¡«æª å©àª �§æ §�§�¨�-

©£â¤¦ §¢ã�¦ª ©�£�åà¤. �¡«æª «¦¬ � �©«ã£�«¦ª �¬«¦ç ¦¨å��«�  â«©  é©«� ¤�
�å¤�  §�¨ ¦� ¡ã, §�¨ æ�¦¬ 2L ��¢��ã f(x) = f(x + 2L).

�) �  ©¬¤�¨«ã©� ª f(x) ¡�  f ′(x) �å¤�  ¡�«á «£ã£�«� ©¬¤�®�åª. ��¢��ã
«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç £§¦¨�å ¤� � � ¨���å ©� §�§�¨�©£â¤¦ �¨ �£æ ¬§¦� �©«�£á«à¤
æ§¦¬ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª f(x) ¡�  f ′(x) �å¤�  ©¬¤�®�åª, �¤é ©«� á¡¨� «�å¤¦¬¤ ©�
§�§�¨�©£â¤� æ¨ �.

�æ«� � ©� ¨á Fourier ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ « £ã f(x), �¤ «¦ ©�£�å¦ x �å¤� 
©�£�å¦ ©¬¤�®�å�ª ¡�  ©«�¤ « £ã:

f(x+) + f(x−)
2

�¤ «¦ ©�£�å¦ x �å¤�  ©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª, æ§¦¬

f(x+) = ¦¨
�→0

f(x + �) f(x−) = ¦¨
�→0

f(x− �)

�  ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �å¤�   ¡�¤âª �¢¢á æ®  �¤��¡�å�ª. �å¤�  ��¢��ã
�¬¤�«æ¤ ¤� £�¤  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  �¢¢á æ£àª � ©� ¨á ¤� ©¬�¡¢å¤� .

74



�¬£â¤�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 5.1
�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � §�¨ ««ã ©¬¤á¨«�©�

f(x) =

{−h
2 −π < x < 0
h
2 0 < x < π

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  §�¨ ««ã ¡�  �¤« ©«¦ ®�å ©� £ � ©� ¨á �£ «æ-
¤à¤.

bn =
2
π

∫ π

0

h

2
�£ nxdx =

[
h

2
2

nπ
©¬¤ nx

]π

0
=

h

2
2

nπ
(1− ©¬¤ nπ)

bn =

{
2h
nπ � � n §�¨ ««æ

0 � � n á¨« ¦
¦§æ«� ©«¦ � á©«�£� −π < x < π � ©� ¨á Fourier �å¤� 

f(x) =
2h

π

∞∑

k=1

�£ (2k + 1)x
2k + 1

=
2h

π

(
�£ x

1
+

�£ 3x

3
+

�£ 5x

5
+ · · · · · ·

)

��©¡�©� 5.2
�� �¨���å � ©� ¨á Fourier «�ª §�¨ ««ãª ©¬¤�¨«ã©�àª:

f(x) = x − π < x < π

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� f(x) ¦¨å��«�  ∀x ∈ [−π, π] ¡�  �§�¡«�å¤�«�  §�-
¨ ¦� ¡á ¦¨å�¦¤«�ª f(x) = f(x + 2π). �§å©�ª ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª f(x) ¡�  f ′(x)
�å¤�  ©¬¤�®�åª. �¨� � ©� ¨á Fourier

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an ©¬¤

nπx

2
+ bn �£

nπx

2

)
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©¬�¡¢å¤� . � � «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª �¤�§«ç¥�àª �¨å©¡¦¬£� an = 0 ¡� 

bn =
2
π

∫ π

0
x �£ nxdx =

2
π

(
−

[x ©¬¤ nx

n

]π

0
− 1

n

∫ π

0
©¬¤ nxdx

)

=
2
π

(
−π

n
©¬¤ nπ −

[
1
n2 �£ nx

]π

0

)
=

2
n

(−1)n+1

¦§æ«� ©«¦ � á©«�£� −π < x < π â®¦¬£�

x

2
=

∞∑
n=1

1
n

(−1)n+1 �£ nx = �£ x− 1
2
sin2x +

1
3

�£ 3x− · · ·

��©¡�©� 5.3
�� �¨���å � ©� ¨á Fourier «�ª á¨« �ª ©¬¤�¨«ã©�àª:

f(x) = |x| − π < x < π

�� �­�¨£æ©�«� «�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval � � ¤� ¬§¦¢¦�å©�«� «¦ á�¨¦ ©£�
«�ª ©� ¨áª

S =
∞∑

n=1

1
n4

�ç©�: �§¦¢¦�å�¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª �¤�§«ç¥�àª. �¨å©¡¦¬£� bn =
0 ¡� 

a0 =
2
π

∫ π

0
xdx =

2
π

[
x2

2

]π

0
= π

an =
2
π

∫ π

0
x ©¬¤ nxdx =

2
π

(
−

[x �£ nx

n

]π

0
− 1

n

∫ π

0
�£ nxdx

)

=
2
π

[
1
n2 ©¬¤ nx

]π

0
=

2
n2π

(©¬¤ nπ − 1) =
2

n2π
((−1)n − 1)

an =

{
− 4

n2π n §�¨ ««æ,

0 n á¨« ¦.

76



�§¦£â¤àª, ©«¦ � á©«�£� −π < x < π â®¦¬£�,

|x| =
π

2
−

∞∑

k=0

4 ©¬¤ (2k + 1)x
π(2k + 1)2 =

π

2
− 4

π

(
©¬¤ x +

©¬¤ 3x

32 +
©¬¤ 5x

52 + · · ·
)

��¨�«ã¨�©�: �­�¨£æ�¦¬£� «�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval ©«�¤ ©� ¨á
�¬«ã.

1
π

∫ π

−π

(|x|)2
dx =

1
π

∫ π

−π

x2dx =
2π2

3
=

a2
0

2
+

∞∑
n=1

a2
n =

π2

2
+

∞∑

k=0

16
(2k + 1)4π2

�§¦£â¤àª â®¦¬£�
∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 =

π4

96

�¢¢� æ£àª â®¦¬£�

S =
∞∑

n=1

1
n4 =

∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 +

∞∑

k=1

1
(2k)4 =

∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 +

1
16

S =⇒

S =
16
15

∞∑

k=0

1
(2k + 1)4 =

16
15

π4

96
=

π4

90

��©¡�©� 5.4
�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©�

f(x) = x2 − π ≤ x ≤ π

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  á¨« � ¡�  �§¦£â¤àª ¦  ©¬¤«�¢�©«âª bn = 0.
�¨å©¡¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª an.

a0 =
2
π

∫ π

0
f(x)dx =

2
π

∫ π

0
x2dx =

2
π

[
x3

3

]π

0
=

2π2

3

an =
2
π

∫ π

0
f(x) ©¬¤ nxdx =

2
π

∫ π

0
x2 ©¬¤ nxdx =

77



=
2
π

[
1
n

x2 �£ nx +
2
n2 x ©¬¤ nx− 2

n3 �£ nx

]π

0
=

4
πn2 π ©¬¤ nπ =

4
n2 (−1)n

�¨� � ©� ¨á Fourier «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª �¬«ãª �å¤� 

x2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2 ©¬¤ nx

� � x = π � ©� ¨á Fourier �å¤� 

π2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2 ©¬¤ nπ =⇒
∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6

� ©� ¨á ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� � � ¡á�� x ∈ (−π, π). �¨á�£�«  â®¦¬£�
∣∣∣∣
4(−1)n

n2 ©¬¤ nx

∣∣∣∣ ≤
4
n2 = Mn

�§� �ã � ©� ¨á

S =
π2

3
+

∞∑
n=1

Mn

©¬�¡¢å¤� , �§æ «¦ ��é¨�£� «¦¬ Weierstrass, â§�«�  æ«  � ©� ¨á Fourier ©¬-
�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­�.

�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� £ � ©� ¨á Fourier §¨¦©«å��«�  â¤�ª �¡æ£� §�¨á�¦-
¤«�ª n ©«¦¤ §�¨�¤¦£�©«ã ¡á�� æ¨¦¬ «�ª ©� ¨áª. �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  � ©� ¨á
§¦¬ �� §¨¦¡ç¯�  ©¬�¡¢å¤�  �¡æ£� �¨��¦¨æ«�¨� �§æ «�¤ �¨® ¡ã ©� ¨á. �§¦-
¨¦ç£� �§¦£â¤àª ¤� ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� §á¤«� £ � ©� ¨á Fourier æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦
¡�  £á¢ ©«�, � §¨¦¡ç§«¦¬©� ©� ¨á ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
«�ª �¨® ¡ãª ©¬¤�¨«ã©�àª.

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©� ¨á «�ª �©¡ã©�àª ¡�  â®¦¬£�

∫ x

−π

x2dx =
∫ x

−π

π2

3
dx +

∞∑
n=1

∫ x

−π

4(−1)n

n2 ©¬¤ nxdx =⇒

[
x3

3

]x

−π

=
[
π2

3
x

]x

−π

+
∞∑

n=1

[
4(−1)n

n3 �£ nx

]x

−π

=⇒
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x3

3
+

π3

3
=

π2

3
x +

π3

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n3 �£ nx =⇒

1
12

x
(
x2 − π

)
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n3 �£ nx

�� �­�¨£æ©¦¬£� «é¨� ©«�¤ ©� ¨á �¬«ã «¦ ��é¨�£� «¦¬ Parseval. �®¦¬£�

1
π

∫ π

−π

[
x

(
x2 − π2)]2

dx =
1
π

∫ π

−π

[
x2 (

x4 − 2x2π2 + π4)] dx =

1
π

[
x7

7
− 2x5

5
π2 +

x3

3
π4

]π

−π

= 2π6
(

1
7
− 2

5
+

1
3

)
=

8π6

105
=⇒

∞∑
n=1

1
n2 =

π6

945

�«�¤ §�¨��à�å�¦¬£� £ � ©� ¨á æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ §¨¦©«å��«�  â¤� n ©«¦¤
�¨ �£�«ã ¡�  �å¤�  �¬¤�«æ¤ � §¨¦¡ç§«¦¬©� ©� ¨á ¤� £�¤ ©¬�¡¢å¤� . �¨â§�  ¤�
�å£�©«� §¦¢ç §¨¦©�¡« ¡¦å æ«�¤ §�¨��à�å�¦¬£� £ � ©� ¨á Fourier æ¨¦ §¨¦ª
æ¨¦. � � ¤� §�¨��à�å©¦¬£� £ � ©� ¨á Fourier £§¦¨¦ç£� ¤� ®¨�© £¦§¦ ã-
©¦¬£� «¦ ��¤ ¡æ ��é¨�£� §¦¬  ©®ç�  � � ¡á�� ©� ¨á. �£àª «¦ ��é¨�£� �¬«æ
§�¨ â®�  �¤��¡�å�ª ©¬¤�ã¡�ª §¦¬ ��¤ �å¤�  �§�¨�å«�«�ª � � «�¤ §�¨��é� ©�
«à¤ ©� ¨é¤ Fourier.

��¨��à�å�¦¬£� «�¤ ©� ¨á fourier «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª x2 æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ ¡� 
â®¦¬£�

2x =
∞∑

n=1

4(−1)n

n2 (−n �£ nx) =⇒ x

2
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
�£ nx

�¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�  ã�� �¤à©«æ �§æ §¨¦��¦ç£�¤� á©¡�©�. �å� �¡æ£�
§�¨��é� ©� «�ª ©� ¨áª �¬«ãª æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ �å¤� 

1
2

=
∞∑

n=1

(−1)n+1 ©¬¤ nx

� ¦§¦å� §¨¦­�¤éª ��¤ ©¬�¡¢å¤�  �­æ©¦¤ ¦ «�¢�¬«�å¦ª æ¨¦ª «�ª ��¤ £���¤å-
��«� .
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��©¡�©� 5.5
�� �§¦�� ®«�å æ«  � � −π < x < π � ©� ¨á Fourier «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

x ©¬¤ x ¡�  x �£ x �å¤� 

x ©¬¤ x = −1
2

�£ x + 2
∞∑

n=2

(−1)nn

(n− 1)(n + 1)
�£ nx

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x− 2
∞∑

n=2

(−1)n

(n− 1)(n + 1)
©¬¤ nx

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� f(x) = x �£ x �å¤�  á¨« � � æ« 

f(−x) = (−x) �£ (−x) = x �£ x = f(x)

�¨� bn = 0 ¡�  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª an �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

an =
2
π

∫ π

0
f(x) ©¬¤ nxdx =

2
π

∫ π

0
x �£ x ©¬¤ nxdx

� � n = 0 «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

a0 =
2
π

∫ π

0
x �£ xdx =

2
π

[−x ©¬¤ x + �£ x]π0 = − 2
π

π ©¬¤ π = 2

� � n = 1 «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

a1 =
2
π

∫ π

0
x �£ x ©¬¤ xdx =

1
π

∫ π

0
x �£ 2xdx =

=
1
π

[
−1

2
x ©¬¤ 2x +

1
22 �£ 2x

]π

0
= − 1

π

1
2
π ©¬¤ 2π = −1

2

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� æ«�¤ n 6= 1.

an =
2
π

∫ π

0
x �£ x ©¬¤ nxdx =
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1
π

∫ π

0
x �£ (n + 1)xdx +

1
π

∫ π

0
x �£ (n− 1)xdx =

1
π

[
− 1

n + 1
x ©¬¤ (n + 1)x +

1
(n + 1)2 �£ (n + 1)x

]π

0
+

1
π

[
1

n− 1
x ©¬¤ (n− 1)x− 1

(n− 1)2 �£ (n− 1)x
]π

0
=

− 1
n + 1

©¬¤ (n + 1)π +
1

n− 1
©¬¤ (n− 1)π = − (−1)n+1

n + 1
+

(−1)n−1

n− 1
=

= (−1)n+1
[
− 1

n + 1
+

1
n− 1

]
=

2(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
=

2(−1)n+1

n2 − 1

�§¦£â¤àª «¦ �¤á§«¬�£� ©� ©� ¨á Fourier �å¤� 

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x +
∞∑

n=2

2(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx

� ©� ¨á �¬«ã ¢æ�à «¦¬ �−¡¨ «�¨å¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� � æ« 
∣∣∣∣

2(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx

∣∣∣∣ <
1
n2 = Mn

¡�  � ©� ¨á
∑∞

n=2 Mn ©¬�¡¢å¤� .
��¨��à�å�¦¬£� «�¤ ©� ¨á ¡�  �¨å©¡¦¬£�

x ©¬¤ x + �£ x =
1
2

�£ x +
∞∑

n=2

2n(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
�£ nx =⇒

x ©¬¤ x = −1
2

�£ x +
∞∑

n=2

2n(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
�£ nx

��©¡�©� 5.6
�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

2 −2 ≤ x ≤ 0
x 0 < x ≤ 2
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©«¦ � á©«�£� −2 ≤ x ≤ 2.
�ç©�: �¨å©¡¦¬£�

a0 =
1
2

∫ 2

−2
f(x)dx =

1
2

(∫ 0

−2
2dx +

1
2

∫ 2

0
xdx

)
=

=
1
2

(
[2x]0−2 +

[
x2

2

]2

0

)
=

1
2

(4 + 2) = 3

an =
1
2

∫ 2

−2
f(x) ©¬¤

nπx

2
dx =

1
2

∫ 0

−2
2 ©¬¤

nπx

2
dx +

1
2

∫ 2

0
x ©¬¤

nπx

2
dx =

[
2

nπ
�£

nπx

2

]0

−2
+

[
1

nπ
x �£

nπx

2
+

2
n2π2 ©¬¤

nπx

2

]2

0
=

2 ((−1)n − 1)
n2π2

an =

{
0 �¤ n=2k á¨« ¦

− 4
(2k+1)2π2 �¤ n=2k+1 §�¨ ««æ

bn =
1
2

∫ 2

−2
f(x) �£

nπx

2
dx =

1
2

∫ 0

−2
2 �£

nπx

2
dx +

1
2

∫ 2

0
x �£

nπx

2
dx =

[
− 2

nπ
©¬¤

nπx

2

]0

−2
+

[
− 1

nπ
x ©¬¤

nπx

2
+

2
n2π2 �£

nπx

2

]2

0
= − 2

nπ

� � x 6= 0 � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  á¨� � ©� ¨á Fourier ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤
« £ã f(x).

f(x) =
3
2
−

∞∑
n=1

[
1− (−1)n

n2π2 ©¬¤
nπx

2
+

1
nπ

�£
nπx

2

]

�¦ ©�£�å¦ x = 0 �å¤�  ©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª ¡�  � ©� ¨á Fourier ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤
« £ã

1
2

[f(x + 0) + f(x− 0)]x=0 =
1
2

[
¦¨

�→0+
f(�) + ¦¨

�→0+
f(−�)

]
=
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1
2

[
¦¨

�→0+
� + ¦¨

�→0+
2
]

= 1

� � x = 0 � ©� ¨á Fourier �å¤�  «�¤ ©®â©�

1 =
3
2
−

∞∑

k=1

4
(2k + 1)2π2 =⇒ π2

8
=

∞∑

k=1

1
(2k + 1)2

�«¦ å� ¦ �§¦«â¢�©£� ¡�«�¢ã�¦¬£� �¤ �â©¦¬£� x = 2 ©«�¤ ©� ¨á Fourier
æ§¦¬ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  ©¬¤�®ãª.

��©¡�©� 5.7
�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier �£ «æ¤à¤ � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

x 0 ≤ x ≤ π
2

π − x π
2 ≤ x ≤ π

¡�  ¤� �§¦�� ®«�å æ« 
∞∑

k=1

1
(2n + 1)4 =

π4

96

�ç©�: �§�¡«�å¤¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ©«¦ � á©«�£� [−π, 0] â«©  é©«�
� ©¬¤á¨«�©� ¤� �å¤�  §�¨ ««ã

F (x) =
{

f(x) 0 ≤ x ≤ π

−f(x) 0 ≥ x ≥ −π

�¨å©¡¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª �¤�§«ç¥�àª. �®¦¬£� an = 0 ¡� 

bn =
2
π

∫ π

0
f(x) �£ nxdx =

2
π

∫ π
2

0
f(x) �£ nxdx +

2
π

∫ π

π
2

f(x) �£ nxdx =

2
π

∫ π
2

0
x �£ nxdx +

2
π

∫ π

π
2

(π − x) �£ nxdx =
2
π

[
−x

n
©¬¤ nx +

1
n2 �£ nx

]π
2

0

− 2
π

[
−x

n
©¬¤ nx +

1
n2 �£ nx

]π

π
2

− 2
π

[π

n
©¬¤ nx

]π

π
2

=
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2
π

(
− π

2n
©¬¤

nπ

2
+

1
n2 �£

nπ

2

)
− 2

π

(
−π

n
©¬¤ nπ +

π

2n
©¬¤

nπ

2
− 1

n2 �£
nπ

2

)

− 2
n

(
©¬¤ nπ − ©¬¤

nπ

2

)
=

4
πn2 �£

nπ

2
�§¦£â¤àª

a2k =
4

π(2k)2 �£ kπ = 0

¡� 

a2k+1 =
4

π(2k + 1)2 �£
(

(2k + 1)
π

2

)
=

4(−1)k

π(2k + 1)2

¡�  � ©� ¨á Fourier �å¤� 

f(x) =
4
π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2 �£ ((2k + 1)x)

�­�¨£æ�¦¬£� «�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval ©«�¤ ©� ¨á Fourier ¡�  â®¦¬£�

1
π

∫ π

−π

|F (x)| dx =
2
π

∫ π

0
(f(x))2

dx =
2
π

(∫ π
2

0
x2dx +

∫ π

π
2

(π − x)2dx

)
=

=
2
π

[[
x3

3

]π
2

0
−

[
(π − x)3

3

]π

π
2

]
=

2
π

[
π3

24
+

π3

24

]
=

π2

6

¡�  � «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval �¨á­�«� 

π2

6
=

16
π2

∞∑

k=1

1
(2k + 1)4 =⇒ π4

96
=

∞∑

k=1

1
(2k + 1)4

��©¡�©� 5.8
�� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ r−§¨é«à¤ æ¨à¤ «�ª ©� ¨áª Fourier.

�� �­�¨£æ©�«� «¦ �§¦«â¢�©£� ©«�¤ á©¡�©� 1 ¡�  ¤� £�¢�«���å � ©ç�¡¢ ©�
«�ª ©� ¨áª ©«¦ ©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª x = 0 (­� ¤æ£�¤¦ Gibbs).

�ç©�: � æ¨¦ª «�ª ©� ¨áª

an ©¬¤ nx + bn �£ nx n = 1, 2, 3, · · · · · ·
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�¤ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «�ª ©«���¨âª an ¡�  bn, �¨á­�«� 

an ©¬¤ nx+bn �£ nx =
1
π

∫ π

−π

f(t) ©¬¤ ntdt ©¬¤ nx+
1
π

∫ π

−π

f(t) �£ ntdt �£ nx

=
1
π

∫ π

−π

f(t) (©¬¤ nt ©¬¤ nx + �£ nt �£ nx) dt =
1
π

∫ π

−π

f(t) ©¬¤ n(t− x)dt

�  r §¨é«¦  æ¨¦  «�ª ©� ¨áª Fourier �å¤� 

Sr(x) =
1
2
a0 +

r∑
n=1

(an ©¬¤ nx + bn �£ nx) =

=
1
π

∫ π

−π

f(t)

(
1
2

+
r∑

n=1

©¬¤ n(t− x)

)
dt

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ©¬¤�£ «æ¤à¤ £â©� ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�.
�®¦¬£�

r∑
n=1

©¬¤ n(t− x) =
1
2

r∑
n=1

(
ein(t−x) + e−in(t−x)

)

� ©� ¨âª �¬«âª �å¤�  ��à£�«¨ ¡âª §¨æ¦�¦  ¡�  «¦ á�¨¦ ©£� £ �ª ��à£�«¨ ¡ãª
§¨¦æ�¦¬ �å¤�  ∑

=
«à− �
à− 1

æ§¦¬ « ¡�  � �å¤�  ¦ «�¢�¬«�å¦ª ¡�  ¦ §¨é«¦ª æ¨¦ª �¤« ©«¦å®àª «�ª §¨¦æ�¦¬
¡�  à ¦ ¢æ�¦ª «�ª. �¨� â®¦¬£�

r∑
n=1

©¬¤ n(t− x) =
1
2

(
ei(r+1)(t−x) − ei(t−x)

ei(t−x) − 1
+

e−i(r+1)(t−x) − e−i(t−x)

e−i(t−x) − 1

)
=

1
2

(
ei(r+ 1

2 )(t−x) − e
1
2 i(t−x)

e
1
2 i(t−x) − e−

1
2 i(t−x)

+
e−i(r+ 1

2 )(t−x) − e−
1
2 i(t−x)

e−
1
2 i(t−x) − e

1
2 i(t−x)

)
=

�£ (r + 1
2 )(t− x)− �£ 1

2 (t− x)
2 �£ 1

2 (t− x)
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�§¦£â¤àª «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ r §¨é«à¤ æ¨à¤ «�ª ©� ¨áª �å¤� 

Sr(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)
�£ (r + 1

2 )(t− x)
�£ 1

2 (t− x)
dt

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ r §¨é«à¤ æ¨à¤ «�ª ©� ¨áª «�ª
�©¡ã©�àª 1. �§¦ «�¤ á©¡�©� �¬«ã â®¦¬£�

Sr(x) =
h

4π

∫ π

0

�£ (r + 1
2 )(t− x)

�£ 1
2 (t− x)

dt− h

4π

∫ 0

−π

�£ (r + 1
2 )(t− x)

�£ 1
2 (t− x)

dt

h

4π

∫ π

0

�£ (r + 1
2 )(t− x)

�£ 1
2 (t− x)

dt− h

4π

∫ π

0

�£ (r + 1
2 )(t + x)

�£ 1
2 (t + x)

dt

æ§¦¬ â®¦¬£� ¡á¤�  «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ t = −t ©«¦ «�¢�¬«�å¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�.
�á¤¦¬£� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ t − x = s ©«¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  «¦¤
£�«�©®�£�« ©£æ t + x = s ©«¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  â®¦¬£�

Sr(x) =
h

4π

∫ π−x

−x

�£ (r + 1
2 )s

�£ 1
2s

ds− h

4π

∫ π+x

x

�£ (r + 1
2 )s

�£ 1
2s

ds =

h

4π

∫ x

−x

�£ (r + 1
2 )s

�£ 1
2s

ds− h

4π

∫ π+x

π−x

�£ (r + 1
2 )s

�£ 1
2s

ds

�� ��à¨ã©¦¬£� «¦ §�¨�§á¤à £�¨ ¡æ á�¨¦ ©£� ©«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ £���¤æª
æ§¦¬ � ©¬¤á¨«�©� §�¨¦¬© á��  �©¬¤â®� �. � � x → 0 «¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� £���¤å��«�  �¤é «¦ §¨é«¦ §�¨ â®�  «�¤ �©¬¤â®� � ©«¦ ©�£�å¦ x = 0.
�� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ (r + 1

2 ) = p ¡�  ps = ¥ «¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
�å¤�«� 

Sr(x) =
h

2π

∫ px

0

�£ ¥
�£ ¥/2p

d¥
p

�¦ £�¨ ¡æ á�¨¦ ©£� Sr(x) �¨®å��  �§æ «¦ 0 ©«¦ ©�£�å¦ x = 0, ©«¦ ©�£�å¦
�¬«æ «¦ á�¨¦ ©£� «�ª ©� ¨áª �å¤�  §¨��£�« ¡á 1

2 [f(x+) + f(x−)] = 0 ¡� 
�¬¥á¤�  £â®¨  «¦ ©�£�å¦ px = π æ§¦¬ �å¤�«�  £â� ©«¦. �«¦ ©�£�å¦ �¬«æ
¦ �¨ �£�«ãª �£ ¥ �å¤�«�  �¨¤�« ¡æª. � � £��á¢� r ¡�  á¨� � � £��á¢� p, ¦
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§�¨�¤¦£�©«ãª §�¨�£â¤�  ��« ¡æª. �§¦£â¤àª � £���¢ç«�¨� « £ã «¦¬ £�¨ ¡¦ç
��¨¦å©£�«¦ª Sr(x) �å¤� 

Sr(x)max =
h

2
1
π

∫ π

0

�£ ¥
�£ ¥

2p

d¥
p

=
h

2
2
π

∫ π

0

�£ ¥
¥

d¥ =
h

2
1, 1789798···

� « £ã «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª â®�  ¬§¦¢¦� ©«�å £� §¨¦©��� ©«�¡âª £��æ�¦¬ª.
�¬£§â¨�©£�: � ©¬¤á¨«�©� Sr(x) �¨®å��  �§æ «¦ 0 ©«¦ ©�£�å¦ x = 0.

�©¦ «¦ x �§¦£�¡¨ç¤�«�  �§æ «¦ ©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª «¦ Sr(x) ­�á¤�  ©«�¤
« £ã h

2 ¡�  «�¤ ¥�§�¨¤á ¡�«á 17,89%. �¤ �¬¥ã©¦¬£� «¦ r, ��¢��ã �¤ ©¬-
£§�¨ ¢á�¦¬£� §�¨ ©©æ«�¨¦¬ª æ¨¦¬ª ©«¦ £�¨ ¡æ á�¨¦ ©£�, ��¤ �§ «¬�®á¤�«�
¡�¢ç«�¨� §¨¦©â�� ©� �¢¢á �¬«æ «¦ ¥�§â¨�©£� §¢�© á��  §�¨ ©©æ«�¨¦ ©«¦
©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª x = 0 «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª. �¬«æ «¦ §¨é«¦ ¥�§â¨�©£� «�ª
§¨��£�« ¡ãª « £ãª «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª �§æ «�¤ ©� ¨á Fourier, §¦¬ ��¤ �å¤� 
�¬¤�«æ¤ ¤� «¦ �§¦­ç�¦¬£�, ¦¤¦£á��«�  ­� ¤æ£�¤¦ Gibbs. �«�¤ «¦ x �§¦£�-
¡¨ç¤�«� �§¦ «¦ ©�£�å¦ 0 «¦ ©�£�å¦ �©¬¤�®�å�ª x → ∞ «æ©¦ � §¨¦©â�� ©�
§¨¦ª «�¤ « £ã h

2 «�ª ©� ¨áª Fourier �å¤�  ¡�¢ç«�¨�.
��¨�«ã¨�©�: � � «�¤ ©� ¨á Fourier «�ª �©¡ã©�àª «¦ ­� ¤æ£�¤¦ Gibbs

£§¦¨�å ¤� §�¨ ¦¨ ©«�å �¨�©« ¡á �¤ §¨¦©�â©¦¬£� ©«�¤ ©� ¨á «¦¤ §�¨á�¦¤«�
Lanczos. � ©� ¨á «é¨� �å¤� 

f(x) =
2h

π

m∑
n=1

�£ [(2n− 1)π]/2m

[(2n− 1)π]/2m

�£ (2n− 1)x
(2n− 1)x
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�¢¬«�ª �©¡ã©� ª

��©¡�©� 5.9 �� ��å¥�«� æ«  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª

1√
2L

,
1√
2L

�£ n
πx

L

1√
2L

©¬¤ n
πx

L
n = 0, 1, 2, · · ·

�å¤�  â¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ©«¦¤ ®é¨¦ L2(−L,L), ¡�  ¦ 
©¬¤�¨«ã©� ª

1√
2π

eim­ m = 0,±1,±2,±3, · · ·

©«¦¤ ®é¨¦ L2(−π, π).

��©¡�©� 5.10 �� �¤�§«ç¥�«� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

x(x− π) 0 < x < π

©� ©� ¨á �£ «æ¤à¤ ¡�  ©� ©� ¨á ©¬¤�£ «æ¤à¤. �¨�© £¦§¦ ã©«� « ª �¤�§«ç¥� ª
�¬«âª � � ¤� �§¦��å¥�«� « ª ©®â©� ª

∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 =
π2

12
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3 =
π3

32
,

�â¢¦ª £� «�¤ �¦ã�� � «�ª «�¬«æ«�«�ª «¦¬ Parseval ¤� �§¦��å¥�«� æ« 

∞∑
n=1

1
n4 =

π4

90
,

∞∑
n=1

1
n6 =

π6

945

�§á¤«�©�:

x(π − x) =
8
π

(
1
13 �£ x +

1
33 �£ 3x +

1
53 �£ 5x + · · · · · ·

)
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x(π − x) =
π2

6
−

(
1
12 ©¬¤ 2x +

1
22 ©¬¤ 4x +

1
32 ©¬¤ 6x · · · · · ·

)

��©¡�©� 5.11 �� �¤�§«¬®��å ©� ©� ¨á Fourier
�) � ©¬¤á¨«�©�

f(t) =
{ 0 −π ≤ à t ≤ 0

�£ à t 0 ≤ à t ≤ π

�) � á¨« � ©¬¤á¨«�©�

f(t) =
{− �£ à t −π ≤ à t ≤ 0

�£ à t 0 ≤ à t ≤ π

�  ©¬¤�¨«ã©� ª â®¦¬¤ §�¨å¦�¦ L = 2π/à. �§á¤«�©�:

�) f(t) =
1
π

+
1
2

�£ à t− 2
π

∞∑

k=1

1
4k2 − 1

©¬¤ (2kà t)

�) f(t) =
2
π
− 4

π

∞∑

k=1

1
4k2 − 1

©¬¤ (2kà t)

��©¡�©� 5.12 �� �¤�§«¬®��å � ©¬¤á¨«�©�

f(x) = �£ x 0 ≤ x ≤ 2

�) �� ©� ¨á �£ «æ¤à¤ �) �� ©� ¨á ©¬¤�£ «æ¤à¤

��©¡�©� 5.13 �� §¦¢¢á §¨¦�¢ã£�«� ­¬© ¡ãª �å¤�  §¨¦« £æ«�¨¦ ¤� �¤�-
¢ç¦¬£� £ � ©¬¤á¨«�©� ©� ©� ¨á Fourier «�ª £¦¨­ãª

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An ©¬¤ (nx− �n)

�� �§¦��å¥�«� æ«  � â¡­¨�©� �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ �¤à©«ã �¤á¢¬©�,
æ§¦¬

an = An ©¬¤ �n bn = An �£ �n
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A2
n = a2

n + b2
n �­ �n = bn/an

��©¡�©� 5.14 �� �§¦�� ®«�å æ«  � �¡��« ¡ã ©¬¤á¨«�©� e£x � � π < x < π
�â®�«�  «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¤á§«¬¥� Fourier

ex =
2 sinh£π

π

[
1

2£
+

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + £2 (£ ©¬¤ nx− n �£ nx)

]

�â©�«� x → −x ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡�  �§¦��å¥«� « ª ©®â©� ª

sinh£x =
1
2

(
e£x − e−£x

)
= −2 sinh£π

π

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + £2 �£ nx −π < x < π

cosh£x =
1
2

(
e£x + e−£x

)
=

2£ sinhπ

π
2
∞∑

n=0

(−1)n

n2 + £2 ©¬¤ nx −π ≤ x ≤ π

�� �â©�«� «â¢¦ª � = 1 ¡�  x = 0 ¡�  x = π ©«�¤ «�¢�¬«�å� ©®â©� � � ¤�
�§¦��å¥�«� « ª «�¬«æ«�«�ª

π

sinhπ
= 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1
π

tanhπ
= 1 + 2

∞∑
n=1

1
n2 + 1

��©¡�©� 5.15 �� �§¦��å¥�«� «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¤á§«¬¥� ©� ©� ¨á Fourier
«�ª ©¬¤�¨«ã©�àª ©¬¤ �x æ§¦¬ � ©«���¨á � ��¤ �å¤�  �¡â¨� ¦ª �¨ �£æª.

©¬¤ �x =
2� �£ �π

π

[
1

2�2 −
©¬¤ x

�2 − 1
+

©¬¤ 2x

�2 − 22 −
©¬¤ 3x

�2 − 32 + · · · · · ·
]

� /∈ �

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã, ¤� �â©�«� x = π ¡�  � = x, � � ¤� �§¦��å¥�«� «�¤
©®â©�

©­ xπ =
2x

π

[
1

2x2 +
1

x2 − 12 +
1

x2 − 22 +
1

x2 − 32 +
1

x2 − 42 · · · · · ·
]

�� �§¦��å¥�«� æ«  � ©� ¨á �¬«ã ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� � � 0 ≤ x ≤ b < 1.
¡�  ¤� «�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©�«� æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ � � ¤� �§¦��å¥�«� «�¤ ©®â©�

�£ πx = πx
∞∏

n=1

(
1− x

n

)(
1 +

x

n

)
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�� �â©�«� «â¢¦ª x = 1
2 � � ¤� �§¦��å¥�«� «�¤  ©æ«�«�

π

2
=

∞∏
n=1

2n

2n− 1
2n

2n + 1

��©¡�©� 5.16 �� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  §�¨�¡á«à ©� ¨âª Fourier � � 0 ≤ x ≤ 2π.
�§æ�� ¥�: �� �§¦��å¥�«� «�¤ §¨é«� ¡�  £�«á « ª ¬§æ¢¦ §�ª £� � ��¦® -

¡âª ¦¢¦¡¢�¨é©� ª ã ¤� �§¦��å¥�«� «�¤ «�¢�¬«�å� ¡�  £�«á « ª ¬§æ¢¦ §�ª £�
� ��¦® ¡âª §�¨��à�å©� ª.

∞∑

k=1

©¬¤ kx

k2 =
π2

6
− πx

2
+

x2

4

∞∑

k=1

�£ kx

k3 =
π2x

6
− πx2

4
+

x3

12

∞∑

k=1

©¬¤ kx

k4 =
π4

90
−π2x2

12
+

πx3

12
−x4

48

∞∑

k=1

�£ kx

k5 =
π4x

90
−π2x3

36
+

πx4

48
− x5

240

��©¡�©� 5.17 �� �§¦�� ®«�å � ©®â©�

∞∑

k=1

(−1)k+1 ©¬¤ (2k + 1)x
(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)

=
π

8
©¬¤2x − 1

3
©¬¤ x − π

2
≤ x ≤ π

2

��©¡�©� 5.18 � � ®¦¨�ã £ã¡¦¬ª L �å¤�  ��£â¤� ©«� ©�£�å� 0 ¡�  L «¦¬
®−á¥¦¤�. ��¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 â®�  �¨® ¡ã �â©� ¡�  �¨® ¡ã «�®ç«�«�
§¦¬ �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©¬¤�¨«ã©� ª f(x) ¡�  g(x) �¤« ©«¦å®àª. �� �¨���å «¦
§¢á«¦ª «�¢�¤«é©�àª y(x, t) «�ª ®¦¨�ãª. �¦ §¢á«¦ª «�¢�¤«é©�àª  ¡�¤¦§¦ �å
«�¤ � �­¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª. �¦ §¨æ�¢�£� �å¤�  «¦ �¡æ¢¦¬�¦.

�� ¢¬��å � � �­¦¨ ¡ã �¥å©à©�

∂2y(x, t)
∂t2

= v2 ∂2y(x, t)
∂x2 0 < x < L, t > 0

£� ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª
y(0, t) = y(L, t) = 0

¡�  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

y(x, 0) = f(x) yt(x, 0) = g(x)
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�§á¤«�©�:

y(x, t) =
∞∑

n=1

�£
nπx

L

[
An ©¬¤

nπvt

L
+ Bn �£

nπvt

L

]

æ§¦¬ ¦  ©«���¨âª An ¡�  Bn �å¤�  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª Fourier «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤
f(x) ¡�  g(x), ��¢��ã

An =
2
L

∫ L

0
f(x) �£

nπx

L
dx Bn =

L

nπv

2
L

∫ L

0
g(x) �£

nπx

L
dx

��©¡�©� 5.19 �å¤¦¤«�  «� �¨�££ ¡éª �¤�¥á¨«�«� � �¤ç©£�«� x1, x2, · · · .
�§æ «� � �¤ç©£�«� �¬«á ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «� � �¤ç©£�«�:

¯1 = x1 ­1 = ¯1/‖¯1‖
¯2 = x2− < ­1|x2 > ­1 ­2 = ¯2/‖¯2‖
· · · · · · · · · · · ·

¯n = xn −
∑n−1

k=1 < ­k|xn > ­k ­n = ¯n/‖¯n‖

�� �§¦�� ®«�å æ«  «� � �¤ç©£�«� ­1, ­2, · · · �å¤�  â¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç-
¤¦¢¦ £� «�¤  � æ«�«� æ«  � � ¡á�� m «� � �¤ç©£�«� x1, x2, · · · , xm ¡� 
­1, ­2, · · · , ­m �å¤�  �ç¦ ©ç¤¦¢� ��¤¤�«æ¨à¤ «¦¬ å� ¦¬ ®é¨¦¬. �â�¦�¦ª ¦¨-
�¦¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ã©�àª Gram - Schmidt.

�� �­�¨£æ©�«� «�¤ £â�¦�¦ � � « ª ©¬¤�¨«ã©� ª:

xn(t) = tn−1 n = 1, 2, 3, · · · t ∈ (−1, 1)

�§á¤«�©�: �� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ Legendre

­1(t) = 1, ­2(t) = t, ­3(t) =
3t2 − 1

2
, ­4(t) =

3t3 − 3t

2

­5 =
35t4 − 30t2 + 3

8
, · · ·
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�â£�«� �¥�«á©�à¤

��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ � �. �«¨â¡¢�ª
9 - 9 - 1996 �. ��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.2) �å¤�«�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦
~F = (x + y + ¢z)~x0 + (£x− 3y − z)~y0 + (4x + ¤y + z2)~z0

�) �� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ ¦  ©«���¨âª ¢, £, ¤, é©«� «¦ §��å¦ ~F ¤� �å¤� 
�©«¨æ� ¢¦ (~∇× ~F = 0).

�) �� �¨���å ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� f «â«¦ � é©«� «¦ ~F ¤� £§¦¨�å ¤�
�¡­¨�©«�å ©�¤ � ¡¢å©� «�ª f (~F = ~∇f).

2) (£¦¤.1,5) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

I =
∫

c

xy(x2dx + y2dy)

æ§¦¬ c «¦ §¨é«¦ «â«�¨«¦ «¦¬ «æ¥¦¬ «�ª �¢¢�å¯�àª x2/a2 + y2/b2 = 1.
3) (£¦¤.1,5) �§¦¢¦�å©«� «¦ �£���æ¤ «¦¬ £â¨¦¬ª «�ª ¡à¤ ¡ãª �§ ­á¤� �ª

x2 + y2 = z2 §¦¬ �¨å©¡�«�  §á¤à �§æ «¦ xy− �§å§��¦ ¡�  £â©� ©«�
©­�å¨� x2 + y2 + z2 = 2�x.

4) (£¦¤.2,5) �� �§ ���� à��å ¦ «ç§¦ª «¦¬ Stokes � � «¦ � �¤¬©£�« ¡æ
§��å¦

~F = (3y,−xz, yz2)
S � �§ ­á¤� � «¦¬ §�¨��¦¢¦� �¦çª 2z = x2 + y2 §¦¬ §�¨ ¦¨å��«�  �§æ
«¦ �§å§��¦ z = 2 ¡�  c � ¡�£§ç¢� «¦£ãª «�ª S £� «¦ �§å§��¦ �¬«æ.

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

1 −1 ≤ x ≤ 0
x 0 < x ≤ 1

©«¦ � á©«�£� −1 ≤ x ≤ 1.
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��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ � �. �«¨â¡¢�ª
7 - 3 - 1997 �. ��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.2)
�) ��å¥«� æ«  �á¤ ~v 6= ~0 ¡�   ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª ~v · ~u = ~v · ~w ¡� 

~v × ~u = ~v × ~w «æ«� ~u = ~w. �á¤ æ£àª  ©®ç�  £ � £æ¤¦ �§æ « ª
§�¨�§á¤à ©®â©� ª, «æ«� ~u 6= ~w.

�) �� �¨�å«� æ¢¦¬ª «¦¬ª �¡â¨� ¦¬ª n � � «¦¬ª ¦§¦å¦¬ª  ©®ç�  � ©®â©�
div (rn~r ) = 0 , æ§¦¬ r = ‖~r‖.

2) (£¦¤.1,5) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∮ (
dx

y
+

dy

x

)

§á¤à ©«¦ «¨å�à¤¦ §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«�  �§æ « ª �¬��å�ª y = 1, x = 4, y = x.
3) (£¦¤.1,5) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

I =
∫∫

S

(
x2 + y2) dS

æ§¦¬ S �å¤�  «¦ «£ã£� «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬ ¡é¤¦¬ z2 = 4
(
x2 + y2) §¦¬

§�¨ ¢�£�á¤�«�  £�«�¥ç «à¤ �§ §â�à¤ z = 0 ¡�  z = 4.
4) (£¦¤.2,5) �� �§�¢���ç©�«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª � � «¦ � �¤¬©£�« ¡æ

§��å¦ ~F = (4x,−2y2, z2) ¡�  � � «¦¤ «æ§¦ V , §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª
�§ ­á¤� �ª x2 + y2 = 4, z = 0, z = 3.

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á �¦¬¨ â � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

1 −§ ≤ x ≤ 0
©¬¤ x 0 < x ≤ §

©«¦ � á©«�£� −§ ≤ x ≤ §.
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��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ � �. �«¨â¡¢�ª
23 - 2 - 1997 �. ��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.2) �� �¨���å � ��¤ ¡ã £¦¨­ã «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª f(r) � � «�¤ ¦§¦å�
«¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ f(r)~r ¤� �å¤�  ©à¢�¤¦� �âª. �� �§¦��å¥�«� �§å©�ª
æ« 

∇2(ln r) =
1
r2

2) (£¦¤.1,5) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮ (

y2dx− x2dy
)

§á¤à ©«¦ «¨å�à¤¦ £� ¡¦¨¬­âª «� ©�£�å� (1, 0), (0, 1), (−1, 0).

3) (£¦¤.2) �å¤�«�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦

~F = (x + 2y + ¢z)~e1 + (£x− 3y − z)~e2 + (x + ¤y + 2z)~e3

�� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤ ¦  ©«���¨âª ¢, £, ¤ é©«� «¦ §��å¦ ~F ¤� �å¤�  �©«¨æ� ¢¦.
N� �¨���å £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V é©«� «¦ ~F ¤� £§¦¨�å ¤� �¨�­�å àª
� ¡¢å©� «�ª V .

4) (£¦¤.2) �� �§�¢���ç©�«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ Stokes � � «¦ � �¤¬©£�« ¡æ
§��å¦ ~F = (2x− y)~e1− yz2~e2− y2z~e3 ¡�  � � «�¤ �§ ­á¤� � S §¦¬ �å¤� 
«¦ á¤à �£ ©­�å¨ ¦ «�ª ©­�å¨�ª x2 + y2 + z2 = 1.

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©�

f(x) = |x| − § < x < §

�� �­�¨£æ©�«� «�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ Parseval � � ¤� ¬§¦¢¦�å©�«� «¦ á�¨¦ -
©£� «�ª ©� ¨áª

� =
∞∑

n=1

1
n4
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��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ � �. �«¨â¡¢�ª
16 - 2 - 1999 �. ��¨�«�æ�¢¦¬-��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.2) �) �� �¨���å � �§æ¡¢ ©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬

~f = (x2 + y2 + z2)ν (x~e1 + y~e2 + z~e3) = r2ν~r

æ§¦¬ r = ‖~r‖. � � §¦ � « £ã «¦¬ ν � �§æ¡¢ ©� �å¤�  £��â¤.
�) �� �§¦�� ®«�å æ« 

∫∫∫

V

dV

r2 =
∫
O

∫

S

~r · ~n
r2 dS

2) (£¦¤.2) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � �−�å�¦¬ª � � «¦
� �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F = (2x2y, y2, 4xz2) ¡�  «�¤ �§ ­á¤� � «¦¬ ¡¬¢å¤-
�¨¦¬ y2 + z2 = 9 §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦ §¨é«¦ ¦��¦�£æ¨ ¦ ¡�  ­¨á©©�«� 
�§æ «¦ �§å§��¦ x = 2 ��¢��ã 2 ≥ x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

3) (£¦¤.2) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �£���æ¤ «¦¬ «£ã£�«¦ª «�ª �§ ­á¤� �ª «¦¬
¡¬¢å¤�¨¦¬ x2 + y2 = �2 §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦ §¨é«¦ ¦��¦�£æ¨ ¦ ��¢��ã
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 ¡�  ­¨á©©�«�  �§æ «¦ �§å§��¦ z = mx.

4) (£¦¤.1,5) �� �§�¢���ç©�«� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤ ©«¦ �§å§��¦ � � «¦
§��å¦ ~f =

(
xy + y2, x2) ¡�  � � «�¤ ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ

« ª �¥ ©é©� ª y = x, y = x2.

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier �£ «æ¤à¤ � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

3x 0 ≤ x ≤ π
4

π − x π
4 ≤ x ≤ π

�å¤�«�  æ«  ©¬¤(π/4) = �£(π/4) =
√

2/2.
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��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ � �. �«¨â¡¢�ª
2 - 7 - 1999 �. ��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.1,5) �� �§¦��å¥�«� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~E = ~r/r2 �å¤�  �©«¨æ� ¢¦. ��
�¨�å«� ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� ­ «â«¦ � é©«� ~E = −~∇­ ¡�  ­(~�) = 0 æ§¦¬
|~�| 6= 0.

2) (£¦¤.2) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮

xdy − ydx

x2 + y2

§á¤à ©«¦¬ª ¡ç¡¢¦¬ª �) x = 1 + ©¬¤ t, y = 2 + �£ t, �) x = 1 + ©¬¤ t,
y = �£ t ¡�  �) x = 1 + 2 ©¬¤ t, y = 2 �£ t. �� � ¡� ¦¢¦�ã©�«� � �«å «�
�§¦«�¢â©£�«� �å¤�  � �­¦¨�« ¡á ã � �«å ��¤ �å¤�  � �­¦¨�« ¡á.

3) (£¦¤.2) �å¤�«�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F = (x2 + y2 + z2)
(
x~i + y~j

)
.

�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª «¦¬ �¡á¦¬ª � � «�¤ ©­�å¨�
x2 + y2 + z2 = 9.

4) (£¦¤.2) �¦ �£���æ¤ £ �ª �§ ­á¤� �ª §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã
�¥å©à©� ~r = ~r(u, v), (u, v) ∈ D ¦¨å��«�  �§æ «¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
S =

∫∫
D
|~ru×~rv|dudv. �� �§¦��å¥�«� æ«  «¦ �£���æ¤ S �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦

«�ª �¡¢¦�ãª «à¤ §�¨�£â«¨à¤ (u, v). N� �§¦��å¥�«� �§å©�ª æ«  �¤ �
�§ ­á¤� � �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� z = f(x, y), (x, y) ∈ Z «æ«� ¦ «ç§¦ª
«¦¬ �£���¦ç �¨á­�«� 

S =
∫ ∫

Z

√
p2 + q2 + 1 dxdy æ§¦¬ p =

∂z

∂x
, q =

∂z

∂y

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©�

f(x) =
{

x �£ x 0 ≤ x ≤ §
0 −§ ≤ x ≤ 0
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��¤�§ ©«ã£ ¦ ��«¨é¤ �¨��£�« ¡ã �¤á¢¬©� IV
�£ã£� ����£�« ¡æ �. �«¨â¡¢�ª
9 - 9 - 999 �. ��­� ¨¦§¦ç¢¦¬

� � � � � �

1) (£¦¤.1,5) �� �¨���å ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� f(x, y, z) é©«� «¦ � �¤¬©£�-
« ¡æ §��å¦ ~G =

(
e2x, f(x, y, z), ez

)
¤� �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ. �� �¨���å «¦

�¬¤�£ ¡æ «¦¬ V (x, y, z) é©«� V (0, 0, 0) = 0.

2) (£¦¤.2) �� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∮

xdy − ydx

x2 + y2

§á¤à ©«¦¬ª ¡ç¡¢¦¬ª �) x = 1 + ©¬¤ t, y = 2 + �£ t, �) x = 1 + ©¬¤ t,
y = �£ t ¡�  �) x = 1 + 2 ©¬¤ t, y = 2 �£ t. �� � ¡� ¦¢¦�ã©�«� � �«å «�
�§¦«�¢â©£�«� �å¤�  � �­¦¨�« ¡á ã � �«å ��¤ �å¤�  � �­¦¨�« ¡á.

3) (£¦¤.2) �å¤�«�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F = (x2 + y2 + z2)
(
x~i + y~j

)
.

�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ¡¢ ©�ª «¦¬ �¡á¦¬ª � � «�¤ ©­�å¨�
x2 + y2 + z2 = 9.

4) (£¦¤.2) �� �¨���å «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª z = 2
(
x2 + y2) §¦¬ �¨å-

©¡�«�  �¤á£�©� ©«� �§å§��� z = 2 ¡�  z = 4.

5) (£¦¤.2,5) �� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©� f(x) = x ©¬¤ x
©«¦ � á©«�£� −π ≤ x ≤ π. �� «�¤ �¦ã�� � «�ª �¤�§«ç¥�àª �¬«ãª ¤�
�§¦�� ®«�å æ« 

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x− 2
(

©¬¤ 2x

1 · 3 − ©¬¤ 3x

2 · 4 +
©¬¤ 4x

3 · 5 − · · ·
)
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�ç©� �â£�«¦ª 1

�� �¨���å ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� f(x, y, z) é©«� «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦
~G =

(
e2x, f(x, y, z), ez

)
¤� �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ. �� �¨���å «¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬

V (x, y, z) é©«� V (0, 0, 0) = 0.

�ç©�: � � ¤� �å¤�  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ G ©¬¤«�¨�« ¡æ §¨â§�  ¤�
 ©®ç�  � ©®â©� ~∇× ~G = ~0. �¨å©¡¦¬£�

~∇× ~G =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
e2x f(x, y, z) ez

∣∣∣∣∣∣
= −∂f

∂z
~e1 + 0~e2 +

∂f

∂x
~e3 = ~0

�§æ «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� �¨å©¡¦¬£� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � �­¦¨ ¡æ ©ç©«�£�

−∂f

∂z
= 0

∂f

∂x
= 0

� ¢ç©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

f(x, y, z) = a(y)

��¢��ã � ��«¦ç£�¤� ©¬¤á¨«�©� f(x, y, z) �å¤�  £ � ¦§¦ ��ã§¦«� ©¬¤á¨«�©�
«¦¬ y, �¤�¥á¨«�«� �§æ « ª £�«��¢�«âª x ¡�  z.

� � ¤� �¨¦ç£� «¦ �¬¤�£ ¡æ §¨â§�  ¤� ¢ç©¦¬£� «�¤ � �­¦¨ ¡ã �¥å©à©�
~G = ~∇V . � �¥å©à©� �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � �­¦¨ ¡æ ©ç-
©«�£�.

∂V

∂x
= e2x ∂V

∂y
= a(y)

∂V

∂z
= ez

�ç¤¦¬£� «�¤ §¨é«� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

V (x, y, z) =
1
2
e2x + c1(y, z)

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ ��ç«�¨� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∂V

∂y
=

∂c1(y, z)
∂y

= a(y) =⇒ c1(y, z) =
∫ y

y0

a(y ′)dy ′ + c2(z)
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�§¦£â¤àª � ©¬¤á¨«�©� V (x, y, z) §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å « ª �ç¦ §¨é«�ª � �­¦¨ ¡âª
�¥ ©é©� ª �å¤�  V = 1

2e2x +
∫ y

y0
a(y ′)dy ′ + c2(z). �¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©�

�¬«ã ©«�¤ «¨å«� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∂V

∂z
=

∂c2(z)
∂z

= ez =⇒ c2(z) = ez + c3

�¨� � ��«¦ç£�¤� ©¬¤á¨«�©� �å¤�  V = 1
2e2x +

∫ y

y0
a(y ′)dy ′ + ez + c3. ��

§¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «â¢¦ª « ª ©«���¨âª é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ �å«�  ¡�  � �¨® ¡ã ©¬¤-
�ã¡�. �®¦¬£�

V (0, 0, 0) =
1
2

+
∫ 0

y0

a(y ′)dy ′ + 1 + c3 = 0 =⇒

c3 = −3
2
−

∫ 0

y0

a(y ′)dy ′ = −3
2

+
∫ y0

0
a(y ′)dy ′

�¨� «¦ ��«¦ç£�¤¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤� 

V =
1
2
e2x+

∫ y

y0

a(y ′)dy ′+ez−3
2

+
∫ y0

0
a(y ′)dy ′ =

1
2
e2x+

∫ y

0
a(y ′)dy ′+ez−3

2

�ç©� �â£�«¦ª 2

�� ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

I =
∮

~f · d~r =
∮

xdy − ydx

x2 + y2

§á¤à ©«¦¬ª ¡ç¡¢¦¬ª �) x = 1+©¬¤ t, y = 2+�£ t, �) x = 1+©¬¤ t, y = �£ t
¡�  �) x = 1 + 2 ©¬¤ t, y = 2 �£ t. �� � ¡� ¦¢¦�ã©�«� � �«å «� �§¦«�¢â©£�«�
�å¤�  � �­¦¨�« ¡á ã � �«å ��¤ �å¤�  � �­¦¨�« ¡á.

�ç©�: ��¨�«ã¨�©� 1: �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  «¦ � �¤¬©£�« ¡æ
§��å¦ ~f �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ��¢��ã ~∇× ~f = ~0. �£àª � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�
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~f ��¤ â®�  ©¬¤�®�åª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª ©«¦ ©�£�å¦ (0,0). �§¦£â¤àª ��¤
£§¦¨¦ç£� ¤� �­�¨£æ©¦¬£� «¦ ��é¨�£� �¡¨�¤ ©« ª §�¨ §«é©� ª �) ¡�  �).

��¨�«ã¨�©� 2: �á¤¦¬£� «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¢¢��ã ©« ª �¤�¥á¨«�«�ª £�«�-
�¢�«âª

x = ¨ ©¬¤ ­ ⇒ dx = ©¬¤ ­d¨− ¨ �£ ­d­
y = ¨ �£ ­ ⇒ dy = �£ ­d¨ + ¨ ©¬¤ ­d­

�� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� ��¢��ã §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª. �¨å©¡¦¬£�

I =
∫

¨ ©¬¤ ­(�£ ­d¨ + ¨ ©¬¤ ­d­)− ¨ �£ ­(©¬¤ ­d¨− ¨ �£ ­d­)
¨2 ©¬¤ ­2 + ¨2 �£ ­2

=
∫

(¨2 ©¬¤ ­2 + ¨2 �£ ­2)d­
¨2 =

∫
d­ =

∫
d

(
«¦¥�­

y

x

)

��¨å§«à©� �) �¨é«¦ª «¨æ§¦ª. � ¡ç¡¢¦ª ��¤ §�¨ â®�  «¦ ©�£�å¦ £��â¤
¡�  �§¦£â¤àª £æ¤¦ ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã  ©®ç�  «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨�¤. �¦
¦¢¦¡¢ã¨à£� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «¦ �¨æ£¦ ¡�  á¨� «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� §á¤à ©� ¦§¦ ��ã§¦«� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� �å¤�  £��â¤. �¨á�£�«  �§æ «¦
��é¨�£� «¦¬ �¡¨�¤ �§� �ã ~∇× ~f = ~0 �¨å©¡¦¬£� §¨¦­�¤éª

∮
~f · d~r =

∫ ∫

D

~∇× ~f · ~k dxdy = 0

��ç«�¨¦ª «¨æ§¦ª. �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ §�¨�«ã¨�©� 2. �¨å©¡¦¬£�

I =
∮

~f · d~r =
∫ ­0

­0

d­ =
(

­
)­0

­0
= ­0 − ­0 = 0

�¨å«¦ª «¨æ§¦ª. �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¤�¢¬« ¡á.
x = 1 + ©¬¤ t ⇒ dx = − �£ tdt ¡�  y = 2 + �£ t ⇒ dy = ©¬¤ tdt.

I =
∫ 2π

0

(1 + ©¬¤ t) ©¬¤ t + �£ t(2 + �£ t)
(1 + ©¬¤ t)2 + (2 + �£ t)2 dt =

∫ 2π

0

1 + ©¬¤ t + 2 �£ t

6 + 2 ©¬¤ t + 4 �£ t
dt =

«¦¥�­
y

x
=

[
«¦¥�­

2 + �£ t

©¬¤ t + 1

]2π

0
=

π

4
− π

4
= 0

��¨å§«à©� �) ��¤  ©®ç�  «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨�¤ ¡�  �� �¨¦ç£� «¦ ¦¢¦-
¡¢ã¨à£� �¤�¢¬« ¡á.
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x = 1 + ©¬¤ t ⇒ dx = − �£ tdt ¡�  y = �£ t ⇒ dy = ©¬¤ tdt.

I =
∫ 2π

0

(1 + ©¬¤ t) ©¬¤ t + �£ t �£ t

(1 + ©¬¤ t)2 + (�£ t)2 dt =
∫ 2π

0

©¬¤ t + ©¬¤2 t + �£2 t

1 + 2 ©¬¤ t + ©¬¤2 t + �£2 t
dt

=
∫ 2π

0

1 + ©¬¤ t

2 + 2 ©¬¤ t
dt =

∫ 2π

0

dt

2
=

[
t

2

]2π

0
= π

��¨å§«à©� �) �¨é«¦ª «¨æ§¦ª. �� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �¡¨�¤
£§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� �ç¡¦¢� (©�¤ á©¡�©�) æ«  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  «¦
å� ¦ §á¤à ©� ¦§¦ ��ã§¦«� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� §¦¬ §�¨ â®�  «¦ £��â¤. �¤«å � �
«¦¤ �¦©£â¤¦ ¡ç¡¢¦ � �¢â�¦¬£� «¦¤ ¡ç¡¢¦ x2 + y2 = �2 £� §�¨�£�«¨ ¡âª
�¥ ©é©� ª x = � ©¬¤ t, y = � �£ t §¦¬ §�¨ ¡¢�å�  §¨¦­�¤éª «¦ ©�£�å¦ (0, 0).
�¨å©¡¦¬£�

I =
∫ 2π

0

©¬¤ t ©¬¤ t + �£ t �£ t

©¬¤2 t + �£2 t
dt =

∫ 2π

0
dt =

[
t

]2π

0 = 2π

� «¨æ§¦ª �¬«æª £§¦¨�å ¤� � �«¬§à��å ¡�  àª �¥ãª. ��à¨¦ç£� £ � £ ¡¨ã
§�¨ ­â¨� � c� £� ¡â¤«¨¦ «¦ 0 ¡�  �¡«å¤� �. �«�¤ �§ ­á¤� � §¦¬ §�¨ ¡¢�å�«� 
�¤á£�©� ©«�¤ �¦©£â¤� §�¨ ­â¨� � ¡�  «�¤ §�¨ ­â¨� � «¦¬ §�¨�§á¤à £ ¡¨¦ç
¡ç¡¢¦¬ � ©¬¤á¨«�©� ~f �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  �§¦£â¤àª  ©®ç�  «¦ ��é¨�£� «¦¬
�¡¨ã¤. ��«á «¦¬ª ¬§¦¢¦� ©£¦çª §â¨¤¦¬£� «¦ æ¨ ¦ � → 0. �¦ �§ ­�¤� �¡æ
¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  £��â¤ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∮

c�

~f · d~r +
∮

c

~f · d~r = 0 =⇒
∮

c

~f · d~r = −
∮

c�

~f · d~r = 2§

��ç«�¨¦ª «¨æ§¦ª. �� «�¤ �¦ã�� � §á¢  «�ª §�¨�«�¨ã©�àª 2 �¨å©¡¦¬£�

I =
∮

~f · d~r =
∫ 2π

0
d­ =

[
­

]2π

0 = 2π − 0 = 2π

�§¦¨¦ç£� «â¢¦ª ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¤�¢¬« ¡á
x = 1 + 2 ©¬¤ t ⇒ dx = −2 �£ tdt ¡�  y = 2 �£ t ⇒ dy = 2 ©¬¤ tdt.

I =
∫ 2π

0

(1 + 2 ©¬¤ t)2 ©¬¤ t + 2 �£ t2 �£ t

(1 + 2 ©¬¤ t)2 + 4 �£ t2
dt =

∫ 2π

0

4 + 2 ©¬¤ t

5 + 4 ©¬¤ t
dt =
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[
t− «¦¥�­

�£ t

©¬¤ t + 1
+ «¦¥�­

�£ t

3(©¬¤ t + 1)

]2π

0
= 2π − 0 = 2π

��£�åà©�: �¦ �§¦«â¢�©£� ��¤ �� £§¦¨¦ç©� ¤� ã«�¤

«¦¥�­
y

x
= «¦¥�­

2 �£ t

1 + 2 ©¬¤ t

� æ«  � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ � á©«�£� [0, 2π]. �«� ©�£�å�
©¬¤ t = −1/2 ⇒ t = 2π/3 ¡�  t = 4π/3 §�¨¦¬© á��  �©¬¤â®� �ª. �� ¦¢¦-
¡¢�¨é£�«� «�ª £¦¨­ãª

∫
R(�£ t, ©¬¤ t)dt ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬

£�«�©®�£�« ©£¦ç

x = �­
t

2
=⇒ �£ t =

2x

1 + x2 ©¬¤ t =
1− x2

1 + x2 dt =
2dx

1 + x2

� �¤�¢¬« ¡æª ¬§¦¢¦� ©£æª «à¤ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤ �¬«é¤ ��¤ �å¤�  �§�¨�å«�«¦ª
� � «�¤ ¢ç©� «¦¬ �â£�«¦ª.

�¬£§â¨�©£�: �� �§¦«�¢â©£�«� �å¤�  � �­¦¨�« ¡á � æ«  � ¬§æ ¦¢¦¡¢ã-
¨à©� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ��¤ â®�  ©¬¤�®�åª �′ £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª ©«¦
£��â¤ ¡�  �§¦£â¤àª «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ �¨æ£¦. �¨��£�« ¡á
� �) §�¨ ­â¨� � ��¤ §�¨ ¡¢�å�  «¦ £��â¤ � �) §�¨¤á�  §á¤à �§æ «¦ £��â¤ ¡� 
� �) §�¨ ¡¢�å�  «¦ £��â¤. �¦ �§¦«�¢â©£�«� ©« ª «¨� ª §�¨ §«é©� ª �å¤�  0, π
¡�  2π �¤« ©«¦å®àª.
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�ç©� �â£�«¦ª 3

�� �§�¢���¬«�å «¦ ��é¨�£� «�ª �§¦¡¢å©�àª «¦¬ �¡á¦¬ª � � «�¤ � �-
¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~f = (x2 + y2 + z2)(x~i + y~j) ¡�  � � «�¤ ©­�å¨�
x2 + y2 + z2 = 9.
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�ç©�: �¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª �å¤� 
∫ ∫ ∫

V

~∇ · ~f dxdydz =
∫
O

∫

S

~f · d~S

�) �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� §¨é«� «¦ «¨ §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �� �¨��©«¦ç£� ©�
©­� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ��¢��ã

x = ¨ �£ � ©¬¤ ­ 0 ≤ ¨ ≤ 3
y = ¨ �£ � �£ ­ 0 ≤ � ≤ π
z = ¨ ©¬¤ � 0 ≤ ­ ≤ 2π

� ��¡à� �¤ã «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦ç �å¤�  �¤à©«ã J = ¨2 �£ � ¦§æ«� �¨å-
©¡¦¬£� dxdydz = ¨2 �£ �d¨d�d­. � �§æ¡¢ ©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ «�ª
�©¡ã©�àª �å¤� 

~∇ · ~f = div ~f =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
· (x(x2 + y2 + z2), y(x2 + y2 + z2), 0

)
=

∂

∂x
x(x2+y2+z2)+

∂

∂y
y(x2+y2+z2) = x2+y2+z2+x2x+x2+y2+z2+y2y =

4x2 + 4y2 + 2z2 = 4(x2 + y2 + z2)− 2z2

�� ©­� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¨å©¡¦¬£�

div ~f = 4(¨2 �£2 � ©¬¤2 ­ + ¨2 �£2 � �£2 ­ + ¨2 ©¬¤2 �)− 2¨2 ©¬¤2 � =

4¨2 − 2¨2 ©¬¤2 � = 2¨2(2− ©¬¤ �)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «â¢¦ª «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∫ ∫ ∫

V

~∇ · ~f dxdydz =
∫ ∫ ∫

V

2¨2(2− ©¬¤2 �)¨2 �£ �d¨d�d­ = 2
∫ 3

0
¨4d¨

∫ 2π

0
d­

∫ π

0
(2− ©¬¤2 �) �£ �d� = 2

[
1
5

¨5
]3

0
[­]2π

0

[
−2 ©¬¤ � +

1
3

©¬¤3 �
]π

0
=

2
35

5
2π

(
−2(−2) +

1
3

(−2)
)

=
2335

5
π

(
2− 1

3

)
=

2335

5
π

5
3

= 2334π = 648π
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�) �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. � �§ ­á¤� �
«�ª ©­�å¨�ª £� §�¨�£â«¨¦¬ª « ª �à¤å�ª � ¡�  ­ �å¤�«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª
~r(�, ­) = (3 �£ � ©¬¤ ­, 3 �£ � �£ ­, 3 ©¬¤ �) æ§¦¬ 0 ≤ � ≤ π ¡�  0 ≤ ­ ≤ 2π.

�§¦¢¦�å�¦¬£� «¦ ©«¦ ®� é��ª � á¤¬©£� d~S. �®¦¬£�

~r� = (3 ©¬¤ � ©¬¤ ­, 3 ©¬¤ � �£ ­,−3 �£ �) ~r­ = (−3 �£ � �£ ­, 3 �£ � ©¬¤ ­, 0)

¦§æ«� �¨å©¡¦¬£�

d~S = ~r� × ~r­d�d­ =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
3 ©¬¤ � ©¬¤ ­ 3 ©¬¤ � �£ ­ −3 �£ �
−3 �£ � �£ ­ 3 �£ � ©¬¤ ­ 0

∣∣∣∣∣∣
d�d­ =

(9 �£2 � ©¬¤ ­, 9 �£2 � �£ ­, 9 ©¬¤ � �£ �(©¬¤2 ­ + �£2 ­))d�d­ =

9(�£2 � ©¬¤ ­, �£2 � �£ ­, ©¬¤ � �£ �)d�d­

�¦ �¦©£â¤¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ©«�¤ �§ ­á¤� � «�ª ©­�å¨�ª �å¤�«� 

~f = 32(3 �£ � ©¬¤ ­~i + 3 �£ � �£ ­~j)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «â¢¦ª «¦ �§ ­�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¨å©¡¦¬£�
∫
O

∫

S

~f · d~S =
∫
O

∫

S

~f · ~r� × ~r­d�d­ =

∫
O

∫

S

32(3 �£ � ©¬¤ ­, 3 �£ � �£ ­, 0)·9(�£2 � ©¬¤ ­, �£2 � �£ ­, ©¬¤ � �£ �)d�d­ =

∫
O

∫

S

35 (
�£3 � ©¬¤2 ­ + �£3 � �£2 ­

)
d�d­ = 35

∫ 2π

0
d­

∫ π

0
�£3 �d� =

352π

∫ π

0
(1− ©¬¤2 �) �£ �d� = 352π

[
−©¬¤ � +

1
3

©¬¤3 �
]π

0
=

352π

(
2− 2

3

)
= 352

4
3
π = 2334π = 648π

�¦ å� ¦ �§¦«â¢�©£� �¨ã¡�£� ¡�  � � «¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¬¤�§éª
«� �ç¦ ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �å¤�  å©� ¡�  á¨� �§�¢���ç«�¡� «¦ ��é¨�£� �¡á¦¬ª.
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�ç©� �â£�«¦ª 4

�� �¨���å «¦ �£���æ¤ «�ª �§ ­á¤� �ª z = 2
(
x2 + y2) §¦¬ �¨å©¡�«� 

�¤á£�©� ©«� �§å§��� z = 2 ¡�  z = 4.
�ç©�: �� �¨á¯¦¬£� «�¤ �§ ­á¤� � ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã £� §�¨�£â-

«¨¦¬ª « ª �¤�¥á¨«�«�ª £�«��¢�«âª u, v. �â«¦¬£�

x = u ©¬¤ v y = u �£ v

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©®â©� ª �¬«âª ©«�¤ �¥å©à©� «�ª �§ ­á¤� �ª ¡�  �¨å-
©¡¦¬£�

z = 2
(
(u ©¬¤ v)2 + (u �£ v)2) = 2u2

�§æ «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� �å¤�  ­�¤�¨æ æ«  �§� �ã «¦ z £�«��á¢¢�«�  £�«�¥ç
«¦¬ 2 ¡�  «¦¬ 4, «¦ u £�«��á¢¢�«�  £�«�¥ç «¦¬ 1 ¡�  «¦¬

√
2. �¨� � �¦©£â¤�

�§ ­á¤� � ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨­ã �¨á­�«� 

~r(u, v) =
(
u ©¬¤ v, u �£ v, 2u2) 1 ≤ u ≤

√
2 0 ≤ v ≤ 2§

� � «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «¦¬ �£���¦ç ®¨� ��æ£�©«� «¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª
~ru × ~rv. �¨å©¡¦¬£�

~ru =
∂~r

∂u
= (©¬¤ v, �£ v, 4u) ~rv =

∂~r

∂v
= (−u �£ v, u ©¬¤ v, 0)

�§¦£â¤àª

~ru × ~rv =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
©¬¤ v �£ v 4u
−u �£ v u ©¬¤ v 0

∣∣∣∣∣∣
=

(−4u2 ©¬¤ v,−4u2 �£ v, u
)

�¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç �å¤� 

‖~ru × ~rv‖ =
[(−4u2 ©¬¤ v

)2 +
(−4u2 �£ v

)2 + u2
]1/2

=
[
16u4 + u2]1/2
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�¨å©¡¦¬£� «â¢¦ª «¦ �£���æ¤ «�ª �¦©£â¤�ª �§ ­á¤� �ª

S =
∫ 2§

0
dv

∫ √
2

1

[
16u4 + u2]1/2

du = 2§
∫ √

2

1
u

[
16u2 + 1

]1/2
du =

2§
2
3

1
32

([
16u2 + 1

)3/2
]√2

1
=

§
(
333/2 − 173/2)

24
=

§(33
√

33− 17
√

17)
24

�ç©� �â£�«¦ª 5

�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á Fourier � ©¬¤á¨«�©� f(x) = x ©¬¤ x ©«¦ � á©«�£�
−π ≤ x ≤ π. �� «�¤ �¦ã�� � «�ª �¤�§«ç¥�àª �¬«ãª ¤� �§¦�� ®«�å æ« 

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x− 2
(

©¬¤ 2x

1 · 3 − ©¬¤ 3x

2 · 4 +
©¬¤ 4x

3 · 5 − · · ·
)

�ç©�: �¦ �¤«å©«¨¦­¦ «¦¬ �â£�«¦ª �¬«¦ç �¨å©¡�«�  ¢¬£â¤¦ ©« ª ©�-
£� é©� ª �¬«âª. �«�¤ á©¡�©� (5.5) â®�  ¬§¦¢¦� ©«�å «¦ �¤á§«¬�£� «�ª ©¬-
¤�¨«ã©�àª x �£ x ¡�  £�«á £� §�¨��é� ©� �¨â��¡� «¦ �¤á§«¬�£� «�ª x ©¬¤ x.

� ©¬¤á¨«�©� f(x) = x ©¬¤ x �å¤�  §�¨ ««ã � æ« 

f(−x) = (−x) ©¬¤ (−x) = −x ©¬¤ x = −f(x)

�¨� an = 0 ¡�  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª bn �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

bn =
2
π

∫ π

0
f(x) �£ nxdx =

2
π

∫ π

0
x ©¬¤ x �£ nxdx

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §¨â§�  ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å ®à¨ ©«á � � n = 1 ¡�  � � n 6= 1.
� � n = 1 «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

bn =
2
π

∫ π

0
x ©¬¤ x �£ xdx =

2
π

1
2

∫ π

0
x �£ 2xdx =

1
π

[
−1

2
x ©¬¤ 2x +

1
4

�£ 2x

]π

0
= − 1

π

1
2
π ©¬¤ 2π = −1

2
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�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� � � n 6= 1.

bn =
2
π

∫ π

0
x ©¬¤ x �£ nxdx =

1
π

∫ π

0
x �£ (n + 1)xdx− 1

π

∫ π

0
x �£ (n− 1)xdx

=
1
π

[
− 1

n + 1
x ©¬¤ (n + 1)x +

1
(n + 1)2 �£ (n + 1)x

]π

0
−

1
π

[
1

n− 1
x ©¬¤ (n− 1)x− 1

(n− 1)2 �£ (n− 1)x
]π

0
=

− 1
n + 1

©¬¤ (n + 1)π − 1
n− 1

©¬¤ (n− 1)π = − (−1)n+1

n + 1
− (−1)n−1

n− 1
=

= (−1)n+1
[
− 1

n + 1
− 1

n− 1

]
=

2n(−1)n

(n + 1)(n− 1)

�§¦£â¤àª «¦ �¤á§«¬�£� ©� ©� ¨á Fourier �å¤� 

x ©¬¤ x = −1
2

�£ x +
∞∑

n=2

2n(−1)n

(n + 1)(n− 1)
�£ nx

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©� ¨á �¬«ã æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∫
x ©¬¤ xdx = c− 1

2

∫
�£ xdx +

∞∑
n=2

2n(−1)n

(n + 1)(n− 1)

∫
�£ nxdx

�¨å©¡¦¬£� «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«�

x �£ x + ©¬¤ x = c +
1
2

©¬¤ x−
∞∑

n=2

2(−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx =⇒

x �£ x = c− 1
2

©¬¤ x−
∞∑

n=2

2(−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx

� ©«���¨á c �å¤�  å©� £� a0/2. �§¦¢¦�å�¦¬£� «¦ a0

a0 =
2
π

∫ π

0
x �£ xdx =

2
π

[−x ©¬¤ x + �£ x]π0 = − 2
π

π ©¬¤ π = 2
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¡�  á¨� «�¢ ¡á

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x−
∞∑

n=2

2(−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx

��¨�«ã¨�©�: ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� §�¨��à�å©¦¬£� æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ «� ©� ¨á
Fourier «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª x ©¬¤ x � æ«  � ©� ¨á ��¤ ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­�. �¤
�¦¡ £á©¦¬£� ¤� �­�¨£æ©¦¬£� «¦ �−¡¨ «ã¨ ¦ �¨å©¡¦¬£�

∣∣∣∣
2n(−1)n+1

(n + 1)(n− 1)
�£ nx

∣∣∣∣ <
1
n

= Mn

�£àª � ©� ¨á
∑∞

n=2 Mn ��¤ ©¬�¡¢å¤�  ¡�  �§¦£â¤àª «¦ ¡¨ «ã¨ ¦ ��¤
�­�¨£æ��«� .

�¤ æ£àª ¡á¤¦¬£� «¦ ¢á�¦ª ¡�  §�¨��à�å©¦¬£� «�¤ ©� ¨á æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦
�¨å©¡¦¬£�

©¬¤ x− x �£ x = −1
2

©¬¤ x +
∞∑

n=2

2n2(−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx =⇒

x �£ x = +
3
2

©¬¤ x−
∞∑

n=2

2 [(n + 1)(n− 1) + 1] (−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx =⇒

x �£ x = 1− 1
2

©¬¤ x−
∞∑

n=2

2(−1)n

(n + 1)(n− 1)
©¬¤ nx+

(
1−

∞∑
n=0

2(−1)n ©¬¤ nx

)

�¨¦­�¤éª, §�¨á «¦ ¢á�¦ª §¦¬ ¡á¤�£�, �¨å©¡¦¬£� §á¢  «¦ ©à©«æ �§¦«â-
¢�©£� �¤ ¡�«�­â¨¦¬£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � «�¢�¬«�å� §�¨â¤��©� ©¬�¡¢å¤� 
©«¦ £��â¤. �£àª � ©� ¨á �¬«ã ��¤ ©¬�¡¢å¤�  £� ¡�£å� ¡¢�© ¡ã â¤¤¦ � � æ«  ¦
«�¢�¬«�å¦ª æ¨¦ª «�ª ��¤ £���¤å��«�  (¦¨n→∞ ©¬¤ nx 6= 0) �¢¢á «�¢�¤«é¤�«� 
©¬¤�®éª £�«�¥ç «à¤ « £é¤ −1 ¡�  +1.

�¤ ��à¨ã©¦¬£� æ¢�ª « ª §�¨�§á¤à ©¬¤�¨«ã©� ª ©�¤ ©¬¤�¨«�© �¡á «¦
á�¨¦ ©£� �¬«æ ©¬�¡¢å¤�  (£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª) ©� £ � ¡�«�¤¦£ã
�¤à©«ã ©�¤ �− ¡�«�¤¦£ã ã ©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬ Dirac. � �¤á¢¬©� ©� ©� ¨á
Fourier «�ª ¡�«�¤¦£ãª �¬«ãª �å¤� 

�(x− ¥) =
1
2§

∞∑
n=−∞

ein(x−¥)

��¤ á©¡�©� ¤� �¨�å«� £� «�¤ �¦ã�� � «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�àª «¦ ©¬¤�¨-
«�© �¡æ �(x− π).
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