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Το παρον τευχος περιεχει µια συνοψη του λογισµου συναρτησεων πολλων µεταβλητων και
διανυσµατικων συναρτησεων, για χρηση των ϕοιτητων της Πολυτεχνικης Σχολης του ΑΠΘ.
Το τευχος προοριζεται να χρησιµοποιηθει σε συνδυασµο µε ενα πιο εκτενες διδακτικο
ϐιβλιο. Το τευχος υποκειται σε συνεχη αναθεωρηση· η παρουσα εκδοση ειναι η v.0.9
(Μαρτιος 2010).

Ασχολουµαστε µε συναρτησεις της µορφης φ (x, y), φ (x, y, z), φ (x1, x2, ..., xN) κτλ. Η
εµφαση δινεται στις συναρτησεις δυο και τριων µεταβλητων. Επισης εξεταζουµε διανυσ-
µατικες συναρτησεις, π.χ. F (t) = ix (t)+jy (t)+kz (t) (διαν. συναρτηση µιας ανεξαρτητης
µεταβλητης), F (x, y, z) = iP (x, y, z) + jQ (x, y, z) + kR (x, y, z) (διαν. συναρτηση τριων
ανεξαρτητων µεταβλητων) κτλ.

Υπενθυµιζουµε στον αναγνωστη µερικους ϐασικους συµβολισµους της αλγεβρας των
διανυσµατων.

1. Τα διανυσµατα συµβολιζονται µε εντονα γραµµατα: u =ai+bj+ck ή και u = (a, b,c).

2. Τα i, j,k ειναι τα µοναδιαια διανυσµατα κατα τις κατευθυνσεις των αξονων x, y, z
αντιστοιχα.

3. Παντοτε ο ορος ¨διανυσµα¨ σηµαινει ¨ελευθερο διανυσµα¨, δηλ. u = (a, b,c) σηµαινει
το διανυσµα µε συνιστωσες a, b, c αλλα χωρις να προσδιοριζεται το αρχικο και το

τελικο σηµειο του διανυσµατος. Ετσι, π.χ., το διανυσµα
−−−−→
M1M2 µε αρχη το σηµειο

M1 (0, 0, 0) και τελος το M2 (1, 2, 3) ειναι ισοδυναµο µε το διανυσµα
−−−→
N1N2 µε αρχη

το N1 (1,−1, 1) και τελος το N2 (2, 1, 4)· και τα δυο ειναι το ιδιο ακριβως διανυσµα,
το u = (1, 1, 1).

4. Το εσωτερικο γινοµενο των u =ai + bj + ck, v =di + ej + fk ειναι

u · v = (ai + bj + ck) · (di + ej + fk) = ad+ be+ cf.

5. Το εξωτερικο γινοµενο των u =ai + bj + ck, v =di + ej + fk ειναι

u× v= (ai + bj + ck)× (di + ej + fk)

=

∣∣∣∣∣∣
i j k
a b c
d e f

∣∣∣∣∣∣ = (bf − ce) i + (dc− af) j + (ae− db) k.
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6. Το µετρο του u =ai + bj + ck ειναι

|u| =
√
a2 + b2 + c2.

7. Γενικοτερα, εναN-διαστατο διανυσµα ειναι µιαN-αδα αριθµων: a = (a1, a2, ...,aN) .
Το συνολο των N-διαστατων διανυσµατων ειναι εφοδιασµενο µε τις παρξεις προσ-
ϑεσης (διανυσµατων) και πολλαπλασιασµου (αριθµου επι διανυσµα).

8. Το µετρο N-διαστατου διανυσµατος a = (a1, a2, ...,aN) ειναι ||a|| =
√
a2

1 + ...+ a2
N

και το εσωτερικο γινοµενο των a και b ειναι a · b =
∑N

n=1 anbn.

Χρησιµοποιουµε τον ορο χωριο στον R2 για να δηλωσουµε ενα συνολο σηµειων. Π.χ.
ενα χωριο ειναι το

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}

δηλ. ο δισκος µε κεντρο το (0, 0) και ακτινα 1.
Παροµοια ο ορος χωριο στον R3 δηλωνει ενα συνολο σηµειων. Π.χ. ενα χωριο ειναι το

D =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

δηλ. η µπαλα µε κεντρο το (0, 0, 0) και ακτινα 1.
Συµβουλευω τον αναγνωστη να λυσει οσο µπορει περισσοτερες απο τις αλυτες ασκησεις

του παροντος τευχους. Η ϑεωρια παρουσιαζεται εντελως συνοπτικα, µε µονο σκοπο την
υποστηριξη της διαδικασιας επιλυσης. Για τους περισσοτερους απο εµας ο µονος τροπος
εκµαθησης των µαθηµατικων ειναι µεσω της επιλυσης ασκησεων. Καλη δουλεια λοιπον !

Θανασης Κεχαγιας
Θεσσαλονικη, Μαρτης 2010
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Οριο και Συνεχεια

1.1 Θεωρια

1.1.1. Εστω οτι µας δινεται µια συναρτηση δυο µεταβλητων φ (x, y). Λεµε οτι ¨το ο-
ϱιο της φ (x, y), οταν το σηµειο (x, y) τεινει στο (x0, y0), ειναι το φo" (και γραφουµε
¨lim(x,y)→(x0,y0) φ (x, y) = φ0" ) ανν

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |φ (x, y)− φ0| < ε. (1.1)

1.1.2. Το νοηµα της (1.1) ειναι το εξης : µπορουµε να εξασφαλισουµε οτι η διαφορα της
µεταβλητης ποσοτητας φ (x, y) και τη σταθερης ποσοτητας φ0 δεν ϑα ειναι µεγαλυτερη
(κατ΄ απολυτη τιµη) απο ε, αρκει να χρησιµοποιησουµε σηµεια (x, y) τα οποια δεν δεν
εχουν αποσταση απο την (x0, y0) µεγαλυτερη απο δ· για καθε ε > 0 υπαρχει δ > 0 που
εξασφαλιζει αυτη την απαιτηση.

1.1.3. Προσοχη: µπορει να ισχυει οτι

lim
(x,y)→(x0,y0)

φ (x, y) 6= lim
x,→x0

(
lim
y→y0

φ (x, y)

)
και µαλιστα υπαρχουν παραδειγµατα οπου

lim
x,→x0

(
lim
y→y0

φ (x, y)

)
6= lim

y,→y0

(
lim
x,→x0

φ (x, y)

)
.

1.1.4. Λεµε οτι η φ (x, y) ειναι συνεχης στο σηµειο (x0, y0) αν ισχυει

lim
(x,y)→(x0,y0)

φ (x, y) = φ (x0, y0) .

1.1.5. Λεµε οτι η φ (x, y) ειναι συνεχης στο χωριο D ⊆ R2 ανν ειναι συνεχης σε καθε
σηµειο (x0, y0) ∈ D.

1.1.6. Καθε πολυωνυµο δυο µεταβλητων

φ (x, y) = a00 + a10x+ a01y + a11xy + a20x
2 + a02y

2 + ...+ amnx
myn

1
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ειναι συνεχης συναρτηση στο R2, δηλ. ∀ (x0, y0) ∈ R2 ισχυει

lim
(x,y)→(x0,y0)

φ (x, y) = φ (x0, y0) .

1.1.7. Καθε ϱητη συναρτηση δυο µεταβλητων

φ (x, y) =
f (x, y)

g (x, y)

οπου f (x, y), g (x, y) ειναι πολυωνυµα, ειναι συνεχης συναρτηση στο R2, δηλ. ∀ (x0, y0) ∈
R2 − P ισχυει

lim
(x,y)→(x0,y0)

φ (x, y) = φ (x0, y0)

οπου P ειναι το συνολο των ϱιζων της g (x, y) :

P = {(x, y) : g (x, y) = 0} .

1.1.8. Αν οι f (x, y) , g (x, y) ειναι συνεχης στο D ⊆ R2 τοτε και οι

f (x, y) + g (x, y) , f (x, y)− g (x, y) , f (x, y) · g (x, y) ,
f (x, y)

g (x, y)
.

ειναι συνεχεις στο D ⊆ R2 (για την f(x,y)
g(x,y)

εξαιρουµε απο το D σηµεια µηδενισµου της
g (x, y)).

1.1.9. Αν f (x) ειναι συνεχης στο R και g (x, y) ειναι συνεχης στο R2 τοτε και η f (g (x, y)) ειναι
συνεχης στο R2.

1.1.10. Αντιστοιχα πραγµατα ισχυουν και για συναρτησεις τριων η περισσοτερων µεταβλ-
ητων. Π.χ. lim(x,y,z)→(x0,y0,z0) φ (x, y, z) = φ0 ανν

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ ⇒ |φ (x, y, z)− φ0| < ε

και λεµε οτι η φ (x, y, z) ειναι συνεχης στο σηµειο (x0, y0, z0) ανν

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

φ (x, y, z) = φ (x0, y0, z0) .

1.2 Λυµενα Προβληµατα

1.2.1. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)−→(a,b) 3x = 3a.
Λυση. Αρκει, συµφωνα µε τον ορισµο, να δειξουµε οτι για καθε ε > 0 υπαρχει

δ (ε) > 0 τετοιο ωστε

0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |3x− 3a| < ε.

Πραγµατι, ας παρουµε δ (ε) = ε/3. Τοτε

0 <

√
(x− a)2 + (y − b)2 < δ (ε) =

ε

3
⇒
√

(x− a)2 <
ε

3
⇒ |x− a| < ε

3
⇒ |3x− 3a| < ε

που ηταν το Ϲητουµενο.
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1.2.2. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)−→(0,0)
3x2y
x2+y2

= 0.
Λυση. Πραγµατι, ας παρουµε δ (ε) = ε/3. Τοτε

0 <

√
(x− 0)2 + (y − 0)2 < δ (ε) =

ε

3
⇒
√
y2 <

ε

3
⇒ |y| < ε

3
.

Εχουµε επισης.
x2

x2 + y2
< 1

Οποτε ∣∣∣∣ 3x2y

x2 + y2
− 0

∣∣∣∣ = 3 |y| x2

x2 + y2
< 3

ε

3
1 = ε

που αποδεικνψυει οτι lim(x,y)−→(0,0)
3x2y
x2+y2

= 0.

1.2.3. Να αποδειχτει οτι το οριο lim(x,y)−→(0,0)
x2−y2
x2+y2

δεν υπαρχει.
Λυση. Εαν το Ϲητουµενο οριο υπαρχει, ϑα πρεπει να ειναι ισο µε τα επαναληπτικα

ορια

lim
(x,y)−→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x−→0
lim
y−→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

y−→0
lim
x−→0

x2 − y2

x2 + y2
.

Αλλα

lim
x−→0

lim
y−→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x−→0

x2 − 0

x2 + 0
= 1

lim
y−→0

lim
x−→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

y−→0

0− y2

0 + y2
= −1.

Αρα το Ϲητουµενο οριο δεν υπαρχει.

1.2.4. Να αποδειχτει οτι το οριο lim(x,y)−→(0,0)
xy

x2+y2
δεν υπαρχει.

Λυση. Εαν το Ϲητουµενο οριο υπαρχει, ϑα πρεπει να ειναι ισο µε οποιοδηποτε οριο το
οποιο παιρνουµε προσεγγιζοντας το (0, 0) κατα µηκος της ευθειας y = kx, δηλ. για καθε
k ϑα πρεπει να εχουµε

lim
(x,y)−→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

(x,kx)−→(0,0)

xy

x2 + y2
.

Αλλα

lim
(x,kx)−→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

(x,kx)−→(0,0)

xkx

x2 + k2x2

= lim
(x,kx)−→(0,0)

x2k

x2 (1− k2)
= lim

(x,kx)−→(0,0)

k

(1− k2)
=

k

(1− k2)
.

Οµως η ποσοτητα k
(1−k2)

δεν ειναι σταθερη, αρα το Ϲητουµενο οριο lim(x,y)−→(0,0)
xy

x2+y2
δεν

υπαρχει.

1.2.5. Να υπολογιστουν τα ορια
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1. lim(x,y)→(1,1) x
2 + 2xy − x2 + 5y2x3. Ειναι µια πολυωνυµικη συναρτηση, αρα

lim
(x,y)→(1,1)

x2 + 2xy − x2 + 5y2x3 =
(
x2 + 2xy − x2 + 5y2x3

)
(x,y)=(1,1)

= 12 + 2 · 1 · 1− 12 + 5 · 12 · 13 = 7

2. lim(x,y)→(1,0)
x2−y2
x2+y2

. Το οριο αυτο αποτελειται απο συνεχεις συναρτησεις και ο
παρονοµαστης ειναι διαφορος του µηδενος. Οποτε

lim
(x,y)→(1,0)

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x⇀1,y−→0

1− 0

1 + 0
= 1

3. limx−→0,y−→0
x2−y2
x2+y2

. Ο παρονοµαστης αυτου του οριου µηδενιζεται. Εστω y = Kx –
αν x −→ 0 τοτε και y = Kx −→ 0 οποτε

lim
x−→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x−→0

x2 −K2x2

x2 +K2x2
=

1−K2

1 +K2

Το οριο λοιπον εξαρταται απο τον τροπο που (x, y) −→ (0, 0) , αρα το οριο δεν
υπαρχει

4. limx−→0,y−→1
x2+x·y+y2

x2+y2
. Το οριο αποτελειται απο συνεχεις συναρτησεις και ο παρονο-

µαστης ειναι διαφορος του µηδενος. Οποτε

lim
(x,y)→(0,1)

x2 + x · y + y2

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,1)

0 + 0 · 1 + 1

0 + 1
= 1

5. lim(x,y)→(1,1)
x2+x·y+y2

x2+y2
. Παροµοια εχουµε limx−→1,y−→1

1+1+1
1+1

= 2
3

1.2.6. Να υπολογιστουν τα ορια

1. lim(x,y)→(1,1) sin (x2 + 2xy − x2 + 5y2x3). Η g (z) = sin (z) ειναι συνεχης συναρτηση
µιας µεταβλητης. Η g (x, y) = x2 + 2xy − x2 + 5y2x3 ειναι πολυωνυµικη και
αρα συνεχης συναρτηση δυο µεταβλητων. Αρα η sin (x2 + 2xy − x2 + 5y2x3) ειναι
συνεχης συναρτηση και αρα

lim
(x,y)→(1,1)

sin
(
x2 + 2xy − x2 + 5y2x3

)
= sin

(
x2 + 2xy − x2 + 5y2x3

)
(x,y)=(1,1)

= sin (7) .

2. lim(x,y)→(0,0) e
sin(x2+2xy−x2+5y2x3). Η p (x, y) = sin (x2 + 2xy − x2 + 5y2x3) ειναι συνεχη-

ς συναρτηση. Αρα και η ep(x,y) ειναι συνεχης συναρτηση και

lim
(x,y)→(0,0)

esin(x2+2xy−x2+5y2x3) =
[
esin(x2+2xy−x2+5y2x3)

]
(x,y)=(1,1)

= esin(7)..
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1.2.7. Να υπολογιστει το οριο

lim
(x,y)−→(0,0)

x2 − xy√
x−√y

.

Λυση. Εδω ο παρονοµαστης µηδενιζεται στο (0, 0). Ωστοσο παρατηρουµε το εξης

lim
(x,y)−→(0,0)

x2 − xy√
x−√y

lim
(x,y)−→(0,0)

(
x2 − xy√
x−√y

·
√
x+
√
y

√
x+
√
y

)
= lim

(x,y)−→(0,0)

(
x · (x− y)

x− y
·
(√

x+
√
y
))

= lim
(x,y)−→(0,0)

(
x ·
(√

x+
√
y
))

= 0.

1.2.8. Να υπολογιστει το οριο

lim
(x,y)−→(0,0)

x+ y − 4√
x+ y − 2

.

Λυση. Εδω ο αριθµητης και παρονοµαστης µηδενιζεται στο (0, 0). Ωστοσο παρατηρουµε
το εξης

lim
(x,y)−→(0,0)

x+ y − 4√
x+ y − 2

= lim
(x,y)−→(0,0)

(
x+ y − 4√
x+ y − 2

·
√
x+ y + 2√
x+ y + 2

)
= lim

(x,y)−→(0,0)

(x+ y − 4) · (
√
x+ y + 2)

(x+ y − 4)
= lim

(x,y)−→(0,0)

(√
x+ y + 2

)
= 2..

1.2.9. Να υπολογιστει το οριο

lim
(x,y,z)−→(0,1,2)

x+ y + z − 1

x2 + 2yz
.

Λυση. Εχουµε

lim
(x,y,z)−→(0,1,2)

x+ y + z − 1

x2 + 2yz
=

0 + 1 + 2− 1

02 + 2 · 1 · 2
=

1

2
..

1.2.10. Να ορισετε την σηµασια του συµβολισµου

lim
(x,y)−→(x0,y0)

φ (x, y) =∞

και να την εξηγησετε.
Λυση. Κατ΄ αναλογια µε lim(x,y)−→(x0,y0) φ (x, y) = φo ∈ R (και χρησιµοποιωντας

στοιχεια γνωστα απο τα ορια συναρτησεων µιας µεταβλητης) µπορουµε να ορισουµε
lim(x,y)−→(x0,y0) φ (x, y) =∞ ανν

∀M ∈ R ∃δ > 0 : 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |φ (x, y)| > M.

το οποιο εχει την εξης σηµασια : το οριο της φ (x, y) ειναι το ∞ οταν το (x, y) τεινει στο
(x0, y0) σηµαινει µπορουµε να κανουµε την f (x, y) µεγαλυτερη απο καθε πραγµατικο
αριθµο M , αρκει το (x, y) να µην απεχει απο το (x0, y0) περισσοτερο απο δ.
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1.2.11. Σε ποια σηµεια του R2 ειναι συνεχης η f (x, y) = x2−y2
x2−3x+2

;
Λυση. Ως ϱητη συναρτηση, η f (x, y) ϑα ειναι συνεχης σε καθε (x0, y0) το οποιο δεν

µηδενιζει τον παρονοµαστη. Αρα ϑα ειναι συνεχης στο

D = {(x, y) : x /∈ {1, 2}} .

1.2.12. Σε ποια σηµεια του R2 ειναι συνεχης η f (x, y) = x2−y2
x2−y ;

Λυση. Ως ϱητη συναρτηση, η f (x, y) ϑα ειναι συνεχης σε καθε (x0, y0) το οποιο δεν
µηδενιζει τον παρονοµαστη. Αρα ϑα ειναι συνεχης στο

D =
{

(x, y) : y 6= x2
}
.

1.3 Αλυτα Προβληµατα

1.3.1. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)→(1,1) x+ y − 1 = 1.

1.3.2. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)→(1,1) xy = 1.

1.3.3. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)→(1,1) x
2 + y2 = 2.

1.3.4. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)→(1,1)
xy√
x2+y2

= 1.

1.3.5. Να αποδειχτει οτι lim(x,y)→(0,0)
xy√
x2+y2

= 0.

1.3.6. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
x2

x+y

Απ. 0.

1.3.7. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(π/2,π/2) sin (x+ y)
Απ. 0.

1.3.8. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
sin(x2+y2)
x2+y2

Απ. 1.

1.3.9. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
x4−y4
x2+y2

.
Απ. 0.

1.3.10. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
x
x+y

Απ. ∆εν υπαρχει.

1.3.11. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
x2+y2√

x2+y2+1−1

Απ. 2.

1.3.12. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)

√
x2y2+1−1

x2+y2

Απ. 0.

1.3.13. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
sin(x2+y2)
x2+y2

Απ. 1.
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1.3.14. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y)→(0,0)
x+y
x−y

Απ. ∆εν υπαρχει.

1.3.15. Απο την γραφικη παρασταση της συναρτησης f (x, y) = x+y
x−y ϐρειτε το οριο

lim(x,y)→(1,2) f (x, y).

1.3.16. Απο την γραφικη παρασταση της συναρτησης f (x, y) = x+y
x−y δειξτε οτι το οριο

lim(x,y)→(0,0) δεν υπαρχει. Σε ποια αλλα σηµεια του R2 ϕαινεται να µην εχει οριο η
συναρτηση ;

1.3.17. ∆ινεται η συναρτηση φ (x, y) = sin(x+y)
x+y

για (x, y) 6= (0, 0) και φ (0, 0) = 1. Ειναι
αυτη συνεχης στο (0, 0);

Απ. Ναι.

1.3.18. ∆ινεται η συναρτηση φ (x, y) = x2y2

x2+y2
για (x, y) 6= (0, 0) και φ (0, 0) = 0. Ειναι

αυτη συνεχης στο (0, 0);
Απ. Ναι.

1.3.19. ∆ινεται η συναρτηση φ (x, y) = xy
x2+y2

για (x, y) 6= (0, 0) και φ (0, 0) = 1. Ειναι
αυτη συνεχης στο (0, 0);

Απ. Οχι.

1.3.20. ∆ινεται η συναρτηση φ (x, y) = x4−y4
x4+y4

για (x, y) 6= (0, 0) και φ (0, 0) = 1. Ειναι
αυτη συνεχης στο (0, 0);

Απ. Οχι.

1.3.21. Να δειχτει οτι lim(x,y)→(0,0)
1
x2 =∞.

1.3.22. ∆ινεται η συναρτηση φ (x, y) = x4−y4
x4+y4

για (x, y) 6= (0, 0) και φ (0, 0) = 1. Ειναι
αυτη συνεχης στο (0, 0);

Απ. Οχι.

1.3.23. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y,z)→(1,1,1)
x2

x+y+z

Απ. 1/3.

1.3.24. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y,z)→(0,0,0)
x2

x+y+z

Απ. 0.

1.3.25. Να υπολογιστει το οριο lim(x,y,z)→(0,0,0)
xy+yz+zx
x2+y2+z2

Απ. ∆εν υπαρχει.
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Παραγωγιση

2.1 Θεωρια

2.1.1. Η µερικη παραγωγος της φ (x, y) ως προς x συµβολιζεται µε ∂φ
∂x

ή και µε φx και
οριζεται ως εξης

∂φ

∂x
= lim

∆x→0

φ (x+ ∆x, y)− φ (x, y)

∆x
.

∆ηλ. η ∂φ
∂x

ειναι η παραγωγος της φ (x, y) ως προς x, αν ϑεωρησουµε την µεταβλητη y

σταθερη. Οµοια συµβολιζουµε την µερικη παραγωγο της φ (x, y) ως προς y µε ∂φ
∂y

ή φy και
την οριζουµε ως εξης

∂φ

∂y
= lim

∆y→0

φ (x, y + ∆y, z)− φ (x, y, z)

∆y
.

2.1.2. Οριζουµε τις µερικες παραγωγους ανωτερης ταξης µε αντιστοιχο τροπο. Π.χ.

φxx =
∂2φ

∂x2
=

∂

∂x

(
∂φ

∂x

)
, φyx =

∂2φ

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂φ

∂y

)
φyy =

∂2φ

∂y2
=

∂

∂y

(
∂φ

∂y

)
, φxy =

∂2φ

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂φ

∂x

)
.

2.1.3. Αντιστοιχα πραγµατα ισχυουν και για συναρτησεις τριων η περισσοτερων µεταβλ-
ητων. Π.χ. η φ (x, y, z) εχει µερικες παραγωγους πρωτης ταξης φx, φy, φz· η φ (x1, x2, ..., xN)
εχει τις ∂φ

∂x1
, ..., ∂φ

∂xN
κτλ.

2.1.4. Επισης ϑα χρησιµοποιησουµε τον συµβολισµο των διαφορικων τελεστων. Ετσι,
Dxφ = φx, Dyφ = φy, Dxx = D2

xφ = φxx, DxDyφ = φxy κτλ.

2.1.5. Οταν οι µεταβλητες x, y υφιστανται µικρες µεταβολες, ∆x,∆y, τοτε η συναρτηση
φ (x, y) µεταβαλλεται προσεγγιστικα κατα

∆φ = φ (x+ ∆x, y + ∆y)− φ (x, y) ' ∂φ

∂x
∆x+

∂φ

∂y
∆y.

Στο οριο ∆x→ 0,∆y → 0 εχουµε µεταβολη ιση µε το διαφορικο της φ (x, y) που ειναι

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy.

8
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2.1.6. Μπορουµε να συνδυασουµε ολες τις µερικες παραγωγους της φ (x, y) σε µια δι-
ανυσµατικη παραγωγο. Η κλιση της φ (x, y), συµβολιζεται gradφ και οριζεται ως εξησ:

gradφ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
.

2.1.7. Αντιστοιχα, µπορουµε να συνδυασουµε ολες τις µερικες παραγωγους της φ (x, y, z)
σε µια διανυσµατικη παραγωγο, την κλιση της φ (x, y, z), που συµβολιζεται gradφ και
οριζεται ως εξης :

gradφ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
+ k

∂φ

∂z
.

2.1.8. Ο τελεστης αναδελτα συµβολιζεται µε ∇ και οριζεται ως εξης :

∇ = i
∂

∂x
+ +j

∂

∂y
για συναρτησεις δυο µεταβλητων και

∇= i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
για συναρτησεις τριων µεταβλητων

2.1.9. Τοτε η κλιση της φ µπορει να γραφτει

gradφ = ∇φ

2.1.10. Επισης το διαφορικο της φ µπορει να γραφτει στην µορφη

dφ = ∇φ · dr

οπου, για συναρτησεις δυο µεταβλητων, εχουµε r = ix + jy και dr = idx + jdy (για
συναρτησεις τριων µεταβλητων εχοψυµε r = ix + jy + kz και dr = idx + jdy + kdz).
∆ηλ. το r ειναι το διανυσµα ϑεσης.

2.1.11. Η κλιση εχει ιδιοτητες παροµοιες µε αυτες της συνηθους παραγωγου. Π.χ. ισχυει
οτι ∇ (φψ) = (∇φ)ψ + φ (∇ψ).

2.1.12. Γεωµετρικα, η ∂φ
∂x

δινει τον ϱυθµο µεταβολης της φ (x, y) οταν το διανυσµα (x, y)
µεταβαλλεται κατα την κατευθυνση x.

∂φ

∂x
= lim
|∆r|→0

|φ (x+∆x, y)− φ|
|∆x|

.

Αντιστοιχα πραγµατα ισχυουν για τις ∂φ
∂y

, ∂φ
∂z

κ.τ.λ.

2.1.13. Αν τωρα τα x, y µεταβαλλονται ταυτοχρονως κατα την κατευθυνση του διανυσ-
µατος v = ia + jb, τοτε ο ϱυθµος µεταβολης (δηλ.η παραγωγος) της φ (x, y)) κατα την
κατευθυνση v ειναι

dφ

dv
= lim

∆s→0

φ (x+ a∆s, y + b∆s)− φ (x, y)

∆s

και δινεται απο την σχεση
dφ

dv
= ∇φ · v

||v||
. (2.1)
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2.1.14. Η κατευθυνση κατα την οποια µεγιστοποιειται η dφ
dv

ειναι η ∇φ και οταν v = ∇φ
|∇φ|

τοτε εχουµε
dφ

dv
= |∇φ| .

2.1.15. Εστω οτι οριζεται µια επιφανεια στην πεπλεγµενη µορφη φ (x, y, z) = 0. Τοτε ενα
καθετο διανυσµα στην επιφανεια, στο σηµειο (x0, yo, z0), ειναι το

∇φ|(x,y,z)=(x0,yo,z0).

Η καθετη ευθεια στην επιφανεια, στο σηµειο (x0, yo, z0), εχει εξισωση

x− x0

φx (x0,y0, z0)
=

y − y0

φy (x0,y0, z0)
=

z − z0

φz (x0,y0, z0)
.

Το δε εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια, στο σηµειο (x0, yo, z0), εχει εξισωση

φx (x0,y0, z0) · (x− x0) + φy (x0,y0, z0) · (y − y0) + φz (x0,y0, z0) · (z − z0) = 0.

2.1.16. Η Λαπλασιανη της φ (x, y) οριζεται ως

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2

και της φ (x, y, z) οριζεται ως

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
.

2.2 Λυµενα Προβληµατα

2.2.1. Να υπολογιστουν οι µερικες παραγωγοι πρωτης ταξης της φ (x, y) = x2 · e y+x3.
Λυση. Εχουµε

∂

∂x
(x2 · ey+x3

) = 2xey+x3

+ x2ey+x3

(x3)́ = 2xey+x3

+ 3x4ey+x3

∂

∂y
(x2 · ey+x3

) = x2ey+x3

(y)́ = x2ey+x3

2.2.2. Να υπολογιστουν οι µερικες παραγωγοι πρωτης ταξης της φ (x, y) = 1
y+x3

Λυση. Εχουµε

∂φ

∂x
= − 1

(y + x3)2
(y + x3)́ = − 3x2

(y + x3)2

∂φ

∂y
= − 1

(y + x3)2
(y)́ = − 1

(y + x3)2
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2.2.3. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους πρωτης και δευτερης ταξης της φ (x, y) =
x3 + xy + y3 + 4x2.

Λυση. Για τις πρωτης ταξης παραγωγους εχουµε

Dx

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= 3x2 + 8x+ y

Dy

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= 3y2 + x

Για τις δευτερης ταξης παραγωγους εχουµε :

Dxx

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= Dx

(
Dx

(
x3 + xy + y3 + 4x2

))
= Dx

(
3x2 + 8x+ y

)
= 6x+ 8

Dyy

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= Dy

(
Dy

(
x3 + xy + y3 + 4x2

))
= 6y

Dxy

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= Dy

(
Dx

(
x3 + xy + y3 + 4x2

))
= 1

Dyx

(
x3 + xy + y3 + 4x2

)
= Dx

(
Dy

(
x3 + xy + y3 + 4x2

))
= 1

Παρατηρουµε οτι Dxy (x3 + xy + y3 + 4x2) = Dyx (x3 + xy + y3 + 4x2).

2.2.4. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φxx, φyy, φxy της φ (x, y) = x2 sin (x+ y) .

Dx

(
x2 sin (x+ y)

)
= 2x sin (x+ y) + x2 cos (x+ y) , Dy

(
x2 sin (x+ y)

)
= x2 cos (x+ y)

Dxx

(
x2 sin (x+ y)

)
= Dx

(
2x sin (x+ y) + x2 cos (x+ y)

)
= 2 sin (x+ y) + 4x cos (x+ y)− x2 sin (x+ y)

Dyy

(
x2 sin (x+ y)

)
= Dy

(
x2 cos (x+ y)

)
= −x2 sin (x+ y)

Dxy

(
x2 sin (x+ y)

)
= Dy

(
2x sin (x+ y) + x2 cos (x+ y)

)
= 2x cos (x+ y)− x2 sin (x+ y)

Dyx

(
x2 sin (x+ y)

)
= Dx

(
x2 cos (x+ y)

)
= 2x cos (x+ y)− x2 sin (x+ y)

2.2.5. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y) = x+ 2y
Λυση. Εχουµε

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = dx+ 2dy.

2.2.6. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y) = x2 + y3

Λυση. Εχουµε

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = 2xdx+ 3y2dy.

2.2.7. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y, z) = x2 + y3 + z4

Λυση. Εχουµε

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy +

∂φ

∂z
dz = 2xdx+ 3y2dy + 4z3dz.

2.2.8. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y, z) = sin (x+ y2 + z3)
Λυση. Εχουµε

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy +

∂φ

∂z
dz

= − sin
(
y2 + z3 + x

)
dx− 2y sin

(
y2 + z3 + x

)
dy − 3z2 sin

(
y2 + z3 + x

)
dz.
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2.2.9. Να υπολογιστει το ∆φ και το dφ στο (x, y) = (x0, y0) για φ (x, y) = x3 + y2,
(x0, y0) = (1, 1) και (α) για ∆x = 0.1, ∆y = 0.1 (ϐ) για ∆x = 0.01, ∆y = 0.01.

Λυση. Εχουµε

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = 3x2dx+ 2ydy.

Αυτο το αποτελεσµα ειναι το ιδιο για τις περιπτωσεις (α) και (ϐ). Τωρα, στην περιπτωση
(α) εχουµε ∆x = ∆y = 0.1 και

∆φ = φ (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− φ (x0, y0) =
(
1.13 + 1.12

)
−
(
13 + 12

)
= 0.541 .

Στην περιπτωση (ϐ) εχουµε ∆x = ∆y = 0.01 και

∆φ = φ (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− φ (x0, y0) =
(
1.013 + 1.012

)
−
(
13 + 12

)
= 0.504 .

Η προσεγγιση µε το διαφορικο δινει

dφ (∆x = 0.1,∆y = 0.1) = 3x2∆x+ 2y∆y = 0.3 + 0.2 = 0.5.

Βλεπουµε λοιπον οτι, οταν τα ∆x,∆y ειναι µικροτερα, η προσεγγιση του ∆φ απο το dφ
ειναι καλυτερη (εχει µικροτερο σφαλµα).

2.2.10. Να υπολογιστει το ∆φ και το dφ στο (x, y) = (x0, y0) για φ (x, y) = sin (x+ y),
(x0, y0) = (0, 0), ∆x = 0.1, ∆y = 0.2

Λυση. Εχουµε

∆φ = sin (0.1 + 0.2)− sin (0.0 + 0.0) = 0.295 52− 0 = 0.295 52

dφ = cos (x+ y) ·∆x+ cos (x+ y) ·∆y = cos (0) · 0.1 + cos (0) · 0.2 = 0.3.

2.2.11. Να υπολογιστει η κλιση των παρακατω συναρτησεων.

1. gradφ για φ = x2 + y3. Εδω ειναι

gradφ =
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j = 2xi + 3y2j.

2. gradφ για φ = x2y3z. Εδω ειναι

gradφ =
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j +

∂φ

∂z
k = 2xy3zi + 3xy2zj + x2y2k.

3. gradφ για φ = x2e y+x3. Εδω ειναι

gradφ =
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j = (2xey+x3

+ 3x4ey+x3

)i + (x2ey+x3

)j

4. gradφ για φ = x2ye zy. Εδω ειναι

gradφ =
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j +

∂φ

∂z
k = (2xyezy)i + (x2ezy + x2yezy)j + (x2yezy)k
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5. gradφ για φ = 1
y+x3 . Εδω ειναι

gradφ =
∂φ

∂x
i+
∂φ

∂y
j = [− 1

(y + x3)2
(x3)́]i+[− 1

(y + x3)2
(y)́]j = − 3x2

(y + x3)2
i− 1

(y + x3)2
j

2.2.12. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y) = (2, 3)
για φ (x, y) = y sinx+ x

y

Λυση. Εχουµε∇φ (x, y) = i
(
y cosx+ 1

y

)
+j
(

sinx− x
y2

)
και∇φ (2, 3) = i

(
3 cos 2 + 1

3

)
+

j
(
sin 2− 2

9

)
.

2.2.13. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y, z) =
(1, 1, 1) για φ (x, y, z) = x2y3z

Λυση. Εχουµε ηδη υπολογισει οτι ∇φ = i2xy3z + j3x2y2z + kx2y3 . Στο (1, 1, 1) ϑα
ειναι ∇φ (1, 1, 1) = i2 + j3 + k.

Απ. 6 cos (x2 + y2 + z2)− 4 (sin (x2 + y2 + z2))x2− 4 (sin (x2 + y2 + z2)) y2− 4 (sin (x2 + y2 + z2)) z2).

2.2.14. Αποδειξτε οτι dφ = ∇φ · dr.
Λυση. Πραγµατι, αν ∇φ = i∂φ

∂x
+ j∂φ

∂y
και dr = idx+ jdy , τοτε το εσωτερικο γινοµενο

ειναι
∇φ · dr =

∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = dφ.

Αναλογη ειναι αποδειξη οταν η φ ειναι συναρτηση τριων µεταβλητων.

2.2.15. Αν c ειναι σταθερο διανυσµα, να δειχτει οτι ∇ (c · r) = c.

2.2.16. Λυση. Πραγµατι, αν r = ix+ jy και c =ai + bj , τοτε

∇ (c · r) = ∇ (ax+ by) = iDx (ax+ by) + jDy (ax+ by) =ai + bj = c.

2.2.17. ∆ινονται παραγωγισιµες συναρτησεις P (x, y), Q (x, y). Να δειχτει οτι

(∃φ : P (x, y) dx+Q (x, y) dy = dφ)⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x

2.2.18. Λυση. Εστω οτι υπαρχει φ τετοια ωστε

P (x, y) dx+Q (x, y) dy = dφ.

Οµως, για καθε dx, dy, ισχυει και οτι

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy

Αρα ϑα εχουµε

P =
∂φ

∂x
και Q =

∂φ

∂y
οποτε εχουµε

∂P

∂y
=

∂

∂y

∂φ

∂x
=

∂2φ

∂x∂y
=

∂2φ

∂y∂x
=

∂

∂x

∂φ

∂y
=
∂Q

∂x
.
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2.2.19. Να υπολογιστει η παραγωγος της φ = xy στο σηµειο A(1, 2) και κατα την κατευ-
ϑυνση n = 3i + 4j

Λυση. Το n εχει µετρο |n| =
√

9 + 16 = 5. Οποτε

n

|n|
=

2√
8
i +

2√
8
j + 0 και µοναδιαιο διανυσµα no =

(
2√
8
,

2√
8
, 0

)
.

Επισης Oφ = (∂φ
∂x
, ∂φ
∂y
, ∂φ
∂z

) = (2xy2, 2yx2,− sin z) και Oφ|1,1,0 = (2, 2, 0). Οποτε

dφ

dn
= Oφ(xo, yo, zo) · no

= (2, 2, 0) · ( 2√
8
,

2√
8
, 0) =

4√
8

+
4√
8

=
8√
8

=
8√
4 · 2

=
8

2
√

2
=

4√
2

=
4
√

2

2
= 2
√

2

2.2.20. Να υπολογιστει η παραγωγος της φ = y2x2 +cos z στο σηµειο A(1, 1, 0) και κατα
την κατευθυνση n = 2i + 2j+0k.

Λυση. Το n εχει µετρο |n| =
√

22 + 22 + 0 =
√

8. Οποτε

n

|n|
=

3

5
i +

3

5
j και µοναδιαιο διανυσµα no = (

3

5
,
4

5
).

Επισης Oφ = i∂φ
∂x

+ j∂φ
∂y

= iy + jx και Oφ|1,2 = (2, 1). Οποτε

dφ

dn
= Oφ(xo, yo) · no = (2, 1) · (3

5
,
4

5
) =

6

5
+

4

5
=

10

5
= 2

2.2.21. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της φ = xyz στο σηµειο (1, 2, 3) και
κατα την κατευθυνση προς το σηµειο (2, 3, 2).

Λυση. Εχουµε
Oφ(x, y, z) = iyz + jxz + kxy

και
Oφ(1, 2, 3) = 6i + 3j + 2k.

Επισης το διανυσµα απο το A (5, 1, 2) προς το B (9, 4, 14) ειναι

−→
AB = n = i (2− 1) + j (3− 2) + k (2− 3) = i + j− k

και το µοναδιαιο διανυσµα ειναι

n0 =
1√
3
i +

1√
3
j− 1√

3
k.

Οποτε η παραγωγος ειναι

dφ

dn
=

1√
3

(6 · 1 + 3 · 1− 2 · 1) =
7

13
.
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2.2.22. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της u = x2 + y2 + z2 στο σηµειο
(1, 1, 1) και κατα την κατευθυνση προς το σηµειο (0, 1, 1).

Λυση. Εχουµε
Oφ(x, y, z) = i2x+ j2y + k2z

και
Oφ(1, 1, 1) = 2i + 2j + 2k.

Επισης το διανυσµα απο το A (1, 1, 1) προς το B (0, 1, 1) ειναι
−→
AB = n = i (0− 1) + j (1− 1) + k (1− 1) = i

το οποιο ειναι µοναδιαιο : n = n0. Οποτε η παραγωγος ειναι

dφ

dn
= (2 · 1 + 2 · 0 + 2 · 0) = 2.

Αυτη ειναι η φx (1, 1, 1) (γιατι ;).

2.2.23. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της φ = 1
r2

= 1
x2+y2+z2

σε τυχον
σηµειο και κατα την κατευθυνση ∇φ.

Λυση. Με αλλα λογια το Ϲητουµενο ειναι το µετρο ‖∇φ‖ (γιατι ;). Εχουµε δε

∇φ =
−2x

(x2 + y2 + z2)2 i +
−2y

(x2 + y2 + z2)2 j +
−2z

(x2 + y2 + z2)2k

οποτε η Ϲητουµενη παραγωγος ειναι
√

4x2+4y2+4z2

(x2+y2+z2)4

dφ

dn
= ‖∇φ‖ =

√
4x2 + 4y2 + 4z2

(x2 + y2 + z2)4 =
2

(x2 + y2 + z2)3/2
=

2

r3
.

2.2.24. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο και η καθετη ευθεια, στην επιφανεια
x2 + 2y2 − z = 0 στο σηµειο (3, 1, 2).

Λυση. Στο τυχον σηµειο (x, y, z) η επιφανεια εχει καθετο διανυσµα

n = iφx + jφy + kφz = i2x+ j4y−k.

και στο σηµειο (3, 1, 2) εχει καθετο διανυσµα

n1 = 6i + 4j− k.

Οποτε η καθετη υθεια εχει εξισωσεις

x− 3

6
=
y − 1

4
=
z − 2

−1
.

και το εφαπτοµενο επιπεδο εχει εξισωση

6 (x− 3) + 4 (y − 1)− (z − 2) = 0

δηλ.
6x+ 4y − z − 20 = 0.
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2.2.25. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο και η καθετη ευθεια, στην επιφανεια
xyz = a3 στο σηµειο (x0, y0, z0).

Λυση. Στο τυχον σηµειο (x0, y0, z0) η επιφανεια εχει καθετο διανυσµα

n = iφx + jφy + kφz = iy0z0 + jx0z0+kx0y0.

Οποτε η καθετη υθεια εχει εξισωσεις

x− x0

y0z0

=
y − y0

x0z0

=
z − z0

x0y0

.

και το εφαπτοµενο επιπεδο εχει εξισωση

y0z0 (x− x0) + x0z0 (y − y0) + x0y0 (z − z0) = 0

δηλ.
xy0z0 + yx0z0 + zx0z0 − 3x0y0z0 = 0

ή και
xy0z0 + yx0z0 + zx0z03a3

(αφου (x0, y0, z0) ειναι σηµειο της επιφανειας ϑα ικανοποιει την εξισωση xyz = a3).

2.2.26. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο και η καθετη ευθεια, στην επιφανεια
x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 στο σηµειο (1, 1, 2).

Λυση. Στο τυχον σηµειο (x, y, z) η επιφανεια εχει καθετο διανυσµα

n = iφx + jφy + kφz = i
2x

a2
+ j

2y

b2
+k

2z

c2
.

και στο σηµειο (1, 1, 2) εχει καθετο διανυσµα

n1 = i
2

a2
+ j

2

b2
+k

4

c2
.

Οποτε η καθετη ευθεια εχει εξισωσεις

x− 1

2/a2
=
y − 1

2/b2
=
z − 2

4/c2
.

και το εφαπτοµενο επιπεδο εχει εξισωση

2

a2
(x− 1) +

2

b2
(y − 1) +

4

c2
(z − 2) = 0

δηλ.
2x

a2
+

2y

b2
+

4z

c2
−
(

2

a2
+

2

b2
+

8

c2

)
= 0.

2.2.27. Να υπολογιστει η Λαπλασιανη των παρακατω συναρτησεων.
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1. O2φ για φ = x2e y+x3. Εδω ειναι

O2φ =
∂

∂x
(
∂φ

∂x
) +

∂

∂y
(
∂φ

∂y
) =

∂

∂x
(2xey+x3

+ 3x4ey+x3

) +
∂

∂y
(x2ey+x3

)

= 2ey+x3

+ 6x3ey+x3

+ 12x3ey+x3

+ 9x6ey+x3

+ x2ey+x3

2. O2φ για φ = e x+y+z3. Εδω ειναι

O2φ =
∂

∂x
(ex+y+z3) +

∂

∂y
(2yex+y+z3) +

∂

∂z
(3z2ex+y+z3)

= ex+y+z3 + 2ex+y+z3 + 4y2ex+y+z3 + 6zex+y+z3 + 9z4ex+y+z3

= 3ex+y+z3 + 4y2ex+y+z3 + 6zex+y+z3 + 9z4ex+y+z3

3. O2φ για φ = 1
y+x3 , οποτε

O2φ =
∂

∂x
(
∂φ

∂x
) +

∂

∂y
(
∂φ

∂y
) =

∂

∂x
(− 3x2

(y + x3)2
) +

∂

∂y
(− 1

(y + x3)2
)

=
−6x2(y + x3 + 6x2(y + x3)3x2

(y + x3)4
+

2(y + x3)3x2

(y + x3)4

=
−6(y + x3)2 + 18x(y + x3) + 6x2(y + x3)

(y + x3)4
=
−6(y + x3) + 18x4 + 6x2

(y + x3)3

4. O2φ για φ = 1
x+y2+z3

, οποτε

O2φ =
∂

∂x
(
∂φ

∂x
) +

∂

∂y
(
∂φ

∂y
) +

∂

∂z
(
∂φ

∂z
)

=
∂

∂x
(− 1

(x+ y2 + z3)2
) +

∂

∂y
(− 2y

(x+ y2 + z3)2
) +

∂

∂z
(− 3z2

(x+ y2 + z3)2
)

=
2

(x+ y2 + z3)3
− 2(x+ y2 + z3)2

(x+ y2 + z3)4
+

8y2(x+ y2 + z3)

(x+ y2 + z3)4
− 6z(x+ y2 + z3)

(x+ y2 + z3)4
+

18z4(x+ y2 + z3)

(x+ y2 + z3)4

=
2

(x+ y2 + z3)3
− 2

(x+ y2 + z3)2
+

8y2

(x+ y2 + z3)3
− 6z

(x+ y2 + z3)3
+

18z4

(x+ y2 + z3)3

2.3 Αλυτα Προβληµατα

2.3.1. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φxx, φyy, φxy της φ (x, y) = x2 + 2xy+
y3 + 4x.

Απ. 2x+ 2y + 4, 3y2 + 2x, 2, 6y, 2.

2.3.2. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φxx, φyy, φxy της φ (x, y) = x2 sin (x+ y) .
Απ. 2x sin (x+ y) + x2 cos (x+ y), x2 cos (x+ y), 2 sin (x+ y) + 4x cos (x+ y) −

x2 sin (x+ y), −x2 sin (x+ y), 2x cos (x+ y)− x2 sin (x+ y).
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2.3.3. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φxx, φyy, φxy της φ (x, y) = x+y
xy−1

.

Απ. x2 sin (x+ y)

2.3.4. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φxx, φyy, φxy της φ (x, y) = x2 sin (x+ y) .

Απ. − 1
(xy−1)2

(y2 + 1), − 1
(xy−1)2

(x2 + 1), 2 y

(xy−1)3
(y2 + 1), 2 x

(xy−1)3
(x2 + 1), 2(x+y)

(xy−1)3
.

2.3.5. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φz, φyy, φxy της φ (x, y, z) = x3yz +
y2z3 + cos (xyz) .

Απ. −yz (sinxyz − 3x2), x3z + 2yz3 − xz sinxyz, x3y + 3y2z2 − xy sinxyz.

2.3.6. Υπολογιστε τις µερικες παραγωγους φx, φy, φz, φyy, φxy της φ (x, y, z) = zesin(x+y).
Απ. z (cos (x+ y)) esin(x+y), z (cos (x+ y)) esin(x+y), esin(x+y).

2.3.7. Υπολογιστε την µερικη παραγωγο ∂φ
∂x

και την ολικη παραγωγο dφ
dx

αν φ (x, y) =
x2 + y2 και y (x) = x3.

Απ. ∂φ
∂x

= 2x, dφ
dx

= 2x+ 6x5.

2.3.8. Υπολογιστε το διαφορικο της φ (x, y) = x2 sin (x+ y) .
Απ. dφ = (2x sin (x+ y) + x2 cos (x+ y)) dx+ x2 cos (x+ y) dy.

2.3.9. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y) = x3y + x2y2.
Απ. dφ = (3x2y + 2xy2) dx+ (x3 + 2yx2) dy.

2.3.10. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y, z) = x+ y + z
Απ. dφ = dx+ dy + dz.

2.3.11. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y, z) = x2y3z4

Απ. dφ = 2xy3z4dx+ 3x2y2z4dy + 4x2y3z3dz.

2.3.12. Υπολογιστε το το διαφορικο της φ (x, y, z) = cos (x+ y2 + z3)
Απ. dφ = − sin (y2 + z3 + x) dx− 2y sin (y2 + z3 + x) dy − 3z2 sin (y2 + z3 + x) dz.

2.3.13. Να υπολογιστει το ∆φ και το dφ στο (x, y) = (x0, y0) για φ (x, y) = x2y2, (x0, y0) =
(1, 1), ∆x = 0.1, ∆y = 0.1

Απ. ∆φ = 0.464, dφ = 0.4.

2.3.14. Να υπολογιστει το ∆φ και το dφ στο (x, y) = (x0, y0) για φ (x, y) = sin (x2 + y2),
(x0, y0) = (0, 0), ∆x = 0.1, ∆y = 0.1

Απ. ∆φ = 0.01 999 9, dφ = 0.399 92.

2.3.15. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y, z) =
(1, 1, 1) για φ (x, y, z) = x2y3z

Απ. i2xy3z + j3x2y2z + kx2y3 και i2 + j3 + k.

2.3.16. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y, z) =
(1, 1, 1) για φ (x, y, z) = yz sinx+ x

y
ln z

Απ. i
(
yz cosx+ 1

y
ln z
)

+ j
(
z sinx− x

y2
ln z
)

+ k
(
y sinx+ x

yz

)
και i cos 1 + j sin 1 +

k (sin 1 + 1).
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2.3.17. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y, z) =
(1, 1, 1) για φ (x, y, z) = 1

x2+y2+z2
.

Απ. −i 2x
(x2+y2+z2)2

− j 2y

(x2+y2+z2)2
− k 2z

(x2+y2+z2)2
και −i2

9
− j2

9
− k2

9
.

2.3.18. Να ϐρεθει η κλιση ∇φ και να υπολογιστει η τιµη της στο σηµειο (x, y, z) =
(1, 1, 1) για φ (x, y, z) = ln (x2 + y2 + z2)

Απ. i 2x
x2+y2+z2

+ j 2y
x2+y2+z2

+ k 2z
x2+y2+z2

και i2
9

+ j2
9

+ k2
9
).

2.3.19. ∆ινεται η φ (x, y, z) = x2 + xyz3 + 2y2z . Να υπολογιστει η ∇2φ.
Απ. 2 + 4z + 6xyz.

2.3.20. ∆ινεται η φ (x, y, z) = sin (x2 + y2 + z2) . Να υπολογιστει η ∇2φ.
Απ. 6 cos (x2 + y2 + z2)− 4 (sin (x2 + y2 + z2))x2− 4 (sin (x2 + y2 + z2)) y2− 4 (sin (x2 + y2 + z2)) z2).

2.3.21. Να ϐρεθει η παραγωγος της φ (x, y, z) = x2 + y2 + z2 κατα την κατευθυνση
2i + j− k στο σηµειο (−1, 3, 2).

Απ. −1
3

√
6.

2.3.22. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της z = x3−3x2y+3xy2 στο σηµειο
(3, 1) και κατα την κατευθυνση προς το σηµειο (6, 5).

Απ. 0.

2.3.23. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της z = tan−1 (xy) στο σηµειο (1, 1)
και κατα την κατευθυνση i + j.

Απ.
√

2
2
.

2.3.24. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της z = x2y2 − xy3 − 3y − 1 στο
σηµειο (2, 1) και κατα την κατευθυνση που οδηγει στο (0, 0).

Απ. −
√

5.

2.3.25. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της z = ln (ex + ey) στο σηµειο (0, 0)
και κατα την κατευθυνση του διανυσµατος που σχηµατιζει γωνια φ µε τον αξονα των x.

Απ. cosφ+sinφ
2

.

2.3.26. Να ϐρεθει η παραγωγος της u (x, y, z) = xyz κατα την κατευθυνση i− j− k στο
σηµειο (−1, 3, 2).

Απ. 11
3

√
3.

2.3.27. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της u = xy2 + z3 − xyz στο σηµειο
(1, 1, 2) και κατα την κατευθυνση που σχηµατιζει µε τους αξονες γωνιες π/3, π/4, π/3.

Απ. 5.

2.3.28. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της u = xyz στο σηµειο (5, 1, 2) και
κατα την κατευθυνση προς το σηµειο (9, 4, 14).

Απ. 98
13
.

2.3.29. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της u = x2y2z2 στο σηµειο (1,−1, 3)
και κατα την κατευθυνση προς το σηµειο (0, 1, 1).

Απ. −22.
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2.3.30. Υπολογιστε την παραγωγο κατα κατευθυνση της u = 1
r

= 1√
x2+y2+z2

σε τυχον

σηµειο και κατα την κατευθυνση ∇u.
Απ. 1

r2
.

2.3.31. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια z = x2 + 2y2 στο σηµειο
(1, 1, 3).

Απ. 2x+ 4y − z = 3.

2.3.32. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια xy = z2 στο σηµειο
(x0, y0, z0).

Απ. xy0 + yx0 = 2zz0.

2.3.33. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια xyz = a3 στο σηµειο
(x0, y0, z0).

Απ. xy0z0 + yx0z0 + zx0z0 = 3a3.

2.3.34. Να υπολογιστει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια z2

c2
− x2

a2 + y2

b2
= 1 στο

σηµειο (x0, y0, z0).
Απ. zz0

c2
− xx0

a2 + yy0
b2

= 1.

2.3.35. Να δειχτει οτι αν F
(
x
y
, z
y

)
= 0, τοτε x ∂z

∂x
+ y ∂z

∂y
= z.

2.3.36. Να δειχτει οτι αν F (x+ y − z, x2 + y2) = 0, τοτε x ∂z
∂x
− y ∂z

∂y
= x− y.

2.3.37. Να δειχτει οτι ∇2
(

1
|r|

)
= 0.

2.3.38. Να δειχτει οτι ∇2
(

1
|r|2

)
= 2
|r|4 .

2.3.39. Να δειχτει οτι ∇2 (φψ) = ψ∇2φ+ 2∇φ · ∇ψ + φ∇2ψ.

2.3.40. Αν c ειναι σταθερο διανυσµα, να δειχτει οτι ∇ (c× r) = c.

2.3.41. ∆ινονται παραγωγισιµες συναρτησεις P (x, y, z),Q (x, y, z), R (x, y, z). Να δειχτει
οτι

(∃φ : P (x, y, z) dx+Q (x, y, z) dy +R (x, y, z) dz = dφ)⇒


∂P
∂y

= ∂Q
∂x

∂Q
∂z

= ∂R
∂y

∂R
∂z

= ∂P
∂z

.

2.3.42. Μια συναρτηση φ λεγεται αρµονικη ανν∇2φ = 0. ∆ειξτε οτι οι παρακατ συναρτη-
σεις ειναι αρµονικες.

1. φ (x, y) = ln
√
x2 + y2.

2. φ (x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

.

3. φ (x, y, z) = x

(x2+y2+z2)3/2
.

4. φ (x, y, z) = − ln
(√

x2 + y2 + z2 + z
)

5. φ (x, y, z) = x
x2+y2

(ως συναρτηση τριων µεταβλητων !).
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Αλυσωτη και Πεπλεγµενη Παραγωγιση

3.1 Θεωρια

3.1.1. ∆ινεται συναρτηση φ (x, y) και υποθετουµε οτι οι x, y ειναι συναρτησεις µιας αλλης
µεταβλητης t: x (t) , y (t). Τοτε και η φ ειναι συναρτηση της t: φ (x (t) , y (t)). Η παραγω-
γος της φ ως προς t λεγεται ολικη παραγωγος και ειναι

dφ

dt
=
∂φ

∂x

dx

dt
+
∂φ

∂y

dy

dt
(3.1)

η και
dφ

dt
= ∇φ ·

(
i
dx

dt
+ j

dy

dt

)
.

3.1.2. Παροµοια, για συναρτησεις φ (x, y, z) και x (t), y (t), z (t) εχουµε

dφ

dt
=
∂φ

∂x

dx

dt
+
∂φ

∂y

dy

dt
+
∂φ

∂z

dz

dt

dφ

dt
= ∇φ ·

(
i
dx

dt
+ j

dy

dt
+ k

dz

dt

)
.

3.1.3. Παροµοια, εστω οτι δινεται συναρτηση φ (x, y) και υποθετουµε οτι οι x, y ειναι
συναρτησεις αλλων µεταβλητων u, v: x (u, v), y (u, v). Τοτε

∂φ

∂u
=
∂φ

∂x

∂x

∂u
+
∂φ

∂y

∂y

∂u
,

∂φ

∂v
=
∂φ

∂x

∂x

∂v
+
∂φ

∂y

∂y

∂v
, (3.2)

η και (µε συµβολισµο πινακων)

∂φ

∂u
=
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

] [ ∂x
∂u
∂y
∂u

]
,

∂φ

∂v
=
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

] [ ∂x
∂v
∂y
∂v

]
.

3.1.4. Παροµοια, εστω οτι δινεται συναρτηση φ (x, y, z) και υποθετουµε οτι οι x, y, z ειναι
συναρτησεις αλλων µεταβλητων u, v: x (u, v), y (u, v), z (u, v). Τοτε

∂φ

∂u
=
∂φ

∂x

∂x

∂u
+
∂φ

∂y

∂y

∂u
+
∂φ

∂z

∂z

∂u
,

∂φ

∂v
=
∂φ

∂x

∂x

∂v
+
∂φ

∂y

∂y

∂v
+
∂φ

∂z

∂z

∂v
, (3.3)

21
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η και

∂φ

∂u
=
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

] ∂x
∂u
∂y
∂u
∂z
∂u

 , ∂φ

∂v
=
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

] ∂x
∂v
∂y
∂v
∂φ
∂z

 .
3.1.5. Παροµοια, εστω οτι δινονται συναρτησεις P (x, y),Q (x, y) και υποθετουµε οτι οι
x, y ειναι συναρτησεις αλλων µεταβλητων u, v: x (u, v), y (u, v). Τοτε

∂P

∂u
=
∂P

∂x

∂x

∂u
+
∂P

∂y

∂y

∂u
,

∂Q

∂u
=
∂Q

∂x

∂x

∂u
+
∂Q

∂y

∂y

∂u
, (3.4)

∂P

∂v
=
∂P

∂x

∂x

∂v
+
∂P

∂y

∂y

∂v
,

∂Q

∂v
=
∂Q

∂x

∂x

∂v
+
∂Q

∂y

∂y

∂v
(3.5)

3.1.6. Οι παραπανω σχεσεις µπορουν να γραφτουν και µε συµβολισµο πινακων.[
∂P
∂u
∂Q
∂u

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

]
·
[

∂x
∂u
∂y
∂u

]
,

[
∂P
∂v
∂Q
∂v

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

]
·
[

∂x
∂v
∂y
∂v

]
.

3.1.7. Αντιστοιχα πραγµατα ισχυουν για συναρτησεις P (x, y, z),Q (x, y, z),R (x, y, z) και
x (u, v, w), y (u, v, w). Τοτε ∂P

∂u
∂Q
∂u
∂R
∂u

 =


∂P
∂x

∂P
∂y

∂P
∂z

∂Q
∂x

∂Q
∂y

∂Q
∂z

∂R
∂x

∂R
∂y

∂R
∂z

 ·
 ∂x

∂u
∂y
∂u
∂z
∂u

 ,
 ∂P

∂v
∂Q
∂v
∂R
∂v

 =


∂P
∂x

∂P
∂y

∂P
∂z

∂Q
∂x

∂Q
∂y

∂Q
∂z

∂R
∂x

∂R
∂y

∂R
∂z

 ·
 ∂x

∂v
∂y
∂v
∂z
∂v

 ,
 ∂P

∂w
∂Q
∂w
∂R
∂w

 =


∂P
∂x

∂P
∂y

∂P
∂z

∂Q
∂x

∂Q
∂y

∂Q
∂z

∂R
∂x

∂R
∂y

∂R
∂z

 ·
 ∂x

∂w
∂y
∂w
∂z
∂w

 .
3.1.8. Εστω οτι P (u, v) και Q (u, v) εχουν µερικες παραγωγους πρωτης ταξης. Οριζουµε
την Ιακωβιανη οριζουσα

D (P,Q)

D (u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = PuQv − PvQu.

3.1.9. Εστω οτι P (u, v, w), Q (u, v, w) και R (u, v, w) εχουν µερικες παραγωγους πρωτης
ταξης. Οριζουµε την Ιακωβιανη οριζουσα

D (P,Q,R)

D (u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
Pu Pv Pw
Qu Qv Qw

Ru Rv Rw

∣∣∣∣∣∣ .



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΛΥΣΩΤΗ ΚΑΙ ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ 23

3.1.10. Μια ή περισσοτερες συναρτησεις µπορουν να οριστουν εµµεσα. Π.χ. η

φ (x, y, z) = 0

οριζει την z ως συναρτηση των x και y. Τοτε µπορουµε να υπολογισουµε τις zx και zy

zx = −φx
φz
, zx = −φy

φz
.

3.1.11. Παροµοια, µπορει να µας δινονται δυο εξισωσεις της µορφης

P (x, y, u, v) = 0, Q (x, y, u, v) = 0. (3.6)

Κατω απο καταλληλες συνθηκες (παραγωγισιµοτητας και συνεχειας), η (3.6) προσδιοριζει
τις συναρτησεις u (x, y), v (x, y) (ή, αντιστροφα, τις x (u, v), y (u, v)). Τοτε µπορουµε να
υπολογισουµε τις µερικες παραγωγους ∂u

∂x
, ∂u
∂x

, ∂u
∂x

, ∂u
∂x

, χωρις να χρειαστει να λυσουµε τις
εξισωσεις (3.6), ως εξησ:

∂u

∂x
= −

D(P,Q)
D(x,v)

D(P,Q)
D(u,v)

,
∂u

∂y
= −

D(P,Q)
D(y,v)

D(P,Q)
D(u,v)

,
∂v

∂x
= −

D(P,Q)
D(u,x)

D(P,Q)
D(u,v)

,
∂v

∂y
= −

D(P,Q)
D(u,y)

D(P,Q)
D(u,v)

.

3.1.12. Αντιστοιχα πραγµατα ισχυουν αν µας δοθουν τρεις εξισωσεις

P (x, y, u, v, w) = 0, Q (x, y, u, v, w) = 0, R (x, y, u, v, w) = 0.

Τοτε, κατω απο καταλληλες συνθηκες, εχουµε

∂u

∂x
= −

D(P,Q,R)
D(x,v,w)

D(P,Q,R)
D(u,v,w)

,
∂v

∂x
= −

D(P,Q,R)
D(u,x,w)

D(P,Q,R)
D(u,v,w)

,
∂w

∂x
= −

D(P,Q,R)
D(u,v,x)

D(P,Q,R)
D(u,v,w)

και µε αντιστιχο τροπο υπολογιζονται οι ∂u
∂y
, ∂v
∂y
,... κτλ.

3.1.13. Ο κανονας της αλυσσωτης παραγωγοσης ισχυει και για τις Ιακωβιανες, µε την
εξης εννοια :

D (x, y)

D (r, s)
=
D (x, y)

D (u, v)

D (u, v)

D (r, s)
,

D (x, y, z)

D (r, s, t)
=
D (x, y, z)

D (u, v, w)

D (u, v, w)

D (r, s, t)
κ.τ.λ.

3.2 Λυµενα Προβληµατα

3.2.1. Να υπολογιστει η ολικη παραγωγος της φ (x, y) = x3 +y3 ως προς t, οταν x (t) = t
και y (t) = t2

t2+1
.

Λυση. Εχουµε

dφ

dt
=
∂φ

∂x

dx

dt
+
∂φ

∂y

dy

dt
= 3x2 · 1 + 3y2 · 2t

(t2 + 1)2

= 3t2 + 3
t2

t2 + 1
· 2t

(t2 + 1)2 = 3t2
(t6 + 3t4 + 3t2 + 2t+ 1)

(t2 + 1)3 .
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3.2.2. Να υπολογιστει η η ολικη παραγωγος της φ (x, y) = u2 + v2, u = sin t, v = cos t.
Λυση. Εχουµε

dφ

dt
=
∂φ

∂u

du

dt
+
∂φ

∂v

dv

dt
= 2u · cos t− 2v · sin t = 2 sin t cos t− 2 cos t sin t = 0

που ηταν αναµενοµενο, αφου

φ = u2 + v2 = sin2 t+ cos2 t = 1.

3.2.3. Να υπολογιστει η ολικη παραγωγος της φ (x, y, z) = sin (x2 + y2 + z2) ως προς t,
οταν x (t) = t, y (t) = cos t και z (t) = et.

Λυση. Εχουµε

dφ

dt
=
∂φ

∂u

du

dt
+
∂φ

∂v

dv

dt
+
∂φ

∂v

dv

dt
= − cos

(
x2 + y2 + z2

)
·
(
2x · 1− 2y · sin t+ 2z · et

)
= − cos

(
t2 + cos2 t+ e2t

)
·
(
2t− 2 cos t sin t+ 2e2t

)
.

3.2.4. Να υπολογιστουν οι µερικες παραγωγοι φu, φv της φ (x, y) = x3 + y3 , οταν
x (u, v) = u+ v και y (u, v) = uv.

Λυση. Εχουµε

φu =
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

] [ ∂x
∂u
∂y
∂u

]
=
[

3x2 3y2
] [ 1

v

]
= 3x2 + 3y2v = 3 (u+ v)2 + 3u2v3

φv =
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

] [ ∂x
∂v
∂y
∂v

]
=
[

3x2 3y2
] [ 1

u

]
= 3x2 + 3y2u = 3 (u+ v)2 + 3u3v2

3.2.5. Να υπολογιστουν οι µερικες παραγωγοι φu, φv της φ (x, y) = x2 + y2 , οταν
x (u, v) = u2 + v2 και y (u, v) = u.

Λυση. Εχουµε

φu =
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

] [ ∂x
∂u
∂y
∂u

]
=
[

2x 2y
] [ 2u

1

]
=

= 4xu+ 2y = 4u3 + 4v2u+ 2u.

3.2.6. Να υπολογιστουν οι µερικες παραγωγοι φu, φv της φ (x, y, z) = x2 + y2 + z2 , οταν
x (u, v) = u2 + v2, y (u, v) = uv και z (u, v) = u.

Λυση. Εχουµε

φu =
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

] ∂x
∂u
∂y
∂u
∂z
∂u

 =
[

2x 2y 2z
]  2u

v
1


= 2z + 4ux+ 2vy = 2u+ 2u

(
2u2 + 2v2

)
+ 2uv2
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φv =
[

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

] ∂x
∂v
∂y
∂v
∂φ
∂z

 =
[

2x 2y 2z
]  2v

u
1


= 2z + 2uy + 4vx = 2u+ 2v

(
2u2 + 2v2

)
+ 2u2v.

3.2.7. Να υπολογιστουν οι Pu, Pv, Qu, Qv οταν P (x, y) = x2 + y2, Q (x, y) = xy και
x (u, v) = u+ v, y (u, v) = uv.

Λυση. Εχουµε [
∂P
∂u
∂Q
∂u

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

][
∂x
∂u
∂y
∂u

]
=

[
2x 2y
y x

] [
1
1

]
=

[
2x+ 2y
x+ y

]
=

[
2u+ 2v + 2uv
u+ v + uv

]
και [

∂P
∂v
∂Q
∂v

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

][
∂x
∂v
∂y
∂v

]
=

[
2x 2y
y x

] [
v
u

]
=

[
2xv + 2yu
yv + xu

]
=

[
2uv + 2v2 + 2u2v
uv2 + u2 + uv

]
.

3.2.8. Να υπολογιστουν οι Pu, Pv, Qu, Qv οταν P (x, y) = x2 + y2, Q (x, y) = xy και
x (u, v) = cos (u+ v), y (u, v) = sin (uv) .

Λυση. Εχουµε[
∂P
∂u
∂Q
∂u

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

] [
∂x
∂u
∂y
∂u

]
=

[
2x 2y
y x

] [
− sin (u+ v)
v cos (uv)

]
=

[
2vy cos (uv)− 2x sin (u+ v)
vx cos (uv)− y sin (u+ v)

]
=

[
2v sin (uv) cos (uv)− 2 cos (u+ v) sin (u+ v)
v cos (u+ v) cos (uv)− sin (uv) sin (u+ v)

]
και[

∂P
∂u
∂Q
∂u

]
=

[
∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

] [
∂x
∂v
∂y
∂v

]
=

[
2x 2y
y x

] [
− sin (u+ v)
u cos (uv)

]
=

[
2vy cos (uv)− 2x sin (u+ v)
ux cos (uv)− y sin (u+ v)

]
=

[
2v sin (uv) cos (uv)− 2 sin (uv) sin (u+ v)
u cos (u+ v) cos (uv)− sin (uv) sin (u+ v)

]
3.2.9. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει φ (x, y, z) = x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1.

Λυση. Εχουµε

∂

∂x

(
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2

)
=

∂

∂x
(1)⇒ 2

a2
x− 2

c2
zzx = 0⇒ zx =

c2

a2
· x
z
,

∂

∂y

(
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2

)
=

∂

∂y
(1)⇒ 2

b2
y − 2

c2
zzy = 0⇒ zy =

c2

b2
· y
z
.
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Μπορουµε επισης να ϐρουµε την απαντηση κατευθειαν χρησιµοποιωντας

zx = −φx
φz

= − 2x/a2

−2z/c2
=
c2

b2
· x
z
,

zy = −φy
φz

= − 2y/b2

−2z/c2
=
c2

b2
· y
z
.

3.2.10. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει x2 − 2y2 + z2 − 6x+ 7z − 5 = 0.
Λυση. Εχουµε

∂

∂x

(
x2 − 2y2 + z2 − 6x+ 7z − 5

)
=

∂

∂x
(0)⇒ 2x+ 2zzx − 6 + 7zx = 0⇒ zx =

6− 2x

7 + 2z
,

∂

∂y

(
x2 − 2y2 + z2 − 6x+ 7z − 5

)
=

∂

∂y
(0)⇒ −4y + 2zzy + 7zy = 0⇒ zy =

4y

7 + 2z
.

Μπορουµε επισης να ϐρουµε την απαντηση κατευθειαν χρησιµοποιωντας

zx = −φx
φz

= −2x− 6

2z + 7
,

zy = −φy
φz

= − −4y

2z + 7
..

3.2.11. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει z2 + 3xyz = a3.
Λυση. Εχουµε

∂

∂x

(
z2 + 3xyz

)
=

∂

∂x

(
a3
)
⇒ 2zzx + 3yz + 3xyzx = 0⇒ zx = − 3yz

2z + 3xy

και οµοια προκυπτει

zy = − 3xz

2z + 3xy

Μπορουµε επισης να ϐρουµε την απαντηση κατευθειαν χρησιµοποιωντας

zx = −φx
φz

= − 3yz

2z + 3xy
, zy = −φy

φz
= − 3yz

2z + 3xy
..

3.2.12. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v)
D(x,y)

οταν u = x2 − y2, v = 2xy.
Λυση. Εχουµε

D (u, v)

D (x, y)
=

∣∣∣∣ ux uy
vx vy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2x −2y
2y 2x

∣∣∣∣ = 4x2 + 4y2.

3.2.13. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(x,y)
D(u,v)

και η D(u,v)
D(x,y)

αν x = u cos v, y = u sin v.
Λυση. Εχουµε

D (u, v)

D (x, y)
=

∣∣∣∣ ux uy
vx vy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cos v sin v
−u sin v u cos v

∣∣∣∣ = u
(
cos2 v + sin2 v

)
= u.
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Εχουµε επισης οτι

x2 + y2 = u2 cos2 v + u2 sin2 v = u2 ⇒ u =
√
x2 + y2

και αρα
D (u, v)

D (x, y)
=

1

u
=

1√
x2 + y2

.

3.2.14. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v,w)
D(x,y,z)

αν u = x
x2+y2+z2

, v = y
x2+y2+z2

, w = z
x2+y2+z2

.
Λυση. Εχουµε

D (u, v, w)

D (x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣
ux uy uz
vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣ .
Εχουµε επισης οτι

ux =
−x2 + y2 + z2

(x2 + y2 + z2)2 , uy =
−2xy

(x2 + y2 + z2)2 , uz =
−2xz

(x2 + y2 + z2)2 .

Με συµµετρικο τροπο υπολογιζουµε και τις υπολοιπες παραγωγους και τελικα εχουµε

D (u, v, w)

D (x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x2+y2+z2

(x2+y2+z2)2
−2xy

(x2+y2+z2)2
−2xz

(x2+y2+z2)2

−2xy

(x2+y2+z2)2
x2−y2+z2

(x2+y2+z2)2
−2yz

(x2+y2+z2)2

−2xz
(x2+y2+z2)2

−2yz

(x2+y2+z2)2
x2+y2−z2

(x2+y2+z2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

x6 + 3x4y2 + 3x4z2 + 3x2y4 + 6x2y2z2 + 3x2z4 + y6 + 3y4z2 + 3y2z4 + z6

= − 1

(x2 + y2 + z2)3 .

3.2.15. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(x,y,z)
D(u,v,w)

αν x = 2u − 3v + 4w, y = u2 − v2 − w2,
z = u3 + v

Λυση. Εχουµε

D (x, y, z)

D (u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
xu xv xw
yu yv yw
zu zv zw

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

2u −2v −2w
3u2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 4w + 8u+ 18u2w + 24u2v..

3.2.16. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v,w)
D(x,y,z)

αν u = x2 + y2, v = y2 + z2, w = z2 + x2.
Λυση. Εχουµε

D (u, v, w)

D (x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣
ux uy uz
vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2x 2y 0
0 2y 2z

2x 0 2z

∣∣∣∣∣∣ = 16xyz.

3.2.17. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v,w)
D(x,y,z)

αν u = xy2, v = xyz, w = x+ y + z
Λυση. Εχουµε

D (u, v, w)

D (x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣
y2 2xy 0
yz xz xy
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ . = −y2zx− y3x+ 2x2y2.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΛΥΣΩΤΗ ΚΑΙ ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ 28

3.2.18. Να υπολογιστουν οι ux, uy, vx, vy αν δινεται οτι x + 2y − u + 3v − 1 = 0 και
3x+ y − 4u+ v − 2 = 0.

Λυση. Εχουµε

P (x, y, u, v) = x+ 2y − u+ 3v − 1 = 0

Q (x, y, u, v) = 3x+ y − 4u+ v − 2 = 0

και

∂u

∂x
= −

D(P,Q)
D(x,v)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Px Pv
Qx Qv

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 1 3
3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1 3
−4 1

∣∣∣∣ =
8

11

∂u

∂y
= −

D(P,Q)
D(y,v)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Py Pv
Qy Qv

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 2 3
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1 3
−4 1

∣∣∣∣ =
1

11

∂v

∂x
= −

D(P,Q)
D(u,x)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Pu Px
Qu Qx

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ −1 1
−4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1 3
−4 1

∣∣∣∣ = − 1

11

∂v

∂y
= −

D(P,Q)
D(u,y)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Pu Py
Qu Qy

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ −1 2
−4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1 3
−4 1

∣∣∣∣ = − 7

11

3.2.19. Να υπολογιστουν οι ux, vx αν δινεται οτι x2+y2+u2+v2 = 0 και u2−v2−2xy+y2 =
0.

Λυση. Εχουµε

P (x, y, u, v) = x2 + y2 + u2 + v2 = 0

Q (x, y, u, v) = u2 − v2 − 2xy + y2 = 0

και

∂u

∂x
= −

D(P,Q)
D(x,v)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Px Pv
Qx Qv

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 2x 2v
−2y −2v

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2u 2v
2u −2v

∣∣∣∣ =
−4xv + 4vy

8uv
=
y − x

2u

∂v

∂x
= −

D(P,Q)
D(u,x)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Pu Px
Qu Qx

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 2u 2x
2u −2y

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2u 2v
2u −2v

∣∣∣∣ =
−4yu− 4xu

8uv
= −x+ y

2v
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3.2.20. Να υπολογιστουν οι ux, uy, vx, vy αν δινεται οτι x2 + y2−uv− 1 = 0 και xy−u+
v − 2 = 0.

Λυση. Εχουµε

P (x, y, u, v) = x2 + y2 − uv − 1 = 0

Q (x, y, u, v) = xy − u+ v − 2 = 0

και

∂u

∂x
= −

D(P,Q)
D(x,v)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Px Pv
Qx Qv

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 2x −u
y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −v −u−1 1

∣∣∣∣ =
2x+ uy

u+ v

∂u

∂y
= −

D(P,Q)
D(y,v)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Py Pv
Qy Qv

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ 2y −u
x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ −v −u−1 1

∣∣∣∣ =
2y + ux

u+ v

∂v

∂x
= −

D(P,Q)
D(u,x)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Pu Px
Qu Qx

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ −v 2x
−1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣ −v −u−1 1

∣∣∣∣ =
−vy + 2x

u+ v

∂v

∂y
= −

D(P,Q)
D(u,y)

D(P,Q)
D(u,v)

= −

∣∣∣∣ Pu Py
Qu Qy

∣∣∣∣∣∣∣∣ Pu Pv
Qu Qv

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ −v 2y
−1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ −v −u−1 1

∣∣∣∣ =
−vx+ 2y

u+ v

3.2.21. ∆ειξτε οτι η συναρτηση φ
(
y
x

)
ικανοποιει xφx + yφy = 0.

Λυση. Θετουµε z = y
x
. Εχουµε

φx = φzzx = φz ·
(
− y

x2

)
, φy = φzzy = φz ·

(
1

x

)
οποτε

xφx + yφy = xφz ·
(
− y

x2

)
+ yφz ·

(
1

x

)
= φz ·

(
−y
x

+
y

x

)
= 0

3.2.22. ∆ειξτε οτι η συναρτηση φ (x2 + y2) ικανοποιει yφx − xφy = 0.
Λυση. Θετουµε z = x2 + y2. Εχουµε

φx = φzzx = φz · 2x, φy = φzzy = φz · 2y

οποτε
yφx + xφy = yφz · 2x− xφz · 2y = φz · (2xy − 2xy) = 0.
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3.2.23. ∆ειξτε οτι αν z = yφ (x2 − y2) τοτε 1
x
zx + 1

y
zy = z

y2
.

Λυση. Θετουµε u = x2 − y2. Εχουµε

zx =
∂

∂x

(
yφ
(
x2 − y2

))
= yφu (u)ux = yφu2x

zy =
∂

∂y

(
yφ
(
x2 − y2

))
=

∂

∂y
(y)φ (u) + yφu (u)uy = φ− yφu2y.

Οποτε εχουµε

1

x
zx +

1

y
zy =

1

x
yφu2x+

1

y
φ− yφu2y =

φ

y
=
z/y

y
=

z

y2
.

3.2.24. ∆ειξτε οτι αν x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, για καθε συναρτηση u (x, y) εχουµε (ux)
2 +

(uy)
2 = (uρ)

2 + 1
ρ2

(uφ)2 .
Λυση. Εχουµε[

uρ uφ
]

=
[
ux uy

] [ xρ xφ
yρ yφ

]
=
[
ux uy

] [ cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

]
=
[
ux cosφ+ uy sinφ ρ · (−ux sinφ+ uy cosφ)

]
.

Οποτε

(uρ)
2 +

1

ρ2
(uφ)2 = (ux cosφ+ uy sinφ)2 +

1

ρ2
(ρ · (−ux sinφ+ uy cosφ))2

= u2
x cos2 φ+ 2ux (cosφ)uy sinφ+ u2

y sin2 φ+ u2
x sin2 φ− 2ux (cosφ)uy sinφ+ u2

y cos2 φ

= (ux)
2 ·
(
cos2 φ+ sin2 φ

)
+ (uy)

2 ·
(
cos2 φ+ sin2 φ

)
= (ux)

2 + (uy)2 .

3.3 Αλυτα Προβληµατα

3.3.1. Να υπολογιστει η ολικη παραγωγος της φ (x, y) = x2 +y2 ως προς t, οταν x (t) = t
και y (t) = t2

t2+1
.

Απ.
2t·(t4+2t2+2)

(t2+1)2
.

3.3.2. Να υπολογιστει η για τις παρακατω περιπτωσεις f (x, y) = u2 + v2, u = sin t,
v = t cos t.

Απ. 0.

3.3.3. Να υπολογιστει η ολικη παραγωγος της φ (x, y) = cos (x+ y + z) ως προς t, οταν
x (t) = t, y (t) = cos t και z (t) = et.

Απ. − (sin (t+ cos t+ et)) (et − sin t+ 1).

3.3.4. Να υπολογιστει η ολικη παραγωγος της φ (x, y) = sin (x+ y3 + z) ως προς t, οταν
x (t) = t, y (t) = cos t και z (t) = t2

t2+1
.

Απ. −
cos 1

t2+1
(t3+t2 cos3 t+t2+t+cos3 t)

(t2+1)2
·
(

3
4

sin t− 2t+ 3
4

sin 3t+ 3
2
t2 sin t+ 3

4
t4 sin t+ 3

2
t2 sin 3t+ 3

4
t4 sin 3t− 2t2 − t4 − 1

)
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3.3.5. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει x
2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1.

Απ. zx = − c2x
a2z

, zy = − c2y
b2z
.

3.3.6. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει x2 − 2y2 + z2 − 4x+ 2z − 5 = 0.
Απ. zx = 2−x

z+1
, zy = 2y

z+1
.

3.3.7. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει z3 + 3xyz = a3.
Απ. zx = − yz

xy+z2
, zy = − xz

xy+z2
.

3.3.8. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει x2 + y2 + z2 − 6x = 0.
Απ. zx = 3−x

z
, zy = −y

z
.

3.3.9. Να υπολογιστουν οι zx, zy αν ισχυει z2 = xy.
Απ. zx = y

z
, zy = x

z
.

3.3.10. Να υπολογιστουν φu,φv οταν φ (x, y) = sin (x2 + y3), x (u, v) = u + v, y (u, v) =
u− v.

Απ. φu = (cos (u3 − 3u2v + u2 + 3uv2 + 2uv − v3 + v2)) (3u2 − 6uv + 2u+ 3v2 + 2v) ,

φv = (cos (u3 − 3u2v + u2 + 3uv2 + 2uv − v3 + v2)) (−3u2 + 6uv + 2u− 3v2 + 2v) .

3.3.11. Να υπολογιστουν φu,φv οταν φ (x, y) = sin (x+ y), x (u, v) = u2 + v2, y (u, v) =
uv.

Απ. φu = (cos (u2 + uv + v2)) (2u+ v), φv = (cos (u2 + uv + v2)) (u+ 2v).

3.3.12. Να υπολογιστουν φu,φv οταν φ (x, y, z) = sin (x+ y + z), x (u, v) = u2 + v2,
y (u, v) = u, z (u, v) = 1

u+v
.

Απ. φu =
cos 1

u+v (u3+u2v+u2+uv2+uv+v3+1)
(u+v)2

(2u3 + 4u2v + u2 + 2uv2 + 2uv + v2 − 1),

φv =
cos 1

u+v (u3+u2v+u2+uv2+uv+v3+1)
(u+v)2

(2u2v + 4uv2 + 2v3 − 1) .

3.3.13. Να υπολογιστουν φu,φv, φw οταν φ (x, y, z) = ex+y+z, x (u, v, w) = w2, y (u, v, w) =
u+ v, z (u, v, w) = u− v.

Απ. Dwe
w2+u+v+u−v =

φu = 2ew
2+2u, φv = 0, 2wew

2+2u.

3.3.14. Να υπολογιστουν φu,φv, φw οταν φ (x, y, z) = sin (x+ y + z), x (u, v, w) = w sinu cos v,
y (u, v, w) = w sinu sin v, z (u, v, w) = w cosu.

Απ. φu = (cos (w cosu+ w cos v sinu+ w sinu sin v)) (w cosu cos v − w sinu+ w cosu sin v) ,

φv = w (cos (w cosu+ w cos v sinu+ w sinu sin v) sinu) (cos v − sin v) ,
φw = (cos (w cosu+ w cos v sinu+ w sinu sin v)) (cosu sin v + sinu cos v + cosu) .

3.3.15. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v)
D(x,y)

οταν u = x2 + y2, v = 2xy.
Απ. 4x2 − 4y2.

3.3.16. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(x,y)
D(u,v)

και την D(u,v)
D(x,y)

αν x = u cos v, y = u sin v.

Απ. D(x,y)
D(u,v)

=

∣∣∣∣ cos v −u sin v
sin v u cos v

∣∣∣∣ = u, D(u,v)
D(x,y)

= 1
u
.
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3.3.17. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v)
D(x,y)

αν u = 3x2 − xy, v = 2xy2 + y3.
Απ. 24x2y + 16xy2 − 3y3.

3.3.18. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v)
D(x,y)

αν u = x+y
1−xy , v = tan−1 x+ tan−1 y.

Απ.

∣∣∣∣∣
y

(xy−1)2
(x+ y)− 1

xy−1
x

(xy−1)2
(x+ y)− 1

xy−1
1

x2+1
1

y2+1

∣∣∣∣∣ = 0.

3.3.19. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(x,y,z)
D(u,v,w)

αν x = u−v+w, y = u2−v2−w2, z = u3+v

Απ. 6wu2 + 2u+ 6u2v + 2w

3.3.20. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(x,y,z)
D(u,v,w)

αν x = u cos v sinw, y = u sin v sinw, z =
u cosw

Απ. u2 sinw.

3.3.21. Να υπολογιστει η Ιακωβιανη D(u,v,w)
D(x,y,z)

αν u = x2y, v = zx, w = x+ y + z

Απ. −2x2y − zx2 + x3.

3.3.22. Να υπολογιστουν οι ux, vx, uy, vy για τις παρακατω περιπτωσεις. u2 + v2 = x+ y
και u− v = x cos y

Απ. ux = 2v cos y+1
2u+2v

, vx = −2u cos y−1
2u+2v

, uy = −2vx sin y−1
2u+2v

, vy = 2ux sin y+1
2u+2v

.

3.3.23. ∆ειξτε οτι η συναρτηση z = φ (x− y) ικανοποιει zx + zy = 0.

3.3.24. ∆ειξτε οτι η συναρτηση z = φ (x, y) οπου x = s + t και y = s − t, ικανοποιει
(zx)

2 + (zy)
2 = zszt.

3.3.25. ∆ειξτε οτι η συναρτηση z = arctan x
y
ικανοποιει zu+zv = u−v

u2+v2
οταν x = u+v, y =

u− v.

3.3.26. ∆ειξτε οτι η συναρτηση z = y
φ(x2−y2)

ικανοποιει 1
x
φx + 1

y
φy = 0.

3.3.27. ∆ειξτε οτι αν z = xφ (x+ y) + yψ (x+ y) τοτε zxx − 2zxyzyy = 0.

3.3.28. ∆ειξτε οτι αν x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, τοτε uxx + uyy = uρρ + 1
ρ2
uφφ + 1

ρ
uρ.

3.3.29. ∆ειξτε οτι η συναρτηση xkφ
(
z
x
, y
x

)
ικανοποιει xφx + yφy + zφz = kφ.

3.3.30. ∆ειξτε οτι καθε συναρτηση της µορφης z = f (x− at) + g (x+ at) ικανοποιει την
σχεση ztt = a2zxx.
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Συστηµατα Συντεταγµενων

4.1 Θεωρια

4.1.1. Στο Κεφαλαιο ;; προσδιορισαµε την ϑεση ενος σηµειου στον χωρο χρησιµοποιων-
τας τις Καρτεσιανες συντεταγµενες (x, y, z). Σε πολλες εφαρµογες (π.χ. στον υπολογισµο
ολοκληρωµατων) ειναι πιο ϐολικο να χρησιµοποιησουµε αλλα συστηµατα συντεταγµεν-
ων. Π.χ. στο λογισµο συναρτησεων µιας µεταβλητης εχουµε χρησιµοποιησει τις πολικες
συντεταγµενες. Στο παρον κεφαλαιο ϑα εξετασουµε διαφορα συστηµατα συντεταγµενων.

4.1.2. Πολικες Συντεταγµενες. Εστω ενα σηµειο M στον R2 µε Καρτεσιανες συντε-
ταγµενες (x, y). Το M µπορει να προσδιοριστει και µε τις πολικες συντεταγµενες (ρ, θ)
(δες Σχ.5.1).

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)Σχηµα 5.1

Ισχυουν οι σχεσεις
x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = 0

και
ρ =

√
x2 + y2, θ = tan−1 y

x
, z = 0.

Το στοιχειωδες εµβαδον µετασχηµατιζεται σε πολικο συστηµα συντεταγµενων ως εξης

dA = dxdy =
∂ (x, y)

∂ (ρ, θ)
dρdθ =

∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ dρdθ = ρdρdθ.

33
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4.1.3. Κυλινδρικες Συντεταγµενες. Εστω ενα σηµειο M στον R3 µε Καρτεσιανες συν-
τεταγµενες (x, y, z). Το M µπορει να προσδιοριστει και µε τις κυλινδρικες συντεταγµενες
(ρ, θ, z) (δες Σχ.5.2).

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

Σχηµα 5.2

Ισχυουν οι σχεσεις
x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z

και
ρ =

√
x2 + y2, θ = tan−1 y

x
, z = z.

Ο στοιχειωδης ογκος µετασχηµατιζεται σε κυλινδρικο συστηµα συντεταγµενων ως εξης

dV = dxdydz =
∂ (x, y, z)

∂ (ρ, θ, z)
dρdθ =

∣∣∣∣∣∣
cos θ −ρ sin θ 0
sin θ ρ cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ dρdθdz = ρdρdθdz.

4.1.4. Σφαιρικες Συντεταγµενες. Εστω ενα σηµειο M στον R3 µε Καρτεσιανες συν-
τεταγµενες (x, y, z). Το M µπορει να προσδιοριστει και µε τις σφαιρικες συντεταγµενες
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(r, θ, φ) (δες Σχ.5.3).

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

Σχηµα 5.3

Ισχυουν οι σχεσεις

x = r cos θ sinφ, y = r sin θ sinφ, z = r cosφ

και
r =

√
x2 + y2 + z2, φ = tan−1 y

x
, θ = cos−1 z

r
.

Ο στοιχειωδης ογκος µετασχηµατιζεται σε κυλινδρικο συστηµα συντεταγµενων ως εξης

dV = dxdydz =
∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, φ)
drdθdφ =

∣∣∣∣∣∣
cos θ sinφ sin θ sinφ cosφ
−r sin θ sinφ r cos θ sinφ 0
r cos θ cosφ r sin θ cosφ −r sinφ

∣∣∣∣∣∣ drdθdφ = r2 sinφdrdθdφ.

4.1.5. Τα προηγουµενα ηταν ειδικα παραδειγµατα. Στην γενικη περιπτωση εισαγουµε
µεταβλητες u, v, w τετοιες ωστε να ισχυει

x = f (u, v, w) , y = g (u, v, w) , z = h (u, v, w) .

Τοτε σε καθε σηµειο (x, y, z) αντιστοιχει το διανυσµα ϑεσης r µε αναπαρασταση

r =xi + yj + zk = x (u, v, w) i + y (u, v, w) j+z (u, v, w) k

και το διαφορικο διανυσµα ϑεσης ειναι

dr =
∂r

∂u
du+

∂r

∂v
dv +

∂r

∂w
dw. (4.1)

Αν τωρα ορισουµε

a =

∣∣∣∣∂r∂u
∣∣∣∣ , b =

∣∣∣∣∂r∂v
∣∣∣∣ , c =

∣∣∣∣ ∂r∂w
∣∣∣∣ (4.2)
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ϑα εχουµε
∂r

∂u
= am,

∂r

∂v
= bn,

∂r

∂w
= cp, (4.3)

οπου τα m,n,p ειναι µοναδιαια διανυσµατα:

m =
∂r
∂u∣∣ ∂r
∂u

∣∣ , n =
∂r
∂v∣∣ ∂r
∂v

∣∣ , p =
∂r
∂w∣∣ ∂r
∂w

∣∣ . (4.4)

Απο τις (4.1) – (4.4) παιρνουµε

dr = amdu+ bndv + vpdw

και ϐλεπουµε οτι τα m,n,p παιζουν τον ϱολο των i, j,k στο νεο συστηµα συντεταγµενων.
Επισης ο στοιχειωδης ογκος ειναι

dV = dxdydz =
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
dudvdw. (4.5)

4.1.6. Απο την (4.5) ϐλεπουµε και την γεωµετρικη σηµασια της Ιακωβιανης οριζουσας.
Στο συστηµα συντεταγµενων (x, y, z) ο στοιχειωδης ογκος ειναι dV = dxdydz και στο
(u, v, w) ο στοιχειωδης ογκος ειναι dU = udvdw. Οποτε, αν ξαναγραςουµε την (4.5) ως

∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
=
dudvdw

dxdydz
=
dU

dV

δηλ. η Ιακωβιανη οριζουσα ειναι η ¨παραγωγος ογκου¨.

4.2 Λυµενα Προβληµατα

4.2.1. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες (0, 1, 0);

Λυση. Εχουµε (x, y, z) = (0, 1, 0). Αρα, σε κυλινδρικες συντεταγµενες εχουµε

ρ =
√
x2 + y2 = 1, θ = arctan

1

0
=
π

2
, z = 0.

∆ηλ. (ρ, θ, z) = (1, π/2, 0).
Σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε

0 = x = r cos θ sinφ, 1 = y = r sin θ sinφ, 0 = r cosφ.

Εχουµε
r =

√
x2 + y2 + z2 = 1.

Αρα
0 = r cosφ = cosφ⇒ φ =

π

2
.

Τελος
0 = x = r cos θ sinφ = cos θ ⇒ θ =

π

2
.

Τελικα λοιπον, σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε (r, θ, φ) = (1, π/2, π/2).
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4.2.2. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες

(
1, 1,
√

2
)
;

Λυση. Εχουµε (x, y, z) =
(
1, 1,
√

2
)
. Αρα, σε κυλινδρικες συντεταγµενες εχουµε

ρ =
√

12 + 12 =
√

2, θ = arctan
1

1
=
π

4
, z =

√
2.

∆ηλ. (ρ, θ, z) =
(√

2, π/4,
√

2
)
.

Σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε

1 = x = r cos θ sinφ, 1 = y = r sin θ sinφ,
√

2 = r cosφ.

Εχουµε
r =

√
x2 + y2 + z2 = 2.

Αρα

1 = r cosφ⇒ cosφ =
1

2
⇒ φ =

π

3
.

Επισης εχουµε sinφ =
√

1− cos2 φ =
√

1− (1/2)2 =
√

3/2. Τελος

tan θ =
r sin θ sinφ

r cos θ sinφ
=
x

y
= 1⇒ θ =

π

4
.

Τελικα λοιπον, σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε (r, θ, φ) = (2, π/4, π/3).

4.2.3. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες (2, 2, 2);

Λυση. Εχουµε (x, y, z) = (2, 2, 2). Αρα, σε κυλινδρικες συντεταγµενες εχουµε

ρ =
√

22 + 22 = 2
√

2, θ = arctan
2

2
=
π

4
, z = 2.

∆ηλ. (ρ, θ, z) =
(
2
√

2, π/4, 2
)
.

Σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε

r =
√
x2 + y2 + z2 = 2

√
3.

Αρα

1 = r cosφ⇒ cosφ =
1√
3
⇒ φ = arccos

1√
3
' 0.95 ακτινια.

Επισης εχουµε sinφ =
√

1− cos2 φ =

√
1−

(
1/
√

3
)2

=
√

2/3. Τελος

tan θ =
r sin θ sinφ

r cos θ sinφ
=
x

y
= 1⇒ θ =

π

4
.

Τελικα λοιπον, σε σφαιρικες συντεταγµενες εχουµε (r, θ, φ) =
(

2, π/4, arccos 1√
3

)
.
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4.2.4. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε σφαιρικες
συντεταγµενες (1, π/2, π/3);

Λυση. Για ορθογωνιες συντεταγµενες εχουµε

x = ρ cos θ sinφ = 1 · cos
π

2
· sin π

3
= 0

y = ρ sin θ sinφ = 1 · sin π
2
· sin π

3
=

√
3

2

z = ρ sin θ sinφ = 1 · cos
π

3
=

1

2
.

∆ηλ. (x, y, z) =
(
0,
√

3/2, 1/2
)
. Απο τις ορθογωνιες ϐρισκουµε τις κυλινδρικες συντε-

ταγµενεσ:

ρ =
√
x2 + y2 =

√
3/2

θ = arctan
y

x
= arctan

√
3/2

0
= π/2

z = 1/2

δηλ. (ρ, θ, z) =
(√

3/2, π/2, 1/2
)
.

4.2.5. Ποιες ειναι οι σφαιρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε κυλινδρικες
συντεταγµενες (2, π/6, 3);

Λυση. Για ορθογωνιες συντεταγµενες εχουµε

x = ρ cos θ = 2 · cos
π

6
=
√

3

y = ρ sin θ = 2 · sin π
6

= 1

z = z = 1 · cos
π

3
= 3.

∆ηλ. (x, y, z) =
(√

3, 1, 3
)
. Απο τις ορθογωνιες ϐρισκουµε τις σφαιρικες συντεταγµενεσ:

r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
3 + 1 + 9 =

√
13

θ = arctan
y

x
= arctan

1√
3

= π/6

φ = 1/2

δηλ. (r, θ, φ) =
(√

3/2, π/2, 1/2
)
.

4.2.6. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x = u+ 2v, y = u− v + w, z = u+ w.

Λυση. Ειναι

dxdydz

dudvdw
=
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
1 −1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣⇒ dxdydz = −1 · dudvdw.
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4.2.7. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x = eu cos v, y = eu sin v, z = w.

Λυση. Ειναι

dxdydz

dudvdw
=
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
eu cos v −eu sin v 0
eu sin v eu cos v 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣⇒ dxdydz = eu · dudvdw.

4.2.8. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x =
u2 − v2

2
, y = uv, z = w.

Λυση. Ειναι

dxdydz

dudvdw
=
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
u −v 0
v u 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣⇒ dxdydz =
(
u2 + v2

)
dudvdw

4.2.9. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων x = coshu sin v cosw,
y = sinhu sin v sinw, z = sinhu.

Λυση. Ειναι

dxdydz =
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
dudvdw

=

∣∣∣∣∣∣
sinh (u) sin (v) cos (w) cosh (u) cos (v) cos (w) − cosh (u) sin (v) sin (w)
sinh (u) sin (v) sin (w) cosh (u) cos (v) sin (w) cosh (u) sin (v) cos (w)

cosh (u) cos (v) − sinh (u) sin (v) 0

∣∣∣∣∣∣ dudvdw
=
(
cos2 v cos2w sin v cosh3 u+ cos2 v sin v sin2w cosh3 u+ cos2w sin3 v coshu sinh2 u+ sin3 v sin2w coshu sinh2 u

)
· dudvdw

=

(
3

4
sin v coshu+

1

4
cosh 3u sin v − sin3 v coshu

)
· dudvdw

4.2.10. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x =
uv cosw

(u2 + v2)2 , y =
uv sinw

(u2 + v2)2 , z =
u2 − v2

(u2 + v2)2 .

Λυση. Ειναι

dxdydz =
∂ (x, y, z)

∂ (u, v, w)
dudvdw

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(w)v

(u2+v2)2
− 4 u2 cos(w)v

(u2+v2)3
−4 u cos(w)v2

(u2+v2)3
+ u cos(w)

(u2+v2)2
− u sin(w)v

(u2+v2)2

sin(w)v

(u2+v2)2
− 4 u2 sin(w)v

(u2+v2)3
−4 u sin(w)v2

(u2+v2)3
+ u sin(w)

(u2+v2)2
u cos(w)v

(u2+v2)2

2 u
(u2+v2)2

− 4
(u2−v2)u
(u2+v2)3

−2 v
(u2+v2)2

− 4
(u2−v2)v
(u2+v2)3

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dudvdw

= −2u5v cos2w + 2u5v sin2w + 4u3v3 cos2w + 10u3v3 sin2w + 2uv5 cos2w

u14 + 7u12v2 + 21u10v4 + 35u8v6 + 35u6v8 + 21u4v10 + 7u2v12 + v14
· dudvdw

= −uv
5 + 2u5v + 7u3v3 − 3u3v3 cos 2w + uv5 cos 2w

(u2 + v2)7 · dudvdw.
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4.3 Αλυτα Προβληµατα

4.3.1. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες (1, 0, 0);

Απ. (1, 0, 0), (1, π/2, 0)

4.3.2. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες (1, 1, 1);

Απ.
(√

2, π/4, 1
)
,
(√

3, arctan
√

2, π/4
)

4.3.3. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες του σηµειου µε ορθογωνιες
συντεταγµενες (1, 2, 3);

Απ.
(√

5, arctan 2, 3
)
,
(√

14, arctan
√

5
3

0, arctan 2
)

4.3.4. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε σφαιρικες
συντεταγµενες (3, 0, π/3);

Απ. (0, 0, 3) , (0, 0, 3).

4.3.5. Ποιες ειναι οι κυλινδρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε σφαιρικες
συντεταγµενες (1, π/4, π/3);

Απ.
(√

2/2, π/3,
√

2/2
)
,
(√

2/4,
√

6/4,
√

2/2
)
.

4.3.6. Ποιες ειναι οι σφαιρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε κυλινδρικες
συντεταγµενες (1, 0, 3);

Απ.
(√

10, arctan (1/3) , 0
)
, (1, 0, 3)

4.3.7. Ποιες ειναι οι σφαιρικες και ορθογωνιες συντεταγµενες του σηµειου µε κυλινδρικες
συντεταγµενες (1, π/4, 1);

Απ.
(√

2/2,
√

2/2, 1
)
,
(√

2/2, π/4, π/4
)
.

4.3.8. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων x = u + v, y = u − v,
z = w.

Απ. dV =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ dudvdw = −2dudvdw.

4.3.9. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x = u cos v, y = u sin v, z = w.

Απ. dV = dxdydz =

∣∣∣∣∣∣
cos v −u sin v 0
sin v u cos v 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ dudvdw = ududvdw.

4.3.10. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x = uv cos(w), y = uv sin(w), z =
u2 − v2

2
.
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Απ. dV =∣∣∣∣∣∣∣∣
cos (w) v u cos (w) −u sin (w) v

sin (w) v u sin (w) u cos (w) v

u −v 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudvdw
=
(
u3v cos2w + u3v sin2w + uv3 cos2w + uv3 sin2w

)
dudvdw.

4.3.11. Βρειτε τον στοιχειωδη ογκο στο συστηµα συντεταγµενων

x =
u

u2 + v2 + w2
, y =

v

u2 + v2 + w2
, z =

w

u2 + v2 + w2
.

Απ.

dV =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−u2+v2+w2

(u2+v2+w2)2
−2 uv

(u2+v2+w2)2
−2 uw

(u2+v2+w2)2

−2 uv
(u2+v2+w2)2

u2−v2+w2

(u2+v2+w2)2
−2 vw

(u2+v2+w2)2

−2 uw
(u2+v2+w2)2

−2 vw
(u2+v2+w2)2

u2+v2−w2

(u2+v2+w2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ · dudvdw
= − dudvdw

u6 + 3u4v2 + 3u4w2 + 3u2v4 + 6u2v2w2 + 3u2w4 + v6 + 3v4w2 + 3v2w4 + w6

4.3.12. Εκφραστε σε κυλινδρικες και σφαιρικες συντεταγµενες τις ∇φ και ∇2φ.
Απ. Σε κυλνδρικεσ:

4.3.13. Εκφραστε τις ∇φ και ∇2φ στο συστηµα συντεταγµενων x = u + v, y = u − v,
z = w.

4.3.14. Εκφραστε τις∇φ και∇2φ στο συστηµα παραβολικων συντεταγµενων x = 1
2

(u2 − v2),
y = uv, z = u2−v2

2
.

4.3.15. Εκφραστε τις ∇φ και ∇2φ στο συστηµα παραβολοειδων συντεταγµενων x =
uv cos(w), y = uv sin(w), z = u2−v2

2
.

4.3.16. Εκφραστε τις ∇φ και ∇2φ στο συστηµα ελλειπτικων κυλινδρικων συντεταγµενων
x = r coshu cos v, y = r sinhu sin v, z = z.
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Σειρες Taylor και Ακροτατα
Συναρτησεων

5.1 Θεωρια

5.1.1. Οπως ακριβως µια συναρτηση µιας µεταβλητης µπορει να αναπτυχθει σε σειρα
Taylor γυρω απο το σηµειο x0, ετσι και µια συναρτηση δυο µεταβλητων µπορει να αναπ-
τυχθει σε σειρα Taylor γυρω απο το σηµειο (x0, y0). Ο τυπος για την σειρα Taylor της
φ (x, y) γυρω απο το (x0, y0) ειναι

φ (x, y) = φ (x0, y0) +
φx (x0, y0)

1!
(x− x0) +

φy (x0, y0)

1!
(y − y0) (5.1)

+
φxx (x0, y0)

2!
(x− x0)2 +

2φxy (x0, y0)

2!
(x− x0) (y − y0) +

φyy (x0, y0)

2!
(y − y0)2

+
φxxx (x0, y0)

3!
(x− x0)3 +

3φxxy (x0, y0)

3!
(x− x0)2 (y − y0)

+
3φxyy (x0, y0)

3!
(x− x0) (y − y0)2 +

φyyy (x0, y0)

3!
(y − y0)3 + ...

Η δοµη του αναπτυγµατος γινεται καλυτερα κατανοητη µε χρηση των διαφορικων τελεστ-
ων Dx, Dy (οπου Dxφ = φx, Dyφ = φy). Τοτε

φ (x, y) =
∞∑
n=0

((x− x0)Dx + (y − y0)Dy)
n φ

n!

οπου
Dk
xD

l
yφ = φx...xy...y (x0, y0) ,

δηλ. η µερικη παραγωγος της φ, ταξεως k ως προς x και l ως προς y, υπολογισµενη στο
σηµειο (x, y) = (x0, y0).

42
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5.1.2. Για σειρα MacLaurin, δηλ. για x0 = y0 = 0 ο τυπος (5.1) γινεται

φ (x, y) = φ (x0, y0) +
φx (x0, y0)

1!
x+

φy (x0, y0)

1!
y

+
φxx (x0, y0)

2!
x2 +

2φxy (x0, y0)

2!
xy +

φyy (x0, y0)

2!
y2

+
φxxx (x0, y0)

3!
x3 +

3φxxy (x0, y0)

3!
x2y +

3φxyy (x0, y0)

3!
xy2 +

φyyy (x0, y0)

3!
y3 + ...

5.1.3. Αντιστοιχα, για συναρτηση φ (x, y, z), η σειρα Taylor γυρω απο το (x0, y0, z0) ειναι

φ (x, y, z) = φ (x0, y0, z0)

+
φx (x0, y0, z0)

1!
(x− x0) +

φx (x0, y0, z0)

1!
(y − y0) +

φx (x0, y0, z0)

1!
(z − z0)

+
φxx (x0, y0, z0)

2!
(x− x0)2 +

φyy (x0, y0, z0)

2!
(y − y0)2 +

φzz (x0, y0, z0)

2!
(y − y0)2

+
2φxy (x0, y0, z0)

2!
(x− x0) (y − y0) +

2φyz (x0, y0, z0)

2!
(y − y0) (z − z0) +

+
2φzx (x0, y0, z0)

2!
(z − z0) (x− x0) + ...

5.1.4. Εστω παραγωγισιµη συναρτηση φ (x, y). Αυτη µπορει να παρουσιαζει ενα τοπικο
µεγιστο η ελαχιστο στο σηµειο (x0, y0). Για να συµβαινει αυτο, αναγκαια συνθηκη ειναι

φx (x0, y0) = φy (x0, y0) = 0. (5.2)

Εφοσον ικανοποιειται η (5.2), λεµε οτι το (x0, y0) ειναι στασιµο σηµειο της φ (x, y). Τα
στασιµα σηµεια ταξινοµουνται ως εξης.

1. Εχουµε τοπικο µεγιστο ανν
∣∣∣∣ φxx (x0, y0) φxy (x0, y0)
φyx (x0, y0) φyy (x0, y0)

∣∣∣∣ > 0 και φxx (x0, y0) < 0.

2. Εχουµε τοπικο ελαχιστο ανν
∣∣∣∣ φxx (x0, y0) φxy (x0, y0)
φyx (x0, y0) φyy (x0, y0)

∣∣∣∣ > 0 και φxx (x0, y0) > 0.

3. Εχουµε σαγµατικο σηµειο ανν
∣∣∣∣ φxx (x0, y0) φxy (x0, y0)
φyx (x0, y0) φyy (x0, y0)

∣∣∣∣ < 0.

4. ∆εν µπορουµε να ταξινοµησουµε το σηµειο (χρησιµοποιωντας µονο παραγωγους

πρωτης και δευτερης ταξης) ανν
∣∣∣∣ φxx (x0, y0) φxy (x0, y0)
φyx (x0, y0) φyy (x0, y0)

∣∣∣∣ = 0.

5.1.5. Παροµοια πραγµατα ισχυουν για συναρτηση τριων µεταβλητων φ (x, y, z) η και
N µεταβλητων φ (x1, x2, ..., xN). Σε αυτη την περιπτωση τα κριτηρια για αναγκαια συν-
ϑηκη µεγιστου η ελαχιστου ειναι αρκετα πολυπλοκα, αλλα η αναγκαια συνθηκη (για την
υπαρξη στασιµου σηµειου – µεγιστου, ελαχιστου η σαγµατικου) ειναι

φx (x0, y0, z0) = φy (x0, y0, z0) = φz (x0, y0, z0) = 0
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και
φx1 = φx2 = ... = φxN = 0

αντιστοιχα.

5.1.6. Εστω παραγωγισιµη συναρτηση φ (x, y, z). Για να ϐρουµε τοπικα µεγιστα η ε-
λαχιστα της φ (x, y, z) υπο τον περιορισµο

ψ (x, y, z) = 0

σχηµατιζουµε την ϐοηθητικη συναρτηση

ω (x, y, z, λ) = φ (x, y, z) + λψ (x, y, z)

και ϐρισκουµε τα µεγιστα / ελαχιστα αυτης χωρις περιορισµους.

5.1.7. Παροµοια, εστω παραγωγισιµη συναρτηση φ (x1, x2, ..., xN). Για να ϐρουµε τοπικα
µεγιστα η ελαχιστα της φ (x, y, z) υπο τους περιορισµους

ψ1 (x1, x2, ..., xN) = 0, ..., ψM (x1, x2, ..., xN) = 0

σχηµατιζουµε την ϐοηθητικη συναρτηση

ω (x1, x2, ..., xN , λ1, ..., λM) = φ (x1, x2, ..., xN) +
M∑
m=1

λmψm (x1, x2, ..., xN)

και ϐρισκουµε τα µεγιστα / ελαχιστα αυτης χωρις περιορισµους.

5.2 Λυµενα Προβληµατα

5.2.1. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = e2x+3y γυρω απο το σηµειο (0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Λυση. Γνωριζουµε οτι

ez = 1 + z +
1

2!
z2 +

1

3!
z3 + ....

Αν τωρα ϑεσουµε z = 2x+ 3y και αντικαταστησουµε στην παραπανω εχουµε

e2x+3y = 1 + (2x+ 3y) +
1

2!
(2x+ 3y)2 +

1

3!
(2x+ 3y)3 + ... .

∆εν εχουµε ακοµη την σειρα Taylor της F (x, y). Για να ϕτασουµε στο Ϲητουµενο αποτε-
λεσµα πρεπει να εχουµεµια εκφραση µονο µε δυναµεις της µορφης xmyn. Οποτε αναπ-
τυσσουµε τις δυναµεις (2x+ 3y)k:

e2x+3y = 1 + (2x+ 3y) +
1

2!

(
4x2 + 12xy + 9y2

)
+

1

3!

(
8x3 + 36x2y + 54xy2 + 27y3

)
+ ... ..

Τελος εκτελουµε τους πολλαπλασιασµους µε 1
2!

και 1
3!

και παιρνουµε το τελικο αποτελεσµα

e2x+3y = 1 + 2x+ 3y + 2x2 + 6xy +
9

2
y2 +

4

3
x3 + 6x2y + 9xy2 +

9

2
y3 + .....
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5.2.2. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex+y γυρω απο το σηµειο (2, 1).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Λυση. Θελουµε η σειρα να περιεχει δυναµεις (x− 2)m (y − 1)n. Καταρχην παρατηρουµε
οτι

ex+y = e3e(x−2)+(y−1).

Κατοπιν αναπτυσσουµε την e(x−2)+(y−1) οπως και στην προηγουµενη ασκηση

e(x−2)+(y−1) = 1 + ((x− 2) + (y − 1)) +
1

2!
((x− 2) + (y − 1))2 +

1

3!
((x− 2) + (y − 1))3

= 1 + (x− 2) + (y − 1) +
1

2!
(x− 2)2 + (x− 2) (y − 1) +

1

2!
(y − 1)2 +

1

3!
(x− 2)3 +

1

3!
3 (x− 2)2 (y − 1) +

1

3!
3 (x− 2) (y − 1)2 +

1

3!
(y − 1)3 + ....

Τελος, για να παρουµε την σειρα της ex+y πολλαπλασιαζουµε την σειρα της e(x−2)+(y−1)

µε e3 και παιρνουµε

ex+y = e3 + e3 (x− 2) + e3 (y − 1) +
e3

2
(x− 2)2 + e3 (x− 2) (y − 1) +

e3

2
(y − 1)2 +

e3

6
(x− 2)3 +

e3

2
(x− 2)2 (y − 1) +

e3

2
(x− 2) (y − 1)2 +

e3

6
(y − 1)3 + ....

5.2.3. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = cos (x2 + y2) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 8ης ταξης.

Λυση. Γνωριζουµε οτι

cos (z) = 1− z2

2!
+
z4

4!
+ ....

Αν τωρα ϑεσουµε z = x2 + y2 και αντικαταστησουµε στην παραπανω εχουµε

cos
(
x2 + y2

)
= 1− 1

2!

(
x2 + y2

)2
+

1

4!

(
x2 + y2

)4
+ ... .

Οποτε, αναπτυσσοντας τις δυναµεις (x2 + y2)
2 και (x2 + y2)

4 (ποιο ειναι το αναπτυγµα
της (a+ b)4;) παιρνουµε

cos
(
x2 + y2

)
= 1− 1

2
x4 − x2y2 − 1

2
y4+

1

24
x8 +

1

6
y2x6 +

1

4
y4x4 +

1

6
y6x2 +

1

24
y8 + ......

5.2.4. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = xy cos (x2 + y2) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 6ης ταξης.

Λυση. Αν ϑεσουµε F (x, y) = G (x, y)H (x, y) οπου G (x, y) = cos (x2 + y2) και
H (x, y) = xy, τοτε µπορουµε να υπολογισουµε την σειρα της Θα υπολογισουµε την
σειρα της F (x, y) αρκει να υπολογισουµε αυτες των G (x, y), H (x, y) και να τις πολ-
λαπλασιασουµε. Απο την προηγουµενη ασκηση, κρατωντας ορους µεχρι και 4ης ταξης
ξερουµε οτι

G (x, y) = cos
(
x2 + y2

)
= 1− 1

2
x4 − x2y2 − 1

2
y4 + ... .
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Επισης, η σειρα Taylor της H (x, y) = xy ειναι απλα

H (x, y) = xy = xy.

Οποτε

F (x, y) = G (x, y)H (x, y) =

(
1− 1

2
x4 − x2y2 − 1

2
y4 + ...

)
· xy

= xy − 1

2
x5y − x3y3 − 1

2
xy5 + ...

5.2.5. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex

1−y γυρω απο το σηµειο (0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 4ης ταξης.

Λυση. Παροµοια µε την προηγουµενη, ϑετουµε F (x, y) = G (x, y)H (x, y) οπου
G (x, y) = ex και H (x, y) = 1

1−y . Εχουµε

G (x, y) = ex = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ... .

H (x, y) =
1

1− y
= 1 + y + y2 + y3 + ...

Οποτε

F (x, y) = G (x, y)H (x, y) =

(
1 + x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ...

)
·
(
1 + y + y2 + y3 + ...

)
και τωρα µενει να εκτελεσουµε τον πολλαπλασιασµο δυο ¨πολυωνυµων απειρης ταξησ¨.
Αυτον τον πολλαπλασιασµο ϑα τον εκτελεσουµε χιαστι και κατα ¨ανιουσα ταξη¨, δηλ.
πρωτα ϑα υπολογισουµε ολα τα γινοµενα µηδενικης ταξης, µετα ολα τα γινοµενα 1ης
ταξης, µετα ολα τα γινοµενα 2ης ταξης κ.ο.κ. (ετσι ϑα ειµαστε σιγοψροι οτι δεν µας
διαφευγει κανεις ορος). Εχουµε

F (x, y) =

(
1 + x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ...

)
·
(
1 + y + y2 + y3 + ...

)
= 1 + x+ y +

1

2
x2 + xy + y2 +

1

6
x3 +

1

2
yx2 + y2x+ y3

+
1

24
x4 +

1

6
x3y +

1

2
y2x2 + y3x+ y4 + ...

5.2.6. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex+y sin (x+ y) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Λυση. Με τον ιδιο τροπο οπως και στις προηγουµενες ασκησεις εχουµε

G (x, y) = ex+y = 1 + x+ y +
1

2
x2 + xy +

1

2
y2 + ...

H (x, y) = sin (x+ y) = x+ y − 1

6
x3 − 1

2
x2y − 1

2
xy2 − 1

6
y3 + ... .
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Οποτε

F (x, y) = G (x, y)H (x, y)

=

(
1 + x+ y +

1

2
x2 + xy +

1

2
y2 + ...

)
·
(
x+ y − 1

6
x3 − 1

2
x2y − 1

2
xy2 − 1

6
y3 + ...

)
= x+ y + x2 + 2xy + y2 +

1

3
x3 + yx2 + xy2 +

1

3
y3 + ...

Προσεξτε οτι στο παραπανω γινοµενο κρατησαµε ορους µεχρι τριτης ταξης. Αν και
δηµιουργηθηκαν και οροι π.χ. 6ης ταξης, αυτοι δεν ειναι πληρεις, διοτι στην πηρη σειρα
της F (x, y) υπαρχουν και αλλοι οροι 6ης ταξης οι οποιοι δεν εµφανιστηκαν στο γινοµενο
(αφου εµεις χρησιµοποιησαµε προσεγγιση 3ης ταξης για τις G (x, y) και H (x, y)).

5.2.7. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex
2+y2/ (1− x− y) γυρω απο το

σηµειο (0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.
Λυση. Με τον ιδιο τροπο οπως και στις προηγουµενες ασκησεις εχουµε

G (x, y) = ex
2+y2 = 1 + x2 + y2 +

1

2
x4 + x2y2 +

1

2
y4 + ...

H (x, y) =
1

1− x− y
= 1 + x+ y + x2 + 2xy + y2 + x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 + ... .

Οποτε

F (x, y) = G (x, y)H (x, y)

=

(
1 + x2 + y2 +

1

2
x4 + x2y2 +

1

2
y4 + ...

)
·(

1 + x+ y + x2 + 2xy + y2 + x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 + ...
)

= 1 + x+ y + 2x2 + 2xy + 2y2 + 2x3 + 4x2y + 4xy2 + 2y3 + ...

5.2.8. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = 5x+ 4y − 6xy − y2 + x3 γυρω απο
το σηµειο (0, 0). Βρειτε ολους τους ορους της σειρας.

Λυση. Η λυση της ασκησης ειναι εξαιρετικα απλη, η Ϲητουµενη σειρα ειναι

5x+ 4y − 6xy − y2 + x3

δηλ. ακριβως αυτη που µας δινεται. Αυτο ισχυει επειδη η σειρα Taylor γυρω απο το
(0, 0) ειναι ενα πολυωνυµο µε δυναµεις xmyn και η F (x, y) µας δινεται ακριβως σε αυτη
την µορφη. Εαν εχετε αµφιβολιες, µπορειτε να επαληθευσετε οτι τα πραγµατα ειναι ετσι
ξρησιµποιωντας τους τυπους :

F (x, y) = F (0, 0)+
Fx (0, 0)

1!
x+

Fy (0, 0)

1!
y+

Fxx (0, 0)

2!
x2 +

2Fxy (0, 0)

2!
xy+

Fyy (0, 0)

2!
y2 +...
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Εχουµε
F (x, y) = 5x+ 4y − 6xy − y2 + x3, F (0, 0) = 0,
Fx (x, y) = 5− 6y + 3x2, Fx (0, 0) = 5,
Fy (x, y) = 4− 6x− 2y, Fy (0, 0) = 4,
Fxx (x, y) = 6x, Fxx (0, 0) = 0,
Fxy (x, y) = −6, Fxy (0, 0) = −6,
Fyy (x, y) = −2, Fyy (0, 0) = −2

κ.τ.λ. Ολες οι υςηλοτερης ταξης παραγωγοι ειναι 0 εκτος της Fxxx (0, 0) = 6 (γιατι ;).
Οποτε µε αντικατασταση στον τυπο εχουµε

F (x, y) = 0 + 5x+ 4y +
0

2!
x2 +

2 · (−6)

2!
xy +

−2

2!
y2 +

6

3!
x3 = 5x+ 4y − 6xy − y2 + x3.

5.2.9. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = 5x+ 4y − 6xy − y2 + x3 γυρω απο
το σηµειο (1, 2). Βρειτε ολους τους ορους της σειρας.

Λυση. Η ασκηση ειναι παροµοια µε τηνπροηγουψµενη αλλα τωρα ϑελουµε οι οροι
της σειρας να εχουν την µορφη (x− 1)m (y − 2)n. Αν εφαρµοσουµε τους τυπους εχουµε

F (x, y) = 5x+ 4y − 6xy − y2 + x3, F (1, 2) = −2
Fx (x, y) = 5− 6y + 3x2, Fx (1, 2) = −4
Fy (x, y) = 4− 6x− 2y, Fy (1, 2) = −6
Fxx (x, y) = 6x, Fxx (1, 2) = 6
Fxy (x, y) = −6, Fxy (1, 2) = −6
Fyy (x, y) = −2, Fyy (1, 2) = −2
...
Fxxx (x, y) = 6, Fxxx (1, 2) = 6.

Οποτε

F (x, y) = −2− 4 (x− 1)− 6 (y − 2) + 3 (x− 1)2− 6 (x− 1) (y − 2)− (y − 2)2 + (x− 1)3

Αν αναπτυξουµε τα γινοµενα και τις δυναµεις στην παραπανω εκφραση ϐλεπουµε (οπως
και περιµεναµε) οτι

−2− 4 (x− 1)− 6 (y − 2) + 3 (x− 1)2 − 6 (x− 1) (y − 2)− (y − 2)2 + (x− 1)3 =

5x+ 4y − 6xy − y2 + x3 = F (x, y) .

5.2.10. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y, z) = ex+y+z γυρω απο το σηµειο
(0, 0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 2ης ταξης.

Λυση. Εχουµε

eu = 1 + u+
u2

2!
+ ...

οποτε, ϑετοντας u = x+ y + z εχουµε

ex+y+z = 1 + x+ y + z + (x+ y + z)2 + ...

= 1 + x+ y + z + x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx+ ..
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5.2.11. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex+y

1−x−z γυρω απο το σηµειο (0, 0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 2ης ταξης.

Λυση. Εχουµε

ex+y = 1 + x+ y +
1

2!

(
x2 + 2xy + y2

)
+ ...

1

1− x− z
= 1 + x+ z + x2 + 2xz + z2 + ...

Οποτε, εκτελωντας τον πολλαπλασιασµο των δυο σειρων εχουµε

ex+y

1− x− z
=

(
1 + x+ y +

1

2!

(
x2 + 2xy + y2

)
+ ..

)
·
(
1 + x+ z + x2 + 2xz + z2 + ...

)
= 1 + 2x+ y + z +

5

2
x2 + 2xy + 3xz +

1

2
y2 + yz + z2 + ...

5.2.12. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x2 + y2.
Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 2x = 0

Fy = 2y = 0.

Προφανως η µονη λυση του συστηµατος ειναι (x1, y1) = (0, 0). Για να προσδιορισουµε
την ϕυση αυτου υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 1, Fxx (x1, y1) = 1 > 0

D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 > 0.

Αρα το (x1, y1) ειναι τοπικο ελαχιστο. Ευκολα καταλαβαινουµε οτι στην πραγµατικοτητα
ειναι το µοναδικο ολικο ελαχιστο της συνασρτησης F (x, y) = x2 + y2.

5.2.13. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 4xy−x2−
3y2 + 3x+ 4.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 4y − 2x+ 3 = 0

Fy = 4x− 6y = 0.

Λυνουµε το συστηµα και παιρνουµε ενα στασιµο σηµειο, το (x1, y1) = (−9/2,−3). Για
να προσδιορισουµε την ϕυση αυτου υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = −2, Fxx (x1, y1) = −2 < 0

D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −2 4
4 −6

∣∣∣∣ = −4 < 0.

Αρα το (x1, y1) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y).
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5.2.14. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3 + y3 −
3xy.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 3x2 − 3y = 0

Fy = 3y2 − 3x = 0.

Εχουµε λοιπον

x2 = y ⇒ x4 = y2 = x⇒ x ·
(
x3 − 1

)
= 0⇒

{
(x1, y1) = (0, 0)
(x2, y2) = (1, 1)

.

Τωρα υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 6x, D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 6x −3
−3 6y

∣∣∣∣ = 36xy − 9.

Τελος εχουµε

Fxx (x1, y1) = 6 · 0 = 0, D (x1, y1) = −9 < 0.

Fxx (x2, y2) = 6 · 1 > 0, D (x2, y2) = 27 > 0.

Αρα το (0, 0) ειναι σαγµατικο σηµειο και το (1, 1) τοπικο ελαχιστο της F (x, y).

5.2.15. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3 + y3 −
3xy.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 3yx2 + 24x = 0

Fy = x3 − 8 = 0.

Εχουµε λοιπον x = 2 και 12y + 48 = 0⇒ y = −4. ∆ηλ. το µονο στασιµο σηµειο ειναι το
(x1, y1) = (2,−4). Υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 6x, D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 6xy + 24 3x2

3x2 0

∣∣∣∣ = −9x4.

Τελος εχουµε

Fxx (x1, y1) = 6 · 2 = 12 > 0, D (x1, y1) = −9 · 24 < 0.

Αρα το (2,−4) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y).

5.2.16. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3y +
12x2 − 8y.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 3yx2 + 24x = 0

Fy = x3 − 8 = 0.
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Εχουµε λοιπον x = 2 και 12y + 48 = 0⇒ y = −4. ∆ηλ. το µονο στασιµο σηµειο ειναι το
(x1, y1) = (2,−4). Υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 6x, D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 6xy + 24 3x2

3x2 0

∣∣∣∣ = −9x4.

Τελος εχουµε

Fxx (x1, y1) = 6 · 2 = 12 > 0, D (x1, y1) = −9 · 24 < 0.

Αρα το (2,−4) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y).

5.2.17. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x4 + y4 −
4xy + 2.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 4x3 − 4y = 0

Fy = 4y3 − 4x = 0.

Εχουµε λοιπον

x3 = y ⇒ x9 = y3 = x⇒ x ·
(
x8 − 1

)
= 0⇒ x ·

(
x4 − 1

)
·
(
x4 + 1

)
= 0⇒

⇒ x ·
(
x2 − 1

)
·
(
x2 + 1

)
·
(
x4 + 1

)
= 0

⇒


(x1, y1) = (0, 0)
(x2, y2) = (1, 1)

(x3, y3) = (−1,−1)
.

Τωρα υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 12x2, D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 12x2 −4
−4 12y2

∣∣∣∣ = 144x2y2 − 16.

Τελος εχουµε

Fxx (x1, y1) = 12 · 0 = 0, D (x1, y1) = −16 < 0.

Fxx (x2, y2) = 12 · 1 > 0, D (x2, y2) = 128 > 0.

Fxx (x3, y3) = 12 · 1 > 0, D (x3, y3) = 128 > 0.

Αρα το (0, 0) ειναι σαγµατικο σηµειο και τα (1, 1) , (−1,−1) τοπικα ελαχιστα της F (x, y).

5.2.18. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = (1 + xy) ·
(x+ y).

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = y(x+ y) + 1 + xy = 0

Fy = x(x+ y) + 1 + xy = 0.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΕΙΡΕΣ TAY LOR ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 52

Ευκολα ϐλεπουµε οτι καµµια λυση τοπυ συστηµατος δεν µπορει να εχει x = 0 ουτε και
y = 0. Οποτε εχουµε y · (x+ y) = x · (x+ y) και, ειτε x = −y, ειτε x = y. Αλλα αν x = y
τοτε παιρνουµε 3x2 + 1 = 0. Οποτε η µονη περιπτωση που αποµενει ειναι x = −1. Τοτε
εχουµε

0 + 1− x2 = 0⇒
{

(x1, y1) = (1,−1)
(x2, y2) = (−1, 1)

.

Τωρα υπολογιζουµε τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = 2y, D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2y 2x+ 2y
2x+ 2y 2x

∣∣∣∣ = −4x2 − 4xy − 4y2.

Τελος εχουµε

Fxx (x1, y1) = 2 > 0, D (x1, y1) = −4 < 0.

Fxx (x2, y2) = −2 < 0, D (x2, y2) = −4 > 0.

Αρα τα (1,−1) και (−1, 1) ειναι σαγµατικα σηµεια της F (x, y).

5.2.19. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = xy ·
(1− x− y).

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = y(−x+ 1− y)− xy = 0

Fy = x(−x+ 1− y)− xy = 0.

Μια λυση του συστηµατος ειναι η (x1, y1) = (0, 0). Επισης µπορει να εχουµε x = 0, y 6= 0
οποτε

y · (1− y) = 0

και αρα (x2, y2) = (0, 1)· συµµετρικα παιρνουµε (x3, y3) = (1, 0). Τελος, αν (x, y) 6= (0, 0)
τοτε εχουµε

−x+ 1− y = x

−x+ 1− y = y

οποτε (x4, y4) = (1/3, 1/3). ∆ηλ. εχουµε τεσσερα στασιµα σηµεια. Τωρα υπολογιζουµε
τις δευτερες παραγωγους

Fxx (x, y) = −2y,

D (x, y) =

∣∣∣∣ Fxx Fxy
Fyx Fyy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −2y 1− 2x− 2y
1− 2x− 2y −2x

∣∣∣∣
= −4x2 − 4xy + 4x− 4y2 + 4y − 1.

Τελος εχουµε
Fxx (x1, y1) = 0, D (x1, y1) = −1 < 0.
Fxx (x2, y2) = −2 < 0, D (x2, y2) = −1 < 0.
Fxx (x3, y3) = 0, D (x3, y3) = −1 < 0.
Fxx (x4, y4) = −2/3 < 0, D (x4, y4) = 1

3
> 0.

Αρα τα (0, 0) , (0, 1) , (1, 0) ειναι σαγµατικα σηµεια της F (x, y) και το και (1/3, 1/3) ειναι
τοπικο µεγιστο.
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5.2.20. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x2+y2−z2.
Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 2x = 0

Fy = 2y = 0.

Fz = 2z = 0

Προφανως, το µονο στασιµο σηµειο ειναι το (x1, y1, z1) = (0, 0, 0). Υπολογιζουµε τον
Hesssian πινακα

D (x, y, z) =

 Fxx Fxy Fxz
Fyx Fyy Fyz
Fzx Fzy Fzz

 =

 2 0 0
0 2 0
0 0 −2

 .
Τελος εχουµε

D1 (x, y, z) =
∣∣ Fxx (x, y, z)

∣∣ = 2 > 0

D2 (x, y, z) =

∣∣∣∣ Fxx (x, y, z) Fxy (x, y, z)
Fyx (x, y, z) Fyy (x, y, z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0

D3 (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
Fxx (x, y, z) Fxy (x, y, z) Fxz (x, y, z)
Fyx (x, y, z) Fyy (x, y, z) Fyz (x, y, z)
Fzx (x, y, z) Fzy (x, y, z) Fzz (x, y, z)

∣∣∣∣∣∣ = −8 < 0.

Αρα το (0, 0, 0) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y, z).

5.2.21. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = −x2−y2−
z2 + 2xy + xz − 3y.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = −2x+ 2y + z = 0

Fy = −2y + 2x− 3 = 0.

Fz = −2z + x = 0

Λυνουµε το γραµµικο συστηµα µε τον κανονα του Cramer και ϐρισκουµε την µοναδικη
λυση (x1, y1, z1) = (6, 9/2, 3). Υπολογιζουµε τον Hesssian πινακα Fxx Fxy Fxz

Fyx Fyy Fyz
Fzx Fzy Fzz

 =

 −2 2 1
2 −2 0
1 0 −2

 .
Εχουµε

D1 (x, y, z) =
∣∣ −2

∣∣ = −2 < 0

D2 (x, y, z) =

∣∣∣∣ −2 2
2 −2

∣∣∣∣ = 0

D3 (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
−2 2 1
2 −2 0
1 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 2 > 0.

Οι ανισοτητες ισχυουν σε καθε σηµειο (x, y, z) αρα και στο (x1, y1, z1) = (0, 0, 0, ). Οποτε
το (x1, y1, z1) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y, z).
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5.2.22. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x4 + y4 +
z4 − 4xyz.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 4x3 − 4yz = 0

Fy = 4y3 − 4xz = 0.

Fz = 4z3 − 4xy = 0

Με απλη επισκοπηση ϐλεπουµε οτι µια λυση του συστηµατος ειναι (x1, y1, z1) = (0, 0, 0)
και αλλη µια (x2, y2, z2) = (1, 1, 1). Αν x 6= 0 τοτε και yz 6= 0 οποτε µπορουµε, π.χ., να
γραψουµε

x3

y3
=
y

x
⇒ x4 = y4 ⇒ y = ±x

και οµοια z = ±x. Απο τις

x3 = yz, y = ±x, z = ±x

ϐλεπουµε οτι οι µονες λυσεις (αλλες απο αυτες που ηδη υπολογισαµε) ειναι

(x3, y3, z3) = (1,−1,−1)

(x4, y4, z4) = (−1, 1,−1)

(x5, y5, z5) = (−1,−1, 1) .

Υπολογιζουµε τωρα τον Hesssian πινακα Fxx Fxy Fxz
Fyx Fyy Fyz
Fzx Fzy Fzz

 =

 12x2 −4z −4y
−4z 12y2 −4x
−4y −4x 12z2

 .
Εχουµε

D1 (x, y, z) =
∣∣ 12x2

∣∣ = 12x2

D2 (x, y, z) =

∣∣∣∣ 12x2 −4z
−4z 12y2

∣∣∣∣ = 144x2y2 − 16z2

D3 (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
12x2 −4z −4y
−4z 12y2 −4x
−4y −4x 12z2

∣∣∣∣∣∣ = −192x4 + 1728x2y2z2 − 128xyz − 192y4 − 192z4.

1. Στο (x1, y1, z1) = (0, 0, 0, ) εχουµε

D1 (0, 0, 0) = D2 (0, 0, 0) = D3 (0, 0, 0) = 0

οποτε δεν µπορουµε να αποφανθουµε για την ϕυση του στασιµου σηµειου (0, 0, 0).

2. Στο (x2, y2, z2) = (1, 1, 1) εχουµε

D1 (x2, y2, z2) = 12 > 0

D2 (x2, y2, z2) = 128 > 0

D3 (x2, y2, z2) = 1024 > 0.

αρα το (x2, y2, z2) ειναι τοπικο ελαχιστο της F (x, y, z).



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΕΙΡΕΣ TAY LOR ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 55

3. Στο (x3, y3, z3) = (1,−1,−1) εχουµε

D1 (x2, y2, z2) = 12 > 0

D2 (x2, y2, z2) = 128 > 0

D3 (x2, y2, z2) = 1280 > 0.

αρα το (x3, y3, z3) ειναι τοπικο ελαχιστο της F (x, y, z).

4. Τα (x4, y4, z4) = (−1, 1,−1) και (x5, y5, z5) = (−1,−1, 1) ειναι επισης τοπικα ε-
λαχιστα, λογω συµµετριας.

5.2.23. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3 + y3 −
z2 − xyz.

Λυση. Καταρχην ϐρισκουµε τα στασιµα σηµεια. Θα εχουµε

Fx = 3x2 − yz = 0

Fy = 3y2 − xz = 0.

Fz = −2z − xy = 0

Οι λυσεις του συστηµατος ειναι (x1, y1, z1) = (0, 0, 0) και (x2, y2, z2) = (−6,−6,−18).
Υπολογιζουµε τον Hesssian πινακα Fxx Fxy Fxz

Fyx Fyy Fyz
Fzx Fzy Fzz

 =

 6x −z −y
−z 6y −x
−y −x −2

 .
Εχουµε

D1 (x, y, z) =
∣∣ 6x

∣∣ = 6x

D2 (x, y, z) =

∣∣∣∣ 6x −z
−z 6y

∣∣∣∣ = 36xy − z2

D3 (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
6x −z −y
−z 6y −x
−y −x −2

∣∣∣∣∣∣ = −6x3 − 2xyz − 72xy − 6y3 + 2z2.

Τωρα στο (x1, y1, z1) = (0, 0, 0, ) εχουµε

D1 (0, 0, 0) = D2 (0, 0, 0) = D3 (0, 0, 0) = 0

οποτε δεν µπορουµε να αποφανθουµε για την ϕυση του στασιµου σηµειου (0, 0, 0). Στο
(x2, y2, z2) = (−6,−6,−18) εχουµε

D1 (x2, y2, z2) =
∣∣ 6 · (−6)

∣∣ = −36 < 0

D2 (x2, y2, z2) =

∣∣∣∣ 6 · (−6) 18
18 6 · (−6)

∣∣∣∣ = 972 > 0

D3 (x2, y2, z2) =

∣∣∣∣∣∣
6 · (−6) 18 6

18 6 · (−6) 6
6 6 −2

∣∣∣∣∣∣ = 1944 > 0.

αρα το (x2, y2, z2) ειναι σαγµατικο σηµειο της F (x, y, z).
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5.2.24. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτησης F (x, y) = x2 +2y2 υπο τον περιορισµο
x2 + y2 = 1.

Λυση. Επειδη εχουµε περιορισµο, ϑα δουλεψουµε µε την µεθοδο των πολ/στων
Lagrange. Η αρχικη µας συναρτηση ειναι F (x, y) = x2+2y2 και η ϐοηθητικη συναρτηση
ειναι

L (x, y) = F (x, y) + λ ·G (x, y) = x2 + 2y2 + λ ·
(
x2 + y2 − 1

)
.

Παιρνουµε τις πρωτες παραγωγους :

Lx = 2x+ 2λx = 0

Ly = 4y + 2λy = 0

Lλ = x2 + y2 − 1 = 0.

Οποτε εχουµε

2x = −2xλ

4y = −2yλ

Απο την πρωτη ϑα εχουµε x = 0 ή λ = −1. Αν x = 0, τοτε η τριτη δινει y = ±1. Αν
λ = −1, τοτε η δευτερη δινει y = 0 και η τριτη δινει x = ±1. Οποτε εχουµε τεσσεαρ
πιθανα ακροτατα σηµεια : (0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0). Αντικαθιστωντας εχουµε

F (0, 1) = F (0,−1) = 2 και F (1, 0) = F (−1, 0) = 1.

Αρα εχουµε µεγιστο στα σηµεια (0, 1) και (0,−1) και ελαχιστο στα σηµεια (1, 0) και
(−1, 0).

5.2.25. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτησης F (x, y) = 3x+ 4y υπο τον περιορισµο
G (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

Λυση. Επειδη εχουµε περιορισµο, ϑα δουλεψουµε µε την µεθοδο των πολ/στων
Lagrange. Η αρχικη µας συναρτηση ειναι F (x, y) = 3x+4y και η ϐοηθητικη συναρτηση
ειναι

L (x, y) = F (x, y) + λ ·G (x, y) = 3x+ 4y + λ ·
(
x2 + y2 − 1

)
.

Παιρνουµε τις πρωτες παραγωγους :

Lx = 3 + 2λx = 0

Ly = 4 + 2λy = 0

Lλ = x2 + y2 − 1 = 0.

Απο τις δυο πρωτες εξισωσεις ϐλεπουµε οτι x, y, λ 6= 0. Οποτε απο την τριτη εξισωση
εχουµε

x = − 3

2λ
, y = −2

λ
και αντικαθιστωντας στην τριτη παιρνουµε

9

4λ2
+

4

λ2
= 1⇒ λ = ±5

2
.
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Αρα εχουµε δυο στασιµα σηµεια :

(x1, y1) =

(
− 3

2λ1

,− 2

λ1

)
=

(
3

5
,
4

5

)
(x2, y2) =

(
− 3

2λ2

,− 2

λ2

)
=

(
−3

5
,−4

5

)
.

Εχουµε δε

F (x1, y1) = 3x1 + 4y1 = 3
3

5
+ 4

4

5
= 5

F (x2, y2) = 3x2 + 4y2 = 3
−3

5
+ 4
−4

5
= −5.

∆ηλ. η F (x, y) εχει µεγιστο στο (x1, y1) =
(

3
5
, 4

5

)
και ελαχιστο στο (x2, y2) =

(
−3

5
,−4

5

)
.

5.2.26. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτησης F (x, y, z) = x+ y+ z υπο τον περιορ-
ισµο xyz = 1.

Λυση. Επειδη εχουµε περιορισµο, ϑα δουλεψουµε µε την µεθοδο των πολ/στων
Lagrange. Η αρχικη µας συναρτηση ειναι F (x, y, z) = x + y + z και η ϐοηθητικη
συναρτηση ειναι

L (x, y, z) = F (x, y, z) + λ ·G (x, y, z) = x+ y + z + λ · (xyz − 1) .

Παιρνουµε τις πρωτες παραγωγους :

Lx = 1 + λyz = 0

Ly = 1 + λxz = 0

Lz = 1 + λxy = 0

Lλ = xyz − 1 = 0.

Παρατηρουµε οτι δεν ειναι αποδεκτες λυσεις µε xyz = 0 (διοτι παραβιαζουν τον περιορ-
ισµο) αρα x 6= 0, y 6= 0, z 6= 0. Οποτε απο το συστηµα εχουµε

λ = − 1

yz
= − 1

xz
= − 1

xy
⇒ x = y = z.

Για να ισχυει τωρα και
xyz = 1

ϑα πρεπει να εχουµε x = y = z = 1. Αυτο ειναι το µονο στασιµο σηµειο της F (x, y, z) =
x + y + z (υπο τον περιορισµο G (x, y, z) = xyz − 1 = 0). Το σηµειο αυτο ειναι µεγιστο,
οπως µπορουµε να δουµε δοκιµαζοντας διαφορες τιµες (x, y, z) =

(
x, y, 1

xy

)
.

5.2.27. Βρειτε την µεγιστη και ελαχιστη αποσταση απο το σηµειο (3, 1,−1) µεχρι την
σφαιρα x2 + y2 + z2 = 4.

Λυση. Εστω (x, y, z) τυχον σηµειο της σφαιρας. Αυτο ϑα ικανοποιει τον περιορισµο
G (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4 = 0. Απο ολα αυτα τα σηµεια Ϲητουµε εκεινο το οποιο
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µεγιστοποιει (ελαχιστοποιει) την αποσταση d (x, y, z) =
√

(x− 3)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 ή
ισοδυναµα µεγιστοποιει (ελαχιστοποιει) την συναρτηση F (x, y, z) = (x− 3)2 + (y − 1)2 +
(z + 1)2. Αρα πρεπει να ϐρουµε τα ακροτατα σηµεια της

L (x, y, z, λ) = (x− 3)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 + λ ·
(
x2 + y2 + z2 − 4

)
.

Εχουµε

Lx = 2 (x− 3) + 2xλ = 0

Ly = 2 (y − 1) + 2yλ = 0

Lz = 2 (z + 1) + 2zλ = 0

Lλ = x2 + y2 + z2 − 4 = 0.

Λυνοντας τις τρεις πρωτες ως προς x, y, z παιρνουµε

x =
3

1− λ
, y =

1

1− λ
, z = − 1

1− λ

(παρατηρειστε οτι υποθετουµε λ 6= 1 ... γιατι ;). Αντικαθιστωντας στην τελευταια παιρνουµε(
3

1− λ

)2

+

(
1

1− λ

)2

+

(
1

1− λ

)2

= 4

και λυνοντας ως προς λ παιρνουµε

(1− λ)2 =
11

4
⇒ λ = 1±

√
11

2
.

Τωρα

λ1 = 1 +

√
11

2
⇒ (x1, y1, z1) =

(
6√
11
,

2√
11
,− 2√

11

)
λ2 = 1−

√
11

2
⇒ (x2, y2, z2) =

(
− 6√

11
,− 2√

11
,

2√
11

)
Επισης ϐλεπουµε οτι

d (x1, y1, z1) =

√(
6√
11
− 3

)2

+

(
2√
11
− 1

)2

+

(
− 2√

11
+ 1

)2

' 1. 316 6

d (x2, y2, z2) =

√(
− 6√

11
− 3

)2

+

(
− 2√

11
− 1

)2

+

(
+

2√
11

+ 1

)2

' 5. 316 6

Αρα εχουµε ελαχιστη αποσταση στο (x1, y1, z1) και µεγιστη στο (x2, y2, z2).
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5.2.28. Βρειτε την µεγιστη τιµη της F (x, y, z) = x + 2y + 3z µε τους περιορισµους
G1 (x, y, z) = x− y + z − 1 = 0 και G2 (x, y, z) = x2 + y2 − 1 = 0.

Λυση. Πρεπει να ϐρουµε το µεγιστο της

L (x, y, z, λ1, λ2) = x+ 2y + 3z + λ1 · (x− y + z − 1) + λ2 ·
(
x2 + y2 − 1

)
.

Παιρνοντας πρωτες παραγωγους εχουµε

1 + λ1 + 2λ2x = 0

2− λ1 + 2λ2y = 0

3 + λ1 = 0

x− y + z − 1 = 0

x2 + y2 − 1 = 0

Βλεπουµε αµεσως οτι λ1 = −3 οποτε απο την πρωτη παιρνουµε x = 1
λ2

· παροµοια και
y = − 5

2λ2
. Οποτε αντικαθιστωντας στην πεµπτη εχουµε

1

λ2
2

+
25

4λ2
2

= 1

οποτε λ2
2 = 29/4 και λ2 = ±

√
29/2. Τελικα λοιπον ειτε 1 + 0.371 39 + 0.928 48 = 2. 299 9

x1 = −2/
√

29 ' −0.371 39

y1 = 5/
√

29 ' 0.928 48

}
⇒ z1 = 1− x1 + y1 ' 2. 3

ειτε
x2 = 2/

√
29 ' 0.371 39

y2 = −5/
√

29 ' −0.928 48

}
⇒ z1 = 1− x1 + y1 ' 0. 3.

Στο σηµειο (x1, y1, z1) εχουµε

F (x1, y1, z1) ' F (−0.37139, 0.92848, 2.3) = 8. 385 6

και στο σηµειο (x2, y2, z2) εχουµε

F (x2, y2, z2) ' F (−0.37139, 0.92848, 2.3) = −2. 385 6.

Αρα το µεγιστο της F (x, y, z) εµφανιζεται στο σηµειο (x1, y1, z1).

5.3 Αλυτα Προβληµατα

5.3.1. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex+y γυρω απο το σηµειο (0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. 1 + x+ y + 1
2
x2 + xy + 1

2
y2 + 1

6
x3 + 1

2
x2y + 1

2
xy2 + 1

6
y3 + ...

5.3.2. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex+y γυρω απο το σηµειο (1, 2).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. e−3 +e−3 ·x+e−3 ·y+ e−3

2
x2 +e−3 ·xy+ e−3

2
y2 + e−3

6
x3 + e−3

2
x2y+ e−3

2
xy2 + e−3

6
y3 + ...
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5.3.3. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = sin (x2 + y2) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 6ης ταξης.

Απ. 1− 1
6
x6 − 1

2
x4y2 − 1

2
x2y4 − 1

6
y6 + ....

5.3.4. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = x2y sin (x2 + y2) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 9ης ταξης.

Απ. x2y − 1
6
x8y − 1

2
x6y3 − 1

2
x4y5 − 1

6
x2y7 + ...

5.3.5. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = 21x+ 42y− 6xy− 12y2 + 4y3− 109
γυρω απο το σηµειο (5, 1). Βρειτε ολους τους ορους.

Απ. 15 (x− 5)− 6 (x− 5) (y − 1) + 4 (y − 1)3 .

5.3.6. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = 1
1+x2+y2

γυρω απο το σηµειο (0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 8ης ταξης.

Απ. 1− x6 − 3x4y2 + x4 − 3x2y4 + 2x2y2 − x2 − y6 + y4 − y2 + ... .

5.3.7. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = sinx sin y γυρω απο το σηµειο
(π/4, π/4). Βρειτε τους ορους µεχρι και 2ης ταξης.

Απ. 1
2
+1

2
(x− π/4)+1

2
(y − π/4)−1

4
(x− π/4)2−1

4
(y − π/4)2+1

2
(x− π/4) (y − π/4)+

...

5.3.8. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex sin y γυρω απο το σηµειο (0, 0).
Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. y + xy + 1
2
x2y − 1

6
y3 + ...

5.3.9. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ex ln (1 + y) γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. y − 1
2
y2 + xy + 1

2
x2y − 1

2
xy2 + 1

3
y3 + ...

5.3.10. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = cosx
1+x2+y2

γυρω απο το σηµειο
(−1, 2). Βρειτε τους ορους µεχρι και 8ης ταξης.

Απ. 1− 1
24
x10 − 1

8
x8y2 + 13

24
x8 − 1

8
x6y4+ 19

12
x6y2 − 37

24
x6 − 1

24
x4y6 + 37

24
x4y4 − 97

24
x4y2+

37
24
x4 + 1

2
x2y6 − 7

2
x2y4+ 5

2
x2y2 − 3

2
x2 − y6 + y4 − y2 + ... .

5.3.11. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = 1
1−x−y+xy

γυρω απο το σηµειο
(0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. 1 + x+ y + x2 + xy + y2 + ... .

5.3.12. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y) = ln (1− x) ln (1− y) γυρω απο το
σηµειο (0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 5ης ταξης.

Απ. xy + x2y
2

+ xy2

2
+ x2y2

4
+ x2y3

6
+ x3y2

6
+ ... .

5.3.13. Να υπολογιστει η σειρα Taylor (γυρω απο το (1, 1) ) της z (x, y) η οποια οριζεται
εµµεσα απο τη σχεση z3 + yz − xy2 − x3 = 0. Βρειτε τους ορους µεχρι και 2ης ταξης.

Απ. 1 + (x− 1) + 1
4

(y − 1)− 1
8

(x− 1) (y − 1) + 9
64

(y − 1)2 + ... .

5.3.14. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y, z) = sin (x+ y + z) γυρω απο το
σηµειο (0, 0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 3ης ταξης.

Απ. x+ y+ z− 1
6
x3− 1

2
x2y− 1

2
x2z− 1

2
xy2−xyz− 1

2
xz2− 1

6
y3− 1

2
y2z− 1

2
yz2− 1

6
z3 + ...

.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΕΙΡΕΣ TAY LOR ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 61

5.3.15. Να υπολογιστει η σειρα Taylor της F (x, y, z) = 1
1+x+y+z

γυρω απο το σηµειο
(0, 0, 0). Βρειτε τους ορους µεχρι και 2ης ταξης.

Απ. 1− x− y − z + x2 + 2xy + 2xz + y2 + 2yz + z2 + ... .

5.3.16. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 2xy−x2−
2y2 + 3x+ 4

Απ. Υπαρχει µεγιστο στο (3, 3/2).

5.3.17. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

Απ. Στασιµα σηµεια (0, 0), (−5/3, 0), (−1, 2), (−1,−2).

5.3.18. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 8x3 + y3−
12xy + 8

Απ. Μεγιστο (8) στο (1, 2) και ελαχιστο (0) στο (0, 0) .

5.3.19. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = xy (a− x− y)
Απ. Στασιµα σηµεια (0, 0) , (0, a), (a, 0),

(
a
3
, a

3

)
.

5.3.20. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 2x2 + y2−
2xy − 4x+ 3

Απ. Ελαχιστο (−1) στο (2, 2).

5.3.21. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = (2ax− x2) (2by − y2)
Απ. Στασιµα σηµεια (0, 0), (0, 2b), (2a, 0), (a, b), (2a, 2b).

5.3.22. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x4−4xy+
2y2 − 5.

Απ. Στασιµα σηµεια τα (0, 0), (−1,−1), (1, 1) .

5.3.23. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x2 + xy + y2 + a3

x
+ a2

y

Απ. Ελαχιστο στο
(
a/ 3
√

3, a/ 3
√

3
)
.

5.3.24. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = 13x2 +
16xy + 7y2 + 10x+ 2y − 5

Απ. Ελαχιστο στο (−1, 1).

5.3.25. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = cos (x+ y)−
2x2 − 2y2 + 8x− 8y + 4xy

Απ. ∆εν εχει στασιµα σηµεια.

5.3.26. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x4 + y4 − 2x2 − 4xy − 2y2.
Απ. Ελαχιστο στα

(√
2,
√

2
)
και

(
−
√

2,−
√

2
)
.

5.3.27. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3 + y2 − 6xy − 39x+ 18y + 20.
Απ. Ελαχιστο στο (5, 6) .

5.3.28. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3y2 (12− x− y).
Απ. Μεγιστο στο (6, 4).
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5.3.29. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y) = x3 + y3 − 3xy.
Απ. Σαγµατικο σηµειο στο (0, 0), ελαχιστο στο (1, 1).

5.3.30. Να ϐρεθουν και να χαρακτηριστουν τα ακροτατα σηµεια της F (x, y) = 2xy −
x2 − 2y2 + 3x+ 4.

Απ. Στασιµα σηµεια (8, 5),
(
3, 3

2

)
.

5.3.31. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y, z) = 2x2 + y2 + 2z − xy − xz.
Απ. Ελαχιστο στο (2, 1, 7).

5.3.32. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της F (x, y, z) = 3 lnx+2 ln y+5 ln z+ln (22− x− y − z) .
Απ. Ελαχιστο στο (6, 4, 10).

5.3.33. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y) = xm + ym (µε m > 1) υπο τον
περιορισµο x+ y = 2.

Απ. Ελαχιστο στο (1, 1).

5.3.34. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y) = xy υπο τον περιορισµο x2 +
y2 = 2a2.

Απ. Μεγιστα στα (a, a), (−a,−a) και ελαχιστα στα (a,−a), (a,−a) .

5.3.35. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y) = 1
x

+ 1
y

υπο τον περιορισµο
1
x2 + 1

y2
= 1

a2 .
Απ. Μεγιστο στα

(
a
√

2, a
√

2
)
και ελαχιστο στα

(
−a
√

2,−a
√

2
)
.

5.3.36. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y, z) = x+y+z υπο τον περιορισµο
1
x

+ 1
y

+ 1
z

= 1.
Απ. Ελαχιστο στο (3, 3, 3).

5.3.37. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y, z) = xyz υπο τον περιορισµο
x+ y + z = 5.

Απ. Μεγιστο στο
(

5
3
, 5

3
, 5

3

)
.

5.3.38. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y, z) = xyz υπο τον περιορισµο
xy + yz + zx = 8.

Απ. Μεγιστο στο
(

5
3
, 5

3
, 5

3

)
.

5.3.39. Να ϐρεθουν τα ακροτατα της συναρτηση F (x, y) = x3 − 3xy2 + 18y υπο τον
περιορισµο 3x2 − y3 − 6x = 0.

Απ. Ακροτατα στα
(√

3,
√

3
)
και

(
−
√

3,−
√

3
)
.

5.3.40. Να ϐρεθει το σηµειο (x, y, z) του επιπεδου 2x−6y+3z = −22 που εχει ελαχιστη
αποσταση απο το σηµειο (3,−3, 1)

Απ. (1, 3,−2).

5.3.41. Να ϐρεθει το σηµειο (x, y, z) του επιπεδου 3x + 2y + 3z = 5 που εχει ελαχιστη
αποσταση απο το σηµειο (2, 3, 5)

Απ. (−1, 1, 2).
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5.3.42. Να ϐρεθει η ελαχιστη αποσταση των ευθειων

l1 :
x− 1

2
=
y − 3

1
=
z + 7

2
και l2 :

x+ 3

3
=
y + 4

−1
=
z − 5

1
.

Απ. 10
√

2.

5.3.43. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της z η οποια οριζεται εµµεσα απο την σχεση
2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0.

Απ. Στασιµα σηµεια στα (−2, 0), (16/7, 0).

5.3.44. Να ϐρεθουν τα στασιµα σηµεια της z η οποια οριζεται εµµεσα απο την σχεση
5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72 = 0.

Απ. Στασιµα σηµεια στα (1, 1) και (−1,−1).
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∆ιπλα Ολοκληρωµατα

6.1 Θεωρια

6.1.1. Ας υποθεσουµε οτι µας δινεται µια κλειστη καµπυλη C η οποια οριζει ενα χωριο
D (δες σχηµα). Θελουµε να υπολογισουµε το εµβαδο S του D. (δες Σχ.7.1).

Σχηµα 7.1

6.1.2. Για να υπολογισουµε το S χρησιµοποιουµε την κλασσικη τεχνικη του ολοκληρωτικ-
ου λογισµου: υποδιαρουµε το D σε µικρα ορθογωνια παραλληλογραµα· τοτε το S ειναι
το οριο του αθροισµατος

lim
∆x,∆y→0

∑
∆S = lim

∆x,∆y→0

∑∑
∆x∆y = lim

∆x,∆y→0

∑∑
∆y∆x.

Παραλειποντας τις τεχνικες λεπτοµερειες, µπορουµε να πουµε οτι το S ειναι το διπλο
ολοκληρωµα

S =

∫ ∫
D

dS. (6.1)

64
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Προσεξτε οτι το dS ειναι το στοιχειωδες εµβαδο και dS = dxdy.

6.1.3. Το Ϲητουµενο εµβαδο µπορει να υπολογιστει αντικαθιστωντας το διπλο ολοκληρω-
µα µε το επαναλητπτικο ολοκληρωµα

S =

∫ ∫
D

dS =

∫ y2

y1

∫ x(y2)

x(y1)

dxdy =

∫ x2

x1

∫ y(x2)

y(x1)

dydx. (6.2)

6.1.4. Γενικοτερα, το διπλο ολοκληρωµα µιας συναρτησης f (x, y) οριζεται να ειναι το
οριο lim∆x,∆y→0

∑
f (x, y) ∆S) και ειναι ισο µε∫ ∫

D

f (x, y) dS =

∫ y2

y1

∫ x(y2)

x(y1)

f (x, y) dxdy =

∫ x2

x1

∫ y(x2)

y(x1)

f (x, y) dydx. (6.3)

6.1.5. Απο γεωµετρικη αποψη, το διπλο ολοκληρωµα της (6.3) ειναι ο ογκος του στερεου
που οριζεται απο το χωριο D και την επιφανεια {(x, y, f (x, y)) : (x, y) ∈ D}.

6.1.6. Απο την παραπανω παρατηρηση προκυπτουν και µερικες ϐασικες ιδιοτητες του
διπλου ολοκληρωµατος (αναλογες µε αυτες του απλου):

a

∫ ∫
D

f (x, y) dxdy =

∫ ∫
D

af (x, y) dxdy∫ ∫
D

[f (x, y) + g (x, y)] dxdy =

∫ ∫
D

f (x, y) dxdy +

∫ ∫
D

g (x, y) dxdy

και, αν για καθε (x, y) ∈ D εχουµε f (x, y) ≤ g (x, y), τοτε∫ ∫
D

f (x, y) dxdy ≤
∫ ∫

D

g (x, y) dxdy.

6.1.7. Τελος, υπαρχει ενα ϑεωρηµα µεσης τιµης για τα διπλα ολοκληρωµατα: αν η f (x, y)
ειναι ορισµενη και συνεχης στον τοπο D ο οποιος εχει εµβαδον S, τοτε υπαρχει (x0, y0) ∈
D τετοιο ωστε ∫ ∫

D

f (x, y) dxdy = f (x0, y0) · S.

6.1.8. Απο τις (6.1)–(6.3) ϕαινεται οτι υπολογιζουµε το διπλο ολοκληρωµα χρησιµοποιων-
τας δυο ¨απλα" ολοκληρωµατα, οπου τα ορια ολοκληρωσης y (x1), y (x2) κτλ. εξαρτωνται
απο την καµπυλη C. Η κυριοτερη δυσκολια στον υπολογισµο του διπλου ολοκληρωµατος
ειναι ο προσδιορισµος των καταλληλων οριων ολοκληρωσης.

6.1.9. Πολλες ϕορες ο υπολογισµος του διπλου ολοκληρωµατος διευκολυνεται απο την
αλλαγη συντεταγµενων. Εστω οτι τα (x, y) εκφραζονται σαν συναρτησεις των νεων συντε-
ταγµενων (u, v) απο τις εξισωσεις

x = x (u, v) , y = y (u, v) .

Τοτε εχουµε
f (x, y) = f (x (u, v) , y (u, v))
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και το στοιχειωδες εµβαδο dS δινεται απο την σχεση

dS = dxdy =

∣∣∣∣drdu × dr

dv

∣∣∣∣ =
D (x, y)

D (u, v)
dudv.

Ετσι το διπλο ολοκληρωµα µετασχηµατιζεται ως εξης∫ ∫
D

f (x, y) dxdy =

∫ ∫
D

f (x (u, v) , y (u, v))
D (x, y)

D (u, v)
dudv.

6.1.10. Π.χ., οταν χρησιµοποιουµε πολικες συντεταγµενες, u = ρ, v = θ και D(x,y)
D(u,v)

= ρ,
οποτε dxdy = ρdρdθ και∫ ∫

D

f (x, y) dxdy =

∫ ∫
D

f (x (ρ, θ) , y (ρ, θ)) ρdρdθ.

6.2 Λυµενα Προβληµατα

6.2.1. Υπολογιστε το
∫ 1

0

∫ 2

0
y2dydx.

Λυση. Εχουµε∫ 1

0

∫ 2

0

y2dydx =

∫ 1

0

(
y3

3

)y=2

y=0

dx =

∫ 1

0

8

3
dx =

(
8x

3

)x=1

x=0

=
8

3
.

6.2.2. Υπολογιστε το
∫ 1

0

∫ x
0
y2dydx.

Λυση. Εχουµε∫ 1

0

∫ x

0

y2dydx =

∫ 1

0

(
y3

3

)y=x

y=0

dx =

∫ 1

0

x3

3
dx =

(
x4

12

)x=1

x=0

=
1

12
.

6.2.3. Υπολογιστε το
∫ 1

0

∫ x2

√
x
y2dydx.

Λυση. Εχουµε∫ 1

0

∫ x2

√
x

y2dydx =

∫ 1

0

(
y3

3

)y=x2

y=
√
x

dx =

∫ 1

0

(
x6

3
−
√
x3

3

)
dx

=

(
x7

21
− 2

15
x
√
x3

)x=1

x=0

=
1

21
− 2

15
= − 3

35
.

6.2.4. Υπολογιστε το εµβαδον του σχηµατος που οριζεται απο τις καµπυλες y1 (x) =
√
x,

y2 (x) = x2.
Λυση. Οι δυο καµπυλες τεµνονται στα σηµεια

√
x = x2, δηλ. στα x = 0 και x = 1.

Επισης µπορουµε ευκολα να δουµε οτι στο διαστηµα [0, 1] εχουµε x2 ≤
√
x. Εχουµε

λοιπον∫ 1

0

∫ √x
x2

dydx =

∫ 1

0

(y)
y=
√
x

y=x2 dx =

∫ 1

0

(√
x− x2

)
dx =

(
2x3/2

3
− x3

3

)x=1

x=0

=
2

3
− 1

3
=

1

3
.
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6.2.5. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, 1
2
x+ y = 1.

Λυση. Ειναι ενα τριγωνο µε κορυφες τα σηµεια (0, 0), (0, 1), (2, 1) (σηµεια τοµης των
ευθειων x = 0, y = 0, 1

2
x+ y = 1). Το εµβαδον του δινεται απο το ολοκληρωµα

E =

∫ 2

0

∫ 1−x/2

0

dydx =

∫ 2

0

(y)y=1−x/2
y=0 dx =

∫ 2

0

(
1− x

2

)
dx

=

(
x− x2

4

)x=2

x=0

= 2− 1 = 1.

6.2.6. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: xy = 1, y = x2, x = 1, x =
2.

Λυση. Το Ϲητουµενο εµβαδον δινεται απο το ολοκληρωµα∫ 2

1

∫ 1/x

x2

dydx =

∫ 2

1

(y)
y=1/x

y=x2 dx =

∫ 2

1

(
1

x
− x2

)
dx =

(
lnx− x3

3

)x=2

x=1

= ln 2− 8

3
−
(

0− 1

3

)
= ln 2 +

7

3
.

6− 4 ln 2.

6.2.7. Υπολογιστε το εµβαδον του σχηµατοςD που οριζεται απο την παραβολη y = 4x−x2

και τις ευθειες y = 0, y = −3x+ 6.
Λυση. Εδω πρεπει να χωρισουµε το D σε δυο κοµµατια, το D1, που οριζεται απο την

παραβολη y = 4x − x2 και τις ευθειες x = 2, y = −3x + 6· και το D2, που οριζεται απο
τις .y = 4x− x2, x = 2, y = 0· και το D2. Εχουµε λοιπον∫ ∫

D

dydx =

∫ ∫
D1

dydx+

∫ ∫
D2

dydx

και
(

2 · 42 − 43

3

)
−
(

2 · 22 − 23

3

)
= 16

3∫ ∫
D1

dydx =

∫ 2

1

∫ 4x−x2

−3x+6

dydx =

∫ 2

1

(
4x− x2 − (−3x+ 6)

)
dx

=

(
2x2 − x3

3
+

3

2
x2 − 6x

)x=2

x=1

=
13

6∫ ∫
D2

dydx =

∫ 4

2

∫ 4x−x2

0

dydx =

∫ 4

2

(
4x− x2

)
dx =

(
2x2 − x3

3

)x=4

x=2

=
16

3

οποτε ∫ ∫
D

dydx =

∫ ∫
D1

dydx+

∫ ∫
D2

dydx =
13

6
+

16

3
=

45

6
=

15

2
.
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6.2.8. Υπολογιστε το εµβαδο του κυκλου µε κεντρο το (0, 0) και ακτινα R.
Λυση. Ο κυκλος εχει την εξισωση x2 + y2 = R2, οποτε για καθε x εχουµε y ∈[

−
√
R2 − x2,

√
R2 − x2

]
. Το Ϲητουµενο εµβαδο δινεται λοιπον απο το ολοκληρωµα∫ ∫ √R2−x2

−
√
R2−x2

dydx.

Οµως ειναι πιο απλο να υπολογισουµε το εµβαδον χρησιµοποιωντας πολικες συντε-
ταγµενες. Σε αυτες η εξισωση του κυκλου ειναι ρ (θ) = R και ετσι το Ϲητουµενο εµβαδο
δινεται απο το ολοκληρωµα∫ 2π

0

∫ R

0

ρdρdθ =

∫ 2π

0

(
ρ2

2

)ρ=R

ρ=0

dθ =

∫ 2π

0

R2

2
dθ =

(
R2

2
θ

)2π

θ=0

= πR2

οπως ϐεβαια περιµεναµε.

6.2.9. Υπολογιστε το εµβαδον του τετραφυλλου ρ = cos 2θ, θ ∈ [−π/2, π/2]
Λυση. Ενας λοβος του τετραφυλλου αντιστοιχει σε θ ∈ [−π/4, π/4]. Αρα το Ϲητουµενο

εµβαδον ειναι

4

∫ π/4

−π/4

∫ cos 2θ

0

ρdρdθ = 4

∫ π/4

−π/4

(
ρ2

2

)ρ=cos 2θ

ρ=0

dθ = 4

∫ π/4

−π/4

cos2 2θ

2
dθ

= 4

∫ π/4

−π/4

1 + cos 4θ

4
dθ = (θ + cos 4θ)

θ=π/4
θ=−π/4 =

π

2
.

6.2.10. Υπολογιστε το εµβαδον που περικλειει η καµπυλη ρ2 = cos 2θ, θ ∈ [−π/4, π/4]
(ληµνισκος).

Λυση. Μισος λοβος του ληµνισκου αντιστοιχει σε θ ∈ [0, π/4]. Αρα το Ϲητουµενο
εµβαδον ειναι

4

∫ π/4

0

∫ √cos 2θ

0

ρdρdθ = 4

∫ π/4

0

(
ρ2

2

)ρ=
√

cos 2θ

ρ=0

dθ = 4

∫ π/4

0

cos 2θ

2
dθ = (sin 2θ)

θ=π/4
θ=0 = 1.

6.2.11. Υπολογιστε το εµβαδον του τριφυλλου ρ = cos 3θ, θ ∈ [0, π].
Λυση. Ενας λοβος του τριφυλλου αντιστοιχει σε θ ∈ [−π/6, π6] (γιατι ;). Αρα το

Ϲητουµενο εµβαδον ειναι

3

∫ π/6

−π/6

∫ cos 3θ

0

ρdρdθ = 3

∫ π/6

−π/6

(
ρ2

2

)ρ=cos 3θ

ρ=0

dθ =
3

2

∫ π/6

−π/6
cos2 3θdθ

=
3

2

∫ π/6

−π/6

1 + cos 6θ

2
dθ =

3

4
(θ)

θ=π/6
θ=−π/6 =

π

4
.

6.2.12. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫

D
xydxdy οπου D : x2 + y2 ≤ R2.
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Λυση. Το Ϲητουµενο δινεται απο το ολοκληρωµα∫ 2π

0

∫ R

0

xyρdρdθ =

∫ 2π

0

∫ R

0

ρ cos θρ sin θρdρdθ

=
1

2

∫ 2π

0

∫ R

0

ρ3 sin 2θdρdθ

=
1

2

∫ 2π

0

(
ρ4

4

)ρ=R

ρ=0

sin 2θdθ

=
1

2

∫ 2π

0

R4

4
sin 2θdθ

=
R4

8

∫ 2π

0

sin 2θdθ = 0

(αφου για θ ∈ [0, 2π] το ηµιτονο διαγραφει δυο πληρεις περιοδους).

6.2.13. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫

D
(x2 + y2) dydx, οπου D ειναι ο δισκος x2 +y2 ≤

2Rx.
Λυση. Καταρχην, το οριο του δισκου D ειναι ο κυκλος µε εξισωση

x2 + y2 = 2Rx⇔ x2 − 2Rx+R2 + y2 = R2 ⇔ (x−R)2 + y2 = R2

δηλ. ο κυκλος µε κεντρο το (0, R) και ακτινα R. Η εµφανιση του κυκλου δινει την
ιδεα χρησης πολικων συντεταγµενων ... επειδη οµως ο κυκλος εχει κεντρο το (0, R),
πρεπει να χρησιµοποιησουµε µια τροποποιηση των ¨κλασσικων¨ πολικων συντεταγµενων.
Συγκεκριµενα χρησιµοποιουµε

x = R + ρ cos θ, y = ρ sin θ.

Το στοιχειωδες εµβαδον στο νεο συστηµα συντεταγµενων προκυπτει µε χρηση της Ιακω-
ϐιανης οριζουσας

dxdy =
D (x, y)

D (ρθ)
dρdθ =

∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ dρdθ = ρdρdθ

(δηλ. ειναι το ιδιο οπως και στις κλασσικες πολικες). Το Ϲητουµενο ολοκληρωµα τωρα
γινεται∫ 2π

0

∫ R

0

(
(R + ρ cos θ)2 + ρ sin2 θ

)
ρdρdθ =

∫ 2π

0

∫ R

0

(
R2 + 2ρ cos θ + ρ2

)
ρdρdθ

=

∫ 2π

0

(
R2ρ

2

2
+ 2

ρ3

3
cos θ +

R4

4

)ρ=R

ρ=0

dθ

= 2π · R
4

2
+ 2π · 0 + 2π · R

4

4
=

3πR4

2
.
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6.2.14. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫
D

sinx
x
dxdy οπου

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}

Λυση. Εαν προσπαθησουµε να υπολογισουµε το
∫ ∫
D

sinx
x
dxdy ϑα πρεπει να υπολο-

γισουµε πρωτα το
∫

sinx
x
dx, το οποιο δεν ειναι δυνατον. Οµως ισχυει η αρχη της αντι-

στροφης της σειρας ολοκληρωσης, δηλ.∫ ∫
D

sinx

x
dxdy =

∫ ∫
D

sinx

x
dydx.

Οποτε εχουµε∫ ∫
D

sinx

x
dydx =

∫ 1

0

(∫ x

0

sinx

x
dy

)
dx =

∫ 1

0

(
sinx

x
y

)y=x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(
sinx

x
x− sinx

x
0

)
dx =

∫ 1

0

sinxdx = 1− cos 1..

6.2.15. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫
D

x cos (xy) dydx στο χωριο

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ 1} .

Λυση. Ειναι∫ ∫
D

x cos (xy) dydx =

∫ π

0

(∫ 1

0

x cos (xy) dy

)
dx =

∫ π

0

(∫ 1

0

cos (xy) d (xy)

)
dx

=

∫ π

0

(sin (xy))y=1
y=0 dx =

∫ π

0

sinxdx = (− cosx)x=π
x=0 = 2.

6.2.16. Υπολογιστε το το ολοκληρωµα
∫ ∫
D

xydxdy οπου D ειναι το χωριο που οριζεται

απο τις y = x− 1 και y2 = 2x+ 6,
Λυση. Για να ϐρουµε τα ορια του χωριου ϐρισκουµε πρωτα τα σηµεια τοµης των δυο

καµπυλων. Εχουµε y = x− 1 και y2 = 2x+ 6 οποτε

y2 = 2 · (1 + y) + 6⇒ y1 = −2 ή y2 = 4.

Αν τωρα σχεδιασουµε το χωριο ϐλεπουµε οτι ειναι

D =

{
(x, y) : −2 ≤ y ≤ 4,

y2

2
− 3 ≤ x ≤ y + 1

}
.

Οποτε το Ϲητουµενο ειναι∫ 4

−2

(∫ y+1

y2

2
−3

xydx

)
dy =

∫ 4

−2

(
x2y

2

)x=y+1

x= y2

2
−3

dy =

∫ 4

−2

(
−y

5

4
+ 4y3 + 2y2 − 8y

)
dy

=
1

2

(
−y

6

24
+ y4 +

2

3
y3 − 4y2

)y=4

y=−2

= 36.
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6.2.17. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫
D

(3x+ 4y2) dxdy οπου D ειναι ο ηµιδακτυλιος ο

οποιος οριζεται ως

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≥ 1 και x2 + y2 ≤ 4 και y ≥ 0
}
.

Λυση. Ειναι (σε πολικες συντεταγµενες)∫ ∫
D

(
3x+ 4y2

)
dxdy =

∫ π

0

∫ 2

1

(
3x+ 4y2

)
ρdρdθ

=

∫ π

0

∫ 2

1

(
3ρ cos θ + 4ρ2 sin2 θ

)
ρdρdθ

=

∫ π

0

(
ρ3 cos θ + ρ4 sin2 θ

)ρ=2

ρ=1
dθ

=

∫ π

0

(
ρ3 cos θ + ρ4 1− cos 2θ

2

)ρ=2

ρ=1

dθ

=

∫ π

0

(
7 cos θ +

15

2
(1− cos 2θ)

)
dθ

=

(
7 sin θ +

15

2
θ

)θ=π
θ=0

=
15π

2
.

6.2.18. Εστω D ο δακτυλιος που περιεχεται µεταξυ των κυκλων x2 +y2 = 1 και x2 +y2 =
5. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα ∫ ∫

D

(
x2 + y

)
dxdy

Λυση. Ειναι∫ ∫
D

(
x2 + y

)
dxdy =

∫ √5

1

∫ 2π

0

(
ρ2 cos2 θ + ρ sin θ

)
dθρdρ

=

∫ √5

1

ρ2

(∫ 2π

0

(
ρ cos2 θ + sin θ

)
dθ

)
dρ

=

∫ √5

1

ρ2

(∫ 2π

0

(
ρ

1 + cos 2θ

2
+ sin θ

)
dθ

)
dρ

=

∫ √5

1

ρ2

(
ρθ

2
+
ρ sin 2θ

4
− cos θ

)θ=2π

θ=0

dρ

=

∫ √5

1

ρ2 (πρ) dρ =

(
π
ρ4

4

)ρ=
√

5

ρ=1

= 6π.

6.2.19. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0, x = 2,
y = 1 και z = x2 + y2 + 1



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ∆ΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 72

Λυση. Ο Ϲητουµενος ογκος δινεται απο το ολοκληρωµα∫ 2

0

∫ 1

0

(
1 + x2 + y2

)
dydx =

∫ 2

0

(
y + x2y +

y3

3

)y=1

y=0

dx

=

∫ 2

0

(
4

3
+ x2

)
dx =

(
4x

3
+
x3

3

)x=2

x=0

=
16

3
.

6.2.20. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο τα επιπεδα x = 0, y = 0,
z = 0, x+ y + z = 1.

Λυση. Το σχηµα ειναι ενα τετραεδρο (σχεδιαστε το !). Η ϐαση του ειναι ενα τριγωνο
που οριζεται απο τα σηµεια (x, y, z) = (0, 0, 0), (x, y, z) = (1, 0, 0), (x, y, z) = (0, 1, 0) (ή
απο τις ευθειες x = 0, y = 0, x+y = 1). Αν λυσουµε την εξισωση του τελευταιου επιπεδου
ως προς z παιρνουµε z = 1− x− y. Αρα ο Ϲητουµενος ογκος δινεται απο το ολοκληρωµα∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y) dydx =

∫ 1

0

(
y − xy − y2

2

)y=1−x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(
1− x− x (y) 1− x− (1− x)2

2

)
dx =

1

6
.

6.2.21. ∆ινεται ενας κυκλικος κυλινδρος µε εξισωση x2 + y2 = R2. Υπολογιστε τον ογκο
του τµηµατος του κυλινδρου που περιεχεται µεταξυ των επιπεδων z = 2, z = 5.

Λυση. Ο Ϲητουµενος ογκος δινεται απο το ολοκληρωµα (οπου D ειναι ο κυκλος
x2 + y2 = R2) ∫ ∫

D

(z2 (x, y)− z1 (x, y)) dydx =

∫ ∫
D

(5− 2) dydx = 3πR2

(χρησιµοποιησαµε το γεγονος οτι
∫ ∫
D

dydx = πR2, το εµβαδον του κυκλου).

6.2.22. Βρειτε τον ογκο του στερεου που οριζεται απο το ελλειπτικο παραβολοειδες x2 +
2y2 + z2 = 16 και τα επιπεδα x = 0, x = 2, y = 0, y = 2, z = 0.

Λυση. Καντε το αντιστοιχο σχηµα. Θα δειτε οτι το Ϲητουµενο στερεο εχει ¨βαση¨ το
τετραγωνο 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2. Οποτε ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 2

0

∫ 2

0

(
16− x2 − 2y2

)
dxdy =

∫ 2

0

(
16x− x3

3
− 2y2x

)x=2

x=0

dy =

∫ 2

0

(
88

3
− 4y2

)
dy = 48.

6.2.23. Βρειτε τον ογκο του στερεου που οριζεται απο την επιφανεια z = sinx cos y και
το επιπεδο z = 0.

Λυση. Καντε το αντιστοιχο σχηµα. Θα δειτε οτι το Ϲητουµενο στερεο εχει ¨βαση¨ το
τετραγωνο 0 ≤ x ≤ π, −π

2
≤ y ≤ π

2
. Οποτε ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ π

0

∫ π/2

−π/2
sinx cos ydxdy =

(∫ π

0

sinxdx

)
·

(∫ π/2

−π/2
cos ydy

)
= (cosx)x=π

x=0 ·(sin y)
x=π/2
y=−π/2 = 4.
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6.2.24. Βρειτε τον ογκο του στερεου που ϐρισκεται κατω απο την επιφανεια z = x2 + y2

και εχει ϐαση το χωριο D που οριζεται απο την ευθεια y = 2x και την παραβολη y = x2.
Λυση. Καντε το αντιστοιχο σχηµα. Θα δειτε οτι το χωριο D (στο επιπεδο xy) ειναι το

D =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 2x
}
.

Αρα ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 2

0

∫ 2x

x2

(
x2 + y2

)
dydx =

∫ 2

0

(
x2y +

y3

3

)y=2x

y=x2

dx

=

∫ 2

0

(
2x3 +

8x3

3
− x4 − x6

3

)y=2x

y=x2

dx

=

(
2
x4

4
+

8x4

12
− x5

5
− x7

21

)x=2

x=0

dx =
216

35
.

6.2.25. Βρειτε τον ογκο του στερεου το οποιο οριζεται απο το επιπεδο z = 0 και το
παραβολοειδες z = 1− x2 − y2.

Λυση. Το επιπεδο z = 0 τεµνει το παραβολοειδες κατα τον κυκλο (για z = 0) x2 +y2 =
1. Αρα ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 2π

0

∫ 1

0

(
1− ρ2

)
ρdρdθ =

∫ 2π

0

(
ρ2

2
− ρ4

4

)ρ=1

ρ=0

dθ =

∫ 2π

0

1

4
dθ =

π

2

6.2.26. Υπολογιστε τον ογκο του στερεου που περικλειεται απο το επιπεδο z = 0, το
παραβολοειδες z = x2 + y2 και τον κυλινδρο x2 + y2 = 1.

Λυση. Ο Ϲητουµενος ογκος ειναι (καντε το σχηµα)∫ ∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy

οπου D = {(x, y) : x2 + y2 = 1} (προσεξτε οτι το D ειναι ενα επιπεδο σχηµα, ενω ο κυλιν-
δρος S = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1} ειναι µια τριδιασταστη επιφανεια!!!). Σε πολικες συντε-
ταγµενες ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 2π

0

∫ 1

0

ρ2ρdρdθ =

∫ 2π

0

(
ρ4

4

)ρ=1

ρ=0

dθ =
π

2
.

6.2.27. Βρειτε τον ογκο του στερεου που ϐρισκεται πανω απο το επιπεδο z = 0, κατω
απο το παραβολοειδες z = x2 + y2 και µεσα στον κυλινδρο x2 + y2 = 2x.

Λυση. Απο την γραφικη παρασταση (καντε την !) ϐλεπουµε οτι η ¨βαση¨ του στερεου
ειναι ο κυκλος

C : x2 + y2 = 2x⇔ C : (x− 1)2 + y2 = 1.

Για αυτο τον κυκλο ϑα χρησιµοποιησουµε τις τροποποιηµενες πολικες συντεταγµενες

x = 1 + ρ cos θ, y = ρ sin θ
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στις οποιες το στοιχειωδες εµβαδον ειναι

dxdy = ρdρdθ.

Οποτε ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 2π

0

∫ 1

0

(
x2 + y2

)
ρdρdθ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
(1 + ρ cos θ)2 + ρ2 sin2 θ

)
ρdρdθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
ρ2 + 2ρ cos θ + 1

)
ρdρdθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
ρ3 + 2ρ2 cos θ + ρ

)
dρdθ

=

∫ 2π

0

(
ρ4

4
+

2

3
ρ3 cos θ +

ρ2

2

)ρ=1

ρ=0

dθ

=

∫ 2π

0

(
3

4
+

2

3
cos θ

)
dθ

=

(
3θ

4
+

2

3
sin θ

)θ=2π

θ=0

=
3π

2
.

6.2.28. Υπολογιστε την µαζα ενος λεπτου τριγωνικου ελασµατος. Το ελασµα οριζεται απο
τις γραµµες y = 0, y = 2x και x = 1 και εχει πυκνοτητα d (x, y) = 6x+ 6y + 6.

Λυση. Το τριγωνικο ελασµα εχει κορυφες στα σηµεια τοµης των ευθειων, τα οποια
ειναι (x1, y1) = (0, 0), (x2, y2) = (1, 0), (x3, y3) = (1, 2) (γιατι ; καντε το σχηµα !). Αρα η
Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ 1

0

∫ 2x

0

(6x+ 6y + 6) dydx =

∫ 1

0

((
6xy + 3y2 + 6y

)y=2x

y=0
dy
)
dx

=

∫ 1

0

(
24x2 + 12x

)
dx =

(
8x3 + 6x2

)x=1

x=0
= 14.

6.2.29. Υπολογιστε την µαζα ενος λεπτου δισκου µε κεντρο το (0, 0), ακτινα R και του
οποιου η πυκνοτητα µεταβαλλεται αναλογα µε την αποσταση απο το κεντρο του.

Λυση. Ο δισκος εχει την εξισωση x2 + y2 ≤ R2. Η πυκνοτητα του ειναι d (x, y) =
d0√
x2+y2

. Η µαζα ϑα δινεται απο το ολοκληρωµα

∫ ∫ √R2−x2

−
√
R2−x2

d0√
x2 + y2

dydx.

∆ουλευοντας σε πολικες συντεταγµενεστο ολοκληρωµα γινεται∫ 2π

0

∫ R

0

d0

ρ
ρdρdθ =

∫ 2π

0

(d0ρ)ρ=R
ρ=0 dθ =

∫ 2π

0

d0Rdθ = (d0Rθ)
2π
θ=0 = 2πRd0.
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6.2.30. Υπολογιστε την µαζα του ανω µισου ενος λεπτου δισκου µε κεντρο το (0, 0),
ακτινα R και του οποιου η πυκνοτητα στο σηµειο (x, y) ειναι d0y.

Λυση. Σε πολικες συντεταγµενες ο δισκος εχει την εξισωση ρ ∈ [0, R], θ ∈ [0, π]. Η
Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ π

0

∫ R

0

d0yρdρdθ =

∫ π

0

∫ R

0

d0ρ sin θρdρdθ =

∫ π

0

(
d0
ρ3

3

)ρ=R

ρ=0

sin θdθ

=

∫ π

0

d0
R3

3
sin θdθ =

(
d0
R3

3
cos θ

)2π

θ=0

=
2

3
d0R

3.

6.3 Αλυτα Προβληµατα

6.3.1. Υπολογιστε το
∫ a

0

∫ √x
0

dydx.
Απ. 2

3
a3/2.

6.3.2. Υπολογιστε το
∫ 4

2

∫ 2x

x
y
x
dydx.

Απ. 9.

6.3.3. Υπολογιστε το
∫ 2

1

∫ ln y

0
exdxdy.

Απ. 1/2.

6.3.4. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, x+ y = 1.
Απ. 1/2.

6.3.5. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: y2 = b2

a
x, y = b

a
x.

Απ. ab
6
.

6.3.6. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: y =
√
x, y = 2

√
x, x = 4.

Απ. 16/3.

6.3.7. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: x = y, y = 5x, x = 1.
Απ. 2.

6.3.8. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: xy = 4, y = x, x = 4.
Απ. 6− 4 ln 2.

6.3.9. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: y2 = 4 + x, x+ 3y = 0.
Απ. 100/6.

6.3.10. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: ay = x2 − 2ax, y = x.
Απ. 9a2/2.

6.3.11. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: y = ln x, x − y = 1, y =
−1.

Απ. e−2
2e

.

6.3.12. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: xy = a2/2, xy = 2a2, y =
x/2, y = 2x.

Απ. 3
2
a2 ln 2.
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6.3.13. Υπολογιστε το εµβαδο του σχηµατος που οριζεται απο: (x2 + y2)
2

= 2ax3.
Απ. 5

8
πa2.

6.3.14. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x3y2dxdy οπου D : x2 + y2 ≤ R2.

Απ. 0.

6.3.15. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
xydxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}

Απ. 1.

6.3.16. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
ex+ydxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Απ. (e− 1)2.

6.3.17. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x2

1+y2
dxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Απ. π/12.

6.3.18. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
(x2 + y2) dxdy οπου D : y = x2, x = y2.

Απ. 33/140.

6.3.19. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x2

y2
dxdy οπου D : x = 2, y = x, xy = 1.

Απ. 9/4.

6.3.20. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x sin (x+ y) dxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π/2}

Απ. π − 2.

6.3.21. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x2exydxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}

Απ. 2.

6.3.22. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x3y2dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2}.

Απ. 0.

6.3.23. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
x2

y2
dxdy, D ειναι το χωριο που οριζεται απο x = 2, y = x και

xy = 1.
Απ. 9/4.

6.3.24. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
cos (x+ y) dxdy, D ειναι το χωριο που οριζεται απο x = 0,

y = π και x = y.
Απ. −2.

6.3.25. Υπολογιστε το
∫ ∫

D

√
1− x2 − y2dxdy, ειναι το χωριο που οριζεται απο x ≥ 0,

y ≥ 0 και x2 + y2 ≤ 1.
Απ. π/6.

6.3.26. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.

Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες..

6.3.27. Υπολογιστε το
∫ ∫

D

√
1−x2−y2
1+x2+y2

dydx, D ειναι το χωριο που οριζεται απο x ≥ 0,
y ≥ 0 και x2 + y2 ≤ 1.

Απ. π2−2π
8

– υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.
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6.3.28. Υπολογιστε το
∫ ∫

D
(h− 2x− 3y) dydx, D ειναι ο κυκλος x2 + y2 ≤ R2.

Απ. πR2h – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.29. Υπολογιστε το
∫ ∫

D

√
R2 − x2 − y2dydx, D ειναι ο κυκλος x2 + y2 ≤ Rx.

Απ. R3

3
– υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.30.
∫ ∫

D
xydydx, D ειναι η ελλειψη x2

a2 + y2

b2
≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.

Απ. a2b2

8
– υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.31. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.

Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.32. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.

Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.33. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.

Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.34. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.

Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

6.3.35. Υπολογιστε το
∫ R

0

∫ √R2−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dydx.
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Τριπλα Ολοκληρωµατα

7.1 Θεωρια

7.1.1. Ας υποθεσουµε οτι µας δινεται µια κλειστη επιφανεια A η οποια οριζει ενα χωριο
D (δες σχηµα). Θελουµε να υπολογισουµε τον ογκο V του D. (δες Σχ.8.1).

Σχηµα 7.1

7.1.2. Για να υπολογισουµε το V χρησιµοποιουµε την κλασσικη τεχνικη του ολοκληρωτικ-
ου λογισµου: υποδιαιρουµε το V σε µικρα ορθογωνια παραλληλεπιπεδα· τοτε το V ειναι
το οριο του αθροισµατος

lim
∆x,∆y,∆z→0

∑
∆V = lim

∆x,∆y,∆z→0

∑∑∑
∆x∆y∆z.

Παραλειποντας τις τεχνικες λεπτοµερειες, µπορουµε να πουµε οτι το V ειναι το τριπλο
ολοκληρωµα

V =

∫ ∫ ∫
D

dV. (7.1)

Προσεξτε οτι το dV ειναι ο στοιχειωδης ογκος και dV = dxdydz.

7.1.3. Ο Ϲητουµενος ογκος µπορει να υπολογιστει αντικαθιστωντας το τριπλο ολοκληρω-
µα µε το επαναλητπτικο ολοκληρωµα

V =

∫ ∫ ∫
D

dV =

∫ z2

z1

∫ y2(z2)

y1(z1)

∫ x(y2,z2)

x(y1,z1)

dxdydz. (7.2)
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7.1.4. Γενικοτερα, το τριπλο ολοκληρωµα µιας συναρτησης f (x, y, z) (δηλ. το οριο∑
f (x, y, z) ∆V ) συµβολιζεται ως εξης

V =

∫ ∫ ∫
D

dV =

∫ z2

z1

∫ y2(z2)

y1(z1)

∫ x(y2,z2)

x(y1,z1)

f (x, y, z) dxdydz. (7.3)

7.1.5. Να µερικες ϐασικες ιδιοτητες του τριπλου ολοκληρωµατος :

a

∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz =

∫ ∫ ∫
D

af (x, y) dxdydz∫ ∫ ∫
D

[f (x, y, z) + g (x, y, z)] dxdydz =

∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz +

∫ ∫ ∫
D

g (x, y, z) dxdydz

και, αν για καθε (x, y, z) ∈ D εχουµε f (x, y, z) ≤ g (x, y, z), τοτε∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz ≤
∫ ∫ ∫

D

g (x, y) dxdydz.

7.1.6. Τελος, υπαρχει ενα ϑεωρηµα µεσης τιµης για τα τριπλα ολοκληρωµατα: αν η
f (x, y, z) ειναι ορισµενη και συνεχης στον τοπο D ο οποιος εχει ογκο V , τοτε υπαρχει
(x0, y0, z0) ∈ D τετοιο ωστε∫ ∫ ∫

D

f (x, y, z) dxdy = f (x0, y0, z0) · V.

7.1.7. Απο τις (7.1)–(7.3) ϕαινεται οτι υπολογιζουµε το τριπλο ολοκληρωµα χρησιµοποι-
ωντας τρια ¨απλα" ολοκληρωµατα, οπου τα ορια ολοκληρωσης εξαρτωνται απο την επι-
ϕανεια A. Η κυριοτερη δυσκολια στον υπολογισµο του διπλου ολοκληρωµατος ειναι ο
προσδιορισµος των καταλληλων οριων ολοκληρωσης.

7.1.8. Πολλες ϕορες ο υπολογισµος του διπλου ολοκληρωµατος διευκολυνεται απο την
αλλαγη συντεταγµενων. Εστω οτι τα (x, y, z) εκφραζονται σαν συναρτησεις των νεων συν-
τεταγµενων (u, v, w) απο τις εξισωσεις

x = x (u, v, w) , y = y (u, v, w) , z = z (u, v, w)

οι οποιες µετασχηµατιζουν το D στο D′. Τοτε εχουµε

f (x, y, z) = f (x (u, v, w) , y (u, v, w) , z (u, v, w))

και το στοιχειωδες εµβαδο dV δινεται απο την σχεση

dS = dxdydz =
D (x, y, z)

D (u, v, w)
dudvdw.

Ετσι το τριπλο ολοκληρωµα µετασχηµατιζεται ως εξης∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz =

∫ ∫ ∫
D′
f (x (u, v, w) , y (u, v, we))

D (x, y, z)

D (u, v, w)
dudvdw.
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7.1.9. Π.χ., οταν χρησιµοποιουµε κυλινδρικες συντεταγµενες, u = ρ, v = θ, w = z και
ισχυουν οι σχεσεις

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z

και
D (x, y, z)

D (ρ, θ, z)
= ρ.

Οποτε dxdydz = ρdρdθdz και∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz =

∫ ∫ ∫
D′
f (x (ρ, θ, z) , y (ρ, θ, z) , z (ρ, θ, z)) ρdρdθdz.

7.1.10. Παροµοια, οταν χρησιµοποιουµε σφαιρικες συντεταγµενες, u = r, v = θ, w = z
και ισχυουν οι σχεσεις

x = r cos θ sinφ, y = r sin θ sinφ, z = r cosφ

και
D (x, y, z)

D (ρ, θ, φ)
= r2 sinφ.

Οποτε dxdydz = r2 sin θdrdθdφ και∫ ∫ ∫
D

f (x, y, z) dxdydz =

∫ ∫ ∫
D′
f (x (r, θ, φ) , y (r, θ, φ) , z (r, θ, φ)) r2 sinφdrdθdφ.

7.2 Λυµενα Προβληµατα

7.2.1. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 3

0

∫ 2

0

∫ 5

0
dzdydx.

Λυση. Ειναι∫ 3

0

(∫ 2

0

(∫ 5

0

dz

)
dy

)
dx =

∫ 3

0

(∫ 2

0

(z)z=5
z=0 dy

)
dx =

∫ 3

0

(∫ 2

0

5dy

)
dx

=

∫ 3

0

(5y)y=2
y=0 dx =

∫ 3

0

10dx = (10x)x=3
x=0 = 30.

7.2.2. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 3

0

∫ 2

0

∫ 5

0
xyzdzdydx.

Λυση. Ειναι∫ 3

0

(∫ 2

0

(∫ 5

0

xyzdz

)
dy

)
dx =

∫ 3

0

(∫ 2

0

xy

(
z2

2

)z=5

z=0

dy

)
dx =

∫ 3

0

(∫ 2

0

xy
25

2
dy

)
dx

=

∫ 3

0

x

(
25

2

y2

2

)y=2

y=0

dx =

∫ 3

0

100

4
xdx =

(
25x2

2

)x=3

x=0

=
225

2
.

7.2.3. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫
P

xyzdzdydx οπου P ειναι το τετραεδρο που εχει

κορυφες τα σηµεια (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1).
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Λυση. Το τετραεδρο ϕρασσεται απο τεσσερα επιπεδα (καντε το σχηµα). Π.χ. ενα εξ
αυτων ειναι το επιπεδο Ax+ By + Cz +D = 0 το οποιο οριζεται απο τα σηµεια (0, 0, 0),
(1, 0, 0), (0, 1, 0), αρα ικανοποιει

A · 0 +B · 0 + C · 0 +D = 0

A · 1 +B · 0 + C · 0 +D = 0

A · 0 +B · 1 + C · 0 +D = 0

δηλ. ειναι A = −D,B = −D, D = 0, οποτε ειναι Cz = 0 ή απλα z = 0. Τα υπολοιπα
επιπεδα ειναι x = 0, y = 0 και x+ y+ z = 1. Βρισκουµε την ϐαση Q του τετραεδρου (στο
επιπεδο z = 0) παιρνοντας z = 0 οποτε εχουµε (στο επιπεδο z = 0) το τριγωνο

Q = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x} .

Το δε τετραεδρο ειναι

P = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ z ≤ 1− x− y} .

οποτε το ολοκληρωµα γινεται∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

xyzdz

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

xy

(
z2

2

)z=1−x−y

z=0

dy

)
dx

=

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

xy
(1− x− y)2

2
dy

)
dx

=

∫ 1

0

(
1

4
xy2 − 1

2
x2y2 − 1

3
xy3 +

1

4
x3y2 +

1

3
x2y3 +

1

8
xy4

)y=1−x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(
1

24
x− 1

6
x2 +

1

4
x3 − 1

6
x4 +

1

24
x5

)
dx

=

(
1

48
x2 − 1

18
x3 +

1

16
x4 − 1

30
x5 +

1

144
x6

)1

x=0

=
1

720
..

7.2.4. Να υπολογιστει το
∫ ∫ ∫

D
(x2 − 3y + 2z) dzdydx οπου το χωριο D ειναι

D = {(x, y, z) : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1} .

Λυση. Ειναι∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

(
x2 − 3y + 2z

)
dzdydx =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(
x2z − 3yz + z2

)z=1−x−y
z=0

dydx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

((
x2 − 3y

)
(1− x− y) + (1− x− y)2) dydx

=

∫ 1

0

(
y3 +

1

2

(
−x2 − 3 + 3x

)
y2 + x2 (1− x) y − 1

3
(1− x− y)3

)y=1−x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(
−1

6
+

1

2
x− 5

6
x3 +

1

2
x4

)
dx = − 1

40
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7.2.5. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
(y + z) dxdydz, οπου D ειναι το χωριο που

οριζεται απο τα y =
√
x, y = x2, z = 0 και x+ z = 1.

Λυση. Οι y =
√
x, y = x2 ειναι δυο παραβολικοι κυλινδροι. Το χωριο D εχει την

µορφη του παρακτω σχηµατος. Το ολοκληρωµα γινεται∫ 1

0

∫ √x
x2

∫ 1−x

0

(y + z) dzdydx =

∫ 1

0

∫ √x
x2

(
yz +

z2

2

)z=1−x

z=0

dydx

=

∫ 1

0

∫ √x
x2

(
y (1− x) +

(1− x)2

2

)
dydx

=

∫ 1

0

(
y2

2
(1− x) + y

(1− x)2

2

)y=
√
x

y=x2

dx

=

∫ 1

0

(
x

2
(1− x) +

√
x

(1− x)2

2
−

(
x4

2
(1− x) + x2 (1− x)2

2

))
dx

=

∫ 1

0

(
−1

3
x3 +

1

4
x2 +

1

7
x

7
2 − 2

5
x

5
2 +

1

3
x

3
2 +

1

12
x6 − 1

5
x5 +

1

4
x4

)
dx

=
53

420
.

7.2.6. Βρειτε τον ογκο του στερεου D το οποιο οριζεται απο τις επιφανειες z = x2 + 3y2

και z = 8− x2 − y2.
Λυση. Το D οριζεται απο τα δυο παραβολοειδη και αρα τα ορια ολοκληρωσης του z

ειναι
x2 + 3y2 ≤ z ≤ 8− x2 − y2.

Πρεπει τωρα να ϐρουµε τα ορια των x και y. Αυτο το πετυχαινουµε υπολογιζοντας την
καµπυλη τοµης των δυο παραβολοειδων, δηλ. λυνοντας την

8− x2 − y2 = x2 + 3y2 ⇒ 2x2 + 4y2 = 8⇒ x2 + 2y2 = 4.

Αυτη ειναι µια ελλειςη, αρα τα ορια υα ειναι

−

√
4− x2

2
≤ y ≤

√
4− x2

2
, −2 ≤ x ≤ 2.
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Οποτε ο ογκος ειναι

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

2

−
√

4−x2
2

∫ 8−x2−y2

x2+3y2
dzdydx =

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

2

−
√

4−x2
2

(
8− x2 − y2 − x2 − 3y2

)
dydx

=

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

2

−
√

4−x2
2

(
8− 2x2 − 4y2

)
dydx

=

∫ 2

−2

(
8y − 2x2y − 4y3

3

)y=

√
4−x2

2

y=−
√

4−x2
2

dx

=

∫ 2

−2

2
(
8− 2x2

)√4− x2

2
− 8

3

√(
4− x2

2

)3
 dx

=
4
√

2

3

∫ 2

−2

(
4− x2

2

)3/2

dx = 8π
√

2.

7.2.7. Βρειτε τον ογκο του στερεου

D =
{

(x, y, z) : 2 ≤ z ≤ 5, x2 ≤ y ≤ x
}
.

Λυση. Η επιφανεια y = x2 ειναι παραβολικος κυλινδρος και η y = x επιπεδο. Η
ϐαση P του στερεου ϐρισκεται στο επιπεδο z = 2 και ειναι

P =
{

(x, y, z) : z = 2, x2 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1
}

(οπου 0 και 1 ειναι τα σηµεια τοµης των y = x2, y = x). Ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ 1

0

∫ x

x2

∫ 5

2

dzdydx =

∫ 1

0

∫ x

x2

3dydx =

∫ 1

0

(
3x− 3x2

)
dx =

1

2
.

7.2.8. Βρειτε τον ογκο ενος στερεου το οποιο οριζεται απο την επιφανεια z = 4− x2 − y2

και το επιπεδο z = 0.
Λυση. Θα χρησιµοποιησουµε κυλινδρικες συντεταγµενες. Ο ογκος ειναι∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 4−x2−y2

0

dzρdρdθ =

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
4− x2 − y2

)
ρdρdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
4− ρ2

)
ρdρdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
4ρ− ρ3

)
dρdθ

=

∫ 2π

0

(
2ρ2 − ρ4

4

)ρ=2

ρ=0

dθ

=

∫ 2π

0

(8− 4) dθ = 8π.
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7.2.9. Βρειτε τον ογκο ενος στερεου το οποιο οριζεται απο τις επιφανειες z = x2 + y2,
x2 + y2 = 4 και το επιπεδο z = 0.

Λυση. Κατασκευαστε το σχηµα του στερεου. Προσεξτε οτι η x2 + y2 = 4 ειναι
κυλινδρικη επιφανεια. Θα χρησιµοποιησουµε κυλινδρικες συντεταγµενες. Ο Ϲητουµενς
ογκος ειναι ∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 4−x2−y2

0

dzρdρdθ =

∫ 2π

0

∫ 2

0

(z)z=ρ
2

z=0 ρdρdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

ρ3dρdθ

=

∫ 2π

0

(
ρ4

4

)ρ=2

ρ=0

dρdθ

=

∫ 2π

0

4dθ = 8π.

7.2.10. Βρειτε τον ογκο του στερεου D το οποιο οριζεται απο την σφαιρα r = 1 και τον
κωνο φ = π/3 (σε σφαιρικες συντεταγµενες).

Λυση. Ο ογκος ειναι (δειτε το σχηµα)∫ 2π

0

∫ π/3

0

∫ 1

0

r2 sinφdrdφdθ =

∫ 2π

0

∫ π/3

0

1

3
sinφdφdθ

=

∫ 2π

0

(
−1

3
cosφ

)φ=π/3

φ=0

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

3
− 1

6

)
dθ =

π

3
.

7.2.11. Βρειτε τον ογκο του στερεου που αποκοπτει ο κυλινδρος µε εξισωση (σε κυλιν-
δρικες συντεταγµενες) ρ = 2 sin θ απο την σφαιρα x2 + y2 + z2 = 4.

Λυση. ∆ειτε το σχηµα. Θα δουλεςουµε µε κυλινδρικες συντεταγµενες. Τα ορια του z
δινονται απο το γεγονος οτι

x2 + y2 + z2 ≤ 4⇒ ρ2 + z2 ≤ 4⇒ |z| ≤
√

4− ρ2
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οποτε ο Ϲητουµενος ογκος ειναι∫ π

0

∫ 2 sin θ

0

∫ √4−ρ2

−
√

4−ρ2
ρdzdρdθ =

∫ π

0

∫ 2 sin θ

0

2
√

4− ρ2ρdρdθ

= 2

∫ π/2

0

∫ 2 sin θ

0

(
4− ρ2

)1/2
d
(
ρ2
)
dθ

= 2

∫ π/2

0

(
−2

3

(
4− ρ2

)3/2
)ρ=2 sin θ

ρ=0

dθ

=
4

3

∫ π/2

0

(
8− 8 cos3 θ

)
dθ

=
32

3

∫ π/2

0

dθ − 32

3

∫ π/2

0

(
1− sin2 θ

)
cos θdθ

=
32

3

∫ π/2

0

dθ − 32

3

∫ π/2

0

(
1− sin2 θ

)
d (sin θ)

=
16π

3
− 32

3

(
sin θ − sin3 θ

3

)θ=π/2
θ=0

=
16π

3
− 32

3

(
1− 1

3

)
=

16π

3
− 64

3
.

7.2.12. Να ϐρεθει ο ογκος του στερεου που περιεχεται µεταξυ των

S1 :
x2

5
+
y2

5
− z2

4
= 1

S2 : x2 + y2 = 25

Λυση. Η S1 ειναι ενα µονοχωνο υπερβολοειδες και η S2 ενας κυλινδρος (δες σχηµα).
Οταν αυτες τεµνονται εχουµε

x2

5
+ y2

5
− z2

4
= 1

x2 + y2 = 25

}
⇒ 5− z2

4
= 1⇒ z = ±4.

Αρα οι S1 και S2 τεµονονται κατα δυο κυκλουσ:

C1 =
{

(x, y, z) : x2 + y2 = 25, z = 4
}

C2 =
{

(x, y, z) : x2 + y2 = 25, z = −4
}

Για να υπολογισουµε τον Ϲητουµενο ογκο V , ϑα αφαιρεσουµε απο τον ογκο του εξωτερικου
κυλινδρου V1 τον ογκο του εσωτερικου υπερβολοειδους. Εχουµε V1 = πR2h = π · 52 · 8 =
200π. Ο ογκος του υπερβολοειδους ειναι το ολοκληρωµα των ογκων των λεπτων δισκων
µε ακτινα

ρ (z) =
√
x2 + y2 =

√
5 ·
(

1 +
z2

4

)
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Οποτε εχουµε

V2 =

∫ 4

−4

πρ2dz =

∫ 4

−4

5π

(
1 +

z2

4

)
dz =

280π

3
.

Τελικα λοιπον ο Ϲητουµενος ογκος ειναι

V = V1 − V2 =
200π

1
− 280

3
π =

320

3
π.

7.2.13. Να υπολογιστει ο ογκος του χωριου που οριζεται απο τις κυλινδρικες επιφανειες
S1 : x2 + y2 = a2 και S2 : x2 + z2 = a2.

Λυση. Λογω συµµετριας αρκει να υπολογισουµε τον ογκο του ενος ογδοου του χωριου,
το οποιο απεικονιζεται στο παρακατω σχηµα. Εχουµε λοιπον

V = 8V ′ = 8

∫ a

0

∫ √a2−x2

0

∫ √a2−x2

0

dzdydx

= 8

∫ a

0

∫ √a2−x2

0

√
a2 − x2dydx = 8

∫ a

0

√
a2 − x2

√
a2 − x2dx

= 8

∫ a

0

(
a2 − x2

)
dx = 8

(
a2x− x3

3

)x=a

x=0

= 8a3 − 8a3

3
=

16a3

3
.

7.2.14. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
(x2 + y2) dzdydx οπου το χωριο D ειναι αυτο

της προηγουµενης ασκησης.
Λυση. Το Ϲητουµενο ειναι (σε σφαιρικες συντεταγµενες)∫ 2π

0

∫ π/3

0

∫ 1

0

(
x2 + y2

)
r2 sinφdrdφdθ =

∫ 2π

0

∫ π/3

0

∫ 1

0

(
r2 sin2 φ cos2 θ + r2 sin2 φ sin2 θ

)
r2 sinφdrdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/3

0

∫ 1

0

r4 sin3 φdrdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/3

0

1

5
sin3 φdφdθ

=
1

5

∫ 2π

0

∫ π/3

0

(
1− cos2 φ

)
sinφdφdθ

=
1

5

∫ 2π

0

∫ π/3

0

(
1− cos2 φ

)
d cosφdθ

=
1

5

∫ 2π

0

∫ π/3

0

(
cosφ− cos3 φ

3

)φ=π/3

φ=0

dθ

=
1

5

∫ 2π

0

(
−1

2
+ 1 +

1

24
− 1

3

)
dθ =

π

12
.

7.2.15. Βρειτε την µαζα του κυβου

D = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

του οποιου η πυκνοτητα ειναι ιση µε το τετραγωνο της αποστασης απο το κεντρο.
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Λυση. Η πυκνοτητα ειναι d (x, y, z) = x2 + y2 + z2 και η Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
x3

3
+ y2x+ z2x

)x=1

x=0

dydz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
1

3
+ y2 + z2

)
dydz

=

∫ 1

0

(
y

3
+
y3

3
+ z2y

)y=1

y=0

dz

=

∫ 1

0

(
1

3
+

1

3
+ z2

)
dz

=

(
2z

3
+
z3

3

)z=1

z=0

dz = 1.

7.2.16. Βρειτε την µαζα ενος ηµισφαιριου µε ακτινα R του οποιου η πυκνοτητα ειναι
αναλογη της αποστασης απο το κεντρο.

Λυση. Θα χρησιµοποιησουµε σφαιρικες συντεταγµενες. Η πυκνοτητα ειναι d (r) =
kr και η Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ R

0

kr · r2dr sinφdφdθ =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

k
R4

4
sinφdφdθ

= k
R4

4

∫ 2π

0

(− cosφ)
φ=π/2
φ=0 dθ

= k
R4

4

∫ 2π

0

(0 + 1) dθ =
kπR4

2
.

7.2.17. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
z (y2 + z2) dxdydz, οπουD ειναι το ηµισφαιρο

µε κεντρο το (0, 0, 0) και ακτινα 2.
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Λυση. Ειναι∫ 2

−2

∫ √4−x2

−
√

4−x2

∫ √4−x2−y2

0

z
(
y2 + z2

)
dzdydz =

∫ 2

−2

∫ √4−x2

−
√

4−x2

∫ √4−x2−y2

0

z
(
y2 + z2

)
dzdydx

=

∫ 2

−2

∫ √4−x2

−
√

4−x2

(
y2z2

2
+
z4

4

)z=√4−x2−y2

z=0

dydx

=

∫ 2

−2

∫ √4−x2

−
√

4−x2

(
y2 (4− x2 − y2)

2
+

(4− x2 − y2)
2

4

)
dydx

=
1

4

∫ 2

−2

∫ √4−x2

−
√

4−x2

((
4− x2

)2 − y4
)
dydx

=
1

4

∫ 2

−2

((
4− x2

)2
y − y5

5

)y=
√

4−x2

y=−
√

4−x2

dx

=
4

5

∫ 2

0

(
4− x2

)5/2
dx (µε x = 2 sinu)

=
4

5

∫ u=π/2

u=0

64 cos6 udu = 8π.

7.2.18. Βρειτε την µαζα του στερεου που οριζεται απο τον κωνο φ = π/6 (σε σφαιρικες
συτντεταγµενες) και το επιπεδο z = a, αν η πυκνοτητα του ειναι d (r, φ, θ) = r cosφ.

Λυση. Θα δουλεςουµε σε σφαιρικες συντεταγµενες. Πρεπει να ϐρουµε τα ορια του r.
Εχουµε

0 ≤ z ≤ a⇒ 0 ≤ r cosφ ≤ a⇒ 0 ≤ r ≤ a

cosφ
.

Οποτε η Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ 2π

0

∫ π/6

0

∫ a/ cosφ

0

d (r, φ, θ) r2 sinφdrdφdθ =

∫ 2π

0

∫ π/6

0

∫ a/ cosφ

0

r3 cosφ sinφdrdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/6

0

(
r4

4

)r=a/ cosφ

r=0

cosφ sinφdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/6

0

a4

4 cos3 φ
sinφdφdθ

=
a4

4

∫ 2π

0

∫ π/6

0

cos−3 φd (cosφ) dθ

=
a4

4

∫ 2π

0

(
cos−2 φ

−2

)φ=π/6

φ=0

dθ =
a4

24

∫ 2π

0

dθ =
πa4

12
.

7.2.19. Βρειτε την µαζα του στερεου που οριζεται απο την σφαιρα r = 5 (σε σφαιρικες
συτντεταγµενες) και το επιπεδο z = 4, αν η πυκνοτητα του ειναι d (r, φ, θ) = r−1.

Λυση. Θα δουλεψουµε σε σφαιρικες συντεταγµενες. Πρεπει να ϐρουµε τα ορια του
r. Εχουµε (δειτε το σχηµα)

4 ≤ z ⇒ 4 ≤ r cosφ⇒ 4

cosφ
≤ r οπως και r ≤ 5.
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Επισης τα ορια του φ ειναι 0 ≤ φ ≤ arccos 4
5
. Οποτε η Ϲητουµενη µαζα ειναι∫ 2π

0

∫ arccos(4/5)

0

∫ 5

4/ cosφ

d (r, φ, θ) r2 sinφdrdφdθ =

∫ 2π

0

∫ arccos(4/5)

0

∫ 5

4/ cosφ

r sinφdrdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ arccos(4/5)

0

(
r2

2

)r=5

r=4/ cosφ

sinφdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ arccos(4/5)

0

(
25

2
− 8

cos2 φ

)
sinφdφdθ

= −
∫ 2π

0

∫ arccos(4/5)

0

(
25

2
− 8

cos2 φ

)
d (cosφ) dθ

= −
∫ 2π

0

(
25

2
cosφ+

8

cosφ

)φ=arccos(4/5)

φ=0

dθ

=

∫ 2π

0

(
25

2
+ 8− 25

2
· 4

5
− 8

4/5

)
dθ

=

∫ 2π

0

1

2
dθ = π

7.2.20. Υπολογιστε το
∫ ∫ ∫

D
(2x+ 3y)2 dxdydz οπουD =

{
(x, y, z) : x2

4
+ y2

9
+ z2

16
≤ 1
}
.

Λυση. Θα χρησιµοποιησουµε δυο µετασχηµατισµους. Πρωτα ϑετουµε

x = 2u, y = 3v, z = 4w.

Τοτε εχουµε dxdydz = D(x,y,z)
D(u,v,w)

= 24 και

D =
{

(x, y, z) : u2 + v2 + w2 ≤ 1
}

οποτε µπορουµε να µεταχειριστουµε σφαιρικες συντεταγµενες, ως ενα µετασχηµατισµο
των συντεταγµενων u, v, w:.

u = r cos θ sinφ

v = r sin θ sinφ

w = r cosφ

Εχουµε λοιπον∫ ∫ ∫
D

(2x+ 3y)2 dxdydz =

∫ ∫ ∫
D

(4u+ 9v)2 24dudvdw

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

(4r cos θ sinφ+ 9r sin θ sinφ)2 24r2 sinφdrdφdθ

= 24

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

(4 cos θ + 9 sin θ)2 r4 sin3 φdrdφdθ

= 24

(∫ 1

0

r4dr

)(∫ π

0

sin3 φdφ

)(∫ 2π

0

(4 cos θ + 9 sin θ)2 dθ

)
=

4656π

15
.
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7.3 Αλυτα Προβληµατα

7.3.1. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 1

0

∫ 2

0

∫ 3

0
dzdydx.

(Απ. 6)

7.3.2. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ a

0

∫ b
0

∫ c
0

(x+ y + z) dzdydx.
(Απ. 1

2
bca (a+ c+ b))

7.3.3. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ a

0

∫ x
0

∫ y
0
xyzdzdydx.

(Απ. a6/48)

7.3.4. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ a

0

∫ x
0

∫ xy
0
x3y3zdzdydx.

(Απ. a12/144)

7.3.5. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
dxdydz

(x+y+z+1)3
, οπου D ειναι το χωριο που οριζεται

απο τα επιπεδα x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.
(Απ. 1

2

(
ln (2)− 5

8

)
)

7.3.6. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
xydxdydz, οπου D ειναι το χωριο που οριζεται

απο τα z = xy, x+ y = 1 και z = 0.
(Απ. 1/180)

7.3.7. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
y cos (z + x) dxdydz, οπου D ειναι το χωριο

που οριζεται απο τα y =
√
x, y = 0, z = 0 και x+ z = π/2.

(Απ. π2

16
− 1

2
)

7.3.8. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 1

0

∫ √1−x2

−
√

1−x2

∫ a
0
dzdydx.

(Απ. πa/2)

7.3.9. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 2

0

∫ √2x−x2

0

∫ a
0
z
√
x2 + y2dzdydx.

(Απ. 8a2/9)

7.3.10. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ R
−R

∫ √R2−x2

−
√
R2−x2

∫√R2−x2−y2

−
√
R2−x2−y2

(x2 + y2) dzdydx.

(Απ. 4πR5/15)

7.3.11. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ 1

0

∫ √1−x2

0

∫√1−x2−y2
0

√
x2 + y2 + z2dzdydx.

(Απ. π/8)

7.3.12. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
(x2 + y2) dzdydx οπου το D οριζεται απο τα

z ≥ 0, r2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2.

(Απ.
4π(R5−r5)

15
)

7.3.13. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
1√

x2+y2+(z−2)2
dzdydx οπου το D οριζεται απο

το x2 + y2 + z2 ≤ 1.
(Απ. 2π

3
)
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7.3.14. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫ ∫ ∫

D
1√

x2+y2+(z−2)2
dzdydx οπου το D οριζεται απο

το x2 + y2 ≤ 1.
(Απ. π

(
3
√

10 + ln
√

2−1√
10−1
−
√

2− 8
)
)

7.3.15. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫∞

0

∫∞
0

∫∞
0

1
(1+x+y+z)4

dzdydx.
(Απ. 1

6
)

7.3.16. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0, 3x +
2y + z = 6.

Απ. 6.

7.3.17. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = 0, 2y = x, x = 1, y =
0, z = x2 + 3y + 1.

Απ. 1/2.

7.3.18. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = 0, y = x, y = 2x, y =
3, z = x+ y2.

Απ. 27/2.

7.3.19. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 = 2y, y = 2, z = 0, z =
x2 + 3y2.

Απ. 8π.

7.3.20. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, x = 1, y = 0, y =
2, z = 0, z = 4− x2.

Απ. 22/3.

7.3.21. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = 1− y2, x2 = 4y, z = 0.
Απ. 32/21.

7.3.22. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: 3y = 9 − x2, z = 0, y =
0, x = 3− z.

Απ. 36.

7.3.23. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, x = 16− z2 − 4y2.
Απ. 64π.

7.3.24. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 + y2 = k2, z = 0, z =
k2 − x2 (k > 0).

Απ. 3πk4/4.

7.3.25. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = 0, y = 3x, y = x, z =
16− x2.

Απ. abc/6.

7.3.26. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = 4− x2, z = 4− y2.
Απ. 32.
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7.3.27. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 + z2 = a2, y2 + z2 = a2.
Απ. 16a3/3.

7.3.28. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 + y2 + z2 = a2.
Απ. 4

3
πa3.

7.3.29. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 +y2 = a2, x2 +y2 +z2 =
4a2.

Απ. 2πa3
(
8− 3

√
3
)
/3.

7.3.30. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: r = 2, y − x+ 2z = 8.
Απ. 16π.

7.3.31. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: r = 3 sin θ, z = x.
Απ. 9/4.

7.3.32. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: r = 1− cos θ, z = y.
Απ. 4/3.

7.3.33. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 +y2 = 1, z2 = 4x2 +4y2.
Απ. 4π/3.

7.3.34. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0, x = 4,
y = 4 και z = x2 + y2 + 1

Απ. 560
3
.

7.3.35. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0,
x
a

+ y
b

+ z
c

= 1.
Απ. abc

6
.

7.3.36. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0,
x
a

+ y
b

+ z
c

= 1.
Απ. 84/3.

7.3.37. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z = x + y + a, y2 = ax,
x = a, z = 0, y = 0.

Απ. 79a3/60.

7.3.38. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: y = 0, z = 0, 3x + y = 6,
3x+ 2y = 12, x+ y + z = 6.

Απ. 12.

7.3.39. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0,
z = x2 + y2, x+ y = 1.

Απ. 1/6.

7.3.40. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x2 + y2 = a2, x2 + z2 = a2.
Απ. 16a3/3.
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7.3.41. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: z2 = xy, x = a, x = 0, y =
a, y = 0.

Απ. 8a3/9.

7.3.42. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο: x = 0, y = 0, z = 0,
z = 9− y2,3x+ 4y = 12.

Απ. 45.
Απ. π/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε πολικες συντεταγµενες.

7.3.43. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο z = mx, x2 +y2 = a2, z = 0.
Απ. 4ma3/3 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες .

7.3.44. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο az = a2 − x2 − y2, z = 0.
Απ. πa3/2 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.45. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο x2 +y2 +z2 = 4a2, x2 +y2 =
a2.

Απ. 4πa3
√

3 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες .

7.3.46. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο x2

a2 + z2

b2
= 1, x

2

a2 + y2

b2
= 1.

Απ. 16ab2/3 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.47. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο z2 = (x+ a)2, x2 + y2 = a2.
Απ. 2πa3 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.48. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο z = 4
x2+y2

, z = 0, x2+y2 = 1,
x2 + y2 = 4.

Απ. 8π ln 2 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.49. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο az = x2 + y2, z = 0,
x2 + y2 ± ax = 0.

Απ. 3πa3/16 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.50. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο z = a, x2 + y2 = a2,
x2 + y2 + z2 = 5a2 (µε a ≤ z ≤ a

√
5).

Απ. πa3
(
10
√

5− 19
)
/3 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.51. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο r = a, z = a2 − x2, z ≥ 0.
Απ. 3πa4/4 – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.

7.3.52. Υπολογιστε τον ογκο του σχηµατος που οριζεται απο z = 12− x2 − y2, z = 8.
Απ. 8π – υποδ. χρησιµοποιειστε κυλνδρικες συντεταγµενες.
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Καµπυλες και ∆ιανυσµατικες
Συναρτησεις

8.1 Θεωρια

8.1.1. Σε πολλες εφαρµογες χρησιµοποιουµε διανυσµατικες συναρτησεις, δηλ. συναρτη-
σεις µε πεδιο ορισµου το R και πεδιο τιµων το R3. Ενα κλασσικο παραδειγµα ειναι
το διανυσµα ϑεσης r (t): αν ϑεωρησουµε οτι η µεταβλητη t δηλωνει τον χρονο, τοτε το
διανυσµα

r (t) = x (t) i + y (t) j + z (t) k.

οριζει την χρονικα µεταβαλλοµενη ϑεση ενος σηµειου (x (t) , y (t) , z (t)). Το συνολο των
σηµειων {(x (t) , y (t) , z (t))}t∈R δινει την τροχια του σηµειου, η οποια γεωµετρικα ειναι
µια καµπυλη στον χωρο.ειναι

8.1.2. Γενικοτερα, µια διανυσµατικη συναρτηση εχει την µορφη F : R→ R3, δηλ. ειναι
ενα διανυσµα του οποιου οι συνιστωσες ειναι συναρτησεις µιας µεταβλητης t:

F (t) = P (t) i +Q (t) j +R (t) k.

8.1.3. Το οριο της F (t) οταν το t τεινει στο t0 οριζεται ως εξης

lim
t→t0

F (t) = F0 ⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |t− t0| < δ ⇒ |F (t)− F0| < ε) .

8.1.4. Λεµε οτι η F (t) ειναι συνεχης στο σηµειο t0 αν εχουµε

lim
t→t0

F (t) = F (t0) .

8.1.5. Η παραγωγος της F (t) = P (t) i +Q (t) j+R (t) k οριζεται ως εξης

F′ (t) =
d

dt
F (t) = lim

∆t→0

F (t+ ∆t)− F (t)

∆t
=
dP

dt
i +

dQ

dt
j+
dR

dt
k.

και εχει τις εξης ιδιοτητες

94
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d

dt
(F + G) =

d

dt
F +

d

dt
G

d

dt
(F ·G) = F · d

dt
G + G · d

dt
F

d

dt
(F×G) = F (t)× d

dt
G + G× d

dt
F

d

dt
(φF) = F

d

dt
φ+ φ

d

dt
F

d

dt
(F ·G×H) = F ·

(
G× d

dt
H

)
+ F ·

(
d

dt
G×H

)
+
d

dt
F · (G×H) .

8.1.6. Απο τον τυπο
dF

dt
=
dP

dt
i +

dQ

dt
j +

dR

dt
k

παιρνουµε τον τυπο για το διαφορικο:

dF = dP i + dQj + dRk

για το οποιο ισχυουν :

d (F + G) = dF + dG

d (F ·G) = F · dG + G · dF
d (F×G) = F (t)× dG + G× dF

d (φF) = Fdφ+ φdF

d (F ·G×H) = F · (G× dH) + F · (dG×H) + dF · (G×H) .

8.1.7. Θεωρειστε ενα σηµειοM το οποιο κινειται στον τριδιαστατο χωρο. Σε καθε χρονικη
στιγµη, οι συντεταγµενες του σηµειου ειναι (x (t) , y (t) , z (t)). Το σηµειο M διαγραφει
µια καµπυλη C, η οποια µπορει να παρασταθει σε παραµετρικη µορφη:

C : (x (t) , y (t) , z (t)) , t ∈ [t1, t2] .

Επισης, η C µπορει να παρασταθει και ως διανυσµατικη συναρτηση

r (t) = x (t) i + y (t) j + z (t) k , t ∈ [t1, t2] .

Στο παρον τευχος ϑα χρησιµοποιησουµε κυριως την διανυσµατικη αναπαρασταση1.

8.1.8. Αν τωρα r (t) ειναι µια καµπυλη, γεωµετρικα η παραγωγος dr
dt

ειναι το εφαπτοµενο
στην καµπυλη διανυσµα.

1Σηµειωνουµε οτι µια καµπυλη C στον 3-διαστατο χωρο µπορει να παρασταθει και ως τοµη δυο επι-
ϕανειων :

C : φ (x, y, z) = 0, ψ (x, y, z) = 0.
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8.1.9. Η καµπυλη r (t) , t ∈ [t1, t2] λεγεται κλειστη εαν εχουµε r (t1) = r (t2), λεια εαν
για καθε t η d

dt
r (t) ειναι συνεχης και διαφορη του µηδενος (δηλ. η καµπυλη εχει µια

καλως ορισµενη εφαπτοµενη που αλλαζει κατευθυνση µε συνεχη τροπο), απλη εαν δεν
τεµνει τον εαυτο της (για καθε p 6= q εχουµε r (p) 6= r (q)).

8.1.10. Θεωρειστε την εφαπτοµενη ευθεια στην καµπυλη r (t) = ix (t) + jy (t) + kz (t)
στο σηµειο r0= r (t0)= ix (t0) + jy (t0) + kz (t0)= ix0 + jy0 + kz0. Ας συµβολισουµε την
εφαπτοµενη µε R (t) = iX (t) + jY (t) + kZ (t), τοτε η R (t) εχει εξισωση

(R (t)− r0)× dr (t0)

dt
= 0 ή και

X (t)− x0

x′ (t0)
=
Y (t)− y0

y′ (t0)
=
Z (t)− z0

z′ (t0)
.

8.1.11. Θεωρειστε τωρα το καθετο επιπεδο στην r (t) στο σηµειο r0= r (t0)= ix (t0) +
jy (t0)+kz (t0)= ix0 +jy0 +kz0. Ας συµβολισουµε ενα τυχον σηµειο του καθετου επιπεδου
µε R = iX + jY + kZ, ϑα ισχυει

(R− r0) · dr (t0)

dt
= 0

ή και
x′ (t0) · (X − x0) + y′ (t0) · (Y − y0) + z′ (t0) · (Z − z0) = 0.

8.1.12. Ολοκληρωµα. Το (αοριστο, ορισµενο) ολοκληρωµα της F (t) οριζεται ως εξης

∫
F (t) dt =

[∫
P (t) dt

]
i +

[∫
Q (t) dt

]
j +

[∫
R (t) dt

]
k,∫ t2

t1

F (t) dt =

[∫ t2

t1

P (t) dt

]
i +

[∫ t2

t1

Q (t) dt

]
j +

[∫ t2

t1

R (t) dt

]
k.

Ισχυουν ολες οι γνωστες ιδιοτητες των ολοκληρωµατων και αναλογες επεκτασεις. Π.χ.∫
cF (t) dt = c

∫
F (t) dt,∫

c · F (t) dt = c ·
∫

F (t) dt,∫
c× F (t) dt = c×

∫
F (t) dt.

8.2 Λυµενα Προβληµατα

8.2.1. Βρειτε, αν υπαρχουν, τα σηµεια στο οποια τεµνονται οι καµπυλες F (t) = i cos t+
j sin t+ k και G (t) = i (t2 + 1) + jt+ ket.

Λυση. Θα πρεπει να εχουµε F (t) = G (t) δηλ.

cos t = t2 + 1

sin t = t

1 = et

Ευκολα ϐλεπουµε οτι η µοναδικη λυση του παραπανω συστηµατος ειναι t = 0. Οποτε το
µοναδικο σηµειο τοµης αντιστοιχει στο F (0) = G (0) = i + k, δηλ. ειναι το (1, 0, 1).
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8.2.2. Βρειτε, αν υπαρχουν, τα σηµεια στο οποια τεµνονται οι καµπυλες F (t) = i cos t+
j + kt και G (t) = it2 + j2t+ k et

t+1
.

Λυση. Θα πρεπει να εχουµε F (t) = G (t) δηλ.

cos t = t2

1 = 2t

t =
et

t+ 1

Απο την δευτερη εξισωση ϑα πρεπει να εχουµε t = 1/2, αλλα τοτε απο την πρωτη ϑα
πρεπει να εχουµε cos 1

2
= 1

4
, το οποιο δεν ισχυει. Αρα οι καµπυλες δεν τεµονονται.

8.2.3. Να ϐρεθει το οριο limt→2 F (t) = i cos t+ j t
t+1

+ kt.
Λυση. Ειναι

lim
t→2

F (t) = i lim
t→2

(cos t) + j lim
t→2

(
t

t+ 1

)
+ k lim

t→2
(t) = i cos 2 +

2

3
j + 2k..

8.2.4. Να υπολογιστουν οι d
dt
F (t),

∣∣ d
dt
F (t)

∣∣, d
dt
|F (t)| για την F (t) = i cos t+ j sin t+ kt

Λυση. Ειναι

d

dt
F (t) =

d

dt
(i cos t+ j sin t+ kt) = −i sin t+ j cos t+ k

οποτε και ∣∣∣∣ ddtF (t)

∣∣∣∣ = |−i sin t+ j cos t+ k| =
√

sin2 t+ cos2 t+ 1 =
√

2.

Εξ αλλου

|F (t)| = |i cos t+ j sin t+ tk| =
√

cos2 t+ sin2 t+ t2 =
√
t2 + 1

οποτε
d

dt
|F (t)| =

d
(√

t2 + 1
)

dt
=

t√
t2 + 1

.

8.2.5. Για τις συναρτησεις F (t) = i cos t + j sin t + kt, G (t) = it2 + jt3 + k, φ (t) = t να
υπολογιστουν τα d

dt
(F + G), d

dt
(F ·G), d

dt
(φF) .

Λυση. Εχουµε

d

dt
(F + G) =

d

dt

(
i cos t+ j sin t+ kt+ it2 + jt3 + k

)
=

d

dt

(
i (t+ cos t) + j

(
t2 + sin t

)
+ k (1 + t)

)
= i (1− sin t) + j (2t+ cos t) + k.

Επισης

d

dt
(F ·G) =

d

dt

(
t2· cos t+ t3· sin t+ t

)
= t3 cos t+ 2t2 sin t+ 2t cos t+ 1.
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Τελος

d

dt
(φF) =

d

dt

(
it cos t+ jt sin t+ kt2

)
= i (cos t− t sin t) + j (t cos t+ sin t) + k2t.

8.2.6. Για τις F (t) = i sin t + jt2 + kt, G (t) = it + j ln t + ket, c = i2 + j3 − k να
υπολογιστουν τα

∫
(F (t) + G (t)) dt,

∫
(F (t) ·G (t)) dt,

∫
c · F (t) dt.

Λυση. Ειναι∫
(F (t) + G (t)) dt =

∫ (
i (t+ sin t) + j

(
t2 + ln t

)
+ k

(
t+ et

))
dt

=

(
i

(
t2

2
− cos t+ c1

)
+ j

(
t3

3
+ t (ln t− 1) + c2

)
+ k

(
t2

2
+ et + c3

))
= i

(
t2

2
− cos t

)
+ j

(
t3

3
+ t (ln t− 1)

)
+ k

(
t2

2
+ et

)
+ c

οπου c =c1i + c2j + c3k. Επισης∫
(F (t) ·G (t)) dt =

∫ (
t sin t+ t2 ln t+ tet

)
dt = sin t−et+1

3
t3 ln t−t cos t+tet−1

9
t3+c.

Τελος ∫
c · F (t) dt =

∫ (
2 sin t+ 3t2 − t

)
dt = t3 − 1

2
t2 − 2 cos t+ c.

8.2.7. Να ϐρεθει η εξισωση της εφαπτοµενης ευθειας και του καθετου επιπεδου στην
καµπυλη r (t) = i (1 + t)− jt2 + k (1 + t3) και στο σηµειο r (1).

Λυση. Στο σηµειο r0 = r (1) εχουµε

r0 = r (1) = i2− j + k2

n0 =
dr

dt
|t=1 =

(
i− j2t+ k3t2

)
|t=1 = i− 2j + 3k.

Αρα η εφαπτοµενη ευθεια R (t) στην r (t) και στο σηµειο r0 εχει εξισωση

X (t)− 2

1
=
Y (t) + 1

−2
=
Z (t)− 2

3
= t

ή, σε διανυσµατικη µορφη,

R (t) = i (2 + t)− j (1 + 2t) + k (2 + 3t) .

Το δε καθετο επιπεδο στην r (t) στο σηµειο r0 εχει εξισωση

1 · (X − 2)− 2 · (Y + 1) + 3 · (Z − 2) = 0

δηλ
X − 2Y + 3Z = 10.
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8.2.8. Να ϐρεθει η εξισωση της εφαπτοµενης ευθειας στην καµπυλη r (t) = i2 cos t −
j sin t+ kt και στο σηµειο r (π/2).

Λυση. Στο σηµειο r0 = r (π/2) εχουµε

r0 = r (π/2) = j + k
π

2

n0 =
dr

dt
|t=π/2 = (−i2 sin t+ j cos t+ k) |t=1 = −2i + k.

Αρα η εφαπτοµενη ευθεια R (t) στην r (t) και στο σηµειο r0 εχει εξισωση

X (t)

2
=
Y (t)− 1

0
=
Z (t)− π/2

1
= t

ή, σε διανυσµατικη µορφη,

R (t) = −i2t− j + k (π/2 + t) .

8.2.9. Να ϐρεθει η εξισωση του επιπεδου του καθετου στην καµπυλη r (t) = i cos t +
j sin t+ kt στο σηµειο r (t) |t=π/2= j + kπ

2
.

Λυση. Το καθετο επιπεδο στο σηµειο r (t = π/2) εχει καθετο διανυσµα n = dr
dt
|t=π/2= −i+

k. Οποτε η εξισωση του καθετου επιπεδου ειναι

−1 · (X − 0) + 0 · (Y − 1) + 1 ·
(
Z − π

2

)
= 0

ή και −X + Z = π/2.

8.2.10. Να δειχτει οτι για καθε t, η εφαπτοµενη ευθεια στην καµπυλη r (t) = i2t
3

+jt2+kt3

σχηµατιζει σταθερη γωνια µε το διανυσµα v = i + k.
Λυση. Η ευθεια R (t) = iX (t) + jY (t) + kZ (t) η οποια ειναι εφαπτοµενη στην r (t)

στο σηµειο (x0, y0, z0) εχει εξισωση

X (t)− x0

2/3
=
Y (t)− y0

2t
=
Z (t)− z0

3t2
.

Αρα η διευθυνση της ευθειας δινεται απο το διανυσµα n (t) = i2
3
+j2t+ k3t2 και η γωνια

θ του n (t) µε το v = i + k εχει το συνηµιµτονο

cos θ =
n (t) · v

‖n (t)‖ · ||v||
=

2
3

+ 3t2√(
2
3

)2
+ (2t)2 + (3t2)2

√
12 + 12

=
2
3

+ 3t2√(
2
3

)2
+ (2t)2 + (3t2)2

√
12 + 12

=
2
3

+ 3t2√
9t4 + 4t2 + 4

9

√
2

=
2
3

+ 3t2√(
3t2 + 2

3

)2√
2

=

√
2

2
.

Αρα λοιπον θ = π/4, ανεξαρτητα απο το t και το Ϲητουµενο εχει δεχτει.
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8.2.11. Να ϐρεθει το σηµειο της καµπυλης r (t) = i cos t + jet + k sin t που εχει εφαπ-
τοµενη παραλληλη µε το επιπεδο E : X + Z = 1.

Λυση. Στο σηµειο r (t) η εφαπτοµενη ευθεια εχει διευθυνση

a (t) =
dr

dt
= −i sin t+ jet + k cos t.

Το επιπεδο E εχει καθετο διανυσµα n = i + k. Για να ειναι η εφαπτοµενη ευθεια της r (t)
παραλληλη στο επιπεδο E ϑα πρεπει να εχουµε

a (t) · n =− sin t+ cos t = 0⇒ sin t = cos t⇒ t =
π

4
+ nπ για n ∈ {0,±1,±2, ...} .

Ετσι λοιπον σε οποιοδηποτε σηµειο της µορφης
(

cos
(
π
4

+ nπ
)
, e(

π
4

+nπ), sin
(
π
4

+ nπ
))

=(√
2

2
, e(

π
4

+nπ),
√

2
2

)
η εφαπτοµενη ευθεια της r (t) ειναι καθετη στο E.

8.2.12. Να δειχτει οτι d
dt

(F ·G) = F · d
dt
G + G · d

dt
F.

Λυση. Εχουµε

d

dt
(F ·G) =

d

dt
((F1i+F2j+F3k) · (G1i+G2j+G3k)) =

d

dt
((F1G1+F2G2+F3G3))

=

(
F1
dG1

dt
+F2

dG2

dt
+F3

dG3

dt

)
+

(
dF1

dt
G1+

dF2

dt
G2+

dF3

dt
G3

)
= F · d

dt
G + G · d

dt
F.

8.2.13. Να ϐρεθει η διανυσµατικη εξισωση της καµπυλης που δινεται ως τοµη των επι-
ϕανειων

S1 : x2 + y2 + z2 = 2, S2 : z = 1.

Λυση. Η καµπυλη ειναι ενας κυκλος, που προκυπτει απο την τοµη της σφαιρας S1

και του επιπεδου S2. Αν στην εξισωση της S1 ϑεσουµε z = 1 παιρνουµε x2 + y2 = 1. Αρα
ο κυκλος εχει την ορφη

x (t) = cos t, y (t) = sin t, z (t) = 1

ή, σε διανυσµατικη µορφη r (t) = i cos t+ j sin t+ k.

8.2.14. Βρειτε την καµπυλη r (t) κατα την οποια τεµνονται ο κυλινδρος x2 + y2 = 1 και
το επιπεδο y + z = 2.

Λυση. Η πρροβολης της r (t) στο επιπεδο xy ειναι ο κυκλος x2 + y2 = 1 ο οποιος
µπορει ν αγραφτει και ως

x = cos t, y (t) = sin t, z = 0.

Καθε σηµειο της (x (t) , y (t) , z (t)) της r (t) εχει x και y συντεταγµενες ιδιες µε αυτες της
προβολης του. Αρα, πανω στο επιπεδο y + z = 2, ϑα εχουµε

z (t) = 2− y (t) = 2− sin t.
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Οποτε παραµετρικς εχουµε

(x (t) , y (t) , z (t)) = (cos t, sin t, 2− sin t)

και διανυσµατικα
r (t) = i cos t+ j sin t+ k (2− sin t) .

8.2.15. Εστω καµπυλη r (t) τετοια ωστε για καθε t εχουµε r (t) · d
dt
r (t) =0. Να δειχτει οτι

η r (t) ϐρικσεται επανω στην επιφανεια µιας σφαιρας.
Λυση. Αν ϑεωρησουµε την συναρτηση f (t) = ‖r (t)‖2 τοτε

df

dt
=

d

dt

(
‖r (t)‖2) =

d

dt
(r (t) · r (t)) = r (t) · d

dt
r (t) +

d

dt
r (t) · r (t) = 2r (t) · d

dt
r (t) = 0

(εκ της υποθεσεως). Τοτε οµως, για καποια σταθερα c εχουµε

f (t) = ‖r (t)‖2 = c⇒
√
f (t) = ‖r (t)‖ =

√
c.

Με αλλα λογια η αποσταση καθε σηµειου της καµπυλης απο την αρχη των αξονων ειναι
σταθερη, δηλ. η καµπυλη ϐρισκεται εξ ολοκληρου πανω σµια σφαιρα µε κεντρο το 0 και
ακτινα

√
c.

8.3 Αλυτα Προβληµατα

8.3.1. Βρειτε τα σηµεια στο οποια τεµνονται οι καµπυλες F (t) = i sin t+ j cos t+kt2 και
G (t) = it+ jet + k2t.

Απ. Το (0, 1, 0) .

8.3.2. Βρειτε τα σηµεια στα οποια τεµνονται οι καµπυλες F (t) = it+ jt+ kt και G (t) =
it+ jet + kt2.

Απ. Οι καµπυλες δεν τεµνονται.

8.3.3. Βρειτε τα σηµεια στα οποια τεµνονται οι καµπυλες F (t) = it + jt2 + kt3 και
G (t) = it2 + jt3 + kt4. Επισης να ϐρεθει η γωνια υπο την οποια τεµνονται οι καµπυλες.

Απ. Ειναι το σηµειο (1, 1, 1). Η γωνια τοµης ειναι θ = arccos 20√
406

.

8.3.4. Να ϐρεθει το οριο limt→1 F (t) = it+ jt+ kt.
Απ. i + j + k.

8.3.5. Να υπολογιστουν οι d
dt
F (t),

∣∣ d
dt
F (t)

∣∣, d
dt
|F (t)| για την F (t) = i sin t+ j cos t+ kt2

Απ. i cos t− j sin t+ k2t,
√

4t2 + 1, 8t3√
4t4+1

.

8.3.6. Να υπολογιστουν οι d
dt
F (t),

∣∣ d
dt
F (t)

∣∣, d
dt
|F (t)| για την F (t) = iet + j ln t+ kt

Απ. iet + j1
t

+ k,
√
e2t +

(
1
t

)2
+ 1, 1

t
e2tt+ln t+t2√
e2t+ln2 t+t2

.

8.3.7. Να υπολογιστουν οι d
dt
F (t),

∣∣ d
dt
F (t)

∣∣, d
dt
|F (t)| για την F (t) = i sin t+ jt

Απ. i cos t+ j,
√

cos2 t+ 1, sin t cos t+t√
t2+1−cos2 t

.
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8.3.8. Για τις συναρτησεις F (t) = i sin t+ j cos t+ kt2, G (t) = it+ jt2 + k2, φ (t) = t+ 2
να υπολογιστουν τα d

dt
(F + G), d

dt
(F ·G), d

dt
(F×G), d

dt
(φF)

Απ.

i (cos t+ 1)− j (sin t+ 2t) + k2t,

3t cos t+ sin t− t2 sin t+ 4t,

− i
(
2 sin t− 4t3

)
+ j
(
3t2 − 2 cos t

)
+ k

(
t2 cos t+ 3t sin t− cos t

)
,

i (sin t+ (t+ 2) cos t) + j (cos t− (t+ 2) sin t) + k
(
3t2 + 2t

)
.

8.3.9. Για τις συναρτησεις F (t) = i ln t+ jt+ kt, G (t) = it3 + jt2 + ket, φ (t) = t+ 1 να
υπολογιστουν οι d

dt
(F + G), d

dt
(F ·G), d

dt
(F×G), d

dt
(φF).

Απ.

i

(
1

t
+ 3t2

)
+ j (1 + 2t) + k

(
1 + et

)
,

4t2 + 3t2 ln t+ et + tet,

i
(
et + tet − 3t2

)
+ j

(
4t3 − 1

t
et − (ln t) et

)
+ k

(
t+ 2 (ln t) t− 4t3

)
,

i

(
ln t+

t+ 1

t

)
+ j (1 + 2t) + k (1 + 2t) .

8.3.10. Για τις F (t) = i ln t + jt + k2t, G (t) = it3 + jt2 + ket, c = i2 + j3 − k να
υπολογιστουν τα

∫
(F (t) + G (t)) dt,

∫
(F (t) ·G (t)) dt,

∫
(F (t)×G (t)) dt,

∫
c ·F (t) dt,∫

c× F (t) dt.
Απ.

i

(
t ln t− t+

1

4
t4
)

+ j

(
1

2
t2 +

1

3
t3
)

+ k
(
t2 + et

)
,

1

4
t4 ln t+

3

16
t4 + 2tet − 2et,

i

(
tet − et − 1

2
t4
)

+ j

(
−et ln t+

2

5
t5
)

+ k

(
1

3
t3 ln t− 1

9
t3 − 1

5
t5
)
,

2t ln t− 2t+
1

2
t2,

i
7

2
t2 + j

(
−t ln t+ t− 2t2

)
+ k

(
t2 − 3t ln t+ 3t

)
.

8.3.11. Να ϐρεθει η γωνια τοµης των καµπυλων r (t) = it+ jt2 + kt3 και s (t) = i sin t+
j cos 2t+ kt στο σηµειο r (0).

Απ. θ = arccos
(√

6/6
)
.

8.3.12. Να ϐρεθει η γωνια τοµης των καµπυλων r (t) = it + j (1− t) + k (3 + t2) και
s (τ) = i (3− τ) + j (τ − 2) + k (τ 2).

Απ. Τεµνονται στο σηµειο r (t = 1) = s (τ = 2) = (1, 0, 4) και µε γωνια θ = arccos
(√

3/3
)
.
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8.3.13. Να ϐρεθει η εξισωση της εφαπτοµενης ευθειας και του καθετου επιπεδου στην
καµπυλη r (t) = i (1 + t)− jt2 + k (1 + t3) και στο σηµειο r (1).

Απ. i (2 + t)− j (1 + 2t) + k (2 + 3t) και X − 2Y + 3Z = 10.

8.3.14. Να ϐρεθει η εξισωση της εφαπτοµενης ευθειας και του καθετου επιπεδου στην
καµπυλη r (t) = i t

4

4
+ j t

3

3
+ k t2

2
.

Απ. Στο τυχον σηµειο r (t0): i
(
t20t+

t40
4

)
+j
(
t0t+

t30
3

)
+k
(
t+

t20
2

)
και t20X+t0Y +Z =

t60
4

+
t40
3

+
t20
2
.

8.3.15. Να ϐρεθει η εξισωση της εφαπτοµενης ευθειας και του καθετου επιπεδου στην
καµπυλη r (t) = it+ j t

2

2
+ k t3

3
και στο σηµειο (6, 18, 72).

Απ. i (t+ 6) + j (6t+ 18) + k (36t+ 72) και X + 6Y + 36Z = 2706).

8.3.16. Να ϐρεθει η εξισωση του καθετου επιπεδου στην καµπυλη r (t) = i2 sin 3t+ jt+
k cos 3t και στο σηµειο r (π).

Απ. Y − 6X = π.

8.3.17. Να ϐρεθει η εξισωση του καθετου επιπεδου στην καµπυλη r (t) = it + jt2 + kt3

και στο σηµειο r (1).
Απ. X + 2Y + 3Z = 6.

8.3.18. Σε πιο σηµειο της καµπυλης r (t) = it3 + j3t + kt4 ειναι το καθετο επιπεδο
παραλληλο στο επιπεδο 6X + 6Y − 8Z = 1;

Απ. Στο σηµειο r (−1)=(−1,−3, 1).

8.3.19. Να ϐρεθει το σηµειο της καµπυλης r (t) = i cos t + j sin t + ket που εχει εφαπ-
τοµενη παραλληλη µε το επιπεδο

√
3X + Y = 4.

Απ.
(√

3/2, 1/2, eπ/6
)

8.3.20. Να ϐρεθουν τα σηµεια της καµπυλης

r (t) = i

(
t3

3
+ t2 − t

)
+ j

(
t3

3
− t2 − t

)
+ k

(
t3

3
− 5t

)
στα οπια η εφαπτοµενη ειναι παραλληλη µε το επιπεδο X − Y + Z = 4.

Απ. Ειναι τα σηµεια τα οποια αντιστοιχουν στιω τιµες t = 1 και t = −5.

8.3.21. Να δειχτει οτι η καµπυλη r (t) = it cos t + jt sin t + kt ϐρισκεται επι του κωνου
z2 = x2 + y2. Καντε την γραφικη παρασταση.

8.3.22. Να δειχτει οτι η καµπυλη r (t) = i sin t + j cos t + k sin2 t ειναι η τοµη των
επιφανειων z = x2 και x2 + y2 = 1. Καντε την γραφικη παρασταση.

8.3.23. Να δειχτει οτι η καµπυλη r (t) = it2 + j (1− 3t) + k (1 + t3) διερχεται απο τα
σηµεια (1, 4, 0) και (9,−8, 28).

8.3.24. Βρειτε την καµπυλη η οποια ειναι η τοµη των επιφανειων x2 +y2 = 4 και z = xy.
Καντε την γραφικη παρασταση.

Απ. i2 cos t+ j2 sin t+ k2 sin 2t.
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8.3.25. Βρειτε την καµπυλη η οποια ειναι η τοµη των επιφανειων z =
√
x2 + y2 και

z = 1 + y. Καντε την γραφικη παρασταση.
Απ. it+ j t

2−1
2

+ k t2+1
2
.

8.3.26. Βρειτε την καµπυλη η οποια ειναι η τοµη των επιφανειων z = 4x2+y2 και y = x2.
Καντε την γραφικη παρασταση.

Απ. it+ jt2 + k (4t2 + t4) .

8.3.27. Να δειχτει οτι d
dt

(F×G) = F (t)× d
dt
G + G× d

dt
F.

8.3.28. Να δειχτει οτι d
dt

(φF) = F d
dt
φ+ φ d

dt
F.

8.3.29. Να δειχτει οτι d
dt

(F (h (t))) = dh
dt
·
(
d
dh

F
)
.

8.3.30. ∆ειξτε οτι η καµπυλη r (t) = i cos t + j sin t ικανοποιει r (t) · dr(t)
dt

= 0 (δηλ. σε
καθε σηµειο της η επιβατικη ακτινα ειναι καθετη στην εφαπτοµενη).

8.3.31. Εστω καµπυλη r (t) τετοια ωστε για καθε t εχουµε r (t) · d
dt
r (t) = a · r (t), οπου

a σταθερο διανυσµα. Να δειχτει οτι η r (t) ϐρισκεται επανω σε µια σφαιρα µε κεντρο το
σηµειο a.

8.3.32. Εστω καµπυλη r (t) τετοια ωστε για καθε t εχουµε d2

dt2
r (t) · d

dt
r (t) = 0. ∆ειξτε οτι

η r (t) ειναι µια ευθεια.

8.3.33. Εστω καµπυλη r (t) τετοια ωστε για καθε t εχουµε ‖r (t)‖ = c (σταθερα).∆ειξτε
οτι r (t) · d

dt
r (t) = 0.
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Επικαµπυλια Ολοκληρωµατα

9.1 Θεωρια

9.1.1. Εστω καµπυλη C µε διανυσµατικη αναπαρασταση r (t) =x (t) i + y (t) j + z (t) k
(t1 ≤ t ≤ t2). Την ιδια καµπυλη διαγραµµενη κατα την αρνητικη ϕορα ϑα συµβολιζουµε
µε C ′. Εχουµε ds

dt
= |r′ (t)| οποτε το στοιχειωδες µηκος ειναι ds = |r′ (t)| dt.

9.1.2. Εστω τωρα ϐαθµωτη συναρτηση φ (x, y, z). Κατω απο καταλληλες προυποθεσεις
συνεχειας και παραγωγισιµοτητας, η ποσοτητα∫ t2

t1

φ (x (t) , y (t) , z (t)) |r′ (t)| dt (9.1)

ειναι καλα ορισµενη. Επειδη |r′ (t)| = ds
dt
, την ιδια ποσοτητα συµβολιζουµε συντοµοτερα

ως εξης : ∫
C

φ (x, y, z) ds (9.2)

και αν η καµπυλη C ή r (t) ειναι κλειστη, δηλ. r (t1) = r (t2), τοτε χρησιµοποιουµε τον
συµβολισµο ∮

C

φ (x, y, z) ds.

Οι (9.1) και (9.2) συµβολιζουν την ιδια ποσοτητα, την οποια ονοµαζουµε επικαµπυλιο
ολοκληρωµα α΄ ειδους. Οπως ϕαινεται και απο τον συµβολισµο, το ολοκληρωµα

∫
C
φ (x, y, z) ds

εξαρταται απο την C, δηλ. απο τον δροµο ολοκληρωσης.

9.1.3. Ενα τυπικο παραδειγµα επικαµπυλιου ολοκληρωµατος α΄ ειδους ειναι το µηκος
(του µεταξυ t1και t2) της C:

S =

∫ t2

t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

dt =

∫ t2

t1

1 · |r′ (t)| dt.

105



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 106

9.1.4. Γενικοτερα, αν ϑεωρησουµε το a σταθερο, µπορουµε να ορισουµε το µηκος της
καµπυλης απο a ως t ως εξης

s (t) =

∫ t

a

√(
dx

dτ

)2

+

(
dy

dτ

)2

+

(
dz

dτ

)2

dτ.

9.1.5. Για το επικαµπυλιο ολοκληρωµα α΄ ειδους ισχυουν οι συνηθεις ιδιοτητες των ορισ-
µενων ολοκληρωµατων. Ιδιαιτερα σηµειωνουµε τις παρακατω δυο ιδιοτητες.

1. Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα α΄ ειδους ειναι ανεξαρτητο της ϕορας διαγραφης της
καµπυλης. ∫

C

φ (x, y, z) ds =

∫
C′
φ (x, y, z) ds

2. Αν η καµπυλη C µπορει να αποσυντεθει σε συνεχοµενες καµπυλες C1, C2, ..., CK
(αυτο το γραφουµε και C = C1C2...CK ) τοτε∫

C

φ (x, y, z) ds =

∫
C1

φ (x, y, z) ds+

∫
C2

φ (x, y, z) ds+ ...+

∫
CK

φ (x, y, z) ds.

9.1.6. Τα επικαµπυλια ολοκληρωµατα α΄ ειδους ειναι χρησιµα σε πολλες εφαρµογες.
Παρουσιαζουµε µια ενδεικτικη εφαρµογη, η οποια δινει και µια ϕυσικη ερµηνεια. Εστω
οτι εχουµε ενα λεπτο συρµα του οποιου το σχηµα περιγραφεται απο την καµπυλη C µε
αναπαρασταση r (t) =x (t) i+y (t) j+z (t) k για t1 ≤ t ≤ t2. Εστω ακοµη οτι η πυκνοτητα
του συρµατος ειναι µεταβλητη και περιγραφεται απο την συναρτηση φ (x, y, z). Τοτε η
συνολικη µαζα του συρµατος ειναι

m =

∫
C

φ (x, y, z) ds.

Επισης, οι συντεταγµενες του κεντρου µαζας του συρµατος ειναι (x0, y0, z0) και δινονται
απο τις σχεσεις

x0 =
1

m

∫
C

xφ (x, y, z) ds

y0 =
1

m

∫
C

yφ (x, y, z) ds

z0 =
1

m

∫
C

zφ (x, y, z) ds.

Παροµοια, οι ϱοπες αδρανειας ως προς τους αξονες x, y, z ειναι

Ix =

∫
C

(
y2 + z2

)
φ (x, y, z) ds

Iy =

∫
C

(
z2 + x2

)
φ (x, y, z) ds

Iz =

∫
C

(
x2 + y2

)
φ (x, y, z) ds.
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Και οι ϱοπες αδρανειας ως προς τα επιπεδα xy, yz, zx ειναι

Ixy =

∫
C

z2φ (x, y, z) ds

Iyz =

∫
C

x2φ (x, y, z) ds

Izx =

∫
C

y2φ (x, y, z) ds.

9.1.7. Εστω καµπυλη C µε αναπαρασταση r (t) =x (t) i+ y (t) j+ z (t) k (t1 ≤ t ≤ t2) και
µια διανυσµατικη συναρτηση F (r) = iP (x, y, z) + jQ (x, y, z) + kR (x, y, z). Κατω απο
καταλληλες προυποθεσεις συνεχειας και παραγωγισιµοτητας, η ποσοτητα∫ t2

t1

P (x (t) , y (t) , z (t))x′ (t) dt+

∫ t2

t1

Q (x (t) , y (t) , z (t)) y′ (t) dt+

∫ t2

t1

R (x (t) , y (t) , z (t)) z′ (t) dt

(9.3)
ειναι καλα ορισµενη. Μπορουµε να χρησιµοποιησουµε και τον συντοµοτερο συµβολισµο∫

C

P (x, y, z) dx+

∫
C

Q (x, y, z) dy +

∫
C

R (x, y, z) dz. (9.4)

ή και ∫
C

F (r) · dr. (9.5)

και αν η καµπυλη C ειναι κλειστη γραφουµε
∮
C

F (r) · dr. Οι (9.3), (9.4) και (9.5)

ειναι τρεις διαφορετικοι τροποι συµβολισµουτης ιδιας ποσοτητας, την οποια ονοµαζουµε
επικαµπυλιο ολοκληρωµα ϐ΄ ειδους.

9.1.8. Οπως ϕαινεται και απο τον συµβολισµο, το ολοκληρωµα
∫
C

F (r) · dr εξαρταται
απο την C, δηλ. απο τον δροµο ολοκληρωσης.

9.1.9. Ενα τυπικο παραδειγµα επικαµπυλιου ολοκληρωµατος ϐ΄ ειδους ειναι το εργο
δυναµεως F (r).

9.1.10. Για το επικαµπυλιο ολοκληρωµα ϐ΄ ειδους ισχυουν οι συνηθεις ιδιοτητες των
ορισµενων ολοκληρωµατων. Ιδιαιτερα σηµειωνουµε τις εξης ιδιοτητες.

1. Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα ϐ΄ ειδους εξαρταται απο την ϕορα διαγραφης της καµ-
πυλης. ∫

C

F (r) · dr = −
∫
C′

F (r) · dr

2. Αν η καµπυλη C µπορει να αποσυντεθει σε συνεχοµενες καµπυλες C1, C2, ..., CK
(αυτο το γραφουµε και C = C1C2...CK ) τοτε∫

C

F (r) · dr =

∫
C1

F (r) · dr +

∫
C2

F (r) · dr + ...+

∫
CK

F (r) · dr.
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3. Εστω οτι υπαρχει ϐαθµωτη συναρτηση φ (x, y, z) τετοια ωστε F = ∇φ σε καποιο
χωριο A ⊆ R3. Τοτε, αν οι καµπυλες r1 / C1 και r2 / C2 περιεχονται εντος του A
και εχουν κοινη αρχη και τελος (r1 (t1) = r2 (t1) και r1 (t2) = r2 (t2)), εχουµε∫

C1

F (r) · dr =

∫
C2

F (r) · dr = φ (r1 (t2))− r1 (t1) .

∆ηλ. σε αυτη την περιπτωση το επικαµπυλιο ολοκληρωµα
∫
C

F (r)·dr ειναι ανεξαρτη-
το του δροµου ολοκληρωσης (αρκει C ⊆ A) και εξαρταται µονο απο το αρχικο και
τελικο σηµειο του δροµου. Σε τετοιες περιπτωσεις χρησιµοποιουµε τον συµβολισµο∫ r2

r1

F (r) · dr ή και
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

F (r) · dr.

4. Αν ισχυουν οι προυποθεσεις του 3, εχουµε επισης οτι το ολοκληρωµα κατα µηκος
µιας κλειστης καµπυλης ειναι 0: ∮

C

F (r) · dr = 0.

9.1.11. (Θεωρηµα Green) Εστω οτι εχουµε µια καµπυλη C ή r (t) = ix (t) + jy (t) .1 Αν
επιπλεον η C ειναι απλη και κλειστη, τοτε οριζει ενα χωριο D ⊆ R2. Εστω ακοµα µια
διανυσµατικη συναρτηση F (x, y) = iP (x, y) + jQ (x, y) οπου οι P και Q εχουν συνεχεις
πρωτες παραγωγους σε ολο το D. Τοτε∮

C

F (r) · dr =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (9.6)

το οποιο µπορει να γραφτει και ως∮
C

(P (x, y) dx+Q (x, y) dy) =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

9.1.12. Εστω απλη, κλειστη καµπυλη C η οποια περικλειει εναν τοπο D και εστω
συναρτηση F (x, y) = iP (x, y) + jQ (x, y). Αν ισχυει

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
(9.7)

για καθε (x, y) ∈ D, τοτε απο την (9.7) ϐλεπουµε οτι∮
C

(P (x, y) dx+Q (x, y) dy) =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

1Το ϑεωρηµα αυτο αφορα καµπυλες που περιεχονται εξ ολοκληρου στο επιπεδο xy.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 109

9.1.13. Εστω δυο καµπυλες C1 και C2 η οποια περιεχονται σε εναν τοπο D και δεν
τεµνονται. Εστω επισης συναρτηση F (x, y) = iP (x, y) + jQ (x, y). Αν ισχυει

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
(9.8)

για καθε (x, y) ∈ D, τοτε∮
C1

(P (x, y) dx+Q (x, y) dy) =

∮
C2

(P (x, y) dx+Q (x, y) dy) , (9.9)

δηλ. το ολοκληρωµα (9.9) ειναι ανεξαρτητο του δροµου ολοκληρωσης.

9.1.14. Θυµηθειτε απο το Κεφ.2 οτι η συνθηκη (9.7) εξασφαλιζει οτι η ποσοτητα P (x, y) dx+
Q (x, y) dy ειναι τελειο διαφορικο. ∆ηλ. αν ισχυει η (9.7), τοτε∮
C

(P (x, y) dx+Q (x, y) dy) =

∮
C

dφ = φ (x (t) , y (t))|t=t2t=t1
= φ (x (t2) , y (t2))−φ (x (t1) , y (t1)) = 0

αφου, για την κλειστη καµπυλη C εχουµε φ (x (t2) , y (t2)) = φ (x (t1) , y (t1)).

9.1.15. Οι τυποι του Riemann ειναι ειδικη περιπτωση του Θεωρηµατος του Green και
δινουν το εµβαδον S του χωριου D που περικλειει η απλη και κλειστη C ή r (t):

S =

∮
C

xdy = −
∮
C

ydx =
1

2

∮
C

(xdy − ydx) .

9.2 Λυµενα Προβληµατα

9.2.1. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = iR cos t+ jR sin t για t ∈ [0, 2π].
Λυση. Η καµπυλη ειναι (ϕυσικα) ενας κυκλος. Εχουµε

S =

∫ t2

t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
(−R sin t)2 + (R cos t)2dt =

∫ 2π

0

Rdt = 2πR.

οπως ηταν αναµενοµενο.

9.2.2. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = i cos t+ j sin t+ kt για t ∈ [0, 2π].
Λυση. Εχουµε

S =

∫ t2

t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
(− sin t)2 + (cos t)2 + (1)2dt =

∫ 2π

0

√
2dt = 2

√
2π.
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9.2.3. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = i12t+ j8t3/2 + k3t2 για t ∈ [0, 1].
Λυση. Εχουµε

S =

∫ t2

t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

+

(
dx

dt

)2

dt

=

∫ 1

0

√
122 + (12t1/2)

2
+ (6t)2dt

=

∫ 1

0

√
144 + 144t+ 36t2dt =

=

∫ 1

0

6 (2 + t) dt =
(
12t+ 3t2

)t=1

t=0
= 15.

9.2.4. Να υπολογιστει το
∫
C

(2 + x2y) ds οπουC ειναι το ανω µισο του κυκλου x2+y2 = 1.
Λυση. Παραµετριζουµε την C ως x (t) = cos t, y (t) = sin t. Οποτε

dx

dt
= − cos t,

dy

dt
= sin t, t ∈ [0, π]

και

ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt = dt.

Οποτε ∫
C

(
2 + x2y

)
ds =

∫ π

0

(
2 + cos2 t sin t

)
dt =

(
2t− cos3 t

3

)t=π
t=0

= 2π +
2

3
.

9.2.5. Να υπολογιστει το
∫
C

2xds οπου C = C1C2 και (α) C1 ειναι το τοξο της παραβολης
y = x2 απο το (0, 0) ως το (1, 1), (ϐ) C2 ειναι το ευθυγραµµο τµηµα x = 1 απο το (1, 1) ως
το (1, 2).

Λυση. Παραµετριζουµε την C1 ως x (t) = t, y (t) = t2. Οποτε (για t ∈ [0, 1])

dx

dt
= 1,

dy

dt
= 2t, ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =
√

1 + 4t2dt

και ∫
C1

2xds =

∫ 1

0

2t
√

1 + 4t2dt =
1

4
· 2

3

(
1 + 4t2

)t=1

t=0
=

5
√

5− 1

6
.

Παραµετριζουµε την C2 ως x (t) = 1, y (t) = t. Οποτε (για t ∈ [1, 2])

dx

dt
= 0,

dy

dt
= 1, ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt = dt

και ∫
C1

2xds =

∫ 1

0

2 · 1dt = 2.

Τελικα ∫
C

2xds =

∫
C1

2xds+

∫
C2

2xds =
5
√

5− 1

6
+ 2



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 111

9.2.6. Να υπολογιστει το
∫
C

(x− 3y2 + z) ds οπου C ειναι το ευθυγραµµο τµηµα που
ενωνει το (0, 0, 0) µε το (1, 1, 1).

Λυση. Παραµετριζουµε την C ως r (t) = it+ jt+ kt. ∆ηλ.

x (t) = t, y (t) = t, z (t) = t,

dx = dt, dy = dt, dz = dt

και t ∈ [0, 1]. Οποτε

ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt =
√

3dt

και ∫
C

(
x− 3y2 + z

)
ds =

∫ 1

0

(
2t− 3t2

)√
3dt =

√
3
(
t2 − t3

)t=1

t=0
= 0.

9.2.7.
∫
C

(x− 3y2 + z) ds οπου C = C1C2 και (α) C1 ειναι το ευθυγραµµο τµηµα που
ενωνει το (0, 0, 0) µε το (1, 1, 0), (ϐ) C2 ειναι το ευθυγραµµο τµηµα που ενωνει το (1, 1, 0)
µε το (1, 1, 1).

Λυση. Παραµετριζουµε την C1 ως εξησ: για t ∈ [0, 1]:

x (t) = t, y (t) = t, z (t) = 0,

dx = dt, dy = dt, dz = 0.

Παραµετριζουµε την C2 ως εξησ: για t ∈ [0, 1]:

x (t) = 1, y (t) = 1, z (t) = t,

dx = 0, dy = 0, dz = dt.

Οποτε για την C1 εχουµε

ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+ 0dt =
√

2dt

και ∫
C1

(
x− 3y2 + z

)
ds =

∫ 1

0

(
t− 3t2 + 0

)√
2dt =

√
2

(
t2

2
− t3

)t=1

t=0

= −
√

2

2
..

Και για την C2 εχουµε

ds =

√
0 + 0 +

(
dz

dt

)2

dt = dt

και ∫
C2

(
x− 3y2 + z

)
ds =

∫ 1

0

(1− 3 + t) dt =

(
−2t+

t2

2

)t=1

t=0

= −2.

Τελικα∫
C

(
x− 3y2 + z

)
ds =

∫
C1

(
x− 3y2 + z

)
ds+

∫
C2

(
x− 3y2 + z

)
ds = −

√
2

2
− 3

2
.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 112

9.2.8. Να υπολογιστει το κεντρο µαζας ενος λεπτου συρµατος το οποιο εχει σχηµα η-
µικυκλιου C : x2 + y2 = 1, y ≥ 0 και εχει πυκνοτητα φ (x, y) = 1− y.

Λυση. Παραµετριζουµε την C ως x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, π]. Τοτε η µαζα του
συρµατος ειναι

m =

∫
C

φ (x, y) ds =

∫ π

0

(1− y (t))

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫
(1− sin t)

√
sin2 t+ cos2 tdt = (t+ cos t)t=πt=0 = π − 2

και

y0 =
1

m

∫
C

yφ (x, y) ds =
1

π − 2

∫ π

0

sin t (1− sin t) dt

=
1

π − 2

(
− cos t− t

2
+

1

4
sin 2t

)t=π
t=0

=
4− π
2π − 4

.

Το x0 = 0 λογω συµµετριας.

9.2.9. Να υπολογιστει το κεντρο µαζας της κυκλοειδους r (t) = i (t− sin t) + j (1− cos t)
(t ∈ [0, 2π]) µε οµογενη πυκνοτητα φ (x, y) = 1..

Λυση. Η µαζα της κυκλοειδους ειναι

m =

∫
C

φ (x, y) ds =

∫ 2π

0

1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
(1− cos t)2 + sin2 tdt =

∫ 2π

0

√
1 + cos2 t+ sin2 t− 2 cos tdt

=
√

2

∫ 2π

0

√
1− cos tdt =

√
2

∫ 2π

0

sin
t

2
dt = 8.

Οι συντεταγµενες του κεντρου µαζας ειναι

x0 =
1

m

∫
C

xφ (x, y) ds =
1

8

∫ 2π

0

(t− sin t)
√

1− cos tdt

=
1

8

∫ 2π

0

(t− sin t) sin
t

2
dt =

8π

8
= π.

y0 =
1

m

∫
C

yφ (x, y) ds ==
1

8

∫ 2π

0

(1− cos t)
√

1− cos tdt

=
1

8

∫ 2π

0

(1− cos t) sin
t

2
dt =

32

8 · 3
=

4

3
.

Οποτε το κεντρο µαζας ειναι το (π, 4/3).
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9.2.10. Να υπολογιστει το κεντρο µαζας ενος λεπτου ελατηριου C το οποιο εχει σταθερη
πυκνοτητα και σχηµα ελικας r (t) = i cos 4t+ j sin 4t+ kt, t ∈ [0, 2π]

Λυση. Η µαζα του ελατηριου ειναι

m =

∫
C

φ (x, y, z) ds =

∫ 2π

0

1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt

=

∫ 2π

0

√
16 sin2 4t+ 16 cos2 4t+ 1dt = 2π

√
17.

και

z0 =
1

m

∫
C

zφ (x, y) ds =
1

2π
√

17

∫ 2π

0

t
√

17dt = π.

Επισης x0 = 0, y0 = 0 λογω συµµετριας. Οποτε το κεντρο µαζας ειναι (0, 0, π)

9.2.11. Να υπολογιστει το
∫
C
y2dx+ xdy οπου C ειναι το τοξο της παραβολης x = 4− y2

απο το (−5,−3) ως το (0, 2).
Λυση. ∆εν χρειαζεται να παραµετρισουµε την C. Παρατηρουµε οτι επι της C : x =

4− y2 εχουµε
dx = −2ydy

οποτε ∫
C

y2dx+ xdy =

∫
C

y2 (−2y) dy +
(
4− y2

)
dy =

∫ 2

−3

(
−2y3 + 4− y2

)
dy

=

(
−y

4

2
+ 4y − y3

3

)y=2

y=−3

=
245

6
.

9.2.12. Να υπολογιστει το
∫
C

F · dr οπου F = ix2 − jxy και C ειναι το τεταρτοκυκλιο
r (t) = i cos t+ j sin t, t ∈ [0, π/2].

Λυση. Εχουµε

dr= (−i sin t+ j cos t) dt

F = i cos2 t− j cos t sin t

και∫
C

F·dr =

∫ π/2

0

(
− cos2 t sin t− cos2 t sin t

)
dt= 2

∫ π/2

0

cos2 td (cos t) =2

(
cos3 t

3

)π/2
t=0

= −2

3
.

9.2.13. Να υπολογιστει το
∫
C
ydx + zdy + xdz οπου C ειναι το ευθυγραµµο τµηµα C

απο το (2, 0, 0) ως το (3, 4, 5).
Λυση. Το ευθυγραµµο τµηµα C ειναι τµηµα της ευθειας µε εξισωσεις

x− 2

3− 2
=
y − 0

4− 0
=
z − 0

5− 0



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 114

οποτε παραµετριζεται ως εξης (για t ∈ [0, 1]):

x = 2 + t, y = 4t, z = 5t,

dx = dt, dy = 4dt, dz = 5dt

Οποτε∫
C

ydx+zdy+xdz =

∫ 1

0

4tdt+5t·4dt+(2 + t)·5dt =

∫ 1

0

(4t+ 20t+ 10 + 5t) dt =

∫ 1

0

(10 + 29t) dt =
49

2
.

9.2.14. Να υπολογιστει το
∫
C

F · dr οπου F = i (y − x2) + j (z − y2) + k (x− z2) και C
ειναι η r (t) = it+ jt2 + kt3, t ∈ [0, 1].

Λυση. Εχουµε

dr=
(
i + j2t+ j3t2

)
dt

F = i
(
t2 − t2

)
+ j
(
t3 − t4

)
+ k

(
t− t6

)
και ∫

C

F · dr=

∫ 1

0

((
t3 − t4

)
· 2t+

(
t− t6

)
· 3t2

)
dt

=

(
2t5

5
− 2t6

6
+

3t4

4
− 3t9

9

)t=1

t=0

=
29

60
.

9.2.15. Να υπολογιστει το
∫
C

F · dr οπου F = ixy + jyz + kzx και C ειναι η r (t) =
it+ jt2 + kt3, t ∈ [0, 1].

Λυση. Εχουµε

dr=
(
i + j2t+ k3t2

)
dt

F = it3 + jt5 + kt4

και ∫
C

F · dr =

∫ 1

0

(
t3 + 2t6 + 3t6

)
dt=

(
t4

4
+

5t7

7

)t=1

t=0

=
27

28
.

9.2.16. Να υπολογιστει το
∫
C

F · dr οπου F = ix + jz + ky και C ειναι η ελικα r (t) =
i cos t+ j sin t+ kt, t ∈ [0, π/2].

Λυση. Εχουµε

dr= (−i sin t+ j cos t+ k) dt

F = i cos t+ jt+ k sin t

και ∫
C

F · dr =

∫ π/2

0

(− cos t sin t+ t cos t+ sin t) dt=

(
cos2 t

2
+ t sin t

)t=π/2
t=0

=
π

2
− 1

2
.
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9.2.17. ∆ειξτε οτι το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr, οπου F = i (3 + 2xy) + j (x2 − 3y2), δεν
εξαρταται απο την C.

Λυση. Αν ϑεσουµε P = 3 + 2xy, Q = x2− 3y2, παρατηρουµε οτι Py = 2x = Qx οποτε
το
∫
C

F · dr ειναι ανεξαρτητο του δροµου ολοκληρωσης C.

9.2.18. ∆ειξτε οτι το ολοκληρωµα
∫
C

F ·dr, οπου F = i (ex cos y + yz)+j (xz − ex sin y)+
k (xy + z), δεν εξαρταται απο την C.

Λυση. Για να δειξουµε το Ϲητουµενο πρεπει να ϐρουµε µια συναρτηση φ (x, y, z)
τετοια ωστε ∇φ = F, δηλ.

φx = ex cos y + yz, φy = xz − ex sin y, φz = xy + z.

Ολοκληρωνοντας τησν φx ως προς x εχουµε

φ =

∫
φxdx =

∫
(ex cos y + yz) dx = ex cos y + xyz + g (y, z) .

Παραγωγιζουµε ως προς y. Θα πρεπει να εχουµε

xz − ex sin y = φy = xz − ex sin y + gy ⇒ gy = 0.

Ολοκληρωνουµε ως προς y και εχουµε

g =

∫
0dy = h (z)

οποτε
φ = xyz + ex cos y + h (z) .

Τωρα παραγωγιζουµε ως προς z και εχουµε

xy + z = φz = xy +
dh

dz
⇒ dh

dz
= z ⇒ h (z) =

z2

2
+ d.

Οποτε τελικα

φ (x, y, z) = xyz + ex cos y +
z2

2
+ d.

Πραγµατι, ευκολα επαληθευουµε οτι ∇φ = F και αρα το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr δεν
εξαρταται απο την C.

9.2.19. Υπολογιστε το
∫
C

F · dr, αν F = i (3 + 2xy) + j (x2 − 3y2) και C η καµπυλη
r (t) = iet sin t+ jet cos t, t ∈ [0, π].

Λυση. Εχουµε ηδη δει οτι το
∫
C

F · dr ειναι ανεξαρτητο του δροµου ολοκληρωσης.
Αρα υπαρχει συναρτηση φ (x, y) τετοια F =∇φ. Θα πρεπει λοιπον να ειναι

i (3 + 2xy) + j
(
x2 − 3y2

)
= iφx + jφy

δηλ.
φx = 3 + 2xy, φy = x2 − 3y2.
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Ολοκληρωνοντας την πρωτη εχουµε

φ (x, y) =

∫
φxdx =

∫
(3 + 2xy) dx = 3x+ x2y + c (y) ,

επειδη η c (y) ειναι σταθερα µονο ως προς x, αλλα µπορει να εξαρταται απο το y (η
ολοκληρωση ηταν ως προς x). Αν τωρα παραγωγισουµε την φ (x, y) = 3x+ x2y + c (y) ως
προς y παιρνουµε

x2 − 3y2 = φy = x2 +
dc

dy
.

Αρα
dc

dy
= −3y2 ⇒ c (y) = −y3 + d.

Τελικα λοιπον εχουµε
φ (x, y) = 3x+ x2 − y3 + d

και ∫
C

F · dr=

∫ t=π

t=0

∇φ · dr = φ (x (π) , y (π))− φ (x (0) , y (0))

=
(

3et sin t+
(
et sin t

)2 −
(
et cos t

)3
)t=π
t=0

= e3π + 1.

9.2.20. ∆ειξτε οτι το ολοκληρωµα
∫
C

F ·dr, οπου F = i (x− y) + j (x− 2), εξαρταται απο
την C.

Λυση. Αν ϑεσουµε P = x− y, Q = x− 2, παρατηρουµε οτι Py = −1 6= 1 = Qx οποτε
το
∫
C

F · dr δεν ειναι ανεξαρτητο του δροµου ολοκληρωσης C.

9.2.21. ∆ειξτε οτι το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr, οπου F = iy2 + j (2xy + e3z) + k3ye3z, δεν
εξαρταται απο την C.

Λυση. Για να δειξουµε το Ϲητουµενο πρεπει να ϐρουµε µια συναρτηση φ (x, y, z)
τετοια ωστε ∇φ = F, δηλ.

φx = y2, φy = 2xy + e3z, φz = 3ye3z.

Ολοκληρωνοντας τησν φx ως προς x εχουµε

φ =

∫
φxdx =

∫
y2dx = xy2 + g (y, z) .

Παραγωγιζουµε ως προς y. Θα πρεπει να εχουµε

2xy + e3z = φy = 2xy + gy ⇒ gy = e3z.

Ολοκληρωνουµε ως προς y και εχουµε

g =

∫
gydy = ye3z + h (z)
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οποτε
φ = xy2 + ye3z + h (z) .

Τωρα παραγωγιζουµε ως προς z και εχουµε

3ye3z = φz = 3ye3z +
dh

dz
⇒ dh

dz
= 0⇒ h (z) = d.

Οποτε τελικα
φ (x, y, z) = xy2 + ye3z + d.

Πραγµατι, ευκολα επαληθευουµε οτι

∇φ = iy2 + j
(
2xy + e3z

)
+ k3ye3z = F

και αρα το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr δεν εξαρταται απο την C.

9.2.22. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr, οπου F = iyz + jxz + kxy επι της C η
οποια ειναι το ευθυγραµµο τµηµα που ενωνει τα σηµεια (−1, 3, 9) και (1, 6,−4).

Λυση. Παρατηρουµε οτι F = ∇φ οπου φ = xyz. Οποτε∫
C

F · dr= φ (1, 6,−4)− φ (−1, 3, 9) = 1 · 6 · (−4)− (−1) · 3 · 9 = −24 + 27 = 3.

9.2.23. Υπολογιστε το
∫
C

F · dr, αν F = iy + jx + k4 και C το ευθυγραµµο τµηµα που
ενωνει το (1, 1, 1) και το (2, 3,−1).

Λυση. Ειναι F = ∇φ, φ = xy + 4z + c. Οποτε∫
C

F · dr = φ (2, 3,−1)− φ (1, 1, 1) = 2 · 3 + 4 · (−1) + c− 1 · 1− 4 · 1− c = −3

9.2.24. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr οπου F = ix4 + jxy και C ειναι το τριγωνο
µε κορυφες (0, 0), (1, 0), (0, 1).

Λυση. Θα µπορουσαµε να υπολογισουµε το επικαµπυλιο ολοκληρωµα. Οµως αντ΄
αυτου ϑα χρησιµοποιησουµε το Θεωρηµα του Green. Εχουµε∫

C

F · dr=

∫ ∫
D

(Qx − Py) dydx=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(y − 0) dydx=

∫ 1

0

(
y2

2

)y=1−x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(1− x)2

2
dx =

(
−1

6
(1− x)3

)x=1

x=0

=
1

6
.

9.2.25. Επαληυευστε το Θεωρηµα του Green για την F = i (x− y) + jx και τον κυκλο
x2 + y2 = 1.

Λυση. Παραµετριζουµε τον κυκλο ως

r (t) = i cos t+ j sin t, t ∈ [0, 2π] .
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Εχουµε ∫
C

F · dr=

∫ 2π

0

(i (cos t− sin t) + j cos t) · (−i sin t+ j cos t) dt

=

∫ 2π

0

(
− cos t sin t+ sin2 t+ cos2 t

)
dt

=

∫ 2π

0

(1− cos t sin t) dt = 2π.

και ∫ ∫
D

(Qx − Py) dydx=

∫ ∫
D

(1 + 1) dydx=2

∫ 2π

0

∫ 1

0

ρdρdθ = 2π.

9.2.26. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫
C

F ·dr οπου F = i
(
3y − esinx

)
+ j
(

7x+
√

1 + y4
)

και C ειναι ο κυκλος x2 + y2 = 9.
Λυση. Θα µπορουσαµε να υπολογισουµε το επικαµπυλιο ολοκληρωµα. Οµως αντ΄

αυτου ϑα χρησιµοποιησουµε το Θεωρηµα του Green. Εχουµε∫
C

F · dr=

∫ ∫
D

(Qx − Py) dydx=

∫ ∫
D

(7− 3) dydx=4

∫ 2π

0

∫ 3

0

ρdρdθ

=4

∫ 2π

0

(
ρ2

2

)ρ=3

ρ=0

dθ = 36π.

9.2.27. Υπολογιστε το ολοκληρωµα
∫
C

F·dr οπου F = −iy2+jxy καιC ειναι το τετραγωνο
µε κορυφες τις (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

Λυση. Χρησιµοποιουµε το Θεωρηµα του Green. Εχουµε∫
C

F·dr=

∫ ∫
D

(Qx − Py) dydx=

∫ ∫
D

(y − (−2y)) dydx= −
∫ 1

0

∫ 1

0

3ydydx = 3

∫ 1

0

(
y2

2

)y=1

y=0

dx =
3

2
.

9.2.28. Βρειτε το εµβαδον που περικλειει η ελλειψη C : x2

a2 + y2

b2
≤ 1.

Λυση. Η ελλειψη εχει παραµετριση x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π]. Το δε εµβαδον
το οποιο αυτη περικλειει ειναι∫ ∫

D

dxdy =
1

2

∮
C

xdy − ydx =
1

2

∫ 2π

0

a cos t · b cos tdt− b sin t · a sin tdt

=
ab

2

∫ 2π

0

(
cos2 t+ sin2 t

)
dt = πab.

9.2.29. Βρειτε το εµβαδον που περικλειει η αστεροειδης r (t) = i cos3 t + j sin3 t, t ∈
[0, 2π].

Λυση. ∆ειτε το σχηµα. Εχουµε

dx = −3 cos2 t sin tdt, dx = 3 sin2 t cos tdt,



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 119

Το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

dxdy =
1

2

∮
C

xdy − ydx =
3

2

∫ 2π

0

(
cos t sin2 t cos t+ sin t cos2 t sin t

)
dt

=
3

2

∫ 2π

0

cos2 t sin2 t
(
cos2 t+ sin2 t

)
dt =

3

2

∫ 2π

0

cos2 t sin2 tdt

=
3

8

∫ 2π

0

sin2 2tdt =
3

8

∫ 2π

0

1− cos 4t

2
dt =

3π

8
.

Λυση.

9.2.30. Βρειτε το εµβαδον που περικλειει η αστεροειδης r (t) = it2 + j
(
t3

3
− t
)
, t ∈[

−
√

3,
√

3
]
.

Λυση. ∆ειτε το σχηµα. Εχουµε

dx = 2tdt, dx =
(
t2 − 1

)
dt,

Το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

dxdy =
1

2

∮
C

xdy − ydx =
1

2

∫ √3

−
√

3

(
t2
(
t2 − 1

)
−
(
t3

3
− t
)

2t

)
dt

=
1

2

∫ √3

−
√

3

(
t4

3
+ t2

)
dt =

1

2

(
t5

15
+
t3

3

)t=√3

t=−
√

3

=
8
√

3

5
.

9.3 Αλυτα Προβληµατα

9.3.1. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = it+ jt2 + k4
3
t3/2 για t ∈ [0, 1].

Απ. 2.

9.3.2. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = i sin t + j5t + k2 cos t για t ∈
[−10, 10].

Απ. 20
√

29.

9.3.3. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = it2+j (sin t− t cos t)+k (cos t+ t sin t)
για t ∈ [0, π].

Απ.
√

5π2/2.

9.3.4. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = i
√

2t+ jet + k4
3
e−t για t ∈ [0, 1].

Απ. e− e−1.

9.3.5. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = it2 + j2t+ k ln t για t ∈ [1, e].
Απ. e2.

9.3.6. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης r (t) = i + jt2 + kt3 για t ∈ [0, 1].
Απ.

(
133/2 − 8

)
/27.
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9.3.7. Να υπολογιστει το µηκος της καµπυλης C : i cos t + j sin t + kt, t1 = 0, t2 =
π. Κατοπιν να υπολογιστουν οι συντεταγµενες του κεντρου µαζας, υποθετωντας οτι η
πυκνοτητα ειναι σταθερη.

Απ. π
√

2, (0, 2/π, π/2).

9.3.8. Να υπολογιστει το
∫
C

ds
x−y οπου C : it+ j

(
t
2
− 2
)
, t1 = 0, t2 = 4.

Απ.
√

5 ln 2.

9.3.9. Να υπολογιστει το
∫
C
xyds οπου C : το ορθογωνιο µε κορυφες (0, 0, 0), (4, 0, 0),

(4, 2, 0), (0, 2, 0).
Απ. 24.

9.3.10. Να υπολογιστει το
∫
C

(x2 + y2)
n
dsοπου C : ia cos t+ ja sin t, t1 = 0, t2 = 2π.

Απ. 2πa2n+1.

9.3.11. Να υπολογιστει το
∫
C

z2

x2+y2
ds οπου C : ia cos t+ ja sin t+ kat, t1 = 0, t2 = 2π.

Απ. 8π2a
√

2/3.

9.3.12. Να υπολογιστει το
∫
C

(
2z −

√
x2 + y2

)
ds οπου C : it cos t+ jt sin t+ kt, t1 = 0,

t2 = 2π.
Απ.

(
(1 + 2π2)

3/2 − 1
)

2
√

2/3.

9.3.13. Να υπολογιστει το
∫
C

(x− y) ds οπου C : x2 + y2 = ax.
Απ. πa2/2.

9.3.14. Να υπολογιστει το
∫
C
x
√
x2 − y2ds οπου C : (x2 + y2)

2
= a2 (x2 − y2).

Απ. 2a3
√

2/3.

9.3.15. Να υπολογιστει το
∫
C

arctan y
x
ds οπου C : x = a cos t, y = a sin t, z = at, t1 = 0,

t2 = 2π.
Απ. 8aπ3/

√
2/3.

9.3.16. Να υπολογιστει το
∫
C
xyzds οπου C : x2 + y2 + z2 = R2 και x2 + y2 = R2

4
και

x, y, z ≥ 0.
Απ. R4

√
3/32.

9.3.17. Να υπολογιστουν οι ϱοπες αδρανειες ως προς τους αξονες x, y και z της καµπυλης
C : i cos t+ j sin t+ kt/2π, t1 = 0, t2 = 2π, υποθετωντας οτι η πυκνοτητα ειναι σταθερη.

Απ. 5
6

√
1 + 4π2, 5

6

√
1 + 4π2,

√
1 + 4π2.

9.3.18. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = ixy + j (y − x),r (t) = it + jt και
0 ≤ t ≤ 1.

Απ. 1/3.

9.3.19. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = ixy + j (y − x), r (t) = it+ jt2 και
0 ≤ t ≤ 1.

Απ. 1/12.
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9.3.20. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i2xy + jx2, r (t) = it + jt και
0 ≤ t ≤ 1.

Απ. 1.

9.3.21. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i2xy + jx2, r (t) = it + jt2 και
0 ≤ t ≤ 1.

Απ. 1.

9.3.22. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = iy + j2x και r (t) ειναι η επιβατικη
ακτινα της ελλειψης x2

a2 + y2

b2
.

Απ. πab.

9.3.23. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i (2y + 3) + jxz+ k (yz − x),r (t) =
i2t2 + jt+ kt3 και 0 ≤ t ≤ 2.

Απ. 8728/105.

9.3.24. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i3x2 + j (2xz − y) + kz και r (t) =
i2t2 + jt+ k (4t− 1) t και −1 ≤ t ≤ 1.

Απ. −8/5.

9.3.25. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i3x2 + j (2xz − y) + kz και r (t) =

it+ j t
2

4
+ k3t3

8
και 0 ≤ t ≤ 1.

Απ. 141/128.

9.3.26. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i (2y + 3) + jxz + k (yz − x) και η
r (t) συνδεει τα σηµεια (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1), (2, 1, 1).

Απ. 29/3.

9.3.27. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου F (r) = i (2x+ y2) + j (3y − 4x) και C ειναι
το τριγωνο µε κορυφες (0, 0), (2, 1), (3, 0).

Απ. 7.

9.3.28. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) ·dr οπου F (r) = i (x− y) + j (x+ y) +kz, C = C1C2

και C1 : y = x2, C2 : y =
√
x (0 ≤ x ≤ 1).

Απ. 2/3.

9.3.29. Να υπολογιστει το
∫
C

F (r) · dr οπου r (t) = ix + jy + k (x+ y − 1) και C ειναι
το ευθυγραµµο τµηµα απο (1, 1, 1) ως (2, 3, 4).

Απ. 13.

9.3.30. Να υπολογιστει το
∫
C

(−x cos ydx+ y sinxdy) οπου C ειναι το ευθυγραµµο τµη-
µα που συνδεει τα (0, 0) και (π, 2π).

Απ. 4π.

9.3.31. Να υπολογιστει το
∫
C

(x2 + y2) dy οπου C ειναι η τεθλασµενη γραµµη που συν-
δεει τα (0, 0) , (2, 0) , (4, 4),(0, 4).

Απ. 37/3.
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9.3.32. Να υπολογιστει το
∫
C

((2a− y) dx− (a− y) dy) οπου C ειναι το πρωτο τοξο της
x = a (t− sin t), y = a (1− cos t).

Απ. πa2..

9.3.33. Να υπολογιστει το
∫
C
x2dy−y2dx
x5/3+y5/3

οπου C ειναι το πρωτο τοξο της x = R cos3 t,
y = R sin3 t, απο το σηµειο (R, 0) ως το (0, R) .

Απ. 3
16
πR4/3.

9.3.34. Να υπολογιστει το
∫
C

(yzdx+ zxdy + xydz) οπου C ειναι η x = R cos t, y =
R sin t, z = at

2π
και t ∈ [0, 2π] .

Απ. 0.

9.3.35. Να υπολογιστει το
∫
C

xdx+ydy+zdz√
x2+y2+z2−x−y−2z

οπου C ειναι το ευθυγραµµο τµηµα απο

(1, 1, 1) ως (4, 4, 4) .
Απ. 3

√
3.

9.3.36. ∆ειξτε οτι το
∫
C

((yx3 + ey) dx+ (xy3 + xey − 2y) dy) οπου C ειναι τυχουσα κ-
λειυστη καµπυλη, συµµετρικη ως προς το (0, 0).

9.3.37. ∆ειξτε οτι το
∫
C
xdy−ydx
x2+y2

= 2π για οποιαδηποτε κλειστη καµπυλη C περιλαµβανει
το (0, 0).

9.3.38. Να επαληθευτει το Θεωρηµα του Green για το ολοκληρωµα
∫
C

((1− x2) ydx+ x (1 + y2) dy)
οπου C : ο κυκλος µε κεντρο το (0, 0) και ακτινα R.

Απ. πR4/2.

9.3.39. Να επαληθευτει το Θεωρηµα του Green για το ολοκληρωµα
∫
C

((xy + x+ y) dx+ (xy + x− y) dy)
οπου C : η ελλειψη 4x2 + y2 = 4.

Απ. 0.

9.3.40. Να επαληθευτει το Θεωρηµα του Green για το ολοκληρωµα
∫
C

((
x2y + y3

3
+ yexy

)
dx+ (x+ xexy) dy

)
οπου C : το ηµικυκλιο x2 + y2 = 1 και y ≥ 0.

Απ. π/4.

9.3.41. Αφου δειχτει οτι το
∫
C

(xdx− y2dy + zdz) λαµβανει σταθερη τιµη για οποιαδη-
ποτε απλη C αρχιζει στο (x1, y1, z1) και καταληγει στο (x2, y2, z2), να υπολογιστει αυτη η
τιµη.

Απ. Ειναι φ (x2, y2, z2)− φ (x1, y1, z1) οπου φ (x, y, z) = 1
2

(x2 + z2)− 1
3
y3).

9.3.42. Αφου δειχτει οτι το
∫
C

(yzdx+ xzdy + xydz) λαµβανει σταθερη τιµη για οποιαδη-
ποτε απλη C αρχιζει στο (x1, y1, z1) και καταληγει στο (x2, y2, z2), να υπολογιστει αυτη η
τιµη.

Απ. Ειναι φ (x2, y2, z2)− φ (x1, y1, z1) οπου φ (x, y, z) = xyz.

9.3.43. Εστω F (r) = i (4xy − 3x2z2) + j2x2 − 2x3zk. Να δειχτει οτι το
∫
C

F (r) · dr
εξαρταται µονο απο τα ακρα της C.

Υποδ. Χρησιµοποιειστε την συναρτηση φ (x, y, z) = 2x2y − x3z2.
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9.3.44. Εστω F (r) = i (y2 cosx+ z3) + j (2y sinx− 4) + k (3xz2 + 2). Να δειχτει οτι το∫
C

F (r) · dr εξαρταται µονο απο τα ακρα της C.
Υποδ. Χρησιµοποιειστε την συναρτηση φ (x, y, z) = y2 sinx+ xz3 − 4y + 2z).

9.3.45. Ειναι αληθεια οτι το
∫
C
xdx+ydy√
x2+y2

λαµβανει σταθερη τιµη για οποιαδηποτε απλη C

αρχιζει στο (x1, y1) και καταληγει στο (x2, y2); Αν ναι, να υπολογιστει αυτη η τιµη.
Υποδ. Χρησιµοποιειστε την συναρτηση

√
x2 + y2.

9.3.46. Ειναι αληθεια οτι το
∫
C
−yzdx+zxdy+xydz

(x−yz)2 λαµβανει σταθερη τιµη για οποιαδηποτε
απλη C αρχιζει στο (x1, y1, z1) και καταληγει στο (x2, y2, z2); Αν ναι, να υπολογιστει αυτη
η τιµη.

Υποδ. Χρησιµοποιειστε την συναρτηση yz/ (x− yz).

9.3.47. Να υπολογιστει το
∫ (2,1,3)

(1,−1,2)
(xdx− y2dy + zdz) κατα µηκος τυχουσας καµπυλης

C.
Απ. 10/3.

9.3.48. Να υπολογιστει το
∫ (3,2,1)

(0,2,3)
(yzdx+ zxdy + xydz) κατα µηκος τυχουσας καµπυλης

C.
Απ. 0.

9.3.49. Να υπολογιστει το εµβαδον του χωριου που περικλειει η καµπυλη r (t) = ia cos t+
jb sin t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Απ. πab.

9.3.50. Να υπολογιστει το εµβαδον του χωριου που περικλειει η καµπυλη r (t) = ia cos3 t+
ja sin3 t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Απ. 3
8
πa2.

9.3.51. Να υπολογιστει το εµβαδον του χωριου που περικλειει η καµπυλη r (t) = i (2a cos t− a cos 2t)+
j (2a sin t− a sin 2t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Απ. 6πa2.
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Βαθµωτα και ∆ιανυσµατικα Πεδια

10.1 Θεωρια

10.1.1. Βαθµωτο πεδιο ειναι απλα µια συναρτηση µε πεδιο ορισµου το R3 και πεδιο
τιµων το R.

10.1.2. Π.χ. η ϑερµοκρασια σε ενα χωρο δινεται απο µια συναρτηση φ (r) = φ (x, y, z).
Γενικα, ενα ϐαθµωτο πεδιο εχει την µορφη φ : R3 → R και (χρησιµοποιωντας r =
ix+ jy + kz) µπορει να γραφτει σε οποιαδηποτε απο τις πρακατω µορφες

φ (r) = φ (ix+ jy + kz) = φ (x, y, z) .

10.1.3. Υπαρχουν και συναρτησεις οι οποιες εχουν πεδιο ορισµου και πεδιο τιµων το R3.
Π.χ. ενα πεδιο δυναµεων στον χωρο γραφεται

F (x, y, z) = P (x, y, z) i +Q (x, y, z) j +R (x, y, z) k.

F (r) = P (r) i +Q (r) j +R (r) k.

Θα αποκαλουµε τετοιου τυπου συναρτησεις διανυσµατικα πεδια.

10.1.4. Το οριο της φ (r) οριζεται ως εξης

lim
r→r0

φ (r) = φ0 ⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |r− r0| < δ ⇒ |φ (r)− φ0| < ε) .

10.1.5. Λεµε οτι η φ (r) ειναι συνεχης στο σηµειο r0 αν εχουµε

lim
r→r0

φ (r) = φ0.

10.1.6. Το οριο της F (r) οριζεται ως εξης

lim
r→r0

F (r) = F0 ⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |r− r0| < δ ⇒ |F (r)− F0| < ε) .

124
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10.1.7. Λεµε οτι η F (r) ειναι συνεχης στο σηµειο r0 αν εχουµε

lim
r→r0

F (r) = F (r0) .

10.1.8. Εστω διανυσµατικο πεδιο F (x, y, z) = P (x, y, z) i + Q (x, y, z) j + R (x, y, z) k.
∆ιανυσµατικη γραµµη του πεδιου λεγεται µια καµπυλη r (t) = ix (t) + jy (t) + kz (t) της
οποιας η εφαπτοµενη σε καθε σηµειο (x, y, z) ειναι παραλληλη µε το πεδιο F (x, y, z).

10.1.9. Για µια συναρτηση F (x, y, z) µπορουµε να ορισουµε τις µερικες παραγωγους
(Fx, Fy, Fz, Fxx, Fxy, Fxz, ...) ως εξης

Fx (x, y, z) =
∂

∂x
F (x, y, z) = lim

∆x→0

F (x+ ∆x, y, z)− F (x, y, z)

∆x
,

µε αντιστοιχο τροπο οριζονται οι Fy,Fz,Fxx, ... κτλ.

10.1.10. Εχουµε ηδη δει οτι µπορουµε να συνδυασουµε ολες τις µερικες παραγωγους της
φ (x, y, z) σε µια διανυσµατικη παραγωγο, την κλιση της φ (x, y, z), η οποια συµβολιζεται
gradφ και οριζεται ως εξησ:

gradφ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂x
+ k

∂φ

∂x
.

Επισης εχουµε δει οτι µπορουµε να γραψουµε την κλιση της φ ως

gradφ = ∇φ

και την ολικη παραγωγο ως

dφ

dt
= ∇φ · dr

dt
=

(
∂φ

∂x
i +

∂φ

∂y
j +

∂φ

∂z
k

)
·
(
dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k

)
.

10.1.11. Η αποκλιση ενος διανυσµατικου πεδιου F συµβολιζεται µε divF και οριζεται
ως εξης :

divF = ∇ · F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

10.1.12. Η περιστροφη ενος διανυσµατικου πεδιου F συµβολιζεται µε rotF και οριζεται
ως εξησ:

rotF = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = i

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
− j

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
+ k

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

10.1.13. Ισχυουν τα εξης

∇ · (φF) = (∇φ) · F + φ (∇ · F)

∇× (φF) = (∇φ)× F + φ (∇× F)

∇× (∇φ) = 0

∇ · (F×G) = (∇× F) ·G− F · (∇×G)

∇×∇φ = 0

∇ · (∇× F) = 0.
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10.1.14. Ενα διανυσµατικο πεδιο F λεγεται συντηρητικο ανν υπαρχει συναρτηση φ τετοια
ωστε ∇φ = F. Η φ λεγεται δυναµικο του F.

10.1.15. Αν η φ ειναι το δυναµικο του F = iP+jQ+kR, τοτε ισχυει

φ (x, y, z) =

∫ x

x0

P (x, y, z) dx+

∫ y

y0

Q (x0, y, z) dy +

∫ z

z0

R (x0, y0, z) dz (10.1)

οπου τα x0, y0, z0 ειναι αυθαιρετα.

10.1.16. Αν το διανυσµατικο πεδιο F ειναι συντηρητικο, τοτε το ολοκληρωµα
∫
C

F · dr
ειναι ανεξαρτητο του δροµου ολοκληρωσης για καθε καµπυλη C.

10.1.17. Ενα διανυσµατικο πεδιο F λεγεται αστροβιλο ανν ∇× F = 0.

10.1.18. Ενα διανυσµατικο πεδιο F ειναι αστροβιλο ανν ειναι συντηρητικο.

10.1.19. Ενα διανυσµατικο πεδιο F λεγεται σληνοειδες ανν ∇ · F = 0.

10.1.20. Ενα διανυσµατικο πεδιο F ειναι σωληνοειδες ανν υπαρχει αλλο πεδιο G τετοιο
ωστε F = ∇×G. Τοτε το G λεγεται διανυσµατικο δυναµικο του F.

10.2 Λυµενα Προβληµατα

10.2.1. Αν F (x, y, z) = ixz + jxyz − ky2 να υπολογιστουν οι ∇ · F, ∇× F.
Λυση. Εχουµε

∇ · F=

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
·
(
ixz + jxyz − ky2

)
=

∂

∂x
(xz) +

∂

∂y
(xyz)− ∂

∂z

(
y2
)

= z + xz.

και

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz xyz −y2

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

xyz −y2

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

xz −y2

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

xz xyz

∣∣∣∣
= i (−2y − xy)− j (−x) + k (yz)

= −i (2y + xy) + jx+ kyz.

10.2.2. Αν F (x, y, z) = i sin z + jxey + ky2 να υπολογιστουν οι ∇ · F, ∇× F.
Λυση. Εχουµε

∇ · F=

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
·
(
i sin z + jxey + ky2

)
=

∂

∂x
(sin z) +

∂

∂y
(xey) +

∂

∂z

(
y2
)

= xey.
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και

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

sin z xey y2

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

xey y2

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

sin z y2

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

sin z xey

∣∣∣∣
= i (2y − 0)− j (0− cos z) + k (ey − 0)

= i2y + j cos z + key.

10.2.3. Να αποδειχτει οτι ∇× (∇φ) = 0.
Λυση. Εχουµε

∇× (∇φ)=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

∂φ
∂y

∂φ
∂z

∣∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

∂φ
∂x

∂φ
∂z

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∣∣∣∣∣
= i

(
∂

∂y

∂φ

∂z
− ∂

∂x

∂φ

∂z

)
− j

(
∂

∂x

∂φ

∂z
− ∂

∂z

∂φ

∂x

)
+ k

(
∂

∂x

∂φ

∂y
− ∂

∂y

∂φ

∂x

)
= 0.

10.2.4. Αν c = ic1+jc2+kc3 ειναι ενα σταθερο διανυσµα, και r = ix+jy+kz, να δειχτει
οτι ∇× (c× r) = 2c.

Λυση. Εχουµε

∇× (c× r) = ∇×

∣∣∣∣∣∣
i j k
c1 c2 c3

x y z

∣∣∣∣∣∣ = ∇× (i (c2z − c3y)− j (c1z − xc3) + k (c1y − c2x))

=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

(c2z − c3y) − (c1z − xc3) (c1y − c2x)

∣∣∣∣∣∣ .
= i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

− (c1z − xc3) (c1y − c2x)

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

(c2z − c3y) (c1y − c2x)

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

(c2z − c3y) − (c1z − xc3)

∣∣∣∣
= i (c1 + c1)− j (−c2 − c2) + k (c3 + c3) = 2c.

10.2.5. Να υπολογιστει το ∇× (rg (r)), οπου r = ix+jy+kz και r = ‖r‖.
Λυση. Εχουµε

∂g (r)

∂x
=
∂g
(√

x2 + y2 + z2
)

∂x
=
∂g

∂r
·
∂
(√

x2 + y2 + z2
)

∂x
=
∂g

∂r
· x√

x2 + y2 + z2
=
∂g

∂r
· x
r

και οµοιως
∂g

∂y
=
∂g

∂r
· y
r
,

∂g

∂y
=
∂g

∂r
· z
r
.
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Επισης
rg (r) = ixg (r) +jyg (r) +kzg (r)

και αρα

∇× (rg (r)) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xg (r) yg (r) zg (r)

∣∣∣∣∣∣ .
= i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

yg (r) zg (r)

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

xg (r) zg (r)

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

xg (r) yg (r)

∣∣∣∣
= i

(
z
∂g

∂y
− y∂g

∂z

)
− j

(
z
∂g

∂x
− x∂g

∂z

)
+ k

(
y
∂g

∂x
− x∂g

∂y

)
=
∂g

∂r
·
(
i
zy − yz

r
+ i

zx− xz
r

+ i
xy − yx

r

)
= 0.

10.2.6. Εστω F = iP + jQ+kR. Να δειχτει οτι, αν ∇×F = 0, τοτε ∇· (F× r) =0, οπου
r = ix+jy+kz.

Λυση. Εχουµε

0 =∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣⇒


∂R
∂y

= ∂Q
∂z

∂P
∂z

= ∂R
∂x

∂Q
∂x

= ∂P
∂y

.

Επισης

∇ · (F× r) =

∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R
x y z

∣∣∣∣∣∣
=

∂

∂x
(Qz −Ry)− ∂

∂y
(Pz −Rx) +

∂

∂z
(Py −Qx)

= z

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
+ y

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+ x

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
= 0.

10.2.7. Να δειχτει οτι, αν ∇2φ=0, τοτε το πεδιο ∇φ ειναι αστροβιλο και σωληνοειδες.
Λυση. Το πεδιο∇φ ειναι προφανως αστροβιλο, αφου, οπως ειναι γνωστο,∇×(∇φ ) =

0. Επισης εχουµε

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
=0. (10.2)

και
∇φ = i

∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
+ k

∂φ

∂z

οποτε, απο την (10.2) εχουµε

∇ · ∇φ =
∂

∂x

∂φ

∂x
+

∂

∂y

∂φ

∂y
+

∂

∂z

∂φ

∂z
=
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= 0

αρα το πεδιο ειναι και σωληνοειδες.
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10.2.8. Να δειχτει οτι το F = ixz+jxyz−ky3 δεν ειναι συντηρητικο.
Λυση. Για να ειναι το F συντηρητικο, ϑα πρεπει να ειναι και αστροβιλο, δηλ. ∇×F =

0. Αλλα

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz xyz −y3

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

xyz −y3

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

xz −y3

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

xz xyz

∣∣∣∣
= i
(
−3y2 − xy

)
− j (−x) + k (yz)

= −i
(
3y2 + xy

)
+ jx+ kyz 6= 0.

10.2.9. Να δειχτει οτι το F = iy2z3+j2xyz3+k3xy2z2 ειναι συντηρητικο και να ϐρεθει το
δυναµικο του.

Λυση. Το F ϑα ειναι συντηρητικο ανν ειναι αστροβιλο, δηλ. ανν ∇× F = 0. Οντως

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2z3 2xyz3 3xy2z2

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

2xyz3 3xy2z2

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

y2z3 3xy2z2

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

y2z3 2xy2z2

∣∣∣∣
= i
(
6xyz2 − 6xyz2

)
− j
(
3y2z2 − 3y2z2

)
+ k

(
2yz3 − 2yz3

)
= 0.

Παιρνοντας x0 = y0 = z0 = 0 στον τυπο (10.1), η συναρτηση δυναµικου φ ϑα ειναι

φ =

∫ x

0

y2z3dx+

∫ y

0

2 · 0 · yz3dy +

∫ z

0

3 · 0 · 02 · z2dz = xy2z3.

Οντως,

∇φ = ∇
(
xy2z3

)
= i

∂ (xy2z3)

∂x
+j
∂ (xy2z3)

∂y
+k

∂ (xy2z3)

∂z

= ixy2z3+j2xyz3+k3xy2z2 = F.

10.2.10. Να δειχτει οτι το F = ix+jy+kz ειναι συντηρητικο και να ϐρεθει το δυναµικο
του.

Λυση. Το F ϑα ειναι συντηρητικο ανν ειναι αστροβιλο, δηλ. ανν ∇× F = 0. Οντως

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y z

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

y z

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

x z

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

x y

∣∣∣∣
= i (1− 1)− j (1− 1) + k (1− 1) = 0.
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Παιρνοντας x0 = y0 = z0 = 0 στον τυπο (10.1), η συναρτηση δυναµικου φ ϑα ειναι

φ =

∫ x

0

x+

∫ y

0

ydy +

∫ z

0

zdz =
x2 + y2 + z2

2
.

Οντως,

∇φ = ∇
(
x2 + y2 + z2

2

)
= i

∂
(
x2+y2+z2

2

)
∂x

+j
∂
(
x2+y2+z2

2

)
∂y

+k
∂
(
x2+y2+z2

2

)
∂z

= ix+jy+kz = F.

10.2.11. Να δειχτει οτι το F = i (ex cos y + yz) +j (xz − ex sin y) +k (xy + z) ειναι συν-
τηρητικο και να ϐρεθει το δυναµικο του.

Λυση. Το F ϑα ειναι συντηρητικο ανν ειναι αστροβιλο, δηλ. ανν ∇× F = 0. Οντως

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ex cos y + yz xz − ex sin y xy + z

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

xz − ex sin y xy + z

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

ex cos y + yz xy + z

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

ex cos y + yz xz − ex sin y

∣∣∣∣
= i (x− x)− j (y − y) + k (z − ex sin y + ex sin y − z) = 0.

Παιρνοντας x0 = y0 = z0 = 0 στον τυπο (10.1), η συναρτηση δυναµικου φ ϑα ειναι

φ =

∫ x

0

(ex cos y + yz) dx+

∫ y

0

(− sin y) dy +

∫ z

0

zdz

= ex cos y + xyz − cos y + cos y +
z2

2
= ex cos y + xyz +

z2

2

Οντως,

∇φ = ∇
(
ex cos y + xyz +

z2

2

)

= i
∂
(
ex cos y + xyz + z2

2

)
∂x

+j
∂
(
ex cos y + xyz + z2

2

)
∂y

+k
∂
(
ex cos y + xyz + z2

2

)
∂z

= i (ex cos y + yz) +j (−ex sin y + xz) +k (xy + z) = F.

10.2.12. Να δειχτει οτι το F = i2xy+j (x2 − y) ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το
ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια (−1, 4)
και (1, 2).

Λυση. Εχουµε

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2xy x2 − y 0

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

2xy x2 − y

∣∣∣∣ = k (2x− 2x) = 0.
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Αρα το F ειναι συντηρητικο. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα εξαρτατι µονο απο τα καρα
της C.Βρισκουµε την συναρτηση δυναµικου:

φ (x, y) =

∫ x

0

2xydx+

∫ y

0

(
02 − y

)
dy = x2y − y2

2
.

Οποτε ∫
C

F · dr =φ (1, 2)− φ (−1, 4) =

(
x2y − y2

2

)(x,y)=(1,2)

(x,y)=(−1,4)

= 4.

10.2.13. Να δειχτει οτι το F = iex sin y+jex cos y ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει
το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια (0, 0)
και (1, π/2).

Λυση. Εχουµε

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ex sin y ex cos y 0

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

ex sin y ex cos y

∣∣∣∣ = k (ex cos y − ex cos y) = 0.

Αρα το F ειναι συντηρητικο. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα εξαρτατι µονο απο τα καρα
της C.Βρισκουµε την συναρτηση δυναµικου:

φ (x, y) =

∫ x

0

ex sin ydx+

∫ y

0

ex cos ydy = ex sin y − e0 sin y + sin y = ex sin y.

Οποτε ∫
C

F · dr =φ (0, 0)− φ (1, π/2) = (ex sin y)
(x,y)=(1,π/2)
(x,y)=(0,0) = e.

10.2.14. Να δειχτει οτι το F = i2xy+j (x2 + z2) +k2zy ειναι συντηρητικο και να υπολο-
γιστει το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια
(1, 1, 0) και (0, 2, 3).

Λυση. Εχουµε

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2xy x2 + z2 2zy

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

x2 + z2 2zy

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

2xy 2zy

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

2xy x2 + z2

∣∣∣∣
= i (2z − 2z)− j (0− 0) + k (2x− 2x) = 0.

Αρα το F ειναι συντηρητικο. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα εξαρταται µονο απο τα καρα
της C.Βρισκουµε την συναρτηση δυναµικου:

φ (x, y, z) =

∫ x

0

2xydx+

∫ y

0

(
02 + z2

)
dy +

∫ z

0

0dz = x2y + z2y.

Οποτε ∫
C

F · dr =φ (1, 1, 0)− φ (0, 2, 3) =
(
x2y + z2y

)(x,y,z)=(0,2,3)

(x,y,z)=(1,1,0)
= 17.
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10.2.15. Να δειχτει οτι το F = iex cos y−jex sin y+k2 ειναι συντηρητικο και να υπολο-
γιστει το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια
(0, π/2, 1) και (1, π, 3).

Λυση. Εχουµε

∇× F=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ex cos y −ex sin y 2

∣∣∣∣∣∣
=i

∣∣∣∣ ∂
∂y

∂
∂z

−ex sin y 2

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂z

ex cos y 2

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

ex cos y −ex sin y

∣∣∣∣
= i (0− 0)− j (0− 0) + k (−ex sin y + ex sin y) = 0.

Αρα το F ειναι συντηρητικο. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα εξαρταται µονο απο τα καρα
της C.Βρισκουµε την συναρτηση δυναµικου:

φ (x, y, z) =

∫ x

0

ex cos ydx−
∫ y

0

e0 sin ydy +

∫ z

0

2dz = ex cos y + 2z.

Οποτε∫
C

F · dr =φ (0, π/2, 1)− φ (1, π, 3) = (ex cos y + 2z)
(x,y,z)=(1,π,3)
(x,y,z)=(0,π/2,1) = −e+ 6− 2 = 4− e.

10.3 Αλυτα Προβληµατα

10.3.1. Για την συναρτηση F (x, y, z) = i (2x2y − x4) + j (exy − y sinx) + kz2 να υπολο-
γιστουν οι ∂F

∂x
, ∂F
∂y
, ∂F
∂z
, ∂2F
∂2x2 ,

∂2F
∂2y2

, ∂2F
∂2z2

, ∂
2F

∂x∂y
, ∂2F
∂y∂z

, ∂2F
∂z∂x

.

Απ. i (4xy − 4x3) + j (yexy − y cosx) , i2x2 + j (xexy − sinx) , k2z , i (4y − 12x2) +
j (y2exy + y sinx) , jx2exy , k2 , i4x+ j (exy + yxexy − cosx) , 0, 0.

10.3.2. Να δειχτει οτι για συναρτησεις F (x, y, z) και x (t) , y (t) , z (t) εχουµε:

d

dt
F =

∂F

∂x

dx

dt
+
∂F

∂y

dy

dt
+
∂F

∂z

dz

dt
.

10.3.3. Να ϐρεθει η αποκλιση ∇ · F και η περιστροφη ∇ × F της F (x, y, z) = ix2y3 +
jz + k sin (xy)

Απ. 2xy3, i (x cos (xy)− 1)− jy cosxy − k3x2y2.

10.3.4. Να ϐρεθει η αποκλιση ∇·F και η περιστροφη ∇×F της F (x, y, z) = iyz sinx+
jzx+ k sin (xy)

Απ. yz cosx, i (x cos (xy)− x) + j(y sinx− (cosxy) y )+ k (z − z sinx).

10.3.5. Να ϐρεθει η αποκλιση ∇ · F και η περιστροφη ∇ × F της F (x, y, z) = iz2y2 +
jxyz + kz2x2

Απ.zx+ 2zx2, −ixy + j (2zy2 − 2z2x) + k (zy − 2z2y).
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10.3.6. Να ϐρεθει η αποκλιση∇·F και η περιστροφη∇×F της F (x, y, z) = i x√
x2+y2+z2

+

j y√
x2+y2+z2

+ k z√
x2+y2+z2

Απ. 2√
x2+y2+z2

, 0 ).

10.3.7. Να ϐρεθει η αποκλιση∇·F και η περιστροφη∇×F της F (x, y, z) = xyi+ (x2 + y2) j.
Απ. 3y, xk.

10.3.8. Να ϐρεθει η αποκλιση ∇·F και η περιστροφη ∇×F της F (x, y, z) = xyzi+ z2j.
Απ. yz + 2y, −2zi+xyj− zxk.

10.3.9. Να ϐρεθει η αποκλιση∇·F και η περιστροφη∇×F της F (x, y, z) = (x+ y + z2) i+
(y + z + x2) j + (z + x+ y2) k.

Απ. 3, (2y − 1) i + (2z − 1) j+ (2x− 1) k).

10.3.10. Να ϐρεθει η αποκλιση∇·F και η περιστροφη∇×F της F (x, y, z) = (x2yz) i+
(xy2 + 2 sin z) j + (z + x) k

Απ. 2xyz + 2xy + 1, (−2 cos z) i + (x2y − 1) j+ (y2 − zx2) k).

10.3.11. Να ϐρεθει η αποκλιση ∇ · F και η περιστροφη ∇× F της F (x, y, z) = x+y
z

i +
y+z
x

j + z+x
y

k.

Απ. 1
z

+ 1
x

+ 1
y
,
(
− z+x

y2
− 1

x

)
i +
(
−x+y

z2
− 1

y

)
j+
(
−y+z

x2 − 1
z

)
k).

10.3.12. Να ϐρεθει η αποκλιση∇·F και η περιστροφη∇×F της F (x, y, z) = (x2yz) i+
(xy2 + 2 sin z) j + (z + x) k

Απ. 2xyz + 2xy + 1, (−2 cos z) i + (x2y − 1) j+ (y2 − zx2) k).

10.3.13. Αν F = c× r (οπου c ειναι σταθερο διανυσµα), να δειχτει οτι ∇× F = 2c.

10.3.14. Να δειχτει οτι ∇ · (r |r|n) = (n+ 3) |r|n.

10.3.15. Αν F (r) = − km
|r|2 r, δειξτε οτι F (r) = ∇

(
km
|r|

)
και ∇× F = 0.

10.3.16. Εστω οτι τα F (r) και G (r) ικανοποιουν ∇× F = G και ∇×G = F. ∆ειξτε
οτι ∇ · F = ∇ ·G = 0.

10.3.17. Να δειχτει οτι n∇ (A · n)−∇ (A× n) = ∇ ·A, οπου A,n σταθερα διανυσµατα,
||n|| = 1.

10.3.18. Να δειχτει οτι ∇×∇× F = ∇ (∇ · F).

10.3.19. Να δειχτει οτι ∇· (φF) =φ (∇ · F) + F · ∇φ.

10.3.20. Να δειχτει οτι ∇· (F×G) = G· (∇× F) + F · (∇×G) .

10.3.21. Να δειχτει οτι ∇· (∇φ×∇ψ) = 0.

10.3.22. Να δειχτει οτι ∇× (∇× F) = ∇ (∇ · F) .
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10.3.23. Εστω r = ix+ jy+kz και r = ‖r‖. Να δειχτει οτι : (α) ∇r = r/r, (ϐ) ∇×r = 0,
(γ) ∇ (r−1) = r/r3, (δ) ∇ (ln r) = r/r2.

10.3.24. Αν F = r/rn, υπαρχει τιµη του n τετοια ωστε ∇ · F =0;
Απ. Ναι, για n = 3.

10.3.25. Να δειχτει οτι καθε πεδιο της µορφης F = iP (y, z) + jQ (x, z) + kR (x, y) ειναι
σωληνοειδες.

10.3.26. Να υπολογιστει ∇ · F, οταν F = (a · r) r−2a · r× r.
Απ. 0.

10.3.27. Να υπολογιστει ∇ · F, οταν F = (r− r0) / ||r− r0||3.
Απ. 0.

10.3.28. Να υπολογιστει ∇ · F, οταν F = 1/ ||r− r0|| .
Απ. 0.

10.3.29. Να δειχτει οτι το F = ix+jy ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το δυναµικο
του.

Απ. φ = x2 + y2.

10.3.30. Να δειχτει οτι το F = i3y2+j6xy ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το δυναµικο
του.

Απ. φ = 3xy2.

10.3.31. Να δειχτει οτι το F = i2xey+z+jx2ey+z + kx2ey+z ειναι συντηρητικο και να υπ-
ολογιστει το δυναµικο του.

Απ. φ = x2ey+z.

10.3.32. Να δειχτει οτι το F = i2 (cos (x2 + y3))xez
2
+j3 (cos (x2 + y3)) y2ez

2
+k2 (sin (x2 + y3)) zez

2

ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το δυναµικο του.
Απ. φ = sin (x2 + y3) ez

2.

10.3.33. Να δειχτει οτι το F = i2xey+jx2ey ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το
ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια (0, 0)
και (3, 2).

Απ. 9e2.

10.3.34. Να δειχτει οτι το F = i (ex ln y − ey/x) +j (ex/y − ey lnx) ειναι συντηρητικο και
να υπολογιστει το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει
τα σηµεια (1, 1) και (3, 3).

Απ. 0.

10.3.35. Να δειχτει οτι το F = iy+jx+kz ειναι συντηρητικο και να υπολογιστει το ολοκληρω-
µα
∫
C

F·dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια (0, 0, 0) και (1, 1, 1).
Απ. 3/2.
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10.3.36. Να δειχτει οτι το F = iexy+j (ex + 2yz2) +k2y2z ειναι συντηρητικο και να υπ-
ολογιστει το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα
σηµεια (0, 0, 0) και (1, 1, 1).

Απ. e+ 1.

10.3.37. Να δειχτει οτι το F = i coshx+j6yz2+k6y2z ειναι συντηρητικο και να υπολο-
γιστει το ολοκληρωµα

∫
C

F · dr οπου C ειναι τυχουσα καµπυλη η οποια ενωνει τα σηµεια
(0, 0, 0) και (1, 1, 1).

Απ. sinh 1 + 3.

10.3.38. Να ϐρεθει η συναρτηση δυναµικου ενος σταθερου πεδιου F = ia+ jb+ kc.
Απ. φ = ax+ by + cz.

10.3.39. Να ϐρεθει η συναρτηση δυναµικου ενος πεδιου F (r) = k · r/ ||r|| .
Απ. φ = −1

2
||r||2.

10.3.40. Να ϐρεθει η συναρτηση δυναµικου ενος πεδιου F (r) = f (||r||) · r/ ||r|| .
Απ. φ (r) =

∫ ||r||
a

f (p) dp..
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Επιφανειες σε Παραµετρικη
Αναπαρασταση

11.1 Θεωρια

11.1.1. Μια επιφανεια S ειναι ενα συνολο σηµειων στον τρισδιαστατο χωρο: S ⊆ R3.

11.1.2. Εχουµε ηδη δει στο Κεφαλαιο ;; οτι µια επιφανεια S µπορει να αναπαρασταθει
απο µια εξισωση της µορφης

S : φ (x, y, z) = 0. (11.1)

δηλ.
S = {(x, y, z) : φ (x, y, z) = 0}

11.1.3. Επισης οµως, µια επιφανεια µπορει να αναπαρασταθει απο µια διανυσµατικη
διπαραµετρικη σχεση:

S : r (u, v) = ix (u, v) + jy (u, v) + kz (u, v) (11.2)

οπου (u, v) ∈ D ⊆ R2 και λεγονται παραµετροι της επιφανειας.

11.1.4. Μια ειδικη περιπτωση της (11.2) ειναι να παρουµε u = x και v = y, δηλ.

S : r (x, y) = ix+ jy + kz (x, y) . (11.3)

11.1.5. Εχουµε ηδη δει οτι, οταν η S δινεται στην µορφη φ (x, y, z) = 0, το διανυσµα το
καθετο στην επιφανεια στο σηµειο (x0, y0, z0) ειναι

n = ∇φ (x, y, z) |(x,y,z)=(x0,y0,z0).

11.1.6. Οταν η επιφανεια S δινεται στην µορφη r (u, v), ενα διανυσµα καθετο στην επι-
ϕανεια (στο σηµειο (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v)) ) ειναι το

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
= i

D (y, z)

D (u, v)
+ j

D (z, x)

D (u, v)
+ k

D (x, y)

D (u, v)
. (11.4)

136
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11.1.7. Οταν η S δινεται στην µορφη

r (x, y) = ix+ jy + kz (x, y)

η (11.4) απλοποιειται και ενα διανυσµα καθετο στην επιφανεια (στο σηµειο (x, y, z (x, y))
) ειναι το

n =
∂r

∂x
× ∂r

∂y
= −i

∂z

∂x
− j

∂z

∂y
+ k.

11.1.8. Μια επιφανεια λεγεται απλη οταν αναπαρισταται απο συνεχεις συναρτησεις και
δεν τεµνει τον εαυτο της.

11.1.9. Μια επιφανεια S λεγεται λεια οταν εχει καθετο διανυσµα σε καθε σηµειο της.
Π.χ., αν η επιφανεια δινεται στην µορφη r (u, v), τοτε ειναι λεια αν

∣∣ ∂r
∂u
× ∂r

∂v

∣∣ 6= 0 για καθε
u, v.

11.1.10. Η εξισωση της καθετης ευθειας στο (x0, y0, z0) ειναι

(r− r0)× n0 = 0

οπου r0 = r (x0, y0, z0) και n0 = n (x0, y0, z0) (το διανυσµα καθετο στην επιφανεια στο
σηµειο (x0, y0, z0)).

11.1.11. Η εξισωση του επιπεδου το οποιο εφαπτεται στην επιφανεια στο σηµειο (x0, y0, z0)
ειναι

(i (x− x0) + j (y − y0) + k (z − z0)) · n0 = 0.

11.1.12. Προσανατολισιµη ή διπλευρη λεγεται µια απλη, λεια επιφανεια S εαν εχει
δυο οψεις και δεν µπορουµε να µεταβουµε απο την µια οψη στην αλλη χωρις να δια-
τρυπησουµε την επιφανεια ή να συναντησουµε το περας αυτης (ο ορισµος αυτος ειναι
διαισθητικος, οχι αυστηρος).

11.1.13. Σε µια προσανατολισιµη επιφανεια S µπορουµε να ορισουµε την ϑετικη και την
αρνητικη οψη. Η ϑετικη πλευρα της επιφανειας εναι αυτη ϋπερανω¨ της οποιας ϐρισκεται
το µοναδιαιο διανυσµα n0 καθετο στην S.

11.1.14. Υπαρχουν και µονοπλευρες επιφανειες (π.χ. η ταινια του Moebius – δες το
προβληµα 11.2.31).

11.1.15. Μπορουµε να ϑεωρησουµε οτι µια επιφανεια ¨κτιζεται¨ απο µια οικογενεια
καµπυλων. Π.χ., εστω η επιφανεια S

r (u, v) = ix (u, v) + jy (u, v) + kz (u, v) . (11.5)

Ας δωσουµε µια σταθερη τιµη u0 στην παραµετρο u.Τοτε η (11.5) γινεται

r (u0, v) = ix (u0, v) + jy (u0, v) + kz (u0, v) , (11.6)
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δηλ. µια καµπυλη C µε παραµετρο v. Επειδη καθε σηµειο της (11.6) ικανοποιει και την
(11.5), καθε σηµειο της C ανηκει στην S. Αν τωρα ϑεωρησουµε το συνολο {r (u0, v)}u∈R
παιρνουµε µια οικογενεια καµπυλων και εχουµε

∪u0∈R {r (u0, v)}v∈R = {r (u, v)}u,v∈R = S,

δηλ. η οικογενεια καµπυλων ταυτιζεται µε την επιφανεια. Παροµοια, µπορουµε να
ϑεωρησουµε οτι η S κτιζεται απο την οικογενεια καµπυλων ∪v0∈R {r (u, v0)}u∈R οπου η v
παιρνει µια σταθερη τιµη v0 και η (11.5) γινεται

r (u, v0) = ix (u, v0) + jy (u, v0) + kz (u, v0) , (11.7)

11.2 Λυµενα Προβληµατα

11.2.1. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του επιπεδου E : x− y+ z = 2 και σχεδιαστε
το επιπεδο.

Λυση. Θετουµε u = x, v = y. Κατοπιν λυνουµε την x − y + z = 2 ως προς z και
παιρνουµε

z = 2− x+ y ⇒ z = 2− u+ v ⇒ r (u, v) = iu+ jv + k (2− u+ v) .

Η τελευταια ειναι η παραµετρικη διανυσµατικη εξισωση του επιπεδου.

11.2.2. Να ϐρεθουν τα σηµεια στα οποια η επιφανεια r (u, v) = iu+ jv + k (a− u− v)2

τεµνει τους αξονες x, y, z.
Λυση. Το σηµειο στο οποιο η επιφανεια τεµνει τον αξονα των x εχει την µορφη

r (u1, v1) = iu1 = iu1 + jv1 + k· (a− u1 − v1)2 .

Αρα
v1 = 0, (a− u1 − v1)2 = 0⇒ u1 = a.

∆ηλ. η επιφανεια τεµνει τον αξονα των x στο σηµειο (a, 0, 0). Αντιστοιχα, το σηµειο στο
οποιο η επιφανεια τεµνει τον αξονα των y εχει την µορφη r (u2, v2) = 0 οποτε τελικα
προκυπτει οτι αυτο ειναι το σηµειο (0, a, 0). Τελος, η επιφανεια τεµνει τον αξονα των z
στο σηµειο

r (u3, v3) = k (a− u3 − v3)2 = iu3 + jv3 + k· (a− u3 − v3)2 .

αρα u3 = v3 = 0 και τελικα το Ϲητυµενο σηµειο (στο οποιο η επιφανεια τεµνει τον αξονα
των z) ειναι το (0, 0, a).
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11.2.3. Βρειτε τις εξισωσεις του επιπεδου E το οποιο περναει απο το σηµειο r0 = ix0 +
jy0 + kz0 και ειναι παραλληλο στα διανυσατα a και b.

Λυση. Εστω τυχον σηµειο r = ix + jy + kz του E. Το διανυσµα r− r0 ϑα ειναι
γραµµικος συνδυασµος των a και b. ∆ηλ.

r− r0 = ua + vb⇒ r = r0 + ua + vb.

∆ηλ. η Ϲητουµενη εξισωση ϑα ειναι

r (u, v) = r0 + ua + vb, u ∈ R, v ∈ R.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.1. Βλεπουµε οτι το επιπεδο γεννιεται απο
ευθειες γραµµες παραλληλες στα διανυσµατα a και b.

Σχήµα 11.1: Η γραφικη παρασταση του επιπεδου.
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11.2.4. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της σφαιρας x2 + y2 + z2 = 22 και σχεδιαστε
αυτη.

Λυση. Σε σφαιρικες συντεταγµενες, η εξισωση σφαιρας µε ακτινα 2 ειναι R = 2. Αρα
τυχον σηµειο της σφαιρας ϑα εχει συντεταγµενες

i2 cos θ cosφ+ j2 sin θ cosφ+ k2 sinφ

Θετουµε u = θ, v = φ. Οποτε οι Ϲητουµενες εξισωσεις γινονται

r (u, v) = i2 cosu cos v + j2 sinu cos v + k2 sin v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ [0, π] .

Αυτη ειναι η παραµετρικη διανυσµατικη εξισωση της σφαιρας. Η γραφικη παρασταση
ειναι αυτη του Σχ.11.2.

Σχήµα 11.2: Η γραφικη παρασταση της σφαιρας.

Βλεπουµε οτιο η σφαιρα γεννιεται απο κυκλους οι οποιοι περνουν απο τον ϐορειο και
νοτιο πολο αυτης· αυτοι οι κυκλοι περιγραφονται απο εξισωσεις (για δοθεν u0)

r (u, v) = i2 cosu0 cos v + j2 sinu0 cos v + k2 sin v, v ∈ [0, π] ,

και απο κυκλους παραλληλους στον ισηµερινο· αυτοι οι κυκλοι περιγραφονται απο εξ-
ισωσεις (για δοθεν v0)

r (u, v) = i2 cosu cos v0 + j2 sinu cos v0 + k2 sin v0, u ∈ [0, 2π] .



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΣΕ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 141

11.2.5. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της σφαιρας (x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 =
22 και σχεδιαστε αυτη.

Λυση. Η εξισωση ειναι παροµοια µε αυτη της προηγουµενης ασκησησ:

r (u, v) = i (1 + 2 cosu cos v)+j (2 + 2 sinu cos v)+k (3 + 2 sin v) , u ∈ [0, 2π] , v ∈ [0, π] .

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη ειναι η σωστη εξισωση: εχουµε

(x (u, v)− 1)2 + (y (u, v)− 2)2 + (z (u, v)− 2)2

= (1 + 2 cosu cos v − 1)2 + (2 + 2 sinu cos v − 2)2 + (3 + 2 sin v − 3)2

= 4 cos2 u cos2 v + 4 sin2 u cos2 v + 4 sin2 v

= 4 ·
((

cos2 u+ sin2 u
)

cos2 v + sin2 v
)

= 4 ·
(
cos2 v + sin2 v

)
= 4.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.3.

Σχήµα 11.3: Η γραφικη παρασταση της σφαιρας.
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11.2.6. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του ελλειψοειδους x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 και

σχεδιαστε αυτο.
Λυση. Το ελλειψοειδες εχει παραµετρικη εξισωση (παροµοια µε αυτη της σφαιρας):

r (u, v) = ia cosu cos v + jb sinu cos v + kc sin v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

+

(
z (u, v)

c

)2

=
(a cosu cos v

a

)2

+

(
b sinu cos v

b

)2

+

(
c sin v

c

)2

= cos2 u cos2 v + sin2 u cos2 v + sin2 v

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
cos2 v + sin2 v

= cos2 v + sin2 v = 1.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.4. Απο ποιες καµπυλες γενναται το ελλειψ-
οειδες ;

Σχήµα 11.4: Η γραφικη παρασταση του ελλειψοειδους.
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11.2.7. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του µονοχωνου υπερβολοειδους x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
=

1 και σχεδιαστε αυτο.
Λυση. Το υπερβολοειδες εχει παραµετρικη εξισωση (παροµοια µε αυτη της σφαιρας):

r (u, v) = ia cosu cosh v + jb sinu cosh v + kc sinh v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη ειναι η σωστη εξισωση: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

−
(
z (u, v)

c

)2

=

(
a cosu cosh v

a

)2

+

(
b sinu cosh v

b

)2

−
(
c sinh v

c

)2

= cos2 u cosh2 v + sin2 u cosh2 v − sinh2 v

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
cosh2 v − sinh2 v

= cosh2 v − sinh2 v = 1.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.5. Απο ποιες καµπυλες γενναται το υπερ-
ϐολοειδες ;

Σχήµα 11.5: Η γραφικη παρασταση του µονοχωνου υπερβολοειδους.

11.2.8. Γραψτε παραµετρικες εξισωσεις του µονοχωνου υπερβολοειδους x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1

διαφορετικες απο αυτες της προηγουµενης ασκησης.
Λυση. Μπορουµε να χρησιµοποιησουµε τις εξισωσεις

r (u, v) = ia cosu
√

1 + v2 + jb sinu
√

1 + v2 + kcv, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

−
(
z (u, v)

c

)2

=
(a cosu

a

√
1 + v2

)2

+

(
b sinu

b

√
1 + v2

)2

−
(c
c
v
)2

=
(
cos2 u+ sin2 u

) (
1 + v2

)
− v2 = 1.

Βλεπουµε λοιπον οτι µια επιφανεια µπορει να εχει περισσοτερες απο µια παραµετρισεις.
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11.2.9. Γραψτε δυο διαφορετικες παραµετρισεις του διχωνου υπερβολοειδους x2

a2 + y2

b2
−

z2

c2
= −1 και σχεδιαστε αυτο.
Λυση. Μια δυνατη παραµετριση (δινει µονο το ανω µισο της επιφανειας) ειναι

r (u, v) = ia cosu sinh v + jb sinu sinh v + kc cosh v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη ειναι η σωστη εξισωση: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

−
(
z (u, v)

c

)2

=

(
a cosu sinh v

a

)2

+

(
b sinu sinh v

b

)2

−
(
c cosh v

c

)2

= cos2 u sinh v2v + sin2 u sinh2 v − cosh2 v

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
sinh2 v − cosh2 v = −1.

Μια αλλη παραµετριση (η οποια δινει και τα δυο µερη της επιφανειας) ειναι

r (u, v) = ia cosu
√
v2 − 1 + jb sinu

√
v2 − 1 + kcv, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R− (−1, 1) .

Πραγµατι (
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

−
(
z (u, v)

c

)2

=
(a cosu

a

√
v2 − 1

)2

+

(
b sinu

b

√
v2 − 1

)2

−
(c
c
v
)2

=
(
cos2 u+ sin2 u

) (
v2 − 1

)
− v2 = −1.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.6. Απο ποιες καµπυλες γενναται το υπερ-
ϐολοειδες ; Ποια απο τις δυο παραµετρισεις χρησιµοποιηθηκε στο Σχ. 11.6;
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Σχήµα 11.6: Η γραφικη παρασταση του διχωνου υπερβολοειδους.
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11.2.10. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του ελλειπτικου παραβολοειδους z = x2

a2 +
y2

b2
και σχεδιαστε αυτο.
Λυση. Μια απλη παραµετριση ειναι (προφανως):

r (u, v) = iu+ jv + k

(
u2

a2
+
v2

b2

)
, u ∈ R, v ∈ R.

Μια αλλη παραµετριση ειναι

r (u, v) = ia cosu
√
v + jb sinu

√
v + kcv, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

=

(
a cosu

√
v

a

)2

+

(
b sinu

√
v

b

)2

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
v = v = z (u, v) .

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.7. Βλεπουµε οτι το παραβολοειδες γεννιεται
απο τις καµπυλες

r (u0, v) = ia cosu0

√
v + jb sinu0

√
v + kcv, v ∈ R.

που ειναι παραβολες· και απο τις

r (u, v0) = ia cosu
√
v0 + jb sinu

√
v0 + kcv0, u ∈ [0, 2π] .

που ειναι ελλειψεις.

Σχήµα 11.7: Η γραφικη παρασταση του ελλειπτικου παραβολοειδους.
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11.2.11. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του υπερβολικου παραβολοειδους z = x2

a2 −
y2

b2
και σχεδιαστε αυτο.
Λυση. Μια απλη παραµετριση ειναι (προφανως):

r (u, v) = iu+ jv + k

(
u2

a2
− v2

b2

)
, u ∈ R, v ∈ R.

Μια αλλη παραµετριση ειναι

r (u, v) = ia coshu
√
v + jb sinhu

√
v + kc sin v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

−
(
y (u, v)

b

)2

=

(
a coshu

√
v

a

)2

−
(
b sinhu

√
v

b

)2

=
(
cosh2 u− sinh2 u

)
v = v = z (u, v) .

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.8. Βλεπουµε οτι το παραβολοειδες γεννιεται
απο τις καµπυλες

r (u0, v) = iu0 + jv + k

(
u2

0

a2
− v2

b2

)
, v ∈ R.

που ειναι παραβολες (στρεφουν τα κοιλα προς τα κατω)· και απο τις

r (u, v0) = iu+ jv0 + k

(
u2

a2
− v2

0

b2

)
, u ∈ R.

που ειναι επισης παραβολες (στρεφουν τα κοιλα προς τα πανω).

Σχήµα 11.8: Η γραφικη παρασταση του υπερβολικου παραβολοειδους.
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11.2.12. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του κωνου z2 = x2

a2 + y2

b2
και σχεδιαστε αυτον.

Λυση. Μια δυνατη παραµετριση ειναι η

r (u, v) = iav cosu+ jbv sinu+ kv, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

=
(a cosu

a
v
)2

+

(
b sinu

b
v

)2

=

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
· v2 = v2 = z2 (u, v) .

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.9.

Σχήµα 11.9: Η γραφικη παρασταση του κωνου.
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11.2.13. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του κυλινδρου 1 = x2

a2 + y2

b2
και σχεδιαστε

αυτον.
Λυση. Μια δυνατη παραµετριση ειναι η

r (u, v) = ia cosu+ jb sinu+ kv, u ∈ [0, 2π] , v ∈ R.

Μπορουµε ευκολα να επαληθευσουµε οτι αυτη η εξισωση ειναι σωστη: εχουµε(
x (u, v)

a

)2

+

(
y (u, v)

b

)2

=
(a cosu

a

)2

+

(
b sinu

b

)2

=

=
(
cos2 u+ sin2 u

)
= 1.

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.10.

Σχήµα 11.10: Η γραφικη παρασταση του κυλινδρου.
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11.2.14. Η επιφανεια που περιγραφεται απο την διανυσµατικη εξισωση

r (u, v) = r0 + v · (r1 (u)− r0) (11.8)

λεγεται κωνικη επιφανεια µε κορυφη το σηµειο r0 και οδηγο καµπυλη την r1 (u). Εαν η
r1 (u) ειναι ενας κυκλος, τοτε η (11.8) δινει τον «κλασικο» κωνο. Γραψτε την εξισωση και
σχεδιαστε την κωνικη επιφανεια οταν r0 = 0 και r1 (u) = i cosu+ j sinu+ k.

Λυση. Σε αυτη την περιπτωση εχουµε

r (u, v) = 0 + vr1 (u) = iv cosu+ jv sinu+ kv

η οποια ειναι η εξισωση του ¨κλασικου¨ κωνου. Πραγµατι, η εν λογω κωνικη επιφανεια
εχει κορυφη την αρχη των αξονων και οδηγο καµπυλη τον κυκλο r1 (u) ο οποιος εχει
κεντρο το σηµειο (0, 0, 1), ακτινα 1 και ϐρισκεται επι του επιπεδου z = 1 (γιατι συµβαινουν
ολα αυτα ;). Με αλλα λογια, η κυλινδρικη επιφανεια σχηµατιζεται ϕεροντας απο καθε
σηµειο του κυκλου µια ευθεια η οποια διερχεται απο το σηµειο (0, 0, 1). Η γραφικη
παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.11.

Σχήµα 11.11: Η γραφικη παρασταση του κωνου.
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11.2.15. Γραψτε την εξισωση και σχεδιαστε την κωνικη επιφανεια οταν r0 = k και
r1 (u) = i cosu+ j sinu.

Λυση. Η εν λογω κωνικη επιφανεια εχει κορυφη το σηµειο (0, 0, 1) και οδηγο καµπυλη
τον κυκλο r1 (u) ο οποιος εχει κεντρο το σηµειο (0, 0, 0), ακτινα 1 και ϐρισκεται επι του
επιπεδου z = 0.Με αλλα λογια, η κυλινδρικη επιφανεια σχηµατιζεται ϕεροντας απο καθε
σηµειο του κυκλου µια ευθεια η οποια διερχεται απο το σηµειο (0, 0, 1). Η εξισωση

r (u, v) = r0 + v · (r1 (u)− r0)

γινεται

r (u, v) = r0+v·(r1 (u)− r0) = k+v·(i cosu+ j sinu− k) . = iv cosu+jv sinu+k· (1− v) ..

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.12.

Σχήµα 11.12: Η γραφικη παρασταση του κωνου.
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11.2.16. Γραψτε την εξισωση και σχεδιαστε την κωνικη επιφανεια οταν r0 = i + j + k
και r1 (u) = i2 cosu+ j sinu.

Λυση. Η εν λογω κωνικη επιφανεια εχει κορυφη το σηµειο (1, 1, 1) και οδηγο καµπυλη
την ελλειψη x2

22 + y2 = 1 η οποια ϐρισκεται επι του επιπεδου z = 0. Με αλλα λογια, η
κυλινδρικη επιφανεια σχηµατιζεται ϕεροντας απο καθε σηµειο της ελλειψης µια ευθεια
η οποια διερχεται απο το σηµειο (1, 1, 1). Η εξισωση

r (u, v) = r0 + v · (r1 (u)− r0)

γινεται

r (u, v) = r0 + v · (r1 (u)− r0)

= i + j + k + v · (i2 cosu+ j sinu)

= i (1 + 2v cosu) + j (1 + v sinu) + k..

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.13.

Σχήµα 11.13: Η γραφικη παρασταση του κωνου.
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11.2.17. Η επιφανεια που περιγραφεται απο την διανυσµατικη εξισωση

r (u, v) = r1 (u) + v · r2 (11.9)

λεγεται κυλινδρικη επιφανεια µε γενετειρα το διανυσµα r2 και οδηγο καµπυλη την r1 (u).
Εαν η r1 (u) ειναι ενας κυκλος και το r2 παραλληλο σε ενα απο τους αξονες Ox, Oy, Oz
τοτε η (11.9) δινει τον «κλασικο» κυλινδρο. Γραψτε την εξισωση και σχεδιαστε την κωνικη
επιφανεια οταν r1 (u) = i cosu+ j sinu και r2 = k.

Λυση. Σε αυτη την περιπτωση εχουµε

r (u, v) = i cosu+ j sinu+ kv

η οποια ειναι η εξισωση του ¨κλασικου¨ κυλινδρου. Πραγµατι, η εν λογω κυλινδρικη
επιφανεια εχει γενετειρα ενα διανυσµα παραλληλο στον αξονα των z και οδηγο καµπυλη
τον κυκλο r1 (u) ο οποιος εχει κεντρο το σηµειο (0, 0, 0), ακτινα 1 και ϐρισκεται επι του
επιπεδου z = 0 (γιατι συµβαινουν ολα αυτα ;). Με αλλα λογια, η κυλινδρικη επιφανεια
σχηµατιζεται ϕεροντας απο καθε σηµειο του κυκλου µια ευθεια παραλληλη στο διανυσµα
k (στον αξονα των z). Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.14.

Σχήµα 11.14: Η γραφικη παρασταση της κυλινδρικης επιφανειας.
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11.2.18. Γραψτε την εξισωση και σχεδιαστε την κυλινδρικη επιφανεια οταν r2 = i + k
και r1 (u) = i2 cosu+ j sinu.

Λυση. Η εν λογω επιφανεια εχει γενετειρα το διανυσµα i + k και οδηγο καµπυλη την
ελλειψη x2

21 + y2 = 1 και ϐρισκεται επι του επιπεδου z = 0. Με αλλα λογια, η κυλινδρικη
επιφανεια σχηµατιζεται ϕεροντας απο καθε σηµειο της ελλειψης µια ευθεια παραλληλη
στο διανυσµα i + k. Η εξισωση

r (u, v) = r1 + v · r2 (u)

γινεται

r (u, v) = r1 + v · r2 (u)

= i2 cosu+ j sinu+ v · (i + k)

= i (1 + 2 cosu) + j sinu+ k· (1 + v) ..

Η γραφικη παρασταση ειναι αυτη του Σχ.11.15.

Σχήµα 11.15: Η γραφικη παρασταση της κυλινδρικης επιφανειας.
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11.2.19. Να αναγνωριστει η επιφανεια r (u, v) = i (2u+ 1)+j (−u+ 3v)+k (2 + 4u+ 5v).
Λυση. Μπορουµε να γραψουµε την εξισωση ως εξης

i (2u+ 1)+j (−u+ 3v)+k (2 + 4u+ 5v) = (i + 2k)+u·(i2− j + k4)+v·(j3 + k5) = r0+ur1+vr2

µε
r0 = i + 2k, r1 = i2− j + k4, r2 = j3 + k5.

Αρα η επιφανεια ειναι ενα επιπεδο, το οποιο διερχεται απο το σηµειο (1, 0, 2) και ειναι
παραλληλο στα διανυσµατα i2− j + k4 και j3 + k5.

11.2.20. Να αναγνωριστει η επιφανεια r (u, v) = i2u+ j3v + k (u2 + v2).
Λυση. Εχουµε

x (u, v) = 2u, y (u, v) = 3u, z (u, v) = u2

οποτε (
x (u, v)

2

)2

+

(
y (u, v)

3

)2

=

(
2u

2

)2

+

(
3u

3

)2

= u2 = z (u, v) .

Αρα η επιφανεια ειναι ελλειπτικο παραβολοειδες.

11.2.21. Να αναγνωριστει η επιφανεια r (u, v) = i2u cos v + j3u sin v + ku2.
Λυση. Εχουµε

x (u, v) = 2u cos v, y (u, v) = 3u sin v, z (u, v) = u2

οποτε (
x (u, v)

2

)2

+

(
y (u, v)

3

)2

=

(
2u cos v

2

)2

+

(
3u sin v

3

)2

= u2 ·
(
cos2 v + sin2 v

)
= u2 = z (u, v) .

Αρα η επιφανεια ειναι ελλειπτικο παραβολοειδες.

11.2.22. Να αναγνωριστει η επιφανεια r (u, v) = iu+ j3 cos v + k4 sin v.
Λυση. Εχουµε

x (u, v) = u, y (u, v) = 3 cos v, z (u, v) = 4 sin v

οποτε (
y (u, v)

3

)2

+

(
z (u, v)

4

)2

=

(
3 cos v

3

)2

+

(
4 sin v

4

)2

= 1..

Αρα η επιφανεια ειναι κυκλικος κυλινδρος παραλληλος προς τον αξονα των x.

11.2.23. Να αναγνωριστει η επιφανεια r (u, v) = iu+ j3u cos v + k4u sin v.
Λυση. Εχουµε

x (u, v) = u, y (u, v) = 3u cos v, z (u, v) = 4u sin v

οποτε (
y (u, v)

3

)2

+

(
z (u, v)

4

)2

=

(
3u cos v

3

)2

+

(
4u sin v

4

)2

= u2.

Αρα η επιφανεια ειναι κυκλικος κωνος παραλληλος προς τον αξονα των x.
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11.2.24. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = iu cos v+ju sin v+kv,
u ∈ [0, 5], v ∈ [0, 6π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. 11.16. Το σχηµα
ϑυµιζει µια ελικοειδη κλιµακα και πραγµατι η ¨επισηµη¨ ονοµασια του ειναι ελικοειδες.
Ας προσπαθησουµε να καταλαβουµε πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο. Η επιφανεια

Σχήµα 11.16: Η γραφικη παρασταση του ελικοειδους.

αποτελειται απο καµπυλες της µορφης

r (u0, v) = iu0 cos v + ju0 sin v + kv

(για u0 ∈ [0, 5] ). Για σταθερο u0, καθε τετοια καµπυλη ειναι µια ελικα – µεγαλυτερες
τιµες του u0 δινουν ελικες µε µεγαλυτερη ακτινα.Στο Σχ. 11.16 ϐλεπουµε τις ελικες αυτες
και κατανοουµε πως η ενωση τους δηµιουργει το ελικοειδες.
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11.2.25. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = iu + je−u cos v + ke−u sin v, u ∈ [0, 1],
v ∈ [0, 2π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. 11.17. Το σχηµα
ϑυµιζει το στοµιο µιας τροµπετας. Για να καταλαβουµε πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο

Σχήµα 11.17: Η γραφικη παρασταση της τροµπετας.

παρατηρουµε οτι η επιφανεια αποτελειται απο καµπυλες της µορφης

r (u0, v) = iu0 + je−u0 cos v + ke−u0 sin v

(για u0 ∈ [0, 1] ). Για σταθερο u0, καθε τετοια καµπυλη ειναι ενας κυκλος µε κεντρο το
(u, 0, 0), ακτινα e−u0 και κειµενος εξολοκληρου επι του επιπεδου x = u0. Η ενωση αυτων
των κυκλων δηµιουργει την επιφανεια. Το σχηµα της τρµπετας δηµιουργειται απο την
µειωση της ακτινα συµφωνα µε την συναρτηση e−u0 – µια ϕθινουσα εκθετικη συναρτηση.
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11.2.26. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i3u+ ju2 (4− u2) cos v+ku2 (4− u2) sin v,
u ∈ [−2, 2], v ∈ [0, 2π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. ;;. Το σχηµα ϑυµιζει
ενα αδραχτι. Για να καταλαβουµε πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο παρατηρουµε οτι η

Σχήµα 11.18: Η γραφικη παρασταση του αδραχτιου.

επιφανεια αποτελειται απο καµπυλες της µορφης

r (u, v0) = i3u+ ju2
(
4− u2

)
cos v0 + ku2

(
4− u2

)
sin v0

για v0 ∈ [0, 2π]. Ας ϑεωρησουµε την περιπτωση v1 = 0. Τοτε παιρνουµε στο επιπεδο xy
την καµπυλη

r (u, v1) = i3u+ ju2
(
4− u2

)
.

Αυτη ειναι µια τεταρτοβαθµια καµπυλη µε ϱιζες στο συνολο {−2, 0, 2} και εχει γραφικη
παρασταση του Σχ.11.19. Για v2 = π/2 παιρνουµε στο επιπεδο yz την καµπυλη

Σχήµα 11.19: Η γραφικη παρασταση µιας καµπυλης του αδραχτιου.

r (u, v2) = i3u+ ku2
(
4− u2

)
δηλ. την .ιδια µε αυτη της r (u, v1) αλλα περιστραµµενη κατα π/2. Με αντιστοιχο τροπο
παιρνουµε και ολες τις υπολοιπες καµπυλες r (u, v), οι οποιες ειναι περιστραµµενες της
r (u, v1), για v ∈ [0, 2π]· η ενωση αυτων δινει το αδραχτι.
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11.2.27. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i cos3 u cos v + j sin3 u cos v + k sin v, u ∈
[−2, 2], v ∈ [0, 2π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. ;;. Για να καταλαβουµε

Σχήµα 11.20: Η γραφικη παρασταση του αδραχτιου.

πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο παρατηρουµε οτι η επιφανεια αποτελειται απο καµ-
πυλες της µορφης

r (u, v0) = i cos3 u cos v0 + j sin3 u cos v0 + k sin v0

για v0 ∈ [0, 2π]. Ας ϑεωρησουµε την περιπτωση v1 = 0. Τοτε παιρνουµε στο επιπεδο xy
την καµπυλη

r (u, v1) = i cos3 u+ j sin3 u.

Αυτη ικανοποιει την σχεση x2/3 + y2/3 = cos2 u + sin2 u = 1. Η γραφικη της παρασταση
δινεται στο Σχ.11.21. Με αντιστοιχο τροπο παιρνουµε και ολες τις υπολοιπες καµπυλες

Σχήµα 11.21: Η γραφικη παρασταση µιας καµπυλης του αδραχτιου.

r (u, v), οι οποιες ειναι περιστραµµενες της r (u, v1), για v ∈ [0, 2π]· η ενωση αυτων δινει
την επιφανεια του Σχ.;;.
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11.2.28. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i (6 + cosu) cos v +
j (6 + cosu) sin v + k sinu, u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. 11.22. Για να καταλ-

Σχήµα 11.22: Η γραφικη παρασταση του τορου.

αβουµε πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο παρατηρουµε οτι η επιφανεια αποτελειται απο
καµπυλες της µορφης

r (u, v0) = i (6 + cosu) cos v0 + j (6 + cosu) sin v0 + k sinu

για v0 ∈ [0, 2π]. Ας ϑεωρησουµε την περιπτωση v1 = 0. Τοτε παιρνουµε στο επιπεδο xy
την καµπυλη

r (u, v1) = i (6 + cosu) + k sinu.

Αυτη η καµπυλη ειναι ενας κυκλος στο επιπεδο xz, µε κεντρο το (6, 0, 0) και ακτινα 1. Η
γραφικη παρασταση δινεται στο Σχ.11.23. Με αντιστοιχο τροπο παιρνουµε και ολες τις

Σχήµα 11.23: Η γραφικη παρασταση µιας καµπυλης του τορου.

υπολοιπες καµπυλες r (u, v), οι οποιες ειναι περιστραµµενες της r (u, v1), για v ∈ [0, 2π]·
η ενωση αυτων δινει την επιφανεια του τορου.



Αθ
.Κ
εχ
αγ
ιας

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΣΕ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 161

11.2.29. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i cos3 u cos v + j sin3 u cos v + k sin v, u ∈
[0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. 11.24. Για να καταλ-

Σχήµα 11.24: Η γραφικη παρασταση του αστεροειδους.

αβουµε πως δηµιουργειται το σχηµα αυτο παρατηρουµε οτι η επιφανεια αποτελειται απο
καµπυλες της µορφης

r (u, v0) = i cos3 u cos v0 + j sin3 u cos v + k sin v

για v0 ∈ [0, 2π]. Ας ϑεωρησουµε την περιπτωση v1 = 0. Τοτε παιρνουµε στο επιπεδο xy
την καµπυλη

r (u, v1) = i cos3 u+ j sin3 u.

Αυτη η καµπυλη ειναι µια αστεροειδης στο επιπεδο xy. Η γραφικη παρασταση δινεται στο
Σχ.;;. Με αντιστοιχο τροπο παιρνουµε και ολες τις υπολοιπες καµπυλες r (u, v), οι οποιες

Σχήµα 11.25: Η γραφικη παρασταση µιας καµπυλης του αστεροειδους.

ειναι περιστραµµενες της r (u, v1), για v ∈ [0, 2π]· η ενωση αυτων δινει την επιφανεια του
αστεροειδους.
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11.2.30. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i (2 + sin v) cosu + j (2 + sin v) sinu +
k (u+ cos v), u ∈ [0, 2π], v ∈ [−6, 6].

Λυση. Ειναι µια σωληνοειδης ελικα, οπως ϕαινεται στο Σχ.11.26.Η επιφανεια αυτη

Σχήµα 11.26: Η γραφικη παρασταση της σωληνοειδους ελικας.

δηµιουργειται ως εξης. Ας γραψουµε την r (u, v) ως εξης :

r (u, v) = (i2 cosu+ j2 sinu+ ku) + (i cosu sin v + j sinu sin v + k cos v)

ϐλεπουµε οτι η r (u, v) ειναι το αθροισµα της r1 (u) = i2 cosu + j2 sinu + ku η οποια
ειναι µια ελικα (δηλ. µια καµπυλη) στην οποια (για καθε δεδοµενο u0) προστιθεται η
r2 (v) = i cosu0 sin v + j sinu0 sin v + k cos v, ενας κυκλος µε κεντρο το αντιστοιχο σηµειο
της ελικας, δηλ. το r1 (u0). Ετσι δηµιουργειται η σωληνοειδης ελικα.
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11.2.31. Να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i
(
2 cosu+ v cos u

2

)
+j
(
2 sinu+ v cos u

2

)
+

kv sin u
2
, u ∈ [0, 2π], v ∈

[
−1

4
, 1

4

]
.

Λυση. Η γραφικη παρασταση της επιφανειας δινεται στο Σχ. ;;. Η επιφανεια αυτη

Σχήµα 11.27: Η γραφικη παρασταση του τορου.

λεγεται λωριδα Moebius. Μπορει να γραφτει ως εξης :

r (u, v) = (i2 cosu+ j2 sinu) +
(
iv cos

u

2
+ jv cos

u

2
v + kv sin

u

2

)
ϐλεπουµε οτι η r (u, v) ειναι το αθροισµα της r1 (u) = i2 cosu + j2 sinu (η οποια ειναι
ενας κυκλος στο επιπεδο xy µε κεντρο το (0, 0, 0) και ακτινα 2) µε την r2 (v) = iv cos u

2
+

jv cos u
2
v + kv sin u

2
, η οποια, για δεδοµενο u0 ειναι ενα ευθυγραµµο τµηµα µε µεταβλ-

ητο προσανατολισµο. Η ενωση αυτων των ευθυγραµµων τµηµατων δινει την λωριδα του
Moebius. Η λωριδα αυτη εχει το εξης χαρακτηριστικο εχει µονο µια επιφανεια.
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11.2.32. ∆ινεται η επιφανεια r (u, v) = iu+jv−k (3u2 + v2). Να ϐρεθει ενα καθετο δι-
ανυσµα και το εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (1, 1,−4).

Λυση. Η επιφανεια ειναι ενα ελλειπτικο παραβολοειδες. Το καθετο διανυσµα ειναι

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −6u
0 1 −2v

∣∣∣∣∣∣ = i6u+ j2v + k

και στο σηµειο n1 = i6 + j2 + k. Το εφαπτοµενο επιπεδο ειναι

0 = (i· (x−1) + j· (y − 1) + k· (z+4)) · (i6 + j2 + k)⇒ 4 = 6x+ 2y + z

και σε διανυσµατικη µορφη

R (u, v) = iu+ jv + k· (4− 6u− 2v) .

11.2.33. ∆ινεται η επιφανεια z − x2 + y2 = 0. Να ϐρεθει ενα καθετο διανυσµα και το
εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (1, 0, 1).

Λυση. Το καθετο διανυσµα ειναι

n = ∇φ|(x,y,z)=(1,0,1) = (−i2x+ j2y + k)(x,y,z)=(1,0,1) = (−i2 + k) .

Το εφαπτοµενο επιπεδο ειναι

0 = (i· (x−1) + j· (y − 0) + k· (z−1)) · (−i2 + k)⇒ −1 = −2x+ z

και σε διανυσµατικη µορφη

R (u, v) = iu+ jv + k· (−1 + 2u) .

Ολα τα επιπεδα περνουν απο το (0, 0, 0). ς 3 (x2
0 − y0)x− 3x0 (y + y0) + 2z + 4z0 = 0.

11.2.34. Να ϐρεθει το καθετο δισνυσµα και το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια S :

z = (x2 + y2)
1/2 και στο σηµειο (0, 0, 0).

Λυση. Γραφουµε την επιφανεια στην µορφη

φ (x, y, z) = z −
(
x2 + y2

)1/2
= 0

Το καθετο διανυσµα ειναι

n (x, y, z) = ∇φ|(x,y,z)=(1,0,1) =

(
−i

x√
x2 + y2

− j
y√

x2 + y2
+ k

)
.

Παρατηρουµε οτι στο σηµειο (0, 0, 0, ) το καθετο διανυσµα n(x,y,z)=(1,0,1) = (−i2 + k) δεν
οριζεται (οποτε δεν οριζεται ουτε το εφαπτοµενο επιπεδο)! Πραγµατι, εαν εξετασουµε την
γραφικη παρασταση της S στο Σχ. ;; ϐλεπουµε οτι στο (0, 0, 0) σχηµατιζει µια αιχµη και
δεν µπορουµε να ϕερουµε ουτε το καθετο διανυσµα ουτε το εφαπτοµενο επιπεδο.
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Σχήµα 11.28: Μια επιφανεια η οποια στο σηµειο (0, 0, 0) δεν εχει ουτε καθετο διανυσµα
ουτε εφαπτοµενο επιπεδο.

11.2.35. Να ϐρεθουν τα σηµεια (xa, 0, 0), (0, ya, 0), (0, 0, za), στα οποια τεµνει τους αξονες
x, y, z το επιπεδο που εφαπτεται σε τυχον σηµειο της επιφανειας

√
x+
√
y +
√
z − 1 = 0

(x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). Να δειχτει οτι το αθροισµα xa + ya + za ειναι σταθερο..
Λυση. Το καθετο διανυσµα σε τυχον σηµειο (x0, y0, z0) ειναι

n = ∇φ|(x,y,z)=(1,0,1) =

(
i

1

2
√
x

+ j
1

2
√
y

+ k
1

2
√
z

)
(x,y,z)=(x0,y0,z0)

=

(
i

1

2
√
x0

+ j
1

2
√
y0

+ k
1

2
√
z0

)
.

Το εφαπτοµενο επιπεδο στο (x0, y0, z0) ειναι

0 = (i· (x−x0) + j· (y − y0) + k· (z−z0)) ·
(
i

1

2
√
x0

+ j
1

2
√
y0

+ k
1

2
√
z0

)
⇒ x− x0

2
√
x0

+
y − y0

2
√
y0

+
z − z0

2
√
z0

= 0.

Τα σηµειο xa λαµβανενται ϑετοντας y = z = 0, δηλ.

xa − x0

2
√
x0

− y0

2
√
y0

− z0

2
√
z0

= 0

⇒ xa√
x0

=
√
x0 +

√
y0 +

√
z0 = 1

⇒ xa =
√
x0

Αντιστοιχα παιρνουµε
ya =

√
y0, za =

√
z0
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οποτε
xa + ya + za =

√
x0 +

√
y0 +

√
z0 = 1.

(Στα παραπανω εκµεταλλευτηκαµε οτι το (x0, y0, z0) ειναι ενα σηµειο της επιφανειας, αρα
ικανοποιει

√
x0 +

√
y0 +

√
z0 = 1.)

11.3 Αλυτα Προβληµατα

11.3.1. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του επιπεδου x − 2y + z = 4 και σχεδιαστε
το επιπεδο.

Απ. r (u, v) = iu+ jv + k (4− u+ 2v) .

11.3.2. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του επιπεδου το οποιο περναει απο το σηµειο
r0 = (1, 2, 3) και περιεχει τα διανυσµατα a = i2+j− k και b = i− j+2k.

Απ. r (u, v) = i (1 + 2u+ v) + j (2 + u− v) + k (3− u+ 2v) .

11.3.3. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του επιπεδου το οποιο περναει απο το σηµειο
r0 = (x0, y0, z0) και περιεχει τα διανυσµατα a και b.

Απ. r (u, v) = r0 + ua + vb.

11.3.4. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της σφαιρας x2 + y2 + z2 = 4.
Απ. r (u, v) = (1 + 2 cosu cos v, 2 + sinu cos v, 1 + sin v).

11.3.5. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της σφαιρας (x− 1)2+(y − 2)2+(z − 1)2 = 4.
Απ. r (u, v) = (1 + 2 cosu cos v, 2 + sinu cos v, 1 + sin v).

11.3.6. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του ελλειψοειδους x2

4
+ y2

9
+ z2

25
= 1

Απ. r (u, v) = (2 cosu cos v, 3 sinu cos v, 5 sin v).

11.3.7. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του κυλινδρου 1 = x2 + y2.
Απ. r (u, v) = (cos v, sin v, u).

11.3.8. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του παραβολοειδους z = x2 + 4y2.
Απ. r (u, v) = (

√
u cos v, 2

√
u sin v, u).

11.3.9. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις του κωνου x2 = z2 + y2.
Απ. r (u, v) = (u, u cos v, u sin v).

11.3.10. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της κωνικης επιφανειας µε κορυφη το
σηµειο (0, 0, 1) και οδηγο καµπυλη τον κυκλο x2 + y2 = 1 στο επιπεδο xy. Σχεδιαστε την
κωνικη επιφανεια.

Απ. r (u, v) = (0, 0, 1) + v · ((cosu, sinu, 0)− (0, 0, 1)) = (v cosu, v sinu, 1− v) .

11.3.11. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της κωνικης επιφανειας µε κορυφη το
σηµειο (0, 1, 0) και οδηγο καµπυλη την παραβολη x2 = z στο επιπεδο xz. Σχεδιαστε
την κωνικη επιφανεια.

Απ. r (u, v) = (0, 1, 0) + v · ((u, 0, u2)− (0, 1, 0)) = (vu, 1− v, vu2) .
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11.3.12. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της κυλινδρικης επιφανειας µε γενετειρα το
διανυσµα (0, 1, 0) και οδηγο καµπυλη τον κυκλο x2 + z2 = 1 στο επιπεδο xz. Σχεδιαστε
την κωνικη επιφανεια.

Απ. r (u, v) = (cosu, 0, sinu) + v · (0, 1, 0) = (cosu, v, sinu) .

11.3.13. Γραψτε τις παραµετρικες εξισωσεις της κυλινδρικης επιφανειας µε µε γενετειρα
το διανυσµα (1, 1, 1) και οδηγο καµπυλη την ελλειψη x2 + z2

4
= 1 στο επιπεδο xz. Σχεδι-

αστε την κυλινδρικη επιφανεια.
Απ. r (u, v) = (cosu, 0, 2 sinu) + v · (1, 1, 1) = (v + cosu, v, v + 2 sinu).

11.3.14. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = iu cos v+ju sin v+ku2.
Απ. Ειναι ελλειπτικο παραβολοειδες.

11.3.15. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i (5 + 3u+ 2v) +
j (u+ 3v) + k (1 + u+ v).

Απ. Ειναι επιπεδο.

11.3.16. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = iu+ j cos v + k sin v.
Απ. Ειναι κυκλικος κυλινδρος.

11.3.17. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = iu+ju cos v+ku sin v.
Απ. Ειναι κυκλικος κωνος.

11.3.18. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i (1− v + 3v cosu) +
j (1− v + 2v sin v) + k (1− v).

Απ. Ειναι ελλειψοειδης κωνος.

11.3.19. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i2 cosu+jv+k2 sinu.
Απ. Ειναι κυκλικος κυλινδρος, παραληλος στον αξονα των y.

11.3.20. Να αναγνωριστει και να σχεδιαστει η επιφανεια r (u, v) = i (v + 3 cosu) +
j (v + 2 sinu) + kv.

Απ. Ειναι ελλειψοειδης κυλινδρος.

11.3.21. ∆ινεται η επιφανεια z − xy = 0. Να ϐρεθει ενα καθετο διανυσµα και το εφαπ-
τοµενο επιπεδο στο σηµειο (2, 3, 6)

Απ.−i3− j2 + k, 3x+ 2y − z − 6 = 0.

11.3.22. ∆ινεται η επιφανεια 4z − x2 − y2 = 0. Να ϐρεθει ενα καθετο διανυσµα και το
εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (2,−4, 5).

Απ. i− j2− k, x− 2y − z − 5 = 0.

11.3.23. ∆ινεται η επιφανεια 4z − x2 + y2 = 0. Να ϐρεθει ενα καθετο διανυσµα και το
εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (3, 1, 2).

Απ. −6i + j2 + k4, −6x+ 2y + 4z + 8 = 0.

11.3.24. ∆ινεται η επιφανεια x2yz+3y2−2xz2 +8z = 0. Να ϐρεθει ενα καθετο διανυσµα
και το εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (1, 2,−1).

Απ. −i6 + j11 + k14, 6x− 11y − 14z + 2 = 0.
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11.3.25. ∆ινεται η επιφανεια z − 2x2 + 4y2 = 0. Να ϐρεθει η καθετη ευθεια και το
εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (2, 1, 4).

Απ.x−2
8

= 1−y
8

= 4− z, 8x− 8y − z − 4 = 0.

11.3.26. ∆ινεται η επιφανεια z − x3 − y3 + 3xy = 0. Να ϐρεθει η καθετη ευθεια και το
εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (1, 1,−1).

11.3.27. Απ. x = y = 1, z = −1.

11.3.28. ∆ινεται η επιφανεια x3 + y3 + z3 + xyz− 6 = 0. Να ϐρεθει η καθετη ευθεια και
το εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (1, 2,−1).

Απ.x− 1 = y−2
11

= z+1
5

, x+ 11y + 5z − 18 = 0.

11.3.29. ∆ινεται η επιφανεια 4 +
√
x2 + y2 + z2 − (x+ y + z) = 0. Να ϐρεθει η καθετη

ευθεια και το εφαπτοµενο επιπεδο στο σηµειο (2, 3, 6).
Απ.x−2

5
= y−3

4
= z − 6, 5x+ 4y + z − 28 = 0.

11.3.30. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = iu+jv+k
√
u2 + v2−

uv και στο σηµειο (3, 4,−7).
Απ. 17x+ 11y + 5z = 60.

11.3.31. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = ia cosu sin v +

jb sinu sin v + kc cos v και στο σηµειο
(
a
√

3
3
, b
√

3
3
, c
√

3
3

)
.

Απ. x
a

+ y
b

+ z
c

=
√

3.

11.3.32. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = i cosu sin v +

j
√

2
2

sinu sin v + k cos v και παραλληλο στο επιπεδο x− y + 2z = 0.
Απ. x− y + 2z =

√
11/2.

11.3.33. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = ia cosu sin v +
jb sinu sin v + kc cos v το οποιο τεµνει ισες αποστασεις απο τους αξονες x, y και z.

Απ. x+ y + z+ =
√
a2 + b2 + c2.

11.3.34. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = iu cos v+ ju sin v+
k
√
a2 − u2 και στο σηµειο (x0, y0, z0).
Απ. x0x+ y0y + z0z = a2.

11.3.35. Να ϐρεθει το εφαπτοµενο επιπεδο στην επιφανεια r (u, v) = iu + jv + kuv και
καθετο στο διανυσµα (2, 2,−1).

Απ. 2x+ y −−z = 2

11.3.36. Αποδειξτε οτι ολα τα επιπεδα που εφαπτονται στην επιφανεια r (u, v) = iu +
jv + kuf (v/u) περνουν απο ενα σταθερο σηµειο.

11.3.37. Να δειχτει οτι το επιπεδο το οποιο εφαπτεται στην επιφανεια r (u, v) = iu +
jv+k 1

uv
σε τυχον σηµειο, και τα επιπεδα xy, yz, zx σχηµατιζουν ενα τετραεδρο σταθερου

ογκου.
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Επιφανειακα Ολοκληρωµατα

12.1 Θεωρια

12.1.1. Εστω οτι µας δινεται µια απλη, λεια επιφανειαA µε διανυσµατικη αναπαρασταση

r (u, v) = ix (u, v) + jy (u, v) + kz (u, v) , (u, v) ∈ D ⊆ R2

και Ϲητουµε να ϐρουµε το εµβαδο αυτης, το οποιο συµβολιζουµε µε S.

12.1.2. Το στοιχειωδες εµβαδο ειναι dS =
∣∣ ∂r
∂u
× ∂r

∂v

∣∣ dudv. Οριζουµε τα ϑεµελιωδη ποσα
πρωτης ταξης ως εξης

E =

∣∣∣∣∂r∂u
∣∣∣∣2 , G =

∣∣∣∣∂r∂v
∣∣∣∣2 , F =

∂r

∂u
· ∂r
∂v

και τοτε το στοιχειωδες εµβαδο ειναι

dS =

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv =
√
EG− F 2dudv (12.1)

και το συνολικο εµβαδο της επιφανειας ειναι

S =

∫∫
A

dS =

∫∫
D

√∣∣∣∣D (y, z)

D (u, v)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣D (z, x)

D (u, v)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣D (x, y)

D (u, v)

∣∣∣∣2dudv =

∫∫
D

√
EG− F 2dudv.

(12.2)

12.1.3. Οταν η επιφανεια δινεται στην µορφη

r (x, y) = ix+ jy + kz (x, y)

τοτε η (12.1) απλοποιειται και γινεται

dS =

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy (12.3)

169
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(συγκρινετε την (12.3) µε την εκφραση για το στοιχειωδες µηκος καµπυλης) και το συνο-
λικο εµβαδο της επιφανειας ειναι∫∫

A

dS =

∫∫
Dxy

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy (12.4)

οπου Dxy ειναι η εικονα του D στο επιπεδο xy: Dxy = {(x (u, v) , y (u, v)) : (u, v ∈ D)}.

12.1.4. Τελος, οταν η επιφανεια δινεται στην µορφη φ (x, y, z) = 0, το στοιχειωδες εµβαδο
της επιφανειας ειναι

dS =

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂z

∣∣ dxdy, (12.5)

=

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂x

∣∣ dydz, (12.6)

=

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∣∂φ∂y ∣∣∣ dzdx (12.7)

(συγκρινετε τις (12.5)–(12.7) µε την (12.3) ) και το συνολικο εµβαδο της επιφανειας ειναι

∫∫
A

dS =

∫∫
Dxy

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂z

∣∣ dxdy (12.8)

=

∫∫
Dyz

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂x

∣∣ dydz (12.9)

=

∫∫
Dzx

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∣∂φ∂y ∣∣∣ dzdx. (12.10)

12.1.5. Οι παραπανω τυποι για το εµβαδο ειναι ειδικες περιπτωσεις µιας κατηγοριας
ολοκληρωµατων τα οποια λεγονται επιφανειακα ολοκληρωµατα Α΄ ειδους.

12.1.6. Εστω οτι µας δινεται µια επιφανεια A µεσω της διανυσµατικης σχεσης r (u, v) =
ix (u, v) + jy (u, v) + kz (u, v), (u, v) ∈ D ⊆ R2. Αν ισχυουν καταλληλες συνθηκες
συνεχειας και παραγωγισιµοτητας, µπορουµε να ορισουµε το διπλο ολοκληρωµα∫∫

D

f (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v))

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv. (12.11)
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Θυµηθειτε οτι το διανυσµα n = ∂r
∂u
× ∂r

∂v
ειναι καθετο στην επιφανεια. Ετσι η ποσοτητα(

∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
dudv = ndudv

ειναι το στοιχειωδες προσανατολισµενο εµβαδο της A και το
∣∣ ∂r
∂u
× ∂r

∂v

∣∣ dudv ειναι το σ-
τοιχειωδες ¨βαθµωτο εµβαδο". Χρησιµοποιουµε και τους συµβολισµους

dS =

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv,
και ∫∫

A

f (x, y, z) dS =

∫∫
D

f (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v))

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv. (12.12)

Τα ολοκληρωµατα αυτου του τυπου λεγονται επιφανειακα ολοκληρωµατα Α΄ ειδους.

12.1.7. Υπενθυµιζουµε οτι

∂r

∂u
× ∂r

∂v
= i

D (y, z)

D (u, v)
+ j

D (z, x)

D (u, v)
+ k

D (x, y)

D (u, v)

οποτε η (12.12) γινεται

∫∫
D

f (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v))

√∣∣∣∣D (y, z)

D (u, v)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣D (z, x)

D (u, v)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣D (x, y)

D (u, v)

∣∣∣∣2dudv. (12.13)

12.1.8. Στην περιπτωση που u = x, v = y, η (12.12) γινεται

∫∫
A

f (x, y, z) dS =

∫∫
D

f (x, y, z (x, y))

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy. (12.14)

Αντιστοιχα, οταν u = x, v = z, η (12.12) γινεται

∫∫
A

f (x, y, z) dS =

∫∫
D

f (x, y(x, z), z)

√
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz. (12.15)

και οταν u = y, v = z, η (12.12) γινεται

∫∫
A

f (x, y, z) dS =

∫∫
D

f (x (y, z) , y, z)

√
1 +

(
∂x

∂y

)2

+

(
∂x

∂z

)2

dydz. (12.16)
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12.1.9. Τελος, αν η επιφανεια δινεται στην µορφη φ (x, y, z) και (x, y, z) ∈ D, τοτε η
(12.12) µπορει να γραφει σε οποιαδηποτε απο τις παρακατω µορφες

∫∫
A

f (x, y, z) dS =

∫∫
Dxy

f (x, y, z)

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂z

∣∣ dxdy (12.17)

=

∫∫
Dyz

f (x, y, z)

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∂φ
∂x

∣∣ dydz (12.18)

=

∫∫
Dzx

f (x, y, z)

√(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2

+
(
∂φ
∂z

)2∣∣∣∂φ∂y ∣∣∣ dzdx (12.19)

οπου Dxy ειναι η προβολη του D στο επιπεδο xy, Dyz ειναι η προβολη του D στο επιπεδο
yz, Dzx ειναι η προβολη του D στο επιπεδο zx.

12.1.10. Το κεντρο µαζας και οι ϱοπες αδρανειας µιας υλικης επιφανειας µπορουν να
υπολογιστουν µε χρηση επιφανειακου ολοκληρωµατος Α΄ ειδους.

12.1.11. Αν µας δοθει µια λεια υλικη επιφανεια A µε πυκνοτητα ρ (x, y, z), µπορουµε
να υπολογισουµε την µαζα, τις συντεταγµενες του κεντρου µαζας και τις ϱοπες αδρανειας
(ως προς τους αξονες x, y, z) της A απο τους παρακατω τυπους

m =

∫∫
A

ρ (x, y, z) dS

x0 =

∫∫
A

xρ (x, y, z) dS, y0 =

∫∫
A

yρ (x, y, z) dS, z0 =

∫∫
A

zρ (x, y, z) dS

Ix =

∫∫
A

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) dS,

Iy =

∫∫
A

(
z2 + x2

)
ρ (x, y, z) dS,

Iz =

∫∫
A

(
x2 + y2

)
ρ (x, y, z) dS.

12.1.12. Εστω οτι µας δινεται µια επιφανεια A και µια συναρτηση f (x, y, z). Στο σηµειο
(x, y, z) η επιφανεια εχει µοναδιαιο καθετο διανυσµα

n0 = ia (x, y, z) + jb (x, y, z) + kc (x, y, z) (12.20)

Παρατηρειστε οτι
1 = |n0| =

√
a2 + b2 + c2.

Ετσι η (12.20) µπορει να γραφτει και στην µορφη

n0 = i cos (α) + j cos (β) + k cos (γ) (12.21)

για καταλληλες γωνιες α, β, γ (συγκεκριµενα, α ειναι η γωνια του n0 µε τον αξονα των x,
β ειναι η γωνια του n0 µε τον αξονα των y και γ ειναι η γωνια του n0 µε τον αξονα των z).
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12.1.13. Κατω απο καταλληλες συνθηκες συνεχειας και παραγωγισιµοτητας, το παρακατω
ολοκληρωµα ειναι καλα ορισµενο.∫∫

A

F · n0dS =

∫∫
A

(iP + jQ+ kR) · (i cos (α) + j cos (β) + k cos (γ)) dS (12.22)

=

∫∫
A

P cos (α) dS +

∫∫
A

Q cos (β) dS +

∫∫
A

R cos (γ) dS (12.23)

=

∫∫
Dxy

Pdydz +

∫∫
Dyz

Qdzdx+

∫∫
Dzx

Rdxdy (12.24)

και λεγεται ϱοη της F δια της επιφανειας. Στο τελευταιο ϐηµα των παραπανω σχεσεων
χρησιµοποιησαµε τις ισοτητες

(n0 · i) dS = dS cosα = dydz, (12.25)
(n0 · j) dS = dS cos β = dzdx, (12.26)
(n0 · k) dS = dS cos γ = dxdy. (12.27)

Π.χ. (n0 · i) dS ειναι η προβολη του στοιχειωδους εµβαδου dS στο επιπεδο yz.

12.1.14. Γενικα, ολοκληρωµατα της µορφης (12.22)–(12.24) λεγονται επιφανειακα ολοκληρω-
µατα Β΄ ειδους.

12.1.15. (Θεωρηµα Gauss ) Εστω µια κλειστη και λεια επιφανειαA και µια διανυσµατικη
συναρτηση F = iP + jQ + kR µε συνεχεις µερικες παραγωγους. Η A οριζει ενα χωριο
D ⊆ R3. Ισχυει το εξης ∫∫∫

D

∇ · FdV =

∫∫
A

F · n0dS.

12.1.16. (Θεωρηµα Stokes ) Εστω µια ανοιχτη, λεια επιφανεια A η οποια εχει συνορο
µια κλειστη, απλη και λεια καµπυλη C. Εστω ακοµη µια διανυσµατικη συναρτηση F =
iP + jQ+ kR µε συνεχεις µερικες παραγωγους. Ισχυει το εξης∫∫

A

(∇× F) · η0dS =

∮
C

F · dr.

12.2 Λυµενα Προβληµατα

12.2.1. Να υπολογιστει το εµβαδον της επιφανειας του στερεου που οριζεται απο τις
επιφανειες

S1 : z = x2 + y2,

S2 : z = 9.
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Λυση. Η S2 ειναι επιπεδο το οποιο τεµνει την S1 (παραβολοειδες) κατα τον κυκλο
x2 + y2 = 9 (και z = 9). Θεωρουµε την συναρτηση z (x, y) = x2 + y2. Το Ϲητουµενο
ολοκληρωµα ειναι∫ ∫

D

√
1 + z2

x + z2
ydydx =

∫ ∫
D

√
1 + 4x2 + 4y2dydx

Το χριο D ειναι ο δισκος

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 9
}

= {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ 2π}

σε πολικες συντεταγµενες. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ 2

0

√
1 + 4ρ2ρdρ

)
dθ =

∫ 2π

0

(
1

2

∫ 3

0

(
1 + 4ρ2

)1/2
d
(
ρ2
))

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

8
· 2

3

(
1 + 4ρ2

)3/2
)ρ=3

ρ=0

dθ

=

∫ 2π

0

1

12

(
(37)3/2 − 1

)
dθ =

π

6

(
(37)3/2 − 1

)
.

12.2.2. Να υπολογιστει το εµβαδον της επιφανειας του στερεου που οριζεται απο τις
επιφανειες

S1 : z = 2− x2 − y2,

S2 : z = 0.

Λυση. Θεωρουµε την συναρτηση z (x, y) = 2 − x2 − y2. Το Ϲητουµενο ολοκληρωµα
ειναι ∫ ∫

D

√
1 + z2

x + z2
ydydx =

∫ ∫
D

√
1 + 4x2 + 4y2dydx

και µενει να ϐρουµε τα χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y. Αυτο ειναι η προβολη
της επιφανειας S1 στο επιπεδο z = 0, η οποια προκυπτει αν ϑεσουµε z = 0. ∆ηλ.

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 2
}

=
{

(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤
√

2, 0 ≤ θ ≤ 2π
}

σε πολικες συντεταγµενες. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ 2

0

√
1 + 4ρ2ρdρ

)
dθ =

∫ 2π

0

(
1

2

∫ √2

0

(
1 + 4ρ2

)1/2
d
(
ρ2
))

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

12

(
1 + 4ρ2

)3/2
)ρ=

√
2

ρ=0

dθ

=

∫ 2π

0

13

6
dθ =

13π

3
.
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12.2.3. Να υπολογιστει το εµβαδον της επιφανειας του στερεου που οριζεται απο τις
επιφανειες

S1 : x2 + y2 + z2 = a2,

S2 :
(
x− a

2

)2

+ y2 =
a2

4
.

Λυση. Η S1 ειναι µια σφαιρα και η S2 ενας κυλινδρος (δες Σχ.;;). Ας υπολογισουµε το
εµβαδον της ανω επιφανειας· κατοπιν ϑα διπλασιασουµε το αποτελεσµα για ν απαρτουµε
την τελικη απαντηση. Για την ανω επιφανεια, αρκει να γραψουµε το ηµισφαιριο z (x, y) =√
a2 − x2 − y2 το οποιο εχει

zx = − x√
a2 − x2 − y2

, zy = − y√
a2 − x2 − y2

.

Οποτε το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ ∫
D

√
1 + z2

x + z2
ydydx =

∫ ∫
D

a√
a2 − x2 − y2

dydx.

Το χωριο ολοκληρωσης ειναι η προβολη του κυλινδρου στο επιπεδο z = 0, το οποιο ειναι
ο κυκλος

(
x− a

2

)2
+ y2 = a2

4
. Αυτος ς επολικες συντεταγµενες γραφεται ως εξης

a2

4
=
(
x− a

2

)2

+ y2 = x2 − ax+
a2

4
+ y2 ⇒

x2 + y2 = ax⇒ ρ2 = aρ cos θ ⇒ ρ = a cos θ

µε θ ∈ [−π/2, π/2] (γιατι ;). Οποτε το Ϲητουµενο ολοκληρωµα γινεται∫ π/2

−π/2

(∫ a cos θ

0

a√
a2 − ρ2

ρdρ

)
dθ =

∫ π/2

−π/2

(
a

2

∫ a cos θ

0

(
a2 − ρ2

)−1/2
d
(
ρ2
))

dθ

=

∫ π/2

−π/2

(
−a
(
a− ρ2

)1/2
)ρ=a cos θ

ρ=0
dθ

= a2

∫ π/2

−π/2
(1− sin θ) dθ = (π − 2) a2

και η Ϲητουµενη επιφανεια ειναι η διπλασιας του παραπανω, δηλ. 2 (π − 2) a2.

12.2.4. Να υπολογιστει το εµβαδον της της σφαιρας r (u, v) = i cosu sin v+ j sinu sin v+
k cos v, u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, π].

Λυση. Χρησιµοποιωντας την εξισωση για το εµβαδον επιφανειας σε παραµετρικη
µορφη, εχουµε

ru × rv =

∣∣∣∣∣∣
i j k

− sinu sin v cosu sin v 0
cosu cos v sinu cos v − sin v

∣∣∣∣∣∣
= i cosu sin2 v + j sinu sin2 v + k cos v sin v.
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και

‖ru × rv‖ =
√

cos2 u sin4 v + sin2 u sin4 v + cos2 v sin2 v

=
√

sin4 v + cos2 v sin2 v = sin v.

Οποτε το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

‖ru × rv‖ dvdu =

∫ 2π

0

(∫ π

0

sin vdv

)
du =

∫ 2π

0

(− cos v)v=π
v=0 du = 4π.

Ποιο ϑα ηταν το Ϲητουµενο εµβαδον αν η σφαιρα ειχε ακτινα R;

12.2.5. Να ϐρεθει το εµβαδον του τµηµατος του επιπεδου S1 : x + 2y + z = 4 το οποιο
ϐρισκεται εντος του κυλινδρου S2 : x2 + y2 = 4.

Λυση. Εδω εχουµε την συναρτηση z = 4−x−2y και zx = −1, zy = −2. Το Ϲητουµενο
εµβαδον ειναι∫ ∫

D

√
1 + (−1)2 + (−2)2dA =

∫ 2π

0

(∫ 2

0

√
6ρdρ

)
dθ = 4π

√
6.

12.2.6. Να ϐρεθει το εµβαδον του τµηµατος της επιφανειας S1 : z = xy το οποιο ϐρισκεται
εντος του κυλινδρου S2 : x2 + y2 = 2.

Λυση. Εδω εχουµε την συναρτηση z = xy και zx = y, zy = x. Το Ϲητουµενο εµβαδον
ειναι ∫ ∫

D

√
1 + x2 + y2dA =

∫ 2π

0

(∫ 2

0

√
1 + ρ2ρdρ

)
dθ =

(
53/2 − 1

) 2π

3
.

12.2.7. Να ϐρεθει το εµβαδον του τµηµατος της επιφανειας S1 : z = y2 − x2 το οποιο
ϐρισκεται µεταξυ των κυλινδρων S2 : x2 + y2 = 1 και S3 : x2 + y2 = 4.

Λυση. Εδω εχουµε την συναρτηση z = y2 − x2 και zx = −2x, zy = 2y. Επισης, το
χωριο ολοκληρωση σε πολικες συντεταγµενες ειναι

D = {(ρ, θ) : 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π} .

Το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

√
1 + 4x2 + 4y2dA =

∫ 2π

0

(∫ 2

1

√
1 + 4ρ2ρdρ

)
dθ =

(
173/2 − 53/2

) π
6
.

12.2.8. Να ϐρεθει το εµβαδον του τµηµατος του ηµισφαιρου S1 : 2 = x2 + y2 + z2, z ≥ 0
το οποιο αποκοπτεται απο τον κυλινδρο S2 : x2 + y2 = 1.

Λυση. Θεωρουµε την συναρτηση z (x, y) =
√

2− x2 − y2. Εχουµε

zx = − x√
2− x2 − y2

, zy = − y√
2− x2 − y2

,
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οποτε το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ ∫
D

√
1 + z2

x + z2
ydydx =

∫ ∫
D

√
1 +

x2

2− x2 − y2
+

y2

2− x2 − y2
dydx

=
√

2

∫ ∫
D

1√
2− x2 − y2

dydx.

Το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι η προβολη της επιφανειας S2 στο
επιπεδο z = 0, η οποια προκυπτει αν ϑεσουµε z = 0. ∆ηλ.

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}

= {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}

σε πολικες συντεταγµενες. Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι

√
2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

1√
2− ρ2

ρdρ

)
dθ =

√
2

∫ 2π

0

(
−
(
2− ρ2

)1/2
)ρ=1

ρ=0
dθ

=
√

2

∫ 2π

0

(√
2− 1

)
dθ = 2π

(
2−
√

2
)
.

12.2.9. Να ϐρεθει το εµβαδον της επιφανειας που κοβει το επιπεδο S1 : z = 2 απο το
παραβολοειδες ου τµηµατος του ηµισφαιρου S2 : z = x2 + y2.

Λυση. Χρησιµοποιουµε τη συναρτηση φ = x2 + y2 − z = 0. Εχουµε

φx = 2x, φy = 2y, φz = −1

και το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

∫ ∫
D

√
4x2 + 4y2 + 1dxdy.

Η τοµη της S2 απο το S1 προκυπτει αν ϑεσουµε

2 = z = x2 + y2

και το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι σε πολικες συντεταγµενες :

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 2
}

=
{

(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤
√

2, 0 ≤ θ ≤ 2π
}

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ √2

0

√
4ρ2 + 1ρdρ

)
dθ =

∫ 2π

0

1

12

((
4ρ2 + 1

)3/2
)ρ=

√
2

ρ=0
dθ

=

∫ 2π

0

13

6
dθ =

13π

3
.

οποτε το Ϲητουµενο∫ ∫
D

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

∫ ∫
D

√
4x2 + 4y2 + 1dxdy.
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12.2.10. Να ϐρεθει το εµβαδον της επιφανειας που κοβει ο κωνος S1 : z =
√
x2 + y2 απο

την σφαιρα S2 : x2 + y2 + z2 = 2.
Λυση. Χρησιµοποιουµε τη συναρτηση φ = x2 + y2 + z2 − 2 = 0. Εχουµε

φx = 2x, φy = 2y, φz = 2z

και το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

∫ ∫
D

√
4x2 + 4y2 + 4z2

2z
dxdy

=

∫ ∫
D

√
x2 + y2 + z2

z
dxdy =

∫ ∫
D

√
2

z
dxdy.

Η τοµη της S2 απο το S1 προκυπτει αν ϑεσουµε

x2 + y2 = 2− z2 = 2− x2 − y2 ⇒ x2 + y2 = 1

και το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι σε πολικες συντεταγµενες :

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}

= {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ 1

0

√
2

z
ρdρ

)
dθ =

√
2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

1

z
ρdρ

)
dθ

=
√

2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

1√
2− ρ2

ρdρ

)
dθ

=
√

2

∫ 2π

0

(√
2− 1

)
dθ = 2π

(
2−
√

2
)
..

12.2.11. Να ϐρεθει το εµβαδον της επιφανειας που κοβει ο κυλινδρος S1 : x2 + y2 = 1
απο το επιπεδο S2 : z = x.

Λυση. Χρησιµοποιουµε τη συναρτηση φ = x− z = 0. Εχουµε

φx = 1, φy = 0, φz = −1

και το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

∫ ∫
D

√
2

1
dxdy =

∫ ∫
D

√
2dxdy.

Το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι σε πολικες συντεταγµενες :

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}

= {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ 1

0

√
2ρdρ

)
dθ =

√
2π.
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12.2.12. Να ϐρεθει το εµβαδον της επιφανειας του παραβολοειδους S1 : x = 4− z2 − y2

που ϐρισκεται πανω απο τον δακτυλιο 1 ≤ y2 + z2 ≤ 4, x = 0.
Λυση. Χρησιµοποιουµε τη συναρτηση φ = x+ y2 + z2 − 4 = 0. Εχουµε

φx = 1, φy = 2y, φz = 2z

και το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

∫ ∫
D

√
1 + 4y2 + 4z2dxdy.

Το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι (σε πολικες συντεταγµενες για το
επιπεδο yz):

D =
{

(x, y) : 1 ≤ y2 + z2 ≤ 4
}

= {(ρ, θ) : 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π}

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ 2π

0

(∫ 2

1

√
1 + 4ρ2ρdρ

)
dθ =

∫ 2π

0

1

12

((
1 + 4ρ2

)3/2
)ρ=2

ρ=1
dθ =

π

6

(
173/2 − 53/2

)
.

12.2.13. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
ydS οπου

S : z = x+ y2, x ∈ [0, 1] , y ∈ [0, 2] .

Λυση. Θεωρουµε την συναρτηση z (x, y) = x+ y2. Το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ ∫
D

y
√

1 + z2
x + z2

ydydx =

∫ ∫
D

y
√

1 + 1 + 4y2dydx

=
√

2

∫ 1

0

(∫ 2

0

√
1 + 2y2ydy

)
dx

=
√

2

∫ 1

0

(
1

6

(
1 + 2y2

)3/2
)y=2

y=0

dx

=
13
√

2

3

∫ 1

0

dx =
13
√

2

3
.

12.2.14. Να ϐρεθει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
x2dS οπου S ειναι η σφαιρα x2 + y2 + z2 = 1.

Λυση. Χρησιµοποιουµε την παραµετρικη µορφη της σφαιρας

r (u, v) = i cosu sin v + j sinu sin v + k cos v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ [0, π] .

Οπως εχουµε ηδη δει

ru × rv = i cosu sin2 v + j sinu sin2 v + k cos v sin v,

‖ru × rv‖ = sin v.
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Οποτε το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ ∫
D

x2 ‖ru × rv‖ dvdu =

∫ 2π

0

∫ π

0

(cosu sin v)2 sin vdvdu

=

∫ 2π

0

cos2 u

(∫ π

0

sin3 vdv

)
du

=

(∫ 2π

0

cos2 udu

)(∫ π

0

(
sin v − sin v cos2 v

)
dv

)
=

(∫ 2π

0

1 + cos 2u

2
du

)(
− cos v +

cos3 v

3

)v=π

v=0

=
4π

3
.

12.2.15. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
zdS οπου S ειναι το τµηµα του επιπεδου

S1 : z = 1 + x το οποιο αποκοπτει ο κυλινδρος S2 : x2 + y2 = 1.
Λυση. Χρησιµοποιουµε τη συναρτηση φ = x− z + 1 = 0. Εχουµε

φx = 1, φy = 0, φz = −1

και το Ϲητουµενο εµβαδον ειναι∫ ∫
D

z

√
φ2
x + φ2

y + φ2
z

|φz|
dxdy =

√
2

∫ ∫
D

(1 + x) dxdy.

Το χωριο D στο οποιο παιρνουν τιµες οι x, y ειναι σε πολικες συντεταγµενες :

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}

= {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι

√
2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(1 + ρ cos θ) ρdρ

)
dθ =

√
2

∫ 2π

0

(
ρ2

2
+
ρ3

3
cos θ

)ρ=1

ρ=0

dθ

=
√

2

∫ 2π

0

(
1

2
+

1

3
cos θ

)
dθ

=
√

2

(
θ

2
+

sin θ

3

)θ=2π

θ=0

=
√

2π..

12.2.16. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
xyzdS οπου S ειναι η επιφανεια του κυβου

ο οποιος οριζεται απο τα επιπεδα

x = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, z = 1.

Λυση. Ειναι ∫ ∫
S

xyzdS =
6∑

n=1

∫ ∫
Sn

xyzdS

οπου S1, S2, ..., S6 ειναι οι εξη πλευρες του κυβου. Τωρα, στις πλευρες µε x = 0, y = 0,
z = 0, τα αντιστοιχα ολοκληρωµατα ισουνται µε µηδεν. Στην πλευρα

S6 = {(x, y, 1) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
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εχουµε ∫ ∫
S2

xyzdS =

∫ 1

0

∫ 1

0

xydydx =

∫ 1

0

x

(
y2

2

)y=1

y=0

dx =
1

2

∫ 1

0

xdx =
1

4
.

Για λογους συµµετριας, το ιδιο ισχυει και στις S2 και S4 οποτε τελικα
∫ ∫

S
xyzdS =3

4
.

12.2.17. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
x2yzdS οπου S ειναι το τµηµα του επιπεδου

S1 : z = 1 + 2x+ 3y το οποιο ϐρισκεται πανω απο το ορθογωνιο παραλληλογραµµο

x = 0, x = 3, y = 0, y = 2, z = 0.

Λυση. Θεωρωντας την συναρτηση z (x, y) = 1 + 2x+ 3y εχουµε zx = 2, zy = 3,οποτε
το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫ ∫

D

x2yz
√

1 + z2
x + z2

ydydx =

∫ ∫
D

x2y (1 + 2x+ 3y)
√

1 + 32 + 22dydx

=
√

14

∫ 3

0

∫ 2

0

(
x2y + 2x3y + 3x2y2

)
dydx

=
√

14

∫ 3

0

(
x2y2

2
+ x3y2 + x2y3

)y=2

y=0

dx

=
√

14

∫ 3

0

(
10x2 + 4x3

)
dx

=
√

14

(
10x3

3
+ x4

)x=3

x=0

= 171
√

14.

12.2.18. Να υπολογιστει το ολοκληρωµα
∫ ∫

S
xydS οπου S ειναι το τριγωνο µε κορυφες

(1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)
Λυση. Το τριγωνο ϐρισκεται στο επιπεδο Ax+By + Cz +D = 0 που ικανοποιει

A · 1 +B · 0 + C · 0 +D = 0

A · 0 +B · 2 + C · 0 +D = 0

A · 0 +B · 0 + C · 2 +D = 0

οποτε, παιρνοντας D = −2 , εχουµε A = 2, B = 1, C = 1, δηλ. το επιπεδο ειναι
2x+ y + z = 2 ή z = 2− 2x− y. Οποτε zx = −2, zy = −1 και το Ϲητουµενο ολοκληρωµα
γινεται ∫ ∫

D

xy
√

1 + 4 + 1dydx =
√

6

∫ ∫
D

xydydx.

Το χωριο D ειναι η προβολη του τριγωνου στο επιπεδο xy, και ειναι

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2− 2x} .

Αρα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι

√
6

∫ 1

0

∫ 2−2x

0

xydydx =
√

6

∫ 1

0

(
xy2

2

)y=2−2x

y=0

dx =
√

6

∫ 1

0

x (2− 2x)2

2
dx

=
√

6

∫ 1

0

(
2x+ 2x3 − 4x2

)
dx =

√
6

6
.
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12.2.19. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ixy + jyz + kzx) n0dS οπου A ειναι η επιφανεια του

παραβολοειδους S1 : z = 4− x2 − y2 που ϐρισκεται πανω απο το τετραγωνο

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, z = 0.

Λυση. Μπορουµε να ξανγραψουµε το πεδιο ixy + jyz + kzx ως

r (x, y) = ixy + j
(
4y − x2y − y3

)
+ k

(
4− x3 − y2x

)
.

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂x
× ∂r

∂y

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −2x
0 1 −2y

∣∣∣∣∣∣ dxdy = (i2x+ j2y − k) dxdy

Παρατηρειστε οτι η k συνιστωσα ειναι αρνητικη. Αρα το n0dS που υπολογισαµε παραπανω
ειναι αυτο το οποιο δειχνει προς το εσωτερικο της επιφανειας ! Τελικα το Ϲητουµενο
ολοκληρωµα ειναι∫∫

A

(iy + jx+ kz) n0dS

=

∫ ∫
D

(
ixy + j

(
4y − x2y − y3

)
+ k

(
4x− x3 − y2x

))
(i2x+ j2y − k) dydx

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
2x2y + 8y2 − 2x2y2 − 2y4 − 4x− x3 − y2x

)
dydx

=

∫ 1

0

(
x2

3
+

11x

3
− x3 +

34

15

)
dx =

713

180
.

12.2.20. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(jyz + kz2) n0dS οπου A ειναι το τµηµα του κυλινδρου

S1 : 1 = y2 + z2 µε z ≥ 0, το οποιο αποκοπτεται απο τα επιπεδα x = 0 και x = 1.
Λυση. Ξαναγραφουµε τον κυλινδρο σε παραµετρικη αναπαρασταση ως εξης :

r (x, v) = ix+ j cos v + k sin v, x ∈ [0, 1] , v ∈ [0, π]

(το v ∈ [0, π] πορκυπτει απο το z ≥ 0) οποτε το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂x
× ∂r

∂v

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 − sin v cos v

∣∣∣∣∣∣ dxdv = (−j cos v − k sin v) dxdv

Παρατηρειστε οτι το n0dS = −j cos v − k sin v δειχνει προς το εσωτερικο του κυλινδρου·
π.χ. για v = π/4 το n0dS = −j− k. Το χωριο ολοκληρωσης ειναι

D = {(x, v) : x ∈ [0, 1] , v ∈ [0, π]} .
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Μπορουµε να ξαναγραψουµε το πεδιο jyz + kz2 ως

F (x, v) = j cos v sin v + k sin2 v.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(
jyz + kz2

)
n0dS =

∫ ∫
D

(
j cos v sin v + k sin2 v

)
(−j cos v − k sin v) dxdv

= −
∫ 1

0

∫ π

0

(
cos2 v sin v + sin3 v

)
dvdx

= −
∫ 1

0

∫ π

0

sin vdvdx = −
∫ 1

0

(cos v)v=π
v=0 dx =

∫ 1

0

2dx = 2.

12.2.21. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(iy + jx+ kz) n0dS οπουA ειναι η επιφανεια του παραβολοει-

δους S1 : z = 1− x2 − y2 που αντιστοιχει σε z ≥ 0.
Λυση. Μπορουµε να ξαναγραψουµε το πεδιο iy + jx+ kz ως

F (x, y) = iy + jx+ k
(
1− x2 − y2

)
.

Γραφουµε δε το παραβολοειδες σε παραµετρικη µορφη ως εξης :

r (x, y) = ix+ jy + k
(
1− x2 − y2

)
οποτε το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂x
× ∂r

∂y

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −2x
0 1 −2y

∣∣∣∣∣∣ dxdy = (i2x+ j2y − k) dxdy

Παρατηρειστε οτι η k συνιστωσα ειναι αρνητικη. Αρα το n0dS που υπολογισαµε παραπανω
ειναι αυτο το οποιο δειχνει προς το εσωτερικο της επιφανειας ! Το χωριο ολοκληρωσης
ειναι η προβολη του παραβολοειδους στο επιπεδο z = 0, οποτε το χωριο ολοκληρωσης
ειναι

D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1
}
.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(iy + jx+ kz) n0dS =

∫ ∫
D

(
iy + jx+ k

(
1− x2 − y2

))
(i2x+ j2y − k) dxdy

=

∫ ∫
D

(
2xy + 2xy − 1 + x2 + y2

)
dxdy

= −
∫ 2π

0

∫ 1

0

(
1 + 4ρ2 cos θ sin θ − ρ2

)
ρdρdθ

= −
∫ 2π

0

∫ 1

0

(
ρ+ 2ρ3 sin 2θ − ρ3

)
dρdθ

= −
∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
sin 2θ − 1

4

)
dθ = −

(
θ

4

)θ=2π

θ=0

= −π
2
.
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12.2.22. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(iz + jy + kx) n0dS οπου A ειναι η σφαιρα S : x2 +y2 +

z2 = 1.
Λυση. Γραφουµε την σφαιρα σε παραµετρικη µορφη:

r (u, v) = i cosu sin v + j sinu sin v + k cos v, u ∈ [0, 2π] , u ∈ [0, π] ,

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
dudv =

∣∣∣∣∣∣
i j k

− sinu sin v cosu sin v 0
cosu cos v sinu cos v − sin v

∣∣∣∣∣∣ dudv
=
(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv.

Το n0dS που υπολογισαµε παραπανω ειναι αυτο το οποιο δειχνει προς το εσωτερικο της
σφαιρας ! Μπορουµε να ξανγραψουµε το πεδιο iz + jy + kx ως

F (x, y) = i cos v + j sinu sin v + k cosu sin v.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(iy + jx+ kz) n0dS

=

∫ ∫
D

(i cos v + j sinu sin v + k cosu sin v)
(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv

= −
∫ 2π

0

∫ π

0

(
cosu sin2 v cos v + sin2 u sin3 v + cosu sin2 v cos v

)
dudv

= −
∫ 2π

0

∫ π

0

2 cosu cos v sin2 vdudv −
∫ 2π

0

∫ π

0

sin2 u sin3 vdudv = −4π

3
.

12.2.23. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ixzey − jxzey + kz) n0dS οπου A ειναι το τµηµα του

επιπεδου S1 : x+ y + z = 1 µε x, y, z ≥ 0.
Λυση. Γραφουµε το επιπεδο σε παραµετρικη µορφη:

r (x, y) = ix+ jy + k (1− x− y) .

Το χωριο ολοκληρωσης ειναι

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x} .

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂x
× ∂r

∂y

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ dxdy = (i + j + k) dxdy.
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Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(ixzey − jxzey + kz) n0dS =

∫ ∫
D

(ixzey − jxzey + k (1− x− y)) (i + j + k) dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y) dxdy = −1

6
.

12.2.24. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(jy − kz) n0dS οπου A ειναι το τµηµα του παραβολοει-

δους S1 : y = x2 + z2 µε y ≤ 1.
Λυση. Γραφουµε το παραβολοειδες σε παραµετρικη µορφη:

r (x, z) = ix+ j
(
x2 + z2

)
+ kz.

Το χωριο ολοκληρωσης D ειναι το εσωτερικο του κυκλου ο οποιος ειναι η τοµη του
παραβολοειδους µε το επιπεδο y = 1, δηλ. η τοµη ειναι 1 = x2 +z2 (κυκλος) και το χωριο
ειναι

D =
{

(x, y) : x2 + z2 ≤ 1
}
.

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂x
× ∂r

∂z

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 2x 0
0 2z 1

∣∣∣∣∣∣ dxdy = (i2x− j + k2z) dxdy.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(jy − kz) n0dS =

∫ ∫
D

(
j
(
x2 + z2

)
− kz

)
(i2x− j + k2z) dxdy

=

∫ ∫
D

(
−x2 − z2 − 2z2

)
dxdy

= −
∫ 2π

0

∫ 1

0

(
ρ2 + 2ρ2 cos2 θ

)
ρdρdθ

= −
∫ 2π

0

(
ρ4

4
+
ρ4

2
cos θ

)ρ=1

ρ=0

dθ

= −1

4

∫ 2π

0

(
1 + 2 cos2 θ

)
dθ = −π.

(Προσεξτε οτι χρησιµοποιησαµε πολικες συντεταγµενες στο επιπεδο xz: x = ρ cos θ,
z = ρ sin θ.)

12.2.25. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ixz + jx+ ky) n0dS οπου A ειναι το τµηµα της σφαιρας

S1 : x2 + y2 + z2 = 25 µε y ≥ 0.
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Λυση. Γραφουµε την σφαιρα σε παραµετρικη µορφη:

r (u, v) = i5 cosu sin v + j5 sinu sin v + k5 cos v, u ∈ [0, 2π] , v ∈ [0, π] ,

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι (οπως εχουµε ηδη δει)

n0dS =

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
dudv = 25

(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv.

Μπορουµε να ξανγραψουµε το πεδιο ixz + jx+ ky ως

F (u, v) = i25 cosu sin v cos v + j5 cosu sin v + k5 sinu sin v.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(ixz + jx+ ky) n0dS

= 125

∫ ∫
D

(i5 cosu sin v cos v + j cosu sin v + k sinu sin v) ·(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv

= −125

∫ 2π

0

∫ π

0

(
5 cos2 u sin3 v cos v + cosu sinu sin3 v + sinu sin2 v cos v

)
dudv.

Μετα απο αρκετες παρξεις, το παραπανω αποτελεµα προκυπτει ισο µε το 0!

12.2.26. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(kz) n0dS οπου A ειναι το τµηµα της σφαιρας S1 :

x2 + y2 + z2 = a2 µε x, y, z ≥ 0.
Λυση. Η σφαιρα γραφεται σε παραµετρικη µορφη:

r (u, v) = ia cosu sin v + ja sinu sin v + ka cos v, u ∈ [0, π/2] , v ∈ [0, π/2] ,

(Τα u ∈ [0, π/2] , v ∈ [0, π/2] εξασφαλιζουν x, y, z ≥ 0.) Το στοιχειωδες διανυσµατικο
εµβαδον ειναι (οπως εχουµε ηδη δει)

n0dS =

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
dudv = a2

(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv.

Μπορουµε να ξανγραψουµε το πεδιο kz ως

F (u, v) = ka cos v.

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

kzn0dS = a3

∫ ∫
D

(k cos v)
(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv

= −a3

∫ π/2

0

∫ π/2

0

sin v cos2 vdudv = −a3

(∫ π/2

0

du

)(
−
∫ π/2

0

cos2 vd (cos v)

)

= a3 (u)u=π/2
u=0

(
cos3 v

3

)v=π/2

v=0

= −πa
3

6
.
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12.2.27. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(iy − jx+ k) n0dS οπου A ειναι το τµηµα της σφαιρας

S1 : x2 + y2 + z2 = a2 µε x, y, z ≥ 0.
Λυση. Η σφαιρα γραφεται σε παραµετρικη µορφη:

r (u, v) = ia cosu sin v + ja sinu sin v + ka cos v, u ∈ [0, π/2] , v ∈ [0, π/2] ,

Το στοιχειωδες διανυσµατικο εµβαδον ειναι

n0dS =

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
dudv = a2

(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv.

Μπορουµε να ξανγραψουµε το πεδιο (iy − jx+ k) ως

F (u, v) = (ia sinu sin v − ja cosu sin v + k) .

Τελικα το Ϲητουµενο ολοκληρωµα ειναι∫∫
A

(iy − jx+ k) n0dS

= a2

∫ ∫
D

(ia sinu sin v − ja cosu sin v + k)
(
−i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v

)
dudv

= −a2

∫ π/2

0

∫ π/2

0

(
a sinu cosu sin3 v − a cosu sinu sin3 v + sin v cos v

)
dudv

= −a2

(∫ π/2

0

du

)(∫ π/2

0

sin vd (sin v)

)

= −a2 (u)u=π/2
u=0

(
sin2 v

2

)v=π/2

v=0

= −πa
2

2
.

12.2.28. Να επαληθευτει το Θεωρηµα Gauss για το πεδιο F = ix + jy + kz και για την
επιφανεια S : x2 + y2 + z2 = a2.

Λυση. Χρησιµοποιωντας τη γνωστη παραµετριση της σφαιρας εχουµε

n0dS = −i cosu sin2 v − j sinu sin2 v − k sin v cos v.

Οµως αυτο ειναι το καθετο διανυσµα προς το εσωτερικο της ϕσαιρας ! Το καθετο διανυσµα
προς το εξωτερικο ειναι

n0dS = i cosu sin2 v + j sinu sin2 v + k sin v cos v.
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Οποτε∫∫
S

(ix+ jy + kz) n0dS

=

∫ ∫
D

(i cosu sin v + j sinu sin v + k cos v)
(
i cosu sin2 v + j sinu sin2 v + k sin v cos v

)
dudv

=

∫ π

0

∫ 2π

0

(
cos2 u sin3 v + sin2 u sin3 v + cos2 v sin v

)
dudv

=

∫ π

0

∫ 2π

0

(
sin3 v + cos2 v sin v

)
dudv =

∫ π

0

∫ 2π

0

sin vdudv =

(∫ π

0

sin vdv

)(∫ 2π

0

du

)
= (− cos v)v=π

v=0 (u)u=2π
u=0 = 4π.

Επισης εχουµε∫ ∫ ∫
V

∇ · (ix+ jy + kz) dV =

∫ ∫ ∫
V

(1 + 1 + 1) dV = 3V = 3 · 4

3
π12 = 4π.

Αρα το Θεωρηµα Gauss επαληθευεται.

12.2.29. Χρησιµοποιειστε το Θεωρηµα Gauss για να υπολογιστε το ολοκληρωµα∫∫
S

(ixy + jyz + kxz) n0dS,

οπου S ειναι η επιφανεια του κυβου

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

Λυση. Εχουµε∫∫
S

(ixy + jyz + kxz) n0dS =

∫ ∫ ∫
V

∇ · (ixy + jyz + kxz) dV

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(y + z + x) dxdydz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
xy + xz +

x2

2

)x=1

x=0

dydz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
y + z +

1

2

)
dydz

=

∫ 1

0

(
y2

2
+ zy +

y

2

)y=1

y=0

dz

=

∫ 1

0

(
1

2
+ z +

1

2

)
dz =

(
z +

z2

2

)z=1

z=0

=
3

2
.
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12.2.30. Χρησιµοποιειστε το Θεωρηµα Gauss για να υπολογισετε το ολοκληρωµα∫∫
S

(
i
x

r3
+ j

y

r3
+ k

z

r3

)
n0dS,

οπου r =
√
x2 + y2 + z2 και S ειναι η επιφανεια του στερεου

a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2

το οποιο οριζεται απο δυο οµοκεντρους κυκλους.
Λυση. Εχουµε

∇ ·
(
i
x

r3
+ j

y

r3
+ k

z

r3

)
=
−2x2 + y2 + z2

(x2 + y2 + z2)5/2
+

x2 − 2y2 + z2

(x2 + y2 + z2)5/2
+

x2 + y2 − 2z2

(x2 + y2 + z2)5/2
= 0.

Οποτε∫∫
S

(
i
x

r3
+ j

y

r3
+ k

z

r3

)
n0dS =

∫ ∫ ∫
V

∇·(ixy + jyz + kxz) dV =

∫ ∫ ∫
V

∇·0·dV = 0.

12.2.31. Χρησιµοποιειστε το Θεωρηµα Gauss για να υπολογισετε το ολοκληρωµα∫∫
S

(
i3xy2 + jxez + kz3

)
n0dS,

οπου S ειναι η επιφναεια του στερεου που οριζεται απο τον κυλινδρο y2 + z2 = a και τα
επιπεδα x = −1 και x = 2.

Λυση. Εχουµε
∇ ·
(
i3xy2 + jxez + kz3

)
= 3y2 + 3z2.

Οποτε ∫∫
S

(
i3xy2 + jxez + kz3

)
n0dS =

∫ ∫ ∫
V

∇ ·
(
i3xy2 + jxez + kz3

)
dV

= 3

∫ ∫ ∫
V

(
y2 + z2

)
dV

= 3

∫ 2

−1

∫ 2π

0

∫ a

0

ρ2ρdρdθdx =
9

2
πa4.

(Χρησιµοποιησµαε κυλινδρικες συντεταγµενες ως προς τον αξονα x, δηλ. x = x, y =
ρ cos θ, z = ρ sin θ.)

12.2.32. Να υπολογιστει µε χρηση του Θεωρηµατος Stokes∫∫
A

∇× (ixz + jyz + kxy) n0dS
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οπου A ειναι το τµηµα της σφαιρας S1 : x2 + y2 + z2 = 4 το οποιο ϐρισκεται εντος του
κυλινδρου S2 : x2 + y2 = 1 και πανω απο το επιπεδο xy.

Λυση. Για να χρησιµοποιησουµε το Θεωρηµα Stokes πρεπει να ϐρουµε την καµπυλη
η οποια περικλειει το τµηµα της σφαιρας. Αυτη η καµπυλη ειναι η τοµη S1∩S2. Λυνουµ

x2 + y2 + z2 = 4
x2 + y2 = 1

}
⇒ z2 = 3.

Αφου ξερουµε και οτι η καµπυλη ϐρισκεται πανω απο το xy επιπεδο, τελικα η Ϲητουµενη
καµπυλη ειναι ο κυκλος

C :
{

(x, y, z) : x2 + y2 = 1, z =
√

3
}

ή, σε παραµετρικη µορφη

r (t) = i cos t+ j sin t+ k
√

3, t ∈ [0, 2π]

και
dr = −i sin tdt+ j cos tdt.

Εχουµε επισης, επι του κυκλου C,

F (t) = ixz + jyz + kxy = i
√

3 cos t+ j
√

3 sin t+ k cos t sin t.

Αρα λοιπον∫∫
A

∇× (ixz + jyz + kxy) n0dS =

∫
C

(ixz + jyz + kxy) · dr

=

∫ 2π

0

(
i
√

3 cos t+ j
√

3 sin t+ k cos t sin t
)
· (−i sin t+ j cos t) dt

=

∫ 2π

0

(
−
√

3 cos t sin t+
√

3 sin t cos t
)

= 0.

Προσοχη ! Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα µηδενιζεται στη συγκεκριµενη καµπυλη. Αυτο
δεν σηµανει οτι το πεδιο F (x, y, z) = ixz + jyz + kxy ειναι συντηρητικο.

∇× (ixz + jyz + kxy) = i (x− y) + j (x− y) 6= 0.

12.2.33. Να υπολογιστει µε χρηση του Θεωρηµατος Stokes το∫∫
A

∇× (iyz + jxz + kxy) n0dS

οπου A ειναι το τµηµα του παραβολοειδους S2 : z = 9− x2− y2 το οποιο ϐρισκεται πανω
απο το επιπεδο S1 : z = 5.
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Λυση. Για να χρησιµοποιησουµε το Θεωρηµα Stokes πρεπει να ϐρουµε την καµπυλη
η οποια οριζει το τµηµα του παραβολοειδους το οποιο µας ενδιαφερει. Αυτη ειναι η τοµη
S1 ∩ S2. Λυνουµε

z = 9− x2 − y2

z = 5

}
⇒ x2 + y2 = 4.

∆ηλ. η Ϲητουµενη καµπυλη ειναι ο κυκλος

C :
{

(x, y, z) : x2 + y2 = 4, z = 5
}

ή, σε παραµετρικη µορφη

r (t) = i2 cos t+ j2 sin t+ k5, t ∈ [0, 2π]

και
dr = −i2 sin tdt+ j2 cos tdt.

Εχουµε επισης, επι του κυκλου C,

F (t) = iyz + jxz + kxy = i10 sin t+ j10 cos t+ k4 cos t sin t.

Αρα λοιπον∫∫
A

∇× (ixz + jyz + kxy) n0dS =

∫
C

(ixz + jyz + kxy) · dr

=

∫ 2π

0

(i10 sin t+ j10 cos t+ k4 cos t sin t) · (−i sin t+ j cos t) dt

=

∫ 2π

0

(
−10 sin2 t+ 10 cos2 t

)
= 10

∫ 2π

0

cos 2t = 0.

12.2.34. Να υπολογιστει µε χρηση του Θεωρηµατος Stokes το∫∫
A

∇×
(
ix2y3z + j sin (xyz) + kxyz

)
n0dS

οπου A ειναι το τµηµα του κωνου S2 : y2 = x2 + z2 το οποιο ϐρισκεται µεταξυ των
επιπεδων y = 0 και y = 3.

Λυση. Στο επιπεδο y = 0 εχουµε την κορυφη του κωνου, δηλαδη το σηµειο (0, 0, 0).
Στο επιπεδο y = 3 εχουµε εναν κυκλο ο οποιος οριζει το ανω τµηµα του κωνου και
ικανοποιει το συστηµα

y2 = x2 + z2

y = 3

}
⇒ x2 + z2 = 9,

δηλ. εναν κυκλο ο οποιος σε παραµετρικη µορφη εχει ην εξισωση

r (t) = i3 sin t+ j3 + k3 cos t, t ∈ [0, 2π]

και
dr = i3 cos tdt− k3 sin tdt.
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Εχουµε επισης, επι του κυκλου C,

F (t) = i729 sin2 t cos t+ j27 sin t cos t+ k27 cos t sin t.

Αρα λοιπον∫∫
A

∇×
(
ix2y3z + j sin (xyz) + kxyz

)
n0dS

=

∫
C

(
ix2y3z + j sin (xyz) + kxyz

)
· dr

=

∫ 2π

0

(
i729 sin2 t cos t+ j27 sin t cos t+ k27 cos t sin t

)
· (i3 cos t− k3 sin t) dt

=

∫ 2π

0

(
2187 cos2 t sin2 t− 81 sin2 t cos t

)
dt

=

∫ 2π

0

(
2187

2
sin2 2t− 81 sin2 t cos t

)
dt

=
2187

4

(
t

2
− sin 4t

8

)t=2π

t=0

−
(

81

3
sin3 t

)t=2π

t=0

=
2187π

4
.

12.3 Αλυτα Προβληµατα

12.3.1. Να υπολογιστει το εµβαδο του τµηµατος του επιπεδου x+ 2y+ 2z = 12 το οποιο
αποκοπτεται απο τα επιπεδα x = 0, y = 0, x = 1, y = 1.

Απ. 3/2.

12.3.2. Να υπολογιστει το εµβαδο του τµηµατος του επιπεδου x+ 2y+ 2z = 12 το οποιο
αποκοπτεται απο τα επιπεδα x = 0, y = 0 και τον κυλινδρο x2 + y2 = 16.

Απ. 6π.

12.3.3. Να ϐρεθει το εµβαδον του τµηµατος της επιφανειας y2+z2−az = 0 που αποκοπτι
η σφαιρα x2 + y2 + z2 = a2.

Απ. 2πa2.

12.3.4. Να υπολογιστει το εµβαδο του τµηµατος που αποκοπτεται απο τους κυλινδρους
x2 + y2 = 1, x2 + z2 = 1.

Απ. 16.

12.3.5. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(z + 2x+ 4y/3) dS, οπου A ειναι το τµηµα της επιφανειας

12x+ 8y + 6z = 24 που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο.
Απ. 4

√
61.

12.3.6. Να υπολογιστει το
∫∫
A

√
R2 − x2 − y2dS, οπου A ειναι .το ηµισφαιριο z =√

R2 − x2 − y2

Απ. πR3.
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12.3.7. Να υπολογιστει το
∫∫
A

dS
x2+y2+(z−c)2 , οπου A ειναι η σφαιρα x2 + y2 + z2 = R2 και

c > R..
Απ. 2πR

C
ln c+R

c−R .

12.3.8. Να υπολογιστει το
∫∫
A

xyzdS, οπου A ειναι το τµηµα της επιφανειας x+y+z = 1

που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο.
Απ.
√

3/120.

12.3.9. Να υπολογιστει το
∫∫
A

xdS, οπουA ειναι το τµηµα της επιφανειας x2+y2+z2 = a2

που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο.
Απ. πa3/4.

12.3.10. Να υπολογιστει το
∫∫
A

ydS, οπου A ειναι η επιφανεια z =
√
a2 − x2 − y2.

Απ. 0.

12.3.11. Να υπολογιστει το
∫∫
A

x2y2dS, οπου A ειναι η επιφανεια z =
√
a2 − x2 − y2.

Απ. 2πa6/15.

12.3.12. Να υπολογιστει το
∫∫
A

1
x2+y2+z2

dS, οπου A ειναι το τµηµα της επιφανειας x2 +

y2 = 1 που αποκοπτεται απο τα z =0 και z = 1.
Απ. π2/2.

12.3.13. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(iy + j2x− kz) n0dS οπουA ειναι το τµηµα του επιπεδου

2x+ y − 6 = 0 που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο και αποκοπτεται απο το z = 4.
Απ. 108.

12.3.14. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(i (y2 + x)− j2x+ k2yz) n0dS οπου A ειναι το τµηµα

του επιπεδου 2x+ y + 2z − 6 = 0 που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο.
Απ. 81.

12.3.15. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(i2y − jz + kx2) n0dS οπου S ειναι η επιφανεια y2−8x =

0 που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο και µεταξυ των y = 4 και z = 6.
Απ. 132.

12.3.16. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(i6z + j (2x+ y)− kx) n0dS οπου A ειναι η επιφανεια

του χωριου που οριζεται απο τα x2 + z2 = 9, x = 0, y = 0, y = 8, και z = 0.
Απ. 18π.
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12.3.17. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ix+ jy + kz)·n0dS οπουA ειναι η επιφανεια του κυβου

µε κορυφες στα (0, 0, 0), (0, 0, 1), ..., (1, 1, 1).
Απ. 3.

12.3.18. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ix+ jy + kz) · n0dS οπου A ειναι η επιφανεια της

σφαιρας µε κεντρο το (0, 0, 0) και µοναδιαια ακτινα
Απ. 4π.

12.3.19. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(i4xz + jxyz2 + k3z) · n0dS οπου A ειναι η επιφανεια

του χωριου που οριζεται απο τα x2 + z2 = z2, z = 4 και z = 0.
Απ. 320π.

12.3.20. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(iz + jx− k3zy2) · n0dS οπου A ειναι η επιφανεια του

χωριου που οριζεται απο τα x2 + y2 = 16, z = 0 και z = 5 και ϐρισκεται στο πρωτο
ογδοηµοριο

Απ. 90.

12.3.21. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ix+ jy + kz) n0dS οπου A ειναι η επιφανεια του κυβου

µε κορυφες στα (0, 0, 0), (0, 0, 1), ..., (1, 1, 1). (Απ. 3).

12.3.22. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(kx2y2z)·n0dS οπουA ειναι η επιφανεια z = −
√

1− x2 − y2.

Απ. 2π/105.

12.3.23. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(ixy + jyz + kxz) · n0dS οπου A ειναι η επιφανεια του

τετραεδρου µε κορυφες (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0).
Απ. 1/8.

12.3.24. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(izx+ jxy + kyz) · n0dS οπου A ειναι η εξωτερικη επι-

ϕανεια της πυραµιδας που σχηµατιζουν τα επιπεδα x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.
Απ. 1/8.

12.3.25. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(xdzdy + ydxdz + zdxdy) οπου A ειναι το τµηµα του

επιπεδου x+ y + z = a που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο.
Απ. a3/2.
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12.3.26. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(x2dzdy + y2dxdz + z2dxdy) οπου A ειναι το τµηµα του

παραβολοειδους x2 + y2 + 2az = a2 που ϐρισκεται στο δευτερο ογδοηµοριο.
Απ. a

4

3

(
4
5

+ π
16

)
.

12.3.27. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(yzdxdy + xzdydz + yxdxdz) οπου A ειναι η εξωτερικη

επιφανεια της επιφανειας που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο και σχηµατιζεται απο τον
κυλινδρο x2 + y2 = R2 και τ αεπιπεδα x = 0, y = 0.z = 0, z = H.

Απ. R2H
(

2R
3

+ πH
8

)
.

12.3.28. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(xzdxdy + xydydz + yzdxdz) οπου A ειναι η επιφανεια

του κυλινδρου x2 + y2 = 1 που αποκοπτεται απο τα x = 0, y = 0, z = 0, z = 1.
Απ. 2

3
+ π

8
.

12.3.29. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(y2zdxdy + xzdydz + yx2dxdz) οπου A ειναι η εξω-

τερικη επιφανεια της επιφανειας που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµοριο και σχηµατιζε-
ται απο το παραβολοειδες z = x2 + y2, τον κυλινδρο x2 + y2 = 1 και τα επιπεδα
x = 0, y = 0.z = 0.

Απ. π/8.

12.3.30. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

(
i2xy + jyz2 + kxz

)
· n0dS

οπου A ειναι η επιφανεια του στερεου που οριζεται απο τα x = 0, x = 2, y = 0, y = 1,
z = 0, z = 3.

12.3.31. Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 30.

12.3.32. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

√
x2 + y2 + z2 (i + j + k) · n0dS

οπου A ειναι η η σφαιρα x2 + y2 + z2 = R2.
Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 351/2.

12.3.33. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

(
i2xy + jyz2 + kxz

)
· n0dS

οπου A ειναι η επιφανεια του στερεου που οριζεται απο τα x = 0, x = 6 − 2z, y = 0,
y = 3, z = 0.

Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 351/2.
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12.3.34. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

(
i2x2y − jy2 + k4xz2

)
· n0dS

οπου A ειναι η επιφανεια του το στερεου που ϐρισκεται στο πρωτο ογδοηµριο και οριζεται
απο τα y2 + z2 = 9, x = 2.

Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 180.

12.3.35. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

(
i4x− j2y2 + kz2

)
· n0dS

οπου A ειναι η επιφανεια του στερεου που οριζεται απο τα y2 + x2 = 4, z = 0, z = 3.
Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 84π.

12.3.36. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα∫∫
A

(ix+ jy + kz) · n0dS

οπου A ειναι η επιφανεια του κυβου µε κορυφες (−1,−1,−1), (−1,−1, 1), ..., (1, 1, 1).
Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 24.

12.3.37. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα
∫∫
A

(ix+ jy + kz)·

n0dS οπου A ειναι η επιφανεια της σφαιρας µε κεντρο το (0, 0, 0) και ακτινα 2.
Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 32π.

12.3.38. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Gauss για το ολοκληρωµα
∫∫
A

(ix+ jy + kz)·

n0dS οπου A ειναι η επιφανεια που οριζεται απο τα y2 + x2 = 4− z και z = 0.
Απ. Το ολοκληρωµα ισουται µε 24π.

12.3.39. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(x3dzdy + y3dxdz + z3dxdy) οπου A ειναι η σφαιρα

x2 + y2 + z2 = a2.
Απ. 12πa5/5.

12.3.40. Να υπολογιστει το
∫∫
A

(x3dzdy + y3dxdz + z3dxdy) οπου A ειναι η εξωτερικη

επιφανεια της πυραµιδας που σχηµατιζουν τα επιπεδα x = 0, y = 0, z = 0 και x+y+z =
a.

Απ. 15a5/100.
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12.3.41. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Stokes για την F (x, y, z)= ixz − jy + kyx2

και την επιφανεια S του τριγωνου µε κορυφες (4, 0, 0), (0, 8, 0) και (0, 0, 4).
Απ. Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα ισουται µε 32/3.

12.3.42. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Stokes για την F (x, y, z)= i (y − z + 2) +
j (yz + 4) − kxz και την επιφανεια S του κυβου οριζεται απο τα x = 0, x = 2, y = 0,
y = 2, z = 0, z = 2.

Απ. Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα ισουται µε −4.

12.3.43. Να επαληθευθει το ϑεωρηµα του Stokes για την F (x, y, z)= i (2x− y)− jyz2−
ky2z και την επιφανεια S που οριζεται απο την z =

√
1− y2 − x2.

Απ. Το επικαµπυλιο ολοκληρωµα ισουται µε π.

12.3.44. Να υπολογιστει το
∫
C

(x (z − y) dx+ y (x− z) dy + z (y − x)dz)) οπου C ειναι
το τριγωνο µε κορυφες (a, 0, 0) , (0, a, 0) , (0, 0, a).

Απ. a3.

12.3.45. Να υπολογιστει το
∫
C

(yzdx+ xzdy + xydz) οπου C ειναι το τριγωνο µε κο-
ϱυφες (0, 0, 0) , (1, 1, 0) , (1, 1, 1).

Απ. 0.


