
ΘΕ3 Χάραξη γραφικών παραστάσεων σε χαρτί log log 

1.  Γενικά 
 
Αν και σε αρκετές περιπτώσεις, η σχέση που συνδέει δυο µεγέθη µεταξύ τους είναι 
γραµµική (δηλαδή η γραφική απεικόνιση της συνάρτησης είναι ευθεία γραµµή) τις 

περισσότερες φορές είναι µη γραµµική (καµπύλη). Σχέσεις της µορφής  
απαντώνται πολύ συχνά. Ας θεωρήσουµε, για παράδειγµα, τις τιµές του Πίνακα (1). 
Η γραφική απεικόνιση της συνάρτησης x = f(t), όπως φαίνεται στο Σχήµα (1), είναι 
µια καµπύλη που όµως δεν µας παρέχει αρκετές πληροφορίες για το είδος της συνάρ-
τησης. Ακόµη και αν έχουµε βάσιµες υπόνοιες ότι οι τιµές υπακούουν σε µια σχέση 
της µορφής ntkx = α µπορούσαµε να υπολογίσουµε τις σταθερές k και n; Το 
πρόβληµα επιλύεται ως εξής: 

nxk)x(y =

, πως θ

t (s)  x ( m)  
1  3  
2  12  
3  27  
4  48  

 
Λογαριθµίζουµε και τις δυο πλευρές της συνάρτησης . Προς τούτο έχουµε  ntkx =
 

)tklog()xlog( n=  (1)
 
και κάνοντας χρήση των παρακάτω βασικών ιδιοτήτων των λογαρίθµων 
 

)log()log()log( ΒΑΑΒ +=  
ΑΑ lognlog n =  

(2)
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Σχήµα 1. Γραφική απεικόνιση της συ-
νάρτησης x = f(t) 
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η σχέση (1) γίνεται 
 

klogtlogn)xlog( +=  (3)
 
Η σχέση (3) όµως είναι της µορφής: 
 

βα += xy  (ευθεία γραµµή) (4)
 
Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να βρούµε το λογάριθµο για κάθε τιµή του Πίνακα (1) 
και να χαράξουµε τη γραφική logx = f(logt) σε κανονικό χαρτί µιλιµετρέ. 
 
2.  Απεικόνιση σε χαρτί µιλιµετρέ 
 
Όπως φαίνεται στο Σχήµα (2) η απεικόνιση logx = f(logt) είναι µια ευθεία γραµµή 
της οποίας η κλίση είναι n και η τεταγµένη επί την αρχή (εκεί δηλαδή που η ευθεία 

τέµνει τον κατακόρυφο άξονα) είναι logk . Υπολογίζοντας, κατά τα γνωστά, την κλί-
ση της ευθείας έχουµε n = 2. Για να υπολογίσουµε τη σταθερά k εργαζόµαστε ως ε-
ξής: 

 
log t log x 

0  0.477121  
0.30103  1.079181  

 
Θέτουµε logt = 0 και η σχέση (3) γίνεται logx = 0 + logk και εποµένως logx = logk. 
Στο Σχήµα (2) προσδιορίζουµε το σηµείο όπου η ευθεία τέµνει τον κατακόρυφο άξο-
να logx. Αυτό είναι το 0.477121. Έτσι logx = 0. 477121 = logk ⇒ k = 100.477121 = 3 
⇒ k = 3. 
 
Γνωρίζοντας, εποµένως, τις σταθερές n και k, µπορούµε να διαµορφώσουµε τη γενική 
µας σχέση  ως . ntkx = 2t3x =
 
3.  Απεικόνιση σε χαρτί log – log 

0.477121 1.431364  
0.60206  1.681241  
0.69897  1.875061  
0.778151 2.033424  
0.845098 2.167317  
0.90309  2.283301  
0.954243 2.385606  
1  2.477121  
1.30103  3.079181  
1.69897  3.875061  
1.90309  4.283301  
2  4.477121  

Σχήµα 2. Γραφική απεικόνιση της συνάρτησης 
logx = f(logt) σε χαρτί µιλιµετρέ 

Πίνακας 2 

logx 

5 
4 
3 

2 
1 

logt
0 

0 
0.5 1 1.5 2 2.5 

Γ. Μήτσου  2



Από τα παραπάνω γίνεται κατανοητό ότι αν το πλήθος των τιµών είναι αρκετά µεγά-
λο, η διαδικασία υπολογισµού των λογαρίθµων τους και στη συνέχεια η απεικόνιση 
της συνάρτησης logy = f(logx) σε κανονικό χαρτί µιλιµετρέ είναι αρκετά χρονοβόρα. 
Ευτυχώς όµως η διαδικασία αυτή απλοποιείται µε τη χρήση ειδικά βαθµολογηµένου 
χαρτιού που καλείται λογαριθµικό (log-log) ή ηµιλογαριθµικό (semi-log), ανάλογα αν 
και οι δυο άξονες έχουν χαραχθεί λογαριθµικά ή µόνο ο ένας. Στη δεύτερη περίπτωση 
ο άξονας που δεν χαράσσεται λογαριθµικά, φέρει υποδιαιρέσεις όπως σε ένα απλό 
µιλιµετρέ χαρτί. Στην ουσία ένα χαρτί log-log γραµµικοποιεί εκθετικές σχέσεις ή 

σχέσεις της µορφής y  = kxn, ό-
που εύκολα πια µπορούµε να 
προσδιορίσουµε τις σταθερές n 
και k.  

104 

  
Στο Σχήµα (3) παρουσιάζεται µια 
τυπική µορφή χαρτιού log-log. 
Παρατηρήστε ότι και οι δυο άξο-
νες φέρουν λογαριθµικές κλίµα-
κες που αποτελούνται από τµήµα-
τα δέκα υποδιαιρέσεων, που κα-
λούνται κύκλοι. Κάθε κύκλος αυ-
ξάνει, σε σχέση µε τον προηγού-
µενό του, κατά ένα συντελεστή 
10. Έτσι αν οι υποδιαιρέσεις (οι 
οποίες είναι τοποθετηµένες σε 
αναλογία µε το λογάριθµο της τι-
µής που εκφράζουν) του πρώτου, 
για παράδειγµα, κύκλου είναι 1, 
2, 3, ……. 10, του δεύτερου θα 
είναι 10, 20, 30, ….. 100, του τρί-
του 100, 200, 300, …1000 κ.ο.κ 
(θα µπορούσαµε επίσης να είχαµε 
0.1-1, 1-10, 10-100 κ.ο.κ). Επο-

µένως, κάθε τιµή που τοποθετείται επάνω στους άξονες είναι λογαριθµισµένη και το 
µήκος (απόσταση από την αρχή του άξονα) που εκφράζει είναι ο λογάριθµός της επί 
κάποια σταθερά. Αυτό σηµαίνει ότι στους άξονες τοποθετούµε κατευθείαν τις τιµές 
και όχι το λογάριθµό τους. 
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Σχήµα 3. Χαρτί log-log 3x4 κύκλων

 
Τα γενικής χρήσης χαρτιά log-log που κυκλοφορούν στο εµπόριο φέρουν διαφορετι-
κή βαθµολογία αξόνων, ανάλογα µε τον κατασκευαστή (µερικά βαθµολογούν την αρ-
χή κάθε κύκλου µε 1, µερικά µε 10 κ.λπ) και µένει στο χρήστη να τους επαναβαθµο-
λογήσει σύµφωνα µε τις ανάγκες του. Επίσης είναι διαθέσιµα σε µεγάλη ποικιλία, σε 
ότι αφορά τον αριθµό των κύκλων (δηλ. 1x1, 2x3, 4x4, 5x5 κ.λπ). Αν οι τιµές που θα 
απεικονίσουµε εκτείνονται έως κάποια υποδιαίρεση του 10, όπως για παράδειγµα  0.1 
– 1 ή 1 – 10, τότε 1x1 κύκλων χαρτί είναι κατάλληλο. Αν οι τιµές εκτείνονται σε µια 
κλίµακα που πλησιάζει το 100, τότε θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε χαρτί 2x2 κύ-
κλων κ.ο.κ. 
 
Αν χρησιµοποιήσουµε τώρα τις αρχικές τιµές του Πίνακα 1 σε χαρτί log-log βλέπου-
µε ότι η απεικόνισή τους (Σχήµα 4) είναι µια ευθεία γραµµή της µορφής logx = nlogt 
+ logk ή x = ktn, µε κλίση n και τεταγµένη επί την αρχή logk. Θα πρέπει να προσέ-
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ξουµε ιδιαίτερα όταν υπολογίζουµε την κλίση, δεδοµένου ότι κάθε τιµή που εµφανί-
ζεται στο διάγραµµα είναι ο λογάριθµος αυτής της τιµής. 
 
3.1  Υπολογισµός της κλίσης n 
 
Παίρνουµε, κατά τα γνωστά, δυο σηµεία επάνω στην ευθεία γραµµή και φέρουµε το 

∆ 

Α Γ 

Β 

x 

t 
Σχήµα 4.  Γραφική απεικόνιση της συνάρτησης x = f(t) σε χαρτί log-log 
3x5 κύκλων 
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ορθογώνιο τρίγωνο. Για τον υπολογισµό της κλίσης µπορούµε να εργασθούµε µε δυο 
τρόπους:  
 
1ος τρόπος 
 
Απ’ ευθείας υπολογισµός των λογαρίθµων στη σχέση: 
 

)3log()20log(tlogtlog 12 −−
)27log()1200log(xlogxlogn 12 −

=
−

=  (4)

 
Από την σχέση (4) έχουµε: 
 

2n2

3
20log

27
log

n =⇒=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠

⎜
⎝=

1200 ⎞⎛

 

 
2ος τρόπος 
 
Μετρώντας µε ένα χάρακα επάνω στο διάγραµµα τα τµήµατα (ΓΒ) και (ΑΓ), καθώς 
και το µήκος ενός κύκλου κατά την κατακόρυφη και κατά την οριζόντια διεύθυνση 
και χρησιµοποιώντας τη σχέση: 
 

οριζ

κατ

ΑΓ

ΓΒ

L
)(

L
)(

n =  (5)

 
(όπου Lκατ και Lοριζ το µήκος ενός κύκλου κατά την κατακόρυφη και οριζόντια διεύ-
θυνση αντίστοιχα)  
 
µπορούµε να υπολογίσουµε την κλίση n χωρίς τη χρήση λογαρίθµων. 
 
Αν οι κύκλοι είναι όµοιοι, δηλ. αν Lκατ = Lοριζ, τότε η σχέση (5) απλοποιείται στην: 
 

)(
)(n

ΑΓ
ΓΒ

=  (6)

 
3.2  Υπολογισµός της σταθεράς k 
 
Αν στη σχέση logx = nlogt + logk θέσουµε όπου nlogt = 0 θα έχουµε logx = logk. 
Υπενθυµίζουµε ότι logt = 0 όταν t = 1. Έτσι παρατηρούµε που τέµνει η ευθεία τον 
άξονα x, όταν t = 1 (όχι όταν t = 0).  
 
Στο διάγραµµα του Σχήµατος (4) η ευθεία τέµνει τον άξονα x στο σηµείο ∆ και επο-
µένως η τεταγµένη επί την αρχή είναι log3 (υπενθυµίζουµε ότι ο άξονας x είναι λο-
γαριθµικός). Έτσι η σχέση logx = logk γίνεται log3 = logk και εποµένως k = 3. 
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Θέτοντας στη σχέση x = ktn όπου n = 2 και k = 3, έχουµε τελικά x = 3t2.  
Οι µονάδες του k προσδιορίζονται από τη σχέση x = ktn, αν επιλύσουµε ως προς k, 
δηλ. k = x/tn (m/secn) και επειδή n = 2, k (m/sec2). 
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