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Αντί Προλόγου 
 

Η Γραμμική Άλγεβρα παρέχει ένα ενδιαφέρον, θεμελιώδες και εκτενές πεδίο μελέτης και 

βρίσκει πολλές και σημαντικές εφαρμογές σε πολλές και κρίσιμες περιοχές των 

Μαθηματικών, της Φυσικής και της Μηχανικής.  

Το παρόν βοήθημα γράφτηκε για να συμπληρώσει θεωρητικά και πρακτικά θέματα της 

διδασκόμενης ύλης του αντίστοιχου μαθήματος που διδάσκεται στο Τμήμα Μηχ. Η/Υ και 

Πληροφορικής, δίνοντας υποδειγματικές απαντήσεις σε ένα σύνολο επιλεγμένων 

ασκήσεων. Βασικός σκοπός του είναι να βοηθήσει τους αποδέκτες του, τους φοιτητές του 

Τμήματος Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής, στην εμπέδωση και κατανόηση των βασικών 

εννοιών, μεθοδολογιών και εφαρμογών. Αποσκοπεί επίσης να προσδώσει τον 

απαραίτητο μαθηματικό φορμαλισμό, υπόβαθρο και λιτότητα στις μαθηματικές 

αποδείξεις και υπολογιστικές διατυπώσεις  και να συστηματοποιήσει και διασαφηνίσει 

βασικά θεωρητικά σημεία και πρακτικά συμπεράσματα, που συχνά είναι αντικείμενα 

λαθών, παρερμηνειών ή σύγχυσης.  

Οι στοιχειώδεις γνώσεις και οι εισαγωγικές έννοιες της τρισδιάστατης Γεωμετρίας, του 

λογισμού διανυσμάτων και του Απειροστικού Λογισμού θεωρούνται γνωστές και 

αποτελούν προϋπόθεση για τη μελέτη. Οι ασκήσεις συνοδεύεται από παρατηρήσεις και 

σχόλια, ενώ παρατίθενται συχνές παραπομπές στο διδακτικό βιβλίο (G. Strang) για 

εκτενέστερη μελέτη. Τέλος, σε ένα μεγάλο μέρος περιλαμβάνονται ασκήσεις και 

εφαρμογές που έχουν παρουσιασθεί και συζητηθεί στις διαλέξεις του μαθήματος είτε 

έχουν τεθεί ως θέματα στις γραπτές εξετάσεις και τις προόδους του μαθήματος. 

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον συνάδελφο Καθηγητή Θόδωρο Παπαθεοδώρου για την 

ενθάρρυνση και  συνδρομή.  

Καλή ανάγνωση και μελέτη…  

 

Χ. Α. Α.  
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που µε τον τρόπο ζωής τους συνεχίζουν  

ν’ αντιστέκονται και να εµπνέουν… 
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Συντοµογραφίες
 

Με [*] σηµειώνονται στο κείµενο τα κύρια θεωρητικά σηµεία. 

[xxx]: Υποδείξεις παραποµπών στη βιβλιογραφία ή στις Ασκήσεις. 
[Βασικό]: αντικείµενο ειδικής προσοχής ή επισταµένης µελέτης. 
[Άσκηση]: Ο αναγνώστης καλείται να δώσει µόνος του την απάντηση/απόδειξη. 
◘ Ένδειξη Παραδείγµατος 
♠ Ένδειξη Εφαρµογής 
◙ Ένδειξη συµβολισµού (σηµειολογία) 

♣ Ένδειξη ένθεσης παραδείγµατος στο Matlab. 
 

Συντµήσεις 
 
  
δ.χ.: ∆ιανυσµατικός χώρος 
γ.σ.: γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων. 
σ.µ.γ.: στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών. 
σ.µ.σ.: στοιχειώδης µετασχηµατισµός στηλών. 
γ.µ.: γραµµικός µετασχηµατισµός ή γραµµική απεικόνιση. 
γ.α.: γραµµική ανεξαρτησία ή γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. 
γ.ε.: γραµµική εξάρτηση ή γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα. 
α.κ.µ.: αναγµένη κλιµακωτή µορφή, αναγµένο κλιµακωτό µητρώο 
α.πολ.: αλγεβρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής. 
γ.πολ.: γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής 
α.τ.µ.: άνω τριγωνικό µητρώο 
κ.τ.µ.: κάτω τριγωνικό µητρώο 
α.κ.υ.: αριθµητική κινητής υποδιαστολής 
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Συµβολισµοί 
 

 
� Rn: Ο Ευκλείδιος δ.χ. Rn πάνω στο σώµα R.   
� Cn : Ο δ.χ. Cn ορισµένος πάνω στο σώµα C.      
� Kn : Ο δ.χ. Kn ορισµένος πάνω στο σώµα K.      
� Κ-χώρος: δ.χ.ορισµένος πάνω στο σώµα K.  
� V:K: Κ-χώρος V. 
� Rm×n : O δ.χ. όλων των µητρώων m×n µε πραγµατικά στοιχεία (ενίοτε και Μm,n(R).  
� Cm×n: O δ.χ. όλων των µητρώων m×n µε µιγαδικά στοιχεία, ορισµένος πάνω στο σώµα C (ενίοτε 

και Μm,n(C). 
� Κm×n: O δ.χ. όλων των µητρώων m×n µε στοιχεία από το σώµα Κ (ενίοτε και Μm,n(Κ). 
� Pn(Κ): δ.χ. συνόλου πολυωνύµων έως βαθµού n, µε συντελεστές από το σώµα Κ.  
� C[α, β]: ο δ.χ. των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων ορισµένων στο διάστηµα [α, β] 
� ei : i  στοιχείο της τυπικής βάσης του δ.χ. Kn. 
� v : σε έντονη κεκλιµένη γραφή: διάνυσµα-στήλη 
� vΤ : διάνυσµα-γραµµή. 
� xi:k : τµήµα του διανύσµατος x από τη θέση i έως τη θέση k.  
� Ιn: Ταυτοτικό µητρώο n×n. 
� [α1, β1,  … ; α2, β2,… ; … ; αm, βm,…]: µητρώο σε αναπαράσταση γραµµών χωριζόµενων µε «;». 
� Α(i, 1:n): γραµµή  i µητρώου Α m×n (διάνυσµα-γραµµή) 
� Α(1:m ϊ): στήλη i µητρώου Α  m×n (διάνυσµα-στήλη) 
� Α(i1:i2; j1:j2): Υποµητρώο του Α µε γραµµές και στήλες στο διάστηµα γραµµών i1:i2 και στηλών 

j1:j2. 
� diag(A)=(α11, α22,…, αnn)T : διάνυσµα µε τα διαγώνια στοιχεία του Α.,  
� diag(A): το διάνυσµα των διαγώνιων στοιχείων ενός µητρώου Α.  
� diag(d): διαγώνιο µητρώο µε διαγώνιο ίσο µε το διάνυσµα d. 
� trace(A) = ίχνος µητρώου Α = άθροισµα διαγώνιων στοιχείων του Α.  
� Αx: ένας ή περισσότεροι γ.σ. των διανυσµάτων-στηλών του µητρώου Α.  
� <v1, v2,… vn>: το σύνολο όλων των γ.σ. των διανυσµάτων v1, v2,… vn. 
� <S>: το σύνολο των γ.σ. των διανυσµάτων του συνόλου S.  
� span(v1, v2,… vn): το σύνολο των γ.σ. των διανυσµάτων v1, v2,… vn.  
� x=span(<v1, v2,… vn): Κάποιος γ.σ. των διανυσµάτων v1, v2,… vn που δίνει το διάνυσµα x. 
� Ν(Α): Μηδενοχώρος µητρώου Α = Χώρος λύσεων του οµογενούς Αx=0. 
� null(A): Μητρώο µε τα διανύσµατα της βάσης του µηδενοχώρου του µητρώου Α.  
� R(Α): Χώρος γραµµών µητρώου Α. 
� C(A): Χώρος στηλών µητρώου Α. 
� N(AT): Αριστερός Μηδενοχώρος µητρώου Α = Χώρος λύσεων του οµογενούς ΑΤx=0 
� dim(V): διάσταση του δ.χ. V ως προς ένα σαφώς υπονοούµενο σώµα. 
� dim(V:K): διάσταση του δ.χ. V ορισµένου πάνω στο σώµα Κ. 
� Rank(A): τάξη µητρώου. 
� det(A): ορίζουσα µητρώου Α. 
� <x, y>: εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x, y.  



-8- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

� ||v||: µέτρο διανύσµατος v. 
� Β(T)C: µητρώο γραµµικού µετασχηµατισµού Τ: V→W ως προς βάσεις Β, C. 
� (T)Β: µητρώο γ.µ. Τ ορισµένου επί ενός δ.χ. V ως προς τη βάση Β. 
� V┴W: δ.χ. V ορθογώνιος µε το χώρο W 

� v┴S: διάνυσµα ορθογώνιο (κάθετο) σε ένα σύνολο S. 
� V┴ : ορθογώνιο συµπλήρωµα του συνόλου ή του υποχώρου V. 
� V(λ): ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ ενός µητρώου V(λ) = Ν(Α-λΙ). 
� U: συνήθως ένα άνω τριγωνικό µητρώο. 
� L: συνήθως ένα κάτω τριγωνικό µητρώο. 
� Q: συνήθως ένα ορθογώνιο µητρώο (QTQ=I)  
� q: συνήθως διάνυσµα µιας ορθοκανονικής ή ορθογώνιας βάσης διανυσµάτων. 
� ∼ : σύµβολο ισοδυναµίας: π.χ. Ax=b ∼Bx=d : ισοδύναµα συστήµατα.  
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0 ΑΛΓΕΒΡΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ  

ΚΑΙ  ΜΗΤΡΩΩΝ 
 

  

00..11  Γεωμετρία τριών Διαστάσεων και Λογισμός Διανυσμάτων 

 

Άσκηση 0.1-1 

(α) Να εκφρασθεί ένα διάνυσµα του Rn ως γραµµικός συνδυασµός µοναδιαίων και ορθογωνίων διανυσµάτων. 
(β) Να εκφρασθεί το διάνυσµα (x, y, z)∈R3 ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων (1, 0, 1), (2, 1, 0), (1, 
0, -1).  
 
Α̟. Θεωρούµε τα διανύσµατα 

e1=(1, 0, …, 0),  e2=(0, 1, …, 0), … , en=(0, 0, …, 1)   

όπου για κάθε ei η i-συντεταγµένη ισούται µε 1 και οι υπόλοιπες µε 0. Προφανώς τα ei είναι µοναδιαία και ανά 
δύο ορθογώνια µεταξύ τους. Κάθε διάνυσµα α=(α1, α 2, …, αn) του Rn είναι γ.σ. των ei.  
 

α = α 1e1 + α2e 2 + . . .+α ne n  

 = α1(1,0…,0) + α 2(0,1,…,0) +. . .+ α n(0,0,…,1) 1

n

i ii
a

=
= ∑ e  

(β) Αναζητούµε κατάλληλα α, β, γ∈R (x, y, z) τέτοια ώστε: 
 

(x, y, z) = α(1,0,1) + β(2,1,0) + γ(1,0,-1) 
 = (α + 2β + γ, β, α - γ)   

δηλ. πρέπει να ισχύουν οι εξισώσεις: 

  α + 2β + γ = x,  y = β, z = a – γ 

που αποτελούν σύστηµα 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους (α, β, γ). Βρίσκουµε αντικαθιστώντας: 

 x = α + 2y + (α – z) ⇒ 2α = x - 2y + z ⇒ α = (x - 2y + z)/2    
 β = y 

 γ = (x - 2y + z)/2 – z = (x - 2y - z)/2 

οπότε το (x, y, z) εκφράζεται:  

 (x, y, z) = (x - 2y + z)/2 (1,0,1) + y(2,1,0) + (x - 2y - z)/2 (1,0,-1)  
 □ 

Άσκηση 0.1-2 

Αν u, v∈ Rn, να δειχτεί οτι η απεικόνιση d που ορίζει την απόσταση d(u, v) δύο διανυσµάτων ικανοποιεί:  

(i) d(u, v) ≥ 0,  

(ii) d(u, v) = d(v, u) και  

(iii) d(u, v) = 0, αν και µόνο αν u=v. 

Α̟. 

i) Αν u = (u1, u2,…, un)∈Rn, v = (v1, v2,…, vn)∈Rn, τότε είναι v - u = (v1 - u1, v2 - u2,…, vn - un) και  
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 d(u, v) = vu − = ( ) ( ) ( ) 022
22

2
11 ≥−++−+− nn uvuvuv ⋯  

ii) Είναι : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ),(),( 22
11

22
11 uvvuuvvu d-vu-vu-uv-uvd nnnn =−=++=++=−= ⋯⋯  

iii) Αν d(u, v)=0, τότε 

  
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 2

1 1

0 0

0

n n

n n

v - u v - u

v - u v - u

− = ⇔ + + = ⇔

+ + = ⇔

⋯

⋯

v u
  

  vi – ui = 0, i=1,…,n 
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0.2 Μητρώα, Πράξεις και Ιδιότητες 

 

Άσκηση 0.2-1 

Αν Α∈Rn×n µε Α2 = 0, τότε το Ι - Α είναι µη-ιδιάζον.  

Α̟.  
Είναι  (Ι-Τ)(Ι+Τ) = Ι2-Τ2= Ι – 0 = Ι, άρα το Ι-Τ είναι αντιστρέψιµο, µε  αντίστροφο το Ι+Τ. 
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0.3 Αλγεβρικές Δομές και Διανυσματικοί Χώροι 

 

Άσκηση 0.3-1 

Να δειχθεί ότι το σύνολο όλων των ακολουθιών Cauchy:  

 C ={ {αn} / για κάθε ε>0 υπάρχει n(ε)∈N τέτοιος ώστε |αm-αn| < ε για m, n > n(ε) }  

έχει τη δοµή διανυσµατικών χώρου πάνω στο R. 

Α̟. 
Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο C είναι κλειστό ως προς τις πράξης πρόσθεση ακουλουθιών και 
πολλαπλασιασµό ακολουθίας επί βαθµωτό. Οι υπόλοιπες ιδιότητες του δ.χ. πληρούνται από τις γνωστές 
ιδιότητες των ακολουθιών. ∆είχνουµε πρώτα ότι αν {αn}, {βn} είναι ακολουθίες Cauchy, τότε και η (αn+ βn) 
είναι ακολουθία Cauchy. Επειδή αn, βn είναι ακολουθίες Cauchy ισχύει ότι: 

 ∀ε1>0 ∃ n1∈N ώστε : ∀n, m > n1 |αn – αm| < ε1  
 ∀ε2>0 ∃ n2∈N ώστε : ∀n, m > n2 |βn – βm| < ε2 

Αρκεί να δειχθεί ότι : 

          ∀ ε>0 ∃ Ν∈N ώστε :  ∀ n, m > N  |( αn + βn) – (αm + βm)| < ε 

Για τις ακολουθίες (αn) και (βn) ισχύει : 

 ∀ ε/2  ∃ N1∈N ώστε : ∀ n, m > N1 |αn – αm| < 2

ε
  (1) 

 ∀ ε/2 ∃ Ν2∈N ώστε : ∀ n, m > N2 |βn – βm | < 2

ε
   (2) 

Έστω τώρα Ν=max(N1, N2). Tότε ∀ n, m > N ισχύουν ταυτόχρονα οι (1), (2), δηλαδή 

 ⇒<−<−
2

 ,
2

ε
ββ

ε
aa mnmn   

 |αn – αm| + |βn – βm| < ε  ∀ n, m > N 

Όµως σύµφωνα µε ιδιότητα των απολύτων τιµών ισχύει: 

 |(αn – αm) + (βn – βm)| ≤ |αn – αm| + |βn – βm| < ε, ή 
 |(αn  + βn) –  (αm +  βm)| < ε  ∀ n, m > N 

∆είχνουµε τώρα την κλειστότητα ως προς τον πολλαπλασιασµό. Αν (αn) ακολουθία Cauchy και λ∈R, τότε 

 ∀ λ
ε

 > 0  ∃ Ν∈N ώστε ∀ n, m > N |αn – αm| < λ
ε

⇒ 

 |λ||αn – αm| < ε και |λαn – λαm| < ε ∀ n, m >N  

Άρα και η {λαn}  είναι ακολουθία Cauchy. 

Άσκηση 0.3-2 

Ποια από τα επόµενα σύνολα πραγµατικών συναρτήσεων f : R → R είναι R-χώροι; 

1) Το σύνολο όλων των πραγµατικών πολυωνύµων βαθµού ακριβώς n. 
2) Το σύνολο όλων των πραγµατικών πολυωνύµων βαθµού > n. 
3) Το σύνολο των περιττών συναρτήσεων (δηλαδή f(-x)=-f(x) για κάθε x∈R ) 

Α̟. 
1) Tο σύνολο των πραγµατικών πολυωνύµων δεν είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση. Πράγµατι, αν 
επιλέξουµε δύο πολυώνυµα µε αντίθετους συντελεστές του µεγιστοβάθµιου όρου, τότε το άθροισµά τους θα 
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είναι n-1 βαθµού και ως εκ τούτου δεν ανήκει στο σύνολο συτό. Εποµένως, το σύνολο των πραγµατικών 
πολυωνύµων δεν είναι R-χώρος.  

2) Το µηδενικό πολυώνυµο p=0 είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πρόσθεση πολυωνύµων και επειδή είναι 
βαθµού 0 δεν µπορεί να ανήκει στο σύνολο αυτό. Συνεπώς το σύνολο όλων των πραγµατικών πολυωνύµων 
βαθµού > n δεν είναι R-χώρος. 

3) Το άθροισµα δύο περιττών συναρτήσεων και το γινόµενο περιττής συνάρτησης επί βαθµωτό είναι οµοίως 
περιττές συναρτήσεις. Πράγµατι, αν f, g δύο περιττές συναρτήσεις, τότε:  

            (f + g)(-x) = f(-x) + g(-x) =-f(x) - g(x) = -(f(x) + g(x)) = -(f + g) (x)  
  (a f)(-x) = a f(-x) = -a f(x) = -(a f)(x) 

Άρα το σύνολο των περιττών συναρτήσεων είναι κλειστό ως προς τις πράξεις της πρόσθεσης και του βαθµωτού 
πολλαπλασιασµού. Επιπλέον, αφού η αντιµεταθετικότητα, η προσεταιριστικότητα, η ύπαρξη µηδενικού και 
αντίθετου στοιχείου ισχύουν για την πρόσθεση στο σύνολο όλων των πραγµατικών συναρτήσεων, θα ισχύουν 

και για το σύνολο των περιττών συναρτήσεων. Επίσης, αφού η επιµεριστικότητα της πράξης «.» ως προς την 
πρόσθεση πραγµατικών αριθµών, η επιµεριστικότητα ως προς την πρόσθεση συναρτήσεων, η ύπαρξη 
µοναδιαίας συνάρτησης και η προσεταιριστικότητα του βαθµωτού πολλαπλασιασµού ισχύουν για το βαθµωτό 
πολλαπλασιασµό στο σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων, θα ισχύουν και για το σύνολο όλων των περιττών 
συναρτήσεων. Από τα παραπάνω συνάγεται ότι το σύνολο των περιττών συναρτήσεων είναι R-χώρος. 

Άσκηση 0.3-3 

Ποιά από τα επόµενα υποσύνολα του C[0, 1] είναι R-χώροι; 

α) C1 = {f ∈ C[0,1] | f(1) = 0 } 
β) C2 = {f ∈ C[0,1] | f(1) = 1 } 
γ) C3 = {f ∈ C[0,1] | f(0) = f(1) } 

Α̟. 
Τα στοιχεία των συνόλων C1, C2, C3 έχουν ως στοιχεία του δ.χ. C[0, 1] όλες τις ιδιότητες του δ.χ. Αρκεί 
λοιπόν να εξετάσουµε την κλειστότητα των C1, C2, C3 ως προς τις πράξεις της πρόσθεσης και του 
βαθµωτού πολλαπλασιασµού.  
α) Αν f1, f2 ∈C1, τότε   

          (f1 + f2)(1)= f1(1) + f2(1) = 0 και  
          (λ⋅f1)(1)=λ(f1(1)) = λ⋅0 = 0 

δηλαδή το C3 είναι κλειστό ως προς τις δυο πράξεις. Άρα  είναι R-χώρος. 

β) Αν f1, f2 ∈C2, τότε έχουµε :  

           f1(1) + f2(1) = 2 ≠ 1 

Άρα f1 + f2 ∉ C2  και εποµένως το C2 δεν είναι R-χώρος. 

γ) Αν f1, f2 ∈C3, τότε : 

  f1(0) + f2(0) = f1(1) + f2(1) ή (f1 + f2)(0)=(f1 + f2)(1) 

Επίσης, αφού f(0) = f(1) είναι και λ⋅f(0) = λ⋅f(1), ή (λ⋅f)(0) = (λ⋅f)(1). Άρα το C3 είναι κλειστό ως προς τις 
παραπάνω πράξεις και συνεπώς είναι R-χώρος. 

Άσκηση 0.3-4 

Να δειχθεί ότι τα επόµενα σύνολα έχουν τη δοµή διανυσµατικών χώρων πάνω στο R. 

α)  Tο σύνολο όλων των αριθµητικών  προόδων:  

P = {{ αn }| αn+1 - αn = αn+2 - αn+1}, αn ∈R 

β) Tο σύνολο όλων των ακολουθιών του Fibonacci:  

F = {{αn}| αn+2 = αn+1 + αn }, n ≥ 0, αn∈R 

Α̟. 
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α) Αν {an}, {bn}∈P, θεωρούµε την εσωτερική πράξη της πρόσθεσης ακολουθιών, δηλ. {an}+{bn}={an+bn}. 
Επίσης, την εξωτερική πράξη «⋅» πολλαπλασιασµού ακολουθίας επί βαθµωτό του R: ∀{an}∈P και ∀α∈R  
α⋅{an}={αan}. Αν και αρκεί µόνον να εξετάσουµε κατά πόσον το P είναι κλειστό ως προς τις παραπάνω πράξεις 
(αφού το σύνολο των ακολουθιών είναι δ.χ.), δείχνουµε ενδελεχώς ότι ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες του δ.χ.  
Εξετάζουµε λοιπόν κατ’ αρχήν το P ως προς την πράξη «+». 

(i) ∀n≥1 και an, bn ∈ R είναι : 

              (an+1 + bn+1) - (an + bn) = (an+1 - an) + (bn+1 - bn) 
                                             = (an+2 - an+1) + (bn+2 - bn+1) 
    = (an+2 + bn+2) - (an + bn)   

       άρα  η προκύπτουσα ακολουθία είναι αριθµητική πρόοδος µε βήµα λ+ω, όπου λ=an+1-an και ω=bn+1-bn, 
εποµένως το P είναι κλειστό ως προς την πράξη «+». 

(ii) Αν {an},{bn}∈P, προφανώς ισχύει {an}+{bn} = {bn}+{an}, άρα  η πράξη «+» είναι αντιµεταθετική. 

(iii)  Έστω η ακολουθία On={an} µε an =0, ∀n (µηδενική ακολουθία), δηλ. an+1-an= 0, ∀n (βήµα 0). Άρα 
On∈P. Έπιπλέον ∀an∈P προφανώς ισχύει On+{an} = {an}+On = {an}. Άρα η ακολουθία On είναι το 
ουδέτερο στοιχείο του P ως προς την πράξη «+». 

(iv) Έστω {an}∈P. Επιλέγουµε -{an}={-an}={-a0, -a1, … , -an}∈P µε αντίθετο βήµα. Ισχύει προφανώς 
{an}+(-{an}) = On = (-{an})+{an}.  Άρα η «αντίθετη» πρόοδος της προόδου {an} είναι η -{an}. 

(v) Αν {an}, {bn}, {cn}∈P, ισχύει 

                         {an} + ({bn} + {cn}) = ({an} + {bn}) + {cn} 

      Άρα ισχύει το αξίωµα της προσεταιριστικότητας ως προς την πράξη "+". 

Εξετάζουµε τώρα το σύνολο P  ως προς τη πράξη «⋅». 

(i) Προφανώς είναι : 

               α⋅an+1 -α⋅an = α(an+1 - an) = α(an+2 - an+1) = α⋅an+2 - α⋅an+1 ∈P, 

 άρα το P είναι κλειστό ως προς την πράξη «⋅». 

(ii)  Αν {an}, {bn}∈P και α∈R τότε ∀n είναι α⋅(an + bn) = α⋅an + α⋅bn , οπότε α⋅({an} + {bn}) = α⋅{an} + α⋅{bn}. 

(iii)  Αν α, β∈R  και {an}∈P τότε 

            (α+β)⋅{an} = {(α+β)⋅an} = { α⋅an + β⋅an } 

                                                   = {α⋅an} + {β⋅an} 

  = α⋅{an} + β⋅{an} 

(iv) Αν α, β∈R και {an}∈P  τότε 

         α⋅(β⋅{an}) = α⋅{β⋅an} = {α⋅β⋅an}= {(α⋅β)⋅an} = (αβ)⋅{an} 

(v)  Προφανώς ∀ {an}∈P ισχύει: 1⋅{an} = {1⋅an} = {an} 

Άρα το P,  εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις, πληροί τις ιδιότητες του δ.χ., οπότε είναι δ.χ. πάνω στο R. 

β) Για το σύνολο F των ακολουθιών Fibonacci, εξετάζουµε την κλειστότητα ως προς τις πράξεις της πρόσθεσης 
ακολουθιών και βαθµωτού πολλαπλασιασµού επί πραγµατικό αριθµό. Αν {αn}, {bn}∈F, τότε  

 αn+2 + bn+2  = (αn+1 + an) + (bn+1 + bn) 
   = ( an+1 + bn+1 ) + (an + bn )   

Άρα αn + bn ∈ F, συνεπώς το F είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση. Αν α∈R, τότε είναι  

       α⋅αn+2 = α⋅(αn+1 + αn) = α⋅αn+1 + α⋅αn 

δηλ. {α⋅αn}∈F, συνεπώς το F είναι κλειστό ως προς το βαθµωτό πολλαπλασιασµό. Άρα το σύνολο F, 
εφοδιασµένο µε τις πράξεις «+», και «⋅», πληροί τις ιδιότητες του δ.χ. Εποµένως είναι R-χώρος. 
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Άσκηση 0.3-4 

Να εξεταστεί αν το υποσύνολο S={A∈M2(ℜ) | detA =0 } είναι υπόχωρος του M2(ℜ). 

Α̟. 

Για να είναι το S διανυσµατικός υπόχωρος του M2(ℜ)  θα πρέπει, δοθέντων δύο µητρώων A, B∈S, να είναι και 
A + B∈S, δηλ. det(A + B)=0, ή, ισοδύναµα, το A + B να είναι ιδιάζον. Αυτό όµως δεν αληθεύει, π.χ. τα 
παρακάτω µητρώα   
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 ,  BA    

είναι ιδιάζοντα – άρα ανήκουν στο S –, αλλά το άθροισµα   
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είναι αντιστρέψιµο, δηλ. det(A)≠0, άρα Α+Β∉S. Συνεπώς το S δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Μ2(ℜ). 

Άσκηση 0.3-5 

Nα εξετάσετε αν το σύνολο Μ={Α ∈ Μ2(ℜ) | Α2=Α } είναι υπόχωρος του Μ2(ℜ). 

Α̟. 

Είναι προφανώς Ι2∈∈∈∈ Μ2(ℜ), ενώ 2Ι2 = [2, 0; 0 2] ≠ Ι22 =I2, εποµένως το Μ δεν είναι υπόχωρος του Μ2(ℜ). 

Άσκηση 0.3-6 

Να  εξετάσετε αν το  σύνολο S = { A ∈ M3(ℜ) | ∑
=

3

1i
iia = 0 } είναι υπόχωρος του Μ3(ℜ). 

Α̟. 

Για να είναι το σύνολο Α διανυσµατικός υπόχωρος του Μ2(ℜ) θα πρέπει κάθε γ.σ. δύο  στοιχείων Α, Β∈S να 
ανήκει στο S. Αν  Α =( αij) και B=(bij) (i, j=1,2,3), τότε ∀c, d∈ℜ είναι  

 c(α11+α22+α33) + d(b11+b22+b33) = c 0+ d 0 = 0 

δηλ. cA+dB∈S, συνεπώς το S είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Μ2(ℜ). 

Άσκηση 0.3-7 

Εξετάστε αν το παρακάτω σύνολο είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Μ2(ℜ) :  

 











=+







= 1 S ba

dc

ba
 

Α̟. 

Αν Α, Β∈S και C=Α+Β, τότε C(1,1)+C(1,2)=a11+a12+b11+b12=2≠1, δηλ. Α+Β∉S, εποµένως το S δεν είναι 
διανυσµατικός υπόχωρος του Μ2(ℜ). [1] 
 

                                                 
1  Εναλλακτικά: Το S είναι ο χώρος λύσεων ενός μη ομογενούς συστήματος. Άρα δεν είναι δ.χ. 

Ισοδύναμα: τα στοιχεία του S προφανώς δεν είναι γ.σ. διανυσμάτων του R
2
, συνεπώς δεν αποτελούν δ.χ.   
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 1 ΣΣΥΥΣΣΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ,,  ΑΑΠΠΑΑΛΛΟΟΙΙΦΦΗΗ    

&&   ΘΘΕΕΜΜΕΕΛΛΙΙΩΩ∆∆ΕΕΙΙΣΣ  ΧΧΩΩΡΡΟΟΙΙ  
 

 

1.1 Θεμελιώδεις Χώροι 

 
Άσκηση 1-Θ1 

Έστω τα µητρώα D=diag([3,0,1,0]T)∈R4×4 ,Ones(4,3), Α=[2 1; 4 5] και Β=[2 1; 4 2]. Να δοδούν οι 
θεµελιώδεις υποχώροι του D.  

Απ. Για κάθε µητρώο οι θεµελιώδεις υποχώροι R(Χ), C(Χ), N(Χ) και Ν(D) δίνονται συνοπτικά ως εξής:   

 R(D)=C(D)={x1(1,0,0,0)T + x3(0,0,1,0)T | x∈R}=<e1, e3>⊂R4 

 N(D)=N(DT)={x1(0,1,0,0)T + x3(0,0,0,1)T | x∈R}=<e2, e4>⊂R4 

 R(Ones(4,3))={x(1, 1, 1)T | x∈R}=<(1,1,1)T>⊆R4: ευθεία στον R3 

 C(Ones(4,3))={x(1,1,1,1)T | x∈R}=<(1,1,1,1)T>⊆R4: ευθεία στον R4  

 N(Ones(4,3))={x1(-1,1,0,0)T+x2(-1,0,1,0)T+x2(-1,0,0,1)T | x1, x2, x2 ∈ R2}= 
  = <(-1,1,0,0)T, (-1,0,1,0)T, (-1,0,0,1)T>⊂R4 

 C(A) = { x1(2, 4)T+ x2(1, 5)T | x1, x2∈R2}= R2 : ολόκληρος ο  R2 

 R(A) = C(AT) = { x1(2, 1)T+ x2(4, 5)T | x1, x2∈R2}= R2 : ολόκληρος ο  R2 

 N(A) = N(AT) = {0} : αρχή των αξόνων, υποχώρος του R2 

 C(BT) = {c(2, 1)T |c∈R2}=<(2, 1)T> : ευθεία στον R2, υποχώρος του R2 

 C(B) = {c(1, 2)T |c∈R2} = <(1, 2)T >: ευθεία στον R2, υποχώρος του R2  
 N(B) = {c(-1/2, 1)T |c∈R2}=<(-1/2, 1) T > : ευθεία στον R2, υποχώρος του R2 

 N(BT) = {c(-2, 1)T |c∈R2}=<(-1/2, 1) T> : ευθεία στον R2, υποχώρος του R2    

Άσκηση 1-Θ2 

Αν Α∈Rm×n, τότε δείξτε ότι ο µηδενοχώρος του Α ισούται µε τον µηδενοχώρο  του ΑTΑ.  

Α̟.  

Έστω N(A)=µηδενοχώρος του Α. ∆είχνουµε πρώτα ότι N(A)⊆N(ΑTΑ) (). Aν x∈N(A), τότε Ax=0 ή 
ισοδύναµα ΑTAx=ΑT0=0, δηλαδή x∈N(ΑTA). 
Στη συνέχεια δείχνουµε N(ΑTA)⊆N(Α). Αν x∈N(ΑTA), τότε ΑTAx=0 ⇔ xTΑTAx=xT0=0  ⇔  

(Αx)TAx=0  ⇔ 0
2

=Ax  ⇔ Αx=0 ⇔ x∈N(A). Συνεπώς N(A)=N(ΑTΑ).  
 

Άσκηση 1-Θ3 
Αν A∈Rm×n και το σύστηµα Αx=b έχει για κάθε b µια τουλάχιστον λύση, τότε ποιος είναι  ο Ν(ΑT) ; 
Α̟.  
Για να έχει λύση το Αx=b για κάθε b θα πρέπει m=r (=rank(A)) και m<=n.  Θεωρώντας τώρα το ΑTy=0, 
είναι dim(N(AT)) = m-r=0, οπότε Ν(ΑT)={0}.  
 
Άσκηση 1-Θ4 
Εξετάστε αν υπάρχει πίνακας Α του οποίου ο C(A) έχει βάση το {[2,1,1]T} και ο N(A) το {[1,1,0]T}.  
Α̟.  
Θα πρέπει dim(C(A)) + dim(N(A)) = n =3.  Αλλά εδώ έχουµε dim(C(A)) + dim(N(A)) 1+1<> 3, άρα δεν 
υπάρχει τέτοιο µητρώο.  
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Άσκηση 1-Θ5 
Αν ισχύει ΑΒ=0 (A∈Rm×n και B∈Rn×k), τότε δείξτε ότι C(B)⊆Ν(Α) και R(A)⊆Ν(BT). 

Α̟.  

Έστω x∈C(B). Εποµένως το x γράφεται: x=By, για κάποιο y∈Rk×1. Άρα x=By ⇒ Αx=ΑBy =0y =0 ⇒ 
x∈N(A).  
Εξ’ άλλου, αν x∈R(A) ⇒ x=ATy για κάποιο y∈Rm×1 ⇒ BTx=BTATy =(AB)y=0y =0 ⇒ x∈N(BT). 
 

 

1.2 Μετασχηματισμοί 

 

Άσκηση 1-Μ1 

∆ίνεται το µητρώο  

 Α=

0 2 1

1 2 4

4 1 2

 
 − 
 − 

  

α) Να εφαρµοσθούν µε τη βοήθεια στοιχειωδών µητρώων οι εξής στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών 
πάνω στο Α: 

(1) Αφαίρεση του πενταπλασίου της 1ης γραµµής από την 3η.  
(2) Πρόσθεση του τριπλάσιου της 2ης στην 1η γραµµή. 
(3) Πολ/σµός της 3ης γραµµής επί -2. 
(4) Εναλλαγή 1ης και 2ης γραµµής 

β) Να εφαρµοσθούν οι παραπάνω µετασχηµατισµοί διαδοχικά πάνω στο Α. Ο τελικός µετασχηµατισµός να 
διατυπωθεί ως γινόµενο στοιχειωδών µητρώων. 

Α̟.  

(α) Για την εφαρµογή των σ.µ.γ. (1)-(4) θεωρούµε τα εξής στοιχειώδη µητρώα: 

 E31 = 

1 0 0

0 1 0

5 0 1

 
 
 
 − 

 , E12 = 

1 3 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 , Μ3(-2) = 

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 − 

 ,  P12=

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

 

Για κάθε περίπτωση παίρνουνε τους εξής µετασχηµατισµούς γραµµών:  

 (1) E31A= 

0 2 1

1 2 4

4 11 3

 
 − 
 − − 

 ,  

(2) E12A= 

3 4 13

1 2 4

4 1 2

− 
 − 
 − 

 ,   

(3) Μ2(-2)Α= 

0 2 1

2 4 8

4 11 3

 
 − − 
 − − 

,  

(4) P21A = 

1 2 4

0 2 1

4 1 2

− 
 
 
 − 

  

(β) Ο τελικός µετασχηµατισµός µπορεί να διατυπωθεί ως το γινόµενο: 
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 P21Μ2(-2)E12E31A =  

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 − 

1 3 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

1 0 0

0 1 0

5 0 1

 
 
 
 − 

0 2 1

1 2 4

4 1 2

 
 − 
 − 

 

   =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 − 

1 3 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

0 2 1

1 2 4

4 11 3

 
 − 
 − − 

 

   =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

3 4 13

1 2 4

8 22 6

 
 − 
 − 

 

   =

1 2 4

3 4 13

8 22 6

− 
 
 
 − 

 

  □ 

Άσκηση 1-Μ2 
Αν Α είναι ένα οποιοδήποτε συµµετρικό µητρώο και αφαιρεθεί 3 φορές η 2η στήλη από την 3η στήλη και στο 
µητρώο που προκύψει αφαιρεθεί 3 φορές η 2η γραµµή από την 3η γραµµή, τότε το µητρώο που προκύπτει 
είναι και αυτό συµµετρικό. 

Α̟.  

Οι δύο γραµµοπράξεις µπορούν να γραφτούν ως στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί πάνω στο Α: Α→ΕΑΕΤ, 
όπου Ε=Ι-3e3e2Τ (ej είναι το διάνυσµα της τυπικής βάσης). Το ΕΑΕΤ είναι φυσικά το µητρώο που προκύπτει. 
Όµως, αφού το Α είναι συµµετρικό, οµοίως θα είναι και το  ΕΑΕΤ ως γινόµενο συµµετρικών µητρώων, δηλ. 
(ΕΑΕΤ)Τ= ΕΑΕΤ.  

Άσκηση 1-Μ3 

Αν Α∈Rm×n και U τo κλιµακωτό µητρώο που προκύπτει από το Α µε απαλοιφή, τότε C(ΑT)=C(UT),όπου 
C(ΑT) και C(UT) είναι οι χώροι γραµµών των Α και U αντίστοιχα. 

Α̟.  
Το βασικό αποτέλεσµα της απαλοιφής είναι ότι για κάθε µητρώο Α υπάρχει αντιστρέψιµο µητρώο Ε τέτοιο 
ώστε U=ΕA, όπου U ένα κλιµακωτό µητρώο. Από τη σχέση αυτή και την αντιστρεψιµότητα του Α έπεται 
άµεσα: χώρος γραµµών του U=C(UT)=χώρος γραµµών του Α=C(ΑT).  

Άσκηση 1-Μ4 

α) (Σ/Λ) Να εξετάσετε αν είναι αληθής η εξής πρόταση: Αν Α∈Rm×n και U τo κλιµακωτό µητρώο που 
προκύπτει από το Α µε απαλοιφή, τότε C(Α)=C(U). Τα C(Α) ),όπου C(Α) και C(U) είναι οι χώροι στηλών των 
Α και U αντίστοιχα. 

Α̟.  
Το βασικό αποτέλεσµα της απαλοιφής είναι ότι για κάθε µητρώο Α υπάρχει αντιστρέψιµο µητρώο Ε τέτοιο 
ώστε U=ΕA, όπου U ένα κλιµακωτό µητρώο.  Αυτή είναι και η µόνη σχέση που συνδέει τα A και U. Άµεσα 
προκύπτει: χώρος γραµµών του U = C(UT) = χώρος γραµµών του Α = C(ΑT) και όχι C(Α)=C(U), αφού τότε θα 
έπρεπε: U=AΕ που δεν ισχύει στην απαλοιφή µε µετασχηµατισµούς γραµµών. Άρα ψευδής. 
Ισοδύναµη α̟άντηση:  Στη γενική περίπτωση οι ανεξάρτητες στήλες του κλιµακωτού U που προκύπτει από το Α 
περιέχουν 0 στις τελευταίες m-rank(A) γραµµές. Όµως οι αντίστοιχες (ανεξάρτητες) στήλες του A δεν 
περιέχουν κατ’ ανάγκη µηδενικά στις αντίστοιχες θέσεις και άρα δεν µπορούν να παραχθούν  από τις 
ανεξάρτητες στήλες του U, δηλ. C(A)≠C(U). 

Άσκηση 1-Μ5 [*] 
∆ίνεται το µητρώο Α=[2 -1 0 1 ; 1 2 1 -1 ; 2 9 4 -5]. Υπολογίστε µε συστηµατικό τρόπο αντιστρέψιµο µητρώο 
P, τέτοιο ώστε R=PA, όπου R η αναγµένη κλιµακωτή µορφή του Α.  
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Α̟.  
Το P υπολογίζεται από το µετασχηµατισµό [ A|I3] → [ R|P] ή P[ A|I3] = [ R|P], δηλ. εκτελώντας πάνω στο 
Ι3 τους ίδιους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών που πρέπει να εφαρµοσθούν στο Α για να µετασχηµατισθεί 
στην α.κ.µ. R. Έτσι έχουµε:   

1 1 2

3 2

1 3 1 1 2

1

2
3 3 2

2
1

1
5

2 1 0 1 1 0 0 0 5 2 3 1 2 0

[ | ] 1 2 1 1 0 1 0 1 2 1 1 0 1 0

2 9 4 5 0 0 1 0 5 2 3 0 2 1

0 1 2 / 5 3 / 5 1/ 5 2 / 5 3 / 5 1 2 1 1 0 1 0

1 2 1 1 0 1 0 0 1 2 / 5 3 / 5 1/ 5 2

0 0 0 0 1 4 1

r r r

r r r

r r r r r

r r

= −
= −

= + ↔

=−

− − −   
   Ι = − → −   
   − − −   

− − − − 
 → − → − − 
 − − 

A

1 1 2

3 2

2
3 2

/ 5 0

0 0 0 0 1 4 1

1 0 1/ 5 1/ 5 2 / 5 1/ 5 0

0 1 2 / 5 3 / 5 1/ 5 2 / 5 0 [ | ]

0 0 0 0 1 4 1

r r r

r r r
R P= −

= −

 
 
 
 − − 

 
 → − − = 
 − − 

 

 

1.3 Παραγοντοποίηση LU 

 
Άσκηση 1-Π1  

Αν Α∈Rn×n, τότε ισχύει det(A)=(-1)ku1u2…un, όπου τα ui είναι τα στοιχεία της διαγωνίου του άνω τριγωνικού 
µητρώου U που προέκυψε από την απαλοιφή. Αποδείξτε τη σχέση αυτή. 

Α̟. 

Αν Α∈Rn×n ιδιάζον, τότε det(A)=0 και η σχέση ισχύει, αφού ένα από τα ui θα είναι υποχρεωτικά 0. Αν Α 
αντιστρέψιµο, τότε υπάρχουν P µεταθετικό, U άνω τριγωνικό και L κάτω τριγωνικό µε diag(A)=(1,…,1)T ώστε 
PA=LU, απ’ όπου προκύπτει:  

 det(PA)=det(LU) ⇒  

 det(P)det(A)=det(L)det(U) ⇒  

 (-1)kdet(A)= 1×u1u2…un ⇒  
 det(A)=(-1)ku1u2…un. 

Άσκηση 1-Π2  

∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα 
 

{ 2x+3y+z = -5 , -y-z+ 2x = 5, z-y+x = 2 } 
 

α) Να το ξαναγράψετε µε µητρώα και διανύσµατα, A∈R3×3 και g,h∈R3, ως Ag=h. Ποια θα είναι τα A, g, h;   
β) Να βρείτε κάτω τριγωνικά µητρώα L1, L2  µε µονάδες στη διαγώνιο, τέτοια ώστε το L2L1A = U  να είναι 
άνω τριγωνικό.  
γ) Να βρείτε τα διανύσµατα u, v τέτοια ώστε L2 = I - u vT.  

Α̟αντήσεις 
α) Είναι 

 

1

2

3

2 3 1 5

2 1 1 5

1 1 1 2

g

g

g

−     
     − − =     
     −     

, µε Α=

2 3 1

2 1 1

1 1 1

 
 − − 
 − 

, g=

1

2

3

g

g

g

 
 
 
  

, h=

5

5

2

− 
 
 
  

 

 
β) Ο µηδενισµός της πρώτης στήλης του Α κατά την απαλοιφή ισοδυναµεί µε: 
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−

−−=

2/12/50

240

132

AL 1 ,  µε πολλαπλασιαστές m21= 1 και m31=1/2,  

Άρα: 
 

       
















−

−=
















−

−=

102/1

011

001

10

01

001

31

21

m

m1L   

 
Για το µηδενισµό της δεύτερης στήλης είναι m32=5/8, έτσι ώστε: 
 

2 1L L A=U  και 

32

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 1 0 5 / 8 1m

= =

− −

   
   
   
      

2L  

 
γ) Είναι 

[ ]1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0

0 5 / 8 1 0 5 / 8 0 5 / 8
2L I

     
     = = − =     
     −     

 

 □ 

Άσκηση 1-Π3  
∆ίνεται το τρισδιαγώνιο µητρώο Α∈R4×4:  
 

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 2

A

− 
 − − =
 − −
 

− 

 

 

α) Να εκφρασθεί το Α ως Α=LU, όπου L, U κάτω και άνω τριγωνικός αντίστοιχα, και να δοθούν τα L, U.  
β) Με βάση το (α) να βρεθεί η ορίζουσα det(A). Μπορείτε να συµπεράνετε ποια θα είναι ή τιµή της βάσει του  
µεγέθους n του Α; 

Α̟αντήσεις  
α) Εκτελούµε απαλοιφή υπολογίζοντας τους πολλαπλασιαστές li,i+1. Σε κάθε βήµα, λόγω της ειδικής µορφής 
του Α, είναι  li,i+1=-1/uii, όπου uii  ο οδηγός.     

3221

43

2/31/2
21

3 3 22 2 1
32

3/4
3

4 4 3
4

2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0

1 2 1 0 0 3 / 2 1 0 0 3 / 2 1 0

0 1 2 1 0 1 2 1 0 0 4 / 3 1

0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 1 2

2 1 0 0

0 3 / 2 1 0

0 0 4 / 3 1

0 0 0 5 /

ll

r r rr r r

l

r r r

A

=−=−

= += +

=−

= +

− − −     
     − − − −     = → →
     − − − − −
     

− − −     

−

−
→

−

4

 
 
 
 
 
 

 

Λαµβάνουµε:    

2 1 0 0 1 0 0 0

0 3 / 2 1 0 1/ 2 1 0 0
,

0 0 4 / 3 1 0 2 / 3 1 0

0 0 0 5 / 4 0 0 3 / 4 1

U L

−   
   − −   = =
   − −
   

−   

 

β) (i) Είναι det(A)=det(U)=2×(3/2)×(4/3)×(5/4)=5.  
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(ii) Παρατηρούµε ότι αν Α∈Rn×n, θα είναι det(A) = 2×(3/2)×…×(n+1)/n = n+1.    □ 
 
 
 
 

 

1.4 Επίλυση  Συστημάτων 

 
Άσκηση 1-Σ1  
∆ίνονται  

















=

273

12

131

aA  και c=(a, b, 2)T, όπου a, b πραγµατικές παράµετροι. 

α) Για ποιες τιµές των a, b έχει το σύστηµα Ax=c (i) άπειρες λύσεις, (ii) καµία και (iii) µια µοναδική λύση;  
β) Στην περίπτωση (i) να βρεθεί ο χώρος γραµµών, ο χώρος στηλών και ο µηδενοχώρος του A.  
γ) Στην ίδια περίπτωση, να υπολογισθεί η γενική (πλήρης) λύση του συστήµατος.  

Α̟αντήσεις 
α) Εκτελώντας απαλοιφή στον επαυξηµένο [Α|b] έχουµε: 

[ ]

[ ]dU

a
a

ab

a

a

a
a

a
ab

a

a
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a
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|
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2
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−−

−
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−−→
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−−
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−

−

−−

−−→
















=

 

Είναι προφανώς 2≤rank(A)≤3, συνεπώς:  

(iii) Θα υπάρχει µια µοναδική λύση αν rank(A)=3⇔ 
4

0
2

− +
≠

a
⇔ α≠4.  

(i) Θα υπάρχουν άπειρες λύσεις όταν rank(A|b)=rank(Α)=2, δηλαδή για α=4 και: 

3 3

6
2 (2 3 ) 0 2 0 2

2
d a d

−
= − + − = ⇒ = − = ⇔ =

a
b a b b  

(ii) ∆εν θα υπάρχει καµία λύση για α=4 και b≠2 (δηλ. όταν rank(A)=2 και rank(Α|b)=3). 

β) Είναι:  

 Χώρος γραµµών R(A) = <A(1,:), A(2,:)> = < U(1,1:3, U(2,1:3)>,  
 Χώρος στηλών C(A)=<A(:,1), A(:,2)> 

Ο µηδενοχώρος N(A) περιλαµβάνει τις λύσεις του οµογενούς συστήµατος Ux=0, όπου (για α=4):  

 U=[1, 3, 1; 0, -2, -1; 0, 0, 0]  

Προφανώς dim(N(A))=3-rank(A)=1. Μια βάση του N(A) δίνεται από την ειδική λύση s του Ux=0 που 
προκύπτει θέτοντας x3=1: {-2x2-1=0, x1+3x2+1=0}⇒{x2=-1/2, x1=1/2}.  

Εποµένως s=(1/2, -1/2, 1)T  και Ν(Α)= {µs / µ∈R}= <s> 
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γ) Για την εύρεση της γενικής λύσης, βρίσκουµε τη µερική λύση xµ του Ux=d, όπου είναι d=(4, 2-3×4, 0)T = 
(4, -10, 0)T. Θέτουµε x3=0 και λαµβάνουµε: x2=5, x1=-11, δηλ. είναι xµ=(-11, 5, 0)T. Άρα η γενική λύση xπ 
δίνεται:  

xπ= (-11, 5, 0)T + µ(1/2, -1/2, 1)T,  µ∈R 

Άσκηση 1-Σ2 
∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα Αx=b, όπου  

A=[3  2  1 -1; 5  10 -5 -3; 1 -1 2 0] και b=[1, 1, γ]T. 

α) Να υπολογίσετε το κλιµακωτό µητρώο U που αντιστοιχεί στο Α, µετά την εφαρµογή απαλοιφής. Ποια 
είναι η τάξη r του A;  
β) Βρείτε µια βάση για το µηδενοχώρο του Α.  
γ) Βρείτε για ποια τιµή του γ υπάρχει λύση. Στη συνέχεια υπολογίστε συστηµατικά τη γενική λύση του 
συστήµατος. 

Α̟αντήσεις  
α) Εφαρµόζοντας απαλοιφή στον επαυξηµένο [Α|b] έχουµε (µε ri υποδηλώνεται η γραµµή i) : 

[ ]
2 1

3 1

2 (5/3)

3 (1/3)

3 2 1 1 1 3 2 1 1 1

| 5 10 5 3 1 0 20 / 3 20 / 3 4 / 3 2 / 3

1 1 2 0 0 5 / 3 5 / 3 1/ 3 (3 1) / 3

r r r

r r rA b

γ γ

= −

= −

 −   − 
   = − − → − − −   
   − − −   

 

[ ]
2 2

3 3 3 2

(3/4)

(3) 3

3 2 1 1 1 3 2 1 1 1

0 5 5 1 1/ 2 0 5 5 1 1/ 2 |

0 5 5 1 3 1 0 0 0 0 3 3 / 2γ γ

=

= = +

 −   − 
   → − − − → − − − =   
   − − −   

r r

r r r r r U c  

Συνεπώς rank(A)=rank(U)=2. 

β) Αν Ν(Α) ο µηδενοχώρος του A, είναι dim(N(A))=n-rank(A)=4-2=2. Οι ελεύθερες µεταβλητές (στήλες) 
είναι οι x3, x4.  Θέτοντας τώρα στο σύστηµα Ux=0 x3=1 και x4=0, λαµβάνουµε µε πίσω αντικατάσταση: 5x2-
5-0=0 ⇒ x2=1 και 3x1+2+1-0=0 ⇒ x1=-1. Εποµένως µια ειδική λύση είναι η s1=(-1,1,1,0)T. Για x4=1,  
x3=0 παίρνουµε: 5x2-0-1=0 ⇒ x2=1/5 και 3x1+2×1/5+0-1=0⇒ x1=1/5. Η δεύτερη ειδική λύση είναι 
s2=(1/5,1/5,0,1)T. Συνεπώς µια βάση του N(A) είναι το σύνολο {s1, s2}. 

γ) Για να έχει λύση το Αx=b, αρκεί να έχει λύση το γραµµοϊσοδύναµό του Ux=c, δηλαδή c∈C(U). Συνεπώς 
(από ερώτηµα (α)) θα πρέπει 3γ-3/2=0, δηλαδή γ=1/2.  
Υπολογίζουµε τώρα τη µερική λύση xµ του Αx=b θέτοντας x3=x4=0 στο Ux=c: 5x2=-1/2⇒  x2=-1/10 και 
3x1-2/10=1 ⇒ x1=2/5. Άρα xµ=(2/5,-1/10,0,0)T. Η λύση xε του οµογενούς Ax=0 (ειδική λύση) 
υπολογίσθηκε στο ερ. (β). Συνεπώς η γενική (πλήρης) λύση xπ  δίδεται: 

xπ = xµ + xε =(2/5,-1/10,0,0)T + c1(-1,1,1,0)T +c2(1/5,1/5,0,1)T,  για c1, c2∈R. 

Άσκηση 1-Σ3 
∆ίνεται το µητρώο Α=[4  2  6 18; 3  -2  8  3; 2  1  3  9] 

α) Βρείτε την αναγµένη κλιµακωτή µορφή R και την τάξη του Α. 
β) Ποιος είναι ο χώρος γραµµών και ποιος ο χώρος στηλών του A;  
γ) Με τη βοήθεια του R διασπάστε κατάλληλα το Α σε άθροισµα µητρώων τάξης 1: u1v1T+ u2v2T+…. 
δ) Ποιος είναι ο µηδενοχώρος του Α; (βρείτε τη διάσταση και µια βάση του). 
ε) Θεωρούµε τώρα το γραµµικό σύστηµα Αx = b µε b=(b1, b2, b3)Τ. ∆έχεται το σύστηµα  πάντοτε λύση;  Aν 
όχι, βρείτε συγκεκριµένη συνθήκη για την ύπαρξη λύσεων. 
στ) Αν δοθεί b=(2, 5, 1)Τ, βρείτε την πλήρη λύση το συστήµατος. 

Α̟αντήσεις 
α) Μετατρέπουµε συστηµατικά το Α σε αναγµένη κλιµακωτή µορφή: 
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1 21 31 2

4 2 6 18 4 2 6 18 4 2 6 18

3 2 8 3 0 7 / 2 7 / 2 21/ 2 0 7 / 2 7 / 2 21/ 2

2 1 3 9 0 0 0 0 0 0 0 0

( 4, 3 / 4, 1/ 2, 7 / 2)p m m p

     
     − → − − → − − →     
          

= = = = −

 

 

 

12

4 0 8 12 1 0 2 3 1 0 2 3

0 7 / 2 7 / 2 21/ 2 0 7 / 2 7 / 2 21/ 2 0 1 1 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( 4 / 7)m

R
     
     → − − → − − → − =     
          

= −

 

Εποµένως rank(A)= rank(R)=2. 
 
β) Είναι:  

• Χώρος στηλών= C(A) = span
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 (όλοι οι γρ. συνδ. των 2 διανυσµάτων)  

Βάση του C(A) = 
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• Χώρος γραµµών=R(A) = span
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Βάση του R(A))= 











































−



















3

8

2

3

,

18

6

2

4

 

 
γ) Γνωρίζουµε ότι το A µπορεί να γραφτεί ως γινόµενο του µητρώου των στηλών οδηγών του Α και του 
µητρώου των µη µηδενικών γραµµών του R: 
 

Α=CA RR = 








−
















−
3110

3201

12

23

24

 

 

∆ιασπώντας το γινόµενο µε τον κανόνα «στήλες ×γραµµές»:  
 

Α= [ ] [ ]
4 2

3 1 0 2 3 2 0 1 1 3

2 1

   
   = + − −   
      

 

 

δ) Είναι dim(N(A))=n-rank(A)=4-2=2. O µηδενοχώρος N(A) δίνεται από τη λύση του συστήµατος Rx=0. 
∆ίνοντας εναλλάξ τιµές 1 και 0 στις ελεύθερες µεταβλητές x3 και x4 παίρνουµε: 

 
 
 
 
που αποτελούν µια βάση του N(A), δηλ. τις ειδικές λύσεις του 
Rx=0. Αυτό γράφεται και null(A)=[s1 s2]. 

2 3

1 3
,

1 0

0 1

− −   
   −   = =
   
   
   

1 2s s
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ε) Το σύστηµα Αx=b είναι ισοδύναµο µε το Rx=d, όπου d η αναγωγή του b µε εφαρµογή των ίδιων 
µετασχηµατισµών που έγιναν στο Α.  
Το Αx=b (και το ισοδύναµό του Rx=d) δεν δέχεται πάντοτε λύση: είναι rank(A)<m και δεν δέχεται λύση αν 
επιλέξουµε b∈R3-C(A). Στο Rx=d θα πρέπει oι τελευταίες m-rank(A)=1 συνιστώσες του d να είναι µηδενικές. 
∆ηλ. η συνθήκη είναι η τρίτη συνιστώσα του d: d3=0.  [* βλ. και θεωρητικό σχόλιο στο τέλος]. 
 
Για τις ανάγκες του ερ. (στ) εκτελούµε από τώρα απαλοιφή για ολόκληρο το b: [2]  
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Εποµένως η συνθήκη είναι b3-1/2b1=0, ή b1=2b3.  
 
στ) Για b=(2,5,1)T είναι d3=0 (όπως αναµενόταν), d2=-2/7*(2/7)=-1, d1=1/4(2+2*1)=1, άρα d=(1,-1,0)T. 
Το σύστηµα,  µε την αναγµένη κλιµακωτή µορφή γίνεται: 

















−=
















−⇔=

0

1

1

0000

3110

3201

xdRx  

Βρίσκουµε άµεσα τη µερική λύση (λύση στο χώρο γραµµών) θέτοντας x3=x4=0:  

xµ=(1,-1 ,0)T 

Η πλήρης λύση είναι: x̟= xµ+ xε = xµ + α s1 + b s2, a, b∈∈∈∈R, µε s1 και s2 όπως βρέθηκαν στο ερ. (δ).  

 

Παρατήρηση:  Θεωρητικό Σχόλιο  πάνω στην επιλυσιμότητα 

Μπορούµε και τυπικά να διαπιστώσουµε τι συµβαίνει όταν rank(A)<m<n («κοντό και πλατύ µητρώο»). 
∆ουλεύοντας µε σύνθετα µητρώα, διασπάµε τα R, x και d σε συµβατά µητρώα µε αναφορά το rank(A)=r, 
όπως φαίνεται από τους δείκτες των συµβόλων στην παρακάτω ταυτότητα:      
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Αναπτύσσουµε στη συνέχεια το αριστερό µέλος: 
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 ⇒ 
× × × − − × × × − − × ×

− × × − × − − × − × − × − ×

× + × + ×     
= =     × + × +     

r r r 1 r (n r) (n r) 1 r 1 r (n r) (n r) 1 r 1

(m r) r r 1 (m r) (n r) (n r) 1 (m r) 1 (m r) 1 (m r) 1

I x E x x E x d

0 x 0 x 0 0 d   (1) 

απ’ όπου εξισώνοντας τις δεύτερες γραµµές έπεται το ζητούµενο: 

0d =×− 1)( rm   (2) 

                                                 
2 [�] Σημ. Θα μπορούσε να γίνει εδώ απαλοιφή μόνον για το b3, ενώ για τις υπόλοιπες συνιστώσες του 

να γίνει στο ερ. (στ), με τις συγκεκριμένες τιμές που δόθηκαν. 
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Η συνθήκη (2) είναι ισοδύναµη µε την  

rank(A)=rank(A|b) (το b δεν επηρεάζει την τάξη του Α)  (3) 

Ακολουθεί η απόδειξη. Το b προκύπτει από το d µέσω του αντίστροφου µετασχηµατισµού Ε-1 (του ίδιου που 
µετασχηµατίζει τον R σε Α: A=E-1R). Εποµένως: 

 
1 1

×( ) 1 1
1 1 ( ) 10

r r r 1

r×r m m-r r m (m r) (m r)
(m r) (m r) m r

× × ×− −
× × × − − ×

− × − × − ×

     
 = = = = = + ⇒      

     

1 1
m m

b d d
b E d E C F Cd F 0

b d  

 11)()(1 ××−−×× =+= rrmrmmr Cd0FCdb   (4) 

Στην τοποθέτηση των µπλοκς (όλα είναι συµβατά), το C είναι το µητρώο που περιέχει τις ανξάρτητες στήλες 
του Α, όπως δείχνεται. Η (4) εποµένως δηλώνει ότι το b είναι γ.σ. των στηλών οδηγών του C, άρα και του A. 
Αυτό σηµαίνει ακριβώς ότι rank(A)=dim(C(A))=rank(A|b). 
Αν δεν ισχύει η συνθήκη (3) (ή ισοδύναµα η (2)), το σύστηµα είναι αδύνατο, διαφορετικά δέχεται άπειρες 
λύσεις, ενώ ισχύει dim(N(A))=n-r. 

Ανάλογη αιτιολόγηση µπορεί να δοθεί και για τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 

Άσκηση 1-Σ4 

∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα Αx=d, όπου        










−

−
=

151

232

b

a
A ,  d=(a, c+1)T  

και α b και c πραγµατικές παράµετροι. 
α) Για ποιες τιµές των a και b ελαχιστοποιείται η τάξη r του Α και για ποιες τιµές µεγιστοποιείται?   
β) Στην πρώτη περίπτωση δώστε το µηδενοχώρο N(A),  το χώρο γραµµών και το χώρο στηλών του Α.  
γ) Στην ίδια περίπτωση, (i) δώστε συνθήκη για τη συµβατότητα του συστήµατος και (ii) κατόπιν αυτού, 
υπολογίστε επακριβώς και µε τυπικό τρόπο την πλήρη λύση του.  
 

Α̟αντήσεις 

α) Αφού Α∈R2×3 θα είναι r≤2. Εξ’ άλλου, αφού το Α περιέχει µη µηδενικά στοιχεία, είναι rank(A)≠0, δηλ. 
θα ισχύει 1≤r≤2. Εφαρµόζοντας τώρα απαλοιφή στον επαυξηµένο [Α|d], λαµβάνουµε: 
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Η τάξη r ελαχιστοποιείται  (r=1) όταν 3+10bα=0 και -2(α+1)=0, δηλ. για a=-1 και b=3/10. 

Η r µεγιστοποιείται (r=2) όταν 10/30103 −≠⇔≠+ baba  ή όταν Rbaa ∈∀−≠⇔≠+− ,10)1(2 .  

β) Προφανώς dim(N(A))=3-1=2. Για a=-1, b=3/10 έχουµε το οµογενές σύστηµα 

0
000

12/31
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1

=























 −

x

x

x

 

όπου x2, x3 είναι οι ελεύθερες µεταβλητές. Θέτοντας x2=1, x3=0 λαµβάνουµε x1=3/2. Οµοίως, για x2=0, 
x3=1 είναι x1=-1. Συνεπώς µια βάση του N(A) είναι η {s1=(3/2,1,0)T, s2=(-1,0,1)T } (ειδική λύση xε). 
Για το χώρο γραµµών R(A) και το χώρο στηλών C(A), είναι dim(C(A))=dim(R(A))=r=1 (ευθείες), και 
R(A)={λ(1, -3/2, 1)T/ λ∈R} και C(A)= {λ(-2, 1)T/ λ∈R}.   
 
γ) Στην περίπτωση της ελάχιστης τάξης r=1, το σύστηµα Ax=d έχει λύση, δηλ. ισχύει 

rank(A)=rank(A|d)=1, όταν 2/1012)12( −=⇒=+=+− ccca . Έτσι, το σύστηµα διαµορφώνεται:  
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Η µερική λύση xµ προκύπτει για x2=0, x3=0. Παίρνουµε x1=1/2, οπότε xµ=(1/2,0,0)T. Η πλήρης λύση xπ  
λαµβάνεται από την xµ  και την ειδική λύση xε:  

xπ = (1/2,0,0)T + c1(3/2,1,0)T+ c2(-1,0,1)T,    για c1, c2∈R.  

Άσκηση 1.6-Σ5 

∆ίνεται το µητρώο  A = [1 2 2 1; 2 3 0 1 ; 1 2 1 c], όπου c πραγµατική παράµετρος. 

α) Βρείτε τη µορφή αναγµένων γραµµών R (συναρτήσει της c) και την τάξη r του Α την οποία πρέπει να 
προσδιορίσετε. Στα επόµενα ερωτήµατα να βασισθείτε απαραίτητα στη µορφή R. 
β) Εκφράστε το R ως γινόµενο στοιχειωδών µητρώων επί το Α, και δώστε τα µητρώα αυτά. 
γ) Βρείτε (i) το χώρο στηλών του Α (ii) µια βάση του και (iii) µια βάση του χώρου γραµµών.  
δ) Αποφανθείτε για την επιλυσιµότητα του συστήµατος Αx=b για τις διάφορες τιµές των c και b. 
ε) Βρείτε µια βάση του µηδενοχώρου του Α  
ζ) ∆ίδεται  c=0 και b=(1, 2, -1)T. Βρείτε τώρα µε συστηµατικό τρόπο και µε βάση τα παραπάνω τη γενική 
λύση του Αx=b. 

Α̟αντήσεις 
α) Εφαρµόζουµε σε δύο βήµατα απαλοιφή των 2 πρώτων αγνώστων. Ο 1ος οδηγός p1=1, οπότε εφαρµόζουµε 
2η γρ.=2η γρ.–2*(1η γρ.), 3η γρ.=3η γρ. –1*(1η γρ.), άρα p2=-1. Προχωρώντας στην απαλοιφή του 3ου 
αγνώστου διαπιστώνουµε 0 κάτω από τον οδηγό -1 οπότε το µητρώο έχει τεθεί σε κλιµακωτή µορφή µε 3ο 
οδηγό p3=-1.  

2 2 2 1
3 3 1

1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 0 1 0 1 4 1

1 2 1 0 0 1 1

A U

c c

γ γ γ
γ γ γ

= −
= −

   
   = → − − − =   
   − −   

 

Εποµένως είναι rank(A)=3, και το c δεν επηρεάζει την τάξη. 

Για να φέρουµε το µητρώο σε αναγµένη κλιµακωτή µορφή R, απαλείφουµε συστηµατικά τα µη µηδενικά 
στοιχεία στις στήλες των οδηγών και τέλος διαιρούµε τις γραµµές δια των συντελεστών των οδηγών (-1):  

2 2 4* 3 1 1 2* 2

3 3
2 21 2 2* 3

1 2 2 1 1 2 2 1 1 0 2 8 7

0 1 4 1 0 1 0 4 3 0 1 0 4 3

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 0 0 6 5 1 0 0 6

0 1 0 4 3

0 0 1 1

c

U c c

c c c

c c

c

c

γ γ γ γ γ γ

γ γ
γ γγ γ γ

= − = +

=−
=−= +

− +     
     = − − − → − − + → − − +     
     − − − − − −     

− + − + 
 → − − + → 
 − − 

5

0 1 0 4 3

0 0 1 1

c R

c

 
 − = 
 − + 

β) Είναι R=EΑ. Βάσει του παραπάνω τρόπου υπολογισµού [3] του R, το E [4] δίνεται από το γινόµενο 
στοιχειωδών µητρώων: 

 
Ε=D2D3E12E13E23E31E21  

 
όπου Εij µητρώο απαλοιφής (αφαίρεση πολ/σίου γραµµής j από γραµµή i) και Di µητρώο διαίρεσης γραµµής 
i δια του οδηγού της, για να δηµιουργηθούν µονάδες στους οδηγούς.  Τα στοιχειώδη µητρώα είναι:   
 

E21 = [1 0 0 ; -2 1 0 ; 0 0 1] 

                                                 
3
 [�] Υπάρχουν ασφαλώς διαφορετικοί τρόποι με τους οποίους μπορούν να εφαρμοσθούν τα 

στοιχειώδη μητρώα, ο προκύπτoυσα όμως κλιμακωτή μορφή R είναι μοναδική  (βλ. θεωρητική απόδειξη στις 

διαλέξεις).  

4
 [

�
] Προσοχή, το E δεν είναι (πλέον) κάτω τριγωνικό! Υπεύθυνες γι’ αυτό είναι οι απαλοιφές των μη 

μηδενικών στοιχείων πάνω από τους οδηγούς!  



-27- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

E31 = [1 0 0 ; 0 1 0 ; -1 0 1] 
E23 = [1 0 0 ; 0 1 -4 ; 0 0 1] 
E13 = [1 2 0 ; 0 1 0 ; 0 0 1] 
E12 = [1 0 2 ; 0 1 0 ; 0 0 1] 
D3 = [1 0 0 ; 0 1 0 ; 0 0 -1] 
D2 = [1 0 0 ; 0 -1 0 ; 0 0 1] 

γ) Βάσεις χώρων στηλών C(A) και γραµµών R(A). (α) Προφανώς εδώ έχουµε C(A) = R3= R(Α).  (β) Μια 
βάση του C(A) αποτελούν οι 3 πρώτες  στήλες του Α (στήλες οδηγών). Οµοίως βάση  αποτελούν και οι 3 
στήλες οδηγών του R, αλλά αυτό δεν συµβαίνει γενικά! (γ) Οι τρεις γραµµές του Α (που ας σηµειωθεί 
συµπίπτουν µε τις 3 πρώτες γραµµές του Ε-1) αποτελούν µια βάση του R(A). Οµοίως και οι 3 γραµµές 
οδηγών του R. Αυτό βεβαίως ισχύει πάντα!  

δ) Ε̟ιλυσιµότητα. Αφού r=3=m<n=4 για κάθε c, τo σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, για κάθε c και b. 
Εναλλακτική διατύπωση: ο χώρος στηλών του Ax=b είναι ολόκληρο το R3 ανεξαρτήτως του c. Συνεπώς 
υπάρχει πάντα λύση και επειδή m=3<n=4, υπάρχουν άπειρες λύσεις, µε ένα «βαθµό ελευθερίας»: 
dim(N(A)=1=n-r=4-3. [5] 

ε) Βάση µηδενοχώρου (εύρεση ειδικών λύσεων) Είναι dim(N(A))=4-3=1. Άρα το µοναδικό διάνυσµα s 
της βάσης (ειδική λύση) βρίσκεται θέτοντας x4=1 στο Rx=0 και υπολογίζοντας άµεσα τα υπόλοιπα xi. [ 6] 
 

s=[-R(: ,4)Τ; 1] = (6c-5, 3-4c, c-1, 1)T 
 

ζ) Ε̟ίλυση Για την επίλυση του Αx=b  για δοθέν c, υπολογίζουµε στο προκύπτον σύστηµα Rx=d το 
διάνυσµα d=Εb, εκτελώντας τους ίδιους µετασχηµατισµούς µε αυτούς µε τους οποίους πήραµε το R 
(µπορούσε το βήµα αυτό να είχε γίνει στην αρχή, στο ερ. (α)). Έτσι, για c=0 παίρνουµε:  

 

1 0 0 5

0 1 0 3

0 0 1 1

R

 
 = − 
  

 

και 
b = (1, 2, -1)T → (1, 0, -2) → (5, 8, -2) → (16, 8, -2) → d=(13, -8,  2)T 

Βρίσκουµε τώρα τη µερική λύση του Rx=d, θέτοντας x4=0 [7]:   

xµ = [d ; 0]T (λόγω της ειδικής µορφής του R) = (13, -8,  2, 0)T 

Στο ερ. (ε) βρήκαµε την ειδική λύση (βάση) του µηδενοχώρου: 

xε = λ(-5, 3, -1, 1)T , λ∈R 

Συνεπώς η πλήρης λύση δίνεται: 

xπ = xµ + xε = (13, -8,  2, 0)T + λ(-5, 3, -1, 1)T, λ∈R 

                                                 
5 [

�
] Η ύπαρξη και το πλήθος λύσεων ενός γραμμικού συστήματος προϋποθέτει να είναι γνωστή η τάξη 

του A. Αν η ύπαρξη λύσης εξαρτάται από την τιμή του b (περίπτωση rank(A)<m, δηλαδή όταν υπάρχουν m-r 

μηδενικές   γραμμές), τότε από το Ux=d ή το Rx=d καταλήγουμε εύκολα στο συμπέρασμα ότι  για να υπάρχει 

λύση,  το b πρέπει να ικανοποιεί m-r συνθήκες.  

6
 [

�
] Σημείωση: Η εύρεση της ειδικής λύσης απλουστεύεται όταν χρησιμοποιείται η αναγμένη 

κλιμακωτή μορφή (μητρώο) R (μονάδες στη «διαγώνιο» και 0 στις στήλες των οδηγών): οι r θέσεις οδηγών στο 

διάνυσμα μιας ειδικής λύσης που αντιστοιχεί στην ελεύθερη μεταβλητή (στήλη) k (θέτοντας xk=1), 

συμπληρώνονται από τα αντίθετα των αντίστοιχων στοιχείων της ελεύθερης στήλης  αυτής (της 4
ης

 στήλης στην 

περίπτωσή μας). Πράγματι, αν στο Rx=0 θεωρήσουμε την ελεύθερη στήλη xk και θέσουμε xk=1 και xi=0  για τις 

υπόλοιπες n-r-1 ελεύθερες μεταβλητές, παίρνουμε: 

   i-γραμμή του R * x = R[i,:] * x = 1*xi+R(i,k) = 0, ή xi=-R(i,k)   (k=4 στην άσκηση)    
 

7
 [

�
] Σημείωση: Λόγω της α.κ.μ. του R δεν χρειάστηκε κανένας υπολογισμός κατά την εμπρός 

αντικατάσταση! Απλούστατα, οι τιμές για τους αγνώστους (μεταβλητές οδηγών) x1, x2, x3 δίνονται απ’ ευθείας 

από τα τις αντίστοιχες συνιστώσες του d.  
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Άσκηση 1-Σ6 

∆ίνεται το παρακάτω «αραιό» µητρώο Α.  

 

0 0 0 0 1

0 2 0 2 0

0 0 0 3 2

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

A

 
 − 
 = −
 
 
 − 

 

α) Βρείτε το γραµµοϊσοδύναµό του α.κ. µητρώο R και την τάξη του Α.   
β) Υπολογίστε τους τέσσαρες θεµελιώδεις χώρους.  
γ) Αν δοθεί b = [-1, 2, 5, 0, 2]T, να λυθεί το σύστηµα Ax=b.  
δ) Αν δοθεί c = [0, -10, 0, 20, -6]T, να λυθεί το σύστηµα AΤx=c.  
δ) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν οι συνιστώσες του b για να έχει λύση το Ax=b; 

Α̟αντήσεις  
α) Εκτελούµε τους παρακάτω µετασχηµατισµούς γραµµών: 

  

0 2 0 2 00 2 0 2 0

0 0 0 0 1 0 0 0 3 2
0 0 0 3 2 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

0 2 0 2 0 0 2 0 2 0 0 1 0 0 0

0 0 0 3 2 0 0 0 3 2 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1/ 3 0 0 0 0 0

A

   −−
  

−  
  → → →−   
  
  − −   

   − −
   

− −   
   → → →   
   
   

−      

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

R

 
 
 
  = 
 
 
  

  

Προφανώς είναι: rank(A)=3.    

β) Οι στήλες οδηγών είναι οι 2, 4, 5. Είναι λοιπόν:  

 C(A)=< α2, α4, α5> και R(A)=<R(1,1:5), R(2,1:5), R(3,1:5)>  

Οι ελεύθερες στήλες είναι οι 1 και 3. Θα πρέπει dim(N(A)=n-rank(A)=5-3=2. Από την α.κ.µ. R παίρνουµε 
άµεσα µια βάση του Ν(Α):  

 s1=[1 0 0 0 0 ]Τ=e1,  s2=[0 0 1 0 0 ]Τ=e3  

Οπότε Ν(Α)=<e1, e3>.  
Οµοίως αναµένεται dim(N(AΤ) =m-rank(A)=2.  Εκτελούµε απαλοιφή στο ΑΤ: 

1 0 2 0 10 0 0 0 0 1 0 2 0 1 1 0 2 0 1

0 2 0 0 0 0 2 0 0 00 2 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 1
0 2 3 0 1 0 2 3 0 1 0 0 3 0 1 0 0 0 0 0
1 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TA

     − −− − − − 
     
     
     = → → → →     

−     − 
     − −        

 

1 0 0 0 1 2 3 1 0 0 0 1 3 1 0 0 0 1 3

0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0
'0 0 3 0 1 0 0 3 0 1 0 0 1 0 1 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

R

     − + − −
     
     
     → → → =     
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Οι στήλες οδηγών είναι οι 1, 2, 3. Είναι λοιπόν:  

 C(AΤ)=R(A)=<α1, α2 α3> και R(AΤ)=C(A)=<R΄(1,1:5), R΄(2,1:5), R΄(3,1:5)>.  

[Παρατήρηση: οι βάσεις ̟ου βρήκαµε συµ̟ί̟τουν για το R(A), ενώ είναι διαφορετικές για το C(A) ] 

Οι ελεύθερες στήλες είναι οι 2 και 3. Παίρνουµε τώρα µια βάση του Ν(ΑΤ):  

 y1=[0 0 0 1 0 ]Τ=e4,  y2=[1/3 0 -1/3 0 1 ]Τ=1/3[1 0 -1 0 1 ]Τ 

Οπότε Ν(ΑΤ)=<e4, y2>.   

γ) Πρέπει να εκτελεσθεί απαλοιφή και στο b. Εκτελούµε λοιπόν τους ίδιους µετασχηµατισµούς και στο b  και 
παίρνουµε: 

 b = [-1, 2, 5, 0, 2]T   → …→ d = [2, 1, -1, 0, 0]T    

Το σύστηµα έχει λύση, αφού rank([A d])=rank(A). Από το Rx=d υπολογίζουµε άµεσα τη µερική λύση του 
Αx=b :  

 xµ = [0, 2, 0, 1, -1]Τ 

Άρα η πλήρης λύση είναι: 

 x̟ = xµ + xε = [0, 2, 0, 1, -1]Τ + c1e1 + c2e3, c1, c2∈R 

δ) Εκτελώντας τώρα τους ίδιους µετασχηµατισµούς και στο c παίρνουµε: 
 
 c = [-1, 2, 5, 0, 2]T   → …→ h = [2/3, -5, 1/3, 0, 0]T    

 

Από το Rx=h υπολογίζουµε άµεσα τη µερική λύση του Αx=c:  

 xµ = [2/3, -5, 10/3, 0, 0]Τ 

Οπότε η πλήρης λύση είναι:  

 x̟ = xµ + xε = [2/3, -5, 1/3, 0, 0]T + c1e4 + c2y2, c1, c2∈R 

ε) Εφαρµόζουµε στο b =[b1, b2, b3, b4, b5]Τ  τους ίδιους µετασχηµατισµούς µε τους οποίους πήραµε το R.  
Λαµβάνουµε: 

  b =[b1, b2, b3, b4, b5]Τ→ [b2, b1, b3, b4, b5]Τ→ [b2, b3, b1, b4, b5]Τ→[b2, b3, b1, b4, b5-(1/3)b3]Τ  
  →[b2, b3, b1, b4, b5-(1/3)b3+(1/3)b1]Τα 

  → d = [(1/2)b2, (1/3)b3, b1, b4, -(1/3)b3+(1/3)b1]Τ    

Για να υπάρχουν λύσεις πρέπει rank([A b])=rank(A) ή rank([R d])=rank(R) που σηµαίνει ότι πρέπει:  

 d4=0, d5=0  ή: b4 =0,  b5-(1/3)b3+(1/3)b1 = 0   
 ή: b4 =0, 3b5-b3+b1 = 0 
    □ 

Άσκηση 1.6-Σ7 

Για το µητρώο Β: 

2 3 0 0

2 2 4 0

1 2 2 0

6 1 1 1

B

 
 
 
 
 
 
 

− −
=

−

 

α) Να βρεθεί η αναγµένη κλιµακωτή µορφή R του Β µετά από εφαρµογή απαλοιφής.  
β) Βάσει της παραπάνω µορφής R, να εκφρασθεί κατάλληλα το Β ως άθροισµα εξωτερικών γινοµένων ciyi

T, 
προσδιορίζοντας επακριβώς τα διανύσµατα ci και yi.  

γ) Να βρεθεί ο µηδενοχώρος Ν(Β) (βάση και διάσταση).  
δ) Θεωρούµε τώρα το σύστηµα Bx=β. Για ποια β υπάρχει λύση; Να υπολογισθεί συστηµατικά η πλήρης λύση 
για β=(1,0,1,0)T. 
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Α̟αντήσεις 

α) Υπολογίζουµε το Β:  

Β=[e1, e2, e3, 0]Α=



















−−

0000

0221

0422

0032

 

Εύκολα βρίσκουµε την αναγµένη κλιµακωτή µορφή R. Ταυτόχρονα εκτελούµε απαλοιφή και στο διάνυσµα β 
του β’ µέλους. 

1 1

1 1 3 2
2 1 2 1 2 1 1/2

3 3 3 1 2

4 4 4

2 3 0 0 2 3 0 0 2 3 0 0

2 2 4 0 0 1 4 0 0 1 4 0
[ | ]

/ 21 2 2 0 0 1/ 2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r r r
r rB β

= −
=

     
     + +− −     = → → →
     − −
     
          

β β β

β β β β β

β β β β β

β β β

1

 

 

1 2

1 1 3 2
1 21 1/2

3 1 2

4

(2 3 ) / 21 0 6 0

0 1 4 0
[ | ]

/ 20 0 0 0

0 0 0 0

r r r
r r R d

= −
=

 − + −
 + → =
 − −
 
  

β β

β β

β β β

β

 (1) 

Προφανώς είναι rank(B)=rank(R)=2. 
  
β) Από τη γνωστή διάσπαση Β = CL (C µε τις ανεξάρτητες στήλες του Β και L µε τις µη µηδενικές γραµµές 
του R) βρίσκουµε άµεσα: 

Β = (2,-2, 1, 0)T( 1, 0, -6, 0) + (3,-2, 2, 0)T( 0, 1, 4, 0)   

γ) Είναι dim(N(B))=n-rank(B)=4-2=2. Βρίσκουµε τώρα µια βάση από τις ειδικές λύσεις s1, s2 του οµογενούς 
συστήµατος Βx=0 ή του ισοδύναµου Rx=0:   

 Για x3=1, x4=0 ⇒ x2=-4, x1=6⇒ s1=[6, -4, 1, 0]T  
 Για x3=0, x4=1⇒x2=0, x1=0 ⇒ s2=[0, 0, 0, 1]T 

∆ηλαδή µια βάση του N(B) είναι η S:  

 S = { [6, -4, 1, 0]T, [0, 0, 0, 1]T } 

δ) Για να υπάρχει λύση πρέπει rank(B|β)=rank(R|d)=rank(d), ή ισοδύναµα, λόγω της (1), πρέπει: 
 
  β3-β1+β2/2 = 0,  β4 = 0 
  
Για β=(1,0,1,0)T παίρνουµε d=(-1,1,0,0)T, οπότε το προς επίλυση σύστηµα είναι το Rx=d. Η µερική λύση του 
λαµβάνεται για x3=x4=0: xµ=(-1,1,0,0)T.  

Οι άπειρες λύσεις του (πλήρης λύση), όπως και οι λύσεις  δίνονται:  

xπ= (-1,1,0,0)T + c1 (6, -4, 1, 0)T+ c2 (0, 0, 0, 1)T,  ∀ c1,c2∈R 

 

1.5 Εφαρμογές στην Τάξη Μητρώου 

 

 

Άσκηση 1-Τ1 
Αν A∈Rm×n και το σύστηµα Αx=b έχει για κάθε b µια τουλάχιστον λύση, τότε ποιος είναι  ο Ν(ΑT) ; 
Α̟.  
Για να έχει λύση το Αx=b για κάθε b θα πρέπει m=r (=rank(A)) και m<=n.  Θεωρώντας τώρα την ΑTy=0, 
είναι dim(N(AT)) = m-r = 0, οπότε Ν(ΑT)={0}.  
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Άσκηση 1-Τ2 

Έστω A∈Rmxn. Αν η x=0 είναι µοναδική λύση του Αx=0, τότε ποια είναι η τάξη του Α; 

Α̟.  
Είναι dim(N(A)=n-rank(A) = n-0 =n, αφού dim({0})=0. 

Άσκηση 1-Τ3  

Αν xi, yi ∈R3, i=1,2, να εξετάσετε αν το C=x1y1T+x2y2T είναι ιδιάζον. 

Α̟.  
Το C γράφεται ως γινόµενο δύο µητρώων:  

 C= x1y1T+x2y2T =[x1, x2] [y1T; y2T] 

Είναι C∈R3×3 και παρατηρούµε ότι για τους παράγοντες του C ισχύει rank([x1, x2])≤2, rank([y1T; y2T])≤2.  
Άρα για την τάξη του γινοµένου C ισχύει: 

 rank(C)≤min(rank([x1, x2]), rank([y1T; y2T])) = 2 < 3  

Συνεπώς το C έχει τάξη µικρότερη του µεγέθους του (3), εποµένως είναι ιδιάζον.   

Άσκηση 1-Τ4  

(Σ/Λ) Εξετάστε την ορθότητα της πρότασης: «Αν τα διανύσµατα u1,u2∈R3 είναι ορθογώνια µεταξύ τους, τότε το 

µητρώο C= u1u1T+u2u2T είναι ιδιάζον». Σε κάθε περίπτωση να βρεθεί η τάξη του C. 

Α̟.  
To µητρώο C είναι προφανώς µητρώο ορθογώνιας προβολής τάξης 2 και γράφεται:  

 C = u1u1T+u2u2T = [u1, u2] [u1T; u2T] = QQT 

όπου Q∈R3×2. Συνεπώς, αφού C∈R3×3, το C είναι ιδιάζον και η πρόταση είναι ορθή.   

Εναλλακτική Απόδειξη: Όµοια µε αυτήν της Άσκησης 1.6-Τ3: η ορθογωνιότητα των διανυσµάτων δεν 
επηρεάζει εδώ την αντιστρεψιµότητα του C. Συγκεκριµένα τo C∈R3×3 γράφεται:  

 C = u1u1T+u2u2T = [u1, u2] [u1T; u2T] 

Τα u1 και u2 ως ορθογώνια είναι και γ.α. Συνεπώς είναι rank([u1, u2])=2 και rank([u1T; u2T])=2. Εποµένως, για 
το γινόµενο C είναι rank(C)=2<3, άρα το C είναι ιδιάζον.   

Άσκηση 1-Τ5  

∆είξτε ότι αν τα διανύσµατα u1,u2,u3∈R4 είναι ορθογώνια µεταξύ τους, τότε το µητρώο u1u1T+u2u2T+u3u3T 
είναι ιδιάζον. 

Α̟. Όµοια µε την απάντηση της Άσκησης 1.6-Τ4.  

Άσκηση 1-Τ6  

Να δειχθεί ότι η τάξη του παρακάτω µητρώου Α  είναι 4, εκτός αν a + b = 0 ή b = 3a. Επίσης, να βρεθεί για 
τις περιπτώσεις αυτές η τάξη του Α. 

 A =





















++−

−++

−−
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aababa
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22

22   

Α̟. 
Πραγµατοποιούµε απαλοιφή εφαρµόζοντας σ.µ.σ. και ελέγχοντας ταυτόχρονα τις τιµές των παραµέτρων:  
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Αν a+b=0, τότε   
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οπότε είναι rank(A)=0 όταν a=b=0 και rank(A)=2 όταν a=-b≠0. 

Αν a+b≠0, εφαρµόζοντας σ.µ.γ. έχουµε:  

 

2

2
1

0030

0300

20

11

220

2220

20

11

220

022

11

11

244

233

133

122

A

ba

ba

baba

bb

baa

baba

baba

bb

baa

aba

aa

bb

A

rrr
rrr

rrr
rrr

=



















−

−

−−−−
 →





















+

−−−

−−−−
 →





















+

+

−−
→

−→
−→

−→
−→

 

Αν 3a-b≠0, τότε 
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Άρα rank(A)=4 όταν a+b≠0 και 3a-b≠0.  

Αν 3a-b=0, τότε 
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Άρα rank(A)=2 όταν 3a-b=0. 

Άσκηση 1-Τ7  

Να βρεθεί για όλες τις τιµές του α η τάξη των εξής µητρώων 

   (i)  Α=
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Α̟.  
(i) Έχουµε τις γραµµοϊσοδυναµίες: 
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1
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Αν α=1, προφανώς rank(A)=2. Αν α≠1, τότε:  
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Εποµένως είναι rank(A)=3 όταν α=-14 και rank(A)=4 όταν α ≠-14. 

(ii)  Λαµβάνουµε τους παρακάτω µετασχηµατισµούς γραµµών και στηλών:  
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Αν α=0 υπάρχουν δύο µηδενικές στήλες και είναι rank(A)=2: 
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Αν α=1, τότε η τελευταία γραµµή είναι 0, ενώ στην τρίτη ορίζεται ο οδηγός -1. Εποµένως είναι rank(A)=3.     
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Αν α≠0 και α≠1:  
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Επειδή 20a-21≠0  όταν α≠0 και α≠1, έπεται rank(Α)=4. 

Άσκηση 1-Τ8 

Να διασπασθεί το µητρώο  

  

1 2 1 2

3 6 5 1

2 4 4 1

A

− 
 = − 
  

 

στη µορφή αθροίσµατος µητρώων τάξης 1, α1β1+…+αrβr , όπου τα αi και bi είναι ανεξάρτητα.  

Α̟.  
Εφαρµόζοντας απαλοιφή στο Α παίρνουµε: 

  

1 2 1 2 1 2 1 9 / 2

3 6 5 1 0 0 1 5 / 2

2 4 4 1 0 0 4 1

A R

− −   
   = − → → =   
      

…  

Συνεπώς είναι: 

 

[ ] [ ]

1 2 1 2 1 1
1 2 0 9 / 2

3 6 5 1 3 5
0 0 1 5 / 2

2 4 4 1 2 4

1 1

  3 1 2 0 9 2 5 0 0 1 5 2

2 4

A CL

−   
−    = − = =             

   
   = +   
      

 

 

 

1.6 Κανονικές Μορφές 

 

Άσκηση 1-ΚΜ1 

Καθορίστε ποιά από τα ακόλουθα µητρώα είναι ισοδύναµα : 

 (α) 
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(γ) 
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Α̟. 
∆ύο ή περισσότερα µητρώα του αυτού µεγέθους και της ίδιας τάξης είναι ισοδύναµα, αφού παρέχουν τις ίδιες 
κανονικές µορφές. Αρκεί λοιπόν να βρούµε τις τάξεις των παραπάνω µητρώων και να τις συγκρίνουµε. Έχουµε 
διαδοχικά: 
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Το µητρώο είναι τάξης 2.  

β)   
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Το µητρώο είναι τάξης 1.  

γ)   
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Το µητρώο είναι τάξης 2.  
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Το µητρώο είναι τάξης 3.  

(ε)   

1 1 2 1 1 3

3 3 2 2 2 32 2 1

 3

   2 

  1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 3  
  1 0 2 1 0 0 1 2 0 0 1 2

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1

r r r r r r

r r r r r rr r r

→ →

→ →→ +

+ +
− +

− −     
     − → → →     
     −     

 

3 3  

1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

r r→ −

   
   →   
   −   

 

Το µητρώο είναι τάξης 3.  

Σύµφωνα µε τις κανονικές µορφές που προέκυψαν, ισοδύναµα µητρώα είναι τα (α), (γ) και τα (δ), (ε). 

Άσκηση 1-ΚΜ2 
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∆ίνεται το µητρώο  

 

2 3 0 0

2 2 4 0

1 2 2 0

6 1 1 1

A

 
 
 
 
 
 
 

− −
=

−

 

Ορίζουµε ένα µητρώο Β∈R4×4 τέτοιο ώστε Β=[e1, e2, e3, 0]Α, όπου ei∈R4. Να υπολογισθούν συστηµατικά 
δύο αντιστρέψιµα µητρώα Q και P τέτοια ώστε:  QBP=Ν=[ Ir, 0; 0  0], όπου Ν∈R4×4 και r=rank(B). 

Α̟. 

Είναι:  

 Β=[e1, e2, e3, 0]Α=



















−−

0000

0221

0422

0032

 

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η τάξη του Β είναι r=rank(B)=2. Α̟ό τη θεωρία της α̟αλοιφής γνωρίζουµε ότι το 
Ν=[Ι2, 0; 0 0]∈R4×4 είναι η κανονική µορφή του Β ως προς την τάξη και προκύπτει από το µετασχηµατισµό 
γραµµών στο Β: R=PB (όπου R η αναγµένη κλιµακωτή µορφή) και το µετασχηµατισµό στηλών στο R: 
Ν=RQ=PBQ. Τα P, Q είναι τα ζητούµενα µητρώα, των οποίων η ύπαρξη και αντιστρεψιµότητα εξασφαλίζεται 
από την απαλοιφή. Το P υπολογίζεται από το µετ/σµό γραµµών:  

 P[B|I4] = [R|P],  

ενώ το Q από το µετ/σµό στηλών  

 [R|I4]Q =[N|Q ]   

Παίρνουµε λοιπόν [8]: 

 [B|I4] → [R|P]: 
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 [P|I4] → [N|Q]: 

                                                 
8 [

�
 ] Σημείωση: Τα P και Q θα μπορούσαν ισοδύναμα να υπολογισθούν από τα γινόμενα στοιχειωδών 

μητρώων απαλοιφής γραμμών και στηλών αντίστοιχα. 
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Τα P και Q, όπως υπολογίσθηκαν, ικανοποιούν την Ν = PBQ, όπως µπορούµε εύκολα να επαληθεύσουµε. 

Άσκηση 1-ΚΜ3 

Να βρεθούν αντιστρέψιµα µητρώα P και Q τέτοιοι ώστε το PAQ να είναι η κανονική µορφή για το µητρώο  

 Α=
















−

−

−

0211

1111
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Α̟. 
Αναζητώντας κατάλληλα µητρώα Pn×n και Qm×m τέτοια ώστε PAQ =Ν, όπου Ν η κανονική µορφή του Αm×n, 
δηµιουργούµε το επαυξηµένο (A|In) και µε γραµµοπράξεις το µετασχηµατίζουµε στο [R|P], όπου R είναι η 
α.κ.µ. του Α. Στη συνέχεια δηµιουργούµε το επαυξηµένο [R|Im] και µε γραµµικούς µετασχηµατισµούς 
στηλών το φέρνουµε στη µορφή (N|Q) όπου N= PAQ. Εχουµε λοιπόν: 

    [Α|I3] → [R|P] =  →
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Για την εύρεση του Q έχουµε: 

 [R|Im]=  
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Εποµένως το µητρώο Q είναι:  

 Q = 
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Eύκολα επαληθεύουµε ότι PAQ = Ν = [Ι2, 02×2 ; 02×2, 02×2], όπου Ν η κανονική µορφή του A.  
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2 ΒΒΑΑΣΣΗΗ,,  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΤΤΑΑΣΣΗΗ    

ΚΚΑΑΙΙ  ΕΕΙΙ∆∆ΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΧΧΩΩΡΡΟΟΙΙ  
 

   

 

2.1 Γραμμική Ανεξαρτησία και Τάξη 

 
 

Άσκηση 2-ΑΤ1  

Το { (3+√2, 1+√2), (7, 1+2√2) } είναι γ.ε. πάνω στο R, αλλά γ.α. πάνω στο Q=σώµα ρητών. 

Α̟.  
(i) Το αντίστοιχο µητρώο   

 Α=[3+√2, 1+√2;  7, 1+2√2 ] → [3+√2, 1+√2;  0, 1+2√2-(7/(3+√2) (1+2√2)]  

  = [3+√2, 1+√2;  0, 0] ⇒  

 ⇒{(3+√2, 1+√2), (7, 1+2√2)} είναι γ.ε. πάνω στο R. 

 (ii) Αν p, q∈Q, υποθέτουµε:  

 p(3+√2, 1+√2)+q(7, 1+2√2)=0 ⇔  

 p(3+√2)+7q=0, p(1+√2)+q(1+2√2)=0 ⇔  

 p(3+√2)+7q = 0,  p+q+p√2+2q√2=0 ⇔  

 3p+7q+p√2 =0,  p+q+√2(p+2q)=0 ⇔  

 3p+7q=0, p=0,  p+q=0, p+2q=0 ⇔  

 p = q = 0 ⇔ {(3+√2, 1+√2), (7, 1+2√2) } είναι γ.α. πάνω στο Q. 
 
Άσκηση 2-ΑΤ2  

Το { (1+i, i), (2, -1+i) } είναι γ.ε. πάνω στο C, αλλά γ.α. πάνω στο R. 

Α̟. 
(i) Αν a, b∈C υποθέτουµε: 

a(1-i, i)+b(2, -1+i)=0  ⇔  

a(1-i)+2b=0, ai+b(-1+i)=0  ⇔ 

   b=-a(1-i)/2, ai+(1/2)(-1+i)(-1+i)=0 ⇔ 

b=-a(1-i)/2, ai+(1-1-2i)/2) = 0 ⇔  

b=-a(1-i)/2, i(a-1) = 0 ⇒ b=i-1/2, a=1 ⇔  
{ (1+i, i), (2, -1+i) } είναι γ.ε. πάνω στο C. 

(ii) Αν a, b∈R υποθέτουµε: 

 a(1-i, i)+b(2, -1+i)=0 ⇔  

 (a-ai+2b, -b+ai+bi)=0 ⇔  

 a+2b=0, a=0, a+b=0, b=0 ⇔  

 a=0, b=0 ⇔ { (1+i, i), (2, -1+i) } είναι γ.α. πάνω στο R. 

Άσκηση 2-ΑΤ3 
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∆ίνονται ο υποχώρος V που παράγεται από τα διανύσµατα u1=(1, 1, 1)T και u2=(2, -1, 1)T. Για ποια βαθµωτά 
α  το διάνυσµα w=(1, α, 3)T, ανήκει στον V?       
Α̟.  

∆ιαµορφώνουµε το Α=[u1, u2, w].  Τότε είναι C(A)=V και w∈V ⇔ u1, u2, w  γ.ε. ⇔ w εξαρτηµένη στήλη 
του Α, δηλ. ελεύθερη στήλη του γραµµοϊσοδύναµού του α.τ.µ. U.  Μετασχηµατίζουµε το Α λοιπόν στο U και 
απαιτούµε U(3, 3)=0, απ’ όπου εξάγουµε τη ζητούµενη συνθήκη. 
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Άρα w∈V ⇔ α=7. 

Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε µε χρήση ορίζουσας: για να είναι τα u1, u2, w  γ.ε., πρέπει 
det([u1,u2,w])=0, δηλ. 
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δηλ. πρέπει α=7. 

Άσκηση 2-ΑΤ4  

Αν {v1,…,vn} γ.α. µε vi∈Kn  (ή το {v1,…,vn} είναι βάση του Rn) και Α∈Rn×n µη ιδιάζoν, τότε το 
{Αv1,…,Αvn} είναι γ.α. (ή αποτελεί βάση του Rn) 

Α̟. Το µητρώο [v1…vn] είναι αντ/µο, αφού έχει γ.α. στήλες. Οµοίως και το Α. Άρα και τo 
[Αv1…Αvn]=Α[v1…vn], ως γινόµενο αντ/µων. Εποµένως τα  Αvi είναι γ.α. Επειδή µάλιστα είναι στο πλήθος 
n = dimRn, ορίζουν µια βάση του Rn. 

Εναλλακτικές διατυπώσεις απαντήσεων: 

Α̟ 2. Έστω ότι ένας γραµµικός συνδυασµός των Αvi είναι 0:  

 [Αv1, Av2,…, Αvn]x= x1Αv1 + x2Av2 + … + xnΑvn = 0  

Θα δείξουµε ότι x=0. H παραπάνω σχέση γράφεται (ιδιότητα γινοµένου µητρώων): 

 Α[v1,v2,…vn]x = 0  (1) 

Επειδή το Α είναι αντιστρέψιµο, η (1) θα ισχύει µόνον αν  

 [v1,v2,…vn]x = 0  (2) 

Επειδή όµως τα v1,v2,…vn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, η (2) έχει ως µοναδική λύση την x=0. Άρα τα Αvi 
είναι γ.α. 

Α̟ 3. (Με εις άτο̟ο α̟αγωγή) Έστω ότι είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. Συνεπώς ∃x≠0 ώστε  [Αv1…Avn]x=0 ή 
ισοδύναµα Α[v1,v2,…vn]x = 0. Αλλά επειδή v1,v2,…vn είναι γ.α., ισχύει [v1,v2,…vn]x≠0, για x≠0. Αυτό 
σηµαίνει ότι ∃y≠0 ώστε Αy=0, που όµως αντιβαίνει µε την αντιστρεψιµότητα του Α. Συνεπώς τα Αv1,…,Αvn 
είναι γ.α. 

Α̟ 4. (Με εις άτο̟ο α̟αγωγή) Αν τα Αvi είναι γ.ε., τότε υπάρχει διάνυσµα Αvi που εκφράζεται ως γ.σ. των 
προηγουµένων του: 

 Αvi = c1Αv1 + c2Αv2 + … + ci-1Αvi-1 ⇒  
 Αvi - c1Αv1 - c2Αv2 - … - ci-1Αvi-1 = 0  ⇒ 
  Α(-c1v1 - c2v2 - … - ci-1vi-1 + vi) = 0 ⇒  
 -c1v1 - c2v2 - … - ci-1vi-1 + vi = 0 (επειδή Α αντιστρέψιµο) ⇒  
 vi  = c1v1 + c2v2 + … + ci-1vi-1,  
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δηλαδή υπάρχει ένα vi που είναι γ.σ. των προηγουµένων του, άτοπο γιατί τα vi είναι γ.α. Άρα τα Αv1,…,Αvn 
είναι γ.α. 

Άσκηση 2-ΑΤ5 [Γενίκευση της ΑΤ4] 

Αν {v1,…,vm}, vi∈Rn , είναι γ.α. και Α∈Rn×n µη ιδιάζoν, τότε το σύνολο {Αv1,…,Αvm} είναι γ.α. 

Α̟.  
Είναι [Αv1…Αvm]=Α[v1…vm]. Έστω ότι ο γ.σ. Α[v1…vm]x=0. Τότε [v1…vm]x=0 (αφού το Α είναι αντ/µο) 
⇒ x=0 (αφού τα v1,…,vm είναι γ.α.)     
Εναλλακτική διατύπωση: Αν µορφώσουµε το µητρώο C=[Av1…Avn] τότε: C=[Av1…Avn]= Α[v1…vn].  
Το Α δίδεται αντιστρέψιµο, ενώ το ίδιο συµβαίνει και για το [v1…vn], αφού τα v1,…,vn είναι ανεξάρτητα. 
Εποµένως και το C θα είναι αντιστρέψιµο, ως γινόµενο αντιστρέψιµων µητρώων. Άρα οι στήλες του θα είναι 
ανεξάρτητες και επειδή είναι n=dim(Rn) στο πλήθος, θα αποτελούν βάση του Rn.    

Σημείωση. Αναδιατύπωση της πρότασης: 

Έστω {v1,…,vn} µια βάση του Rn και ένα αντιστρέψιµο µητρώο Α∈Rnxn. Τότε και το {Av1,…,Avn} είναι βάση του 
Rn. 

Άσκηση 2-ΑΤ6 [Γενίκευση της ΑΤ5]  

Έστω Α∈Rm×n µε rank(Α)=n και u1,u2,…,un∈Rn γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. Τότε οµοίως είναι και τα 
Αu1, Αu2,…, Αun. 

Α̟.  

Σύντοµα: Α[u1…un]x=Α[u1…un]x =0 ⇒ [u1…un]x=0 (επειδή rank(A)=n) ⇒ x=0 (αφού v1,…,vk γ.α.)     

Λεπτομερής διατύπωση:  Αρκεί να δείξουµε ότι η παρακάτω πρόταση είναι αληθής:  

 [Αu1, Αu2, …, Αun]x = 0 ⇒ x=0  

Είναι  

 [Αu1, Αu2, …, Αun]x = Α[u1, u2, …, un]x = 0  

Επειδή rank(Α)=n, έπεται: 

 [u1, u2, …, un]x = 0  

Τα u1,u2,…,un είναι όµως γ.α., άρα x=0. 

Εναλλακτική διατύπωση: Επειδή rank(Α)=n, οι στήλες του Α είναι γ.α., άρα πρέπει n≤m. Επίσης ισχύει 

 [Αu1, Αu2, …, Αun] = Α[u1, u2, …, un] 
Άρα  
 rank([Αu1, Αu2, …, Αun]) = rank(Α[u1, u2, …, un]) ≤ rank([u1, u2, …,un]) = n ≤ m,  

απ’ όπου προκύπτει rank([Αu1, Αu2, …, Αun]) = n, δηλ.  τα Αui είναι γ.α.    
 
Άσκηση 2-ΑΤ7 

Να δειχθούν οι προτάσεις: 
α) Αν Α∈Rm×n µε rank(A)=n και Β∈Rn×k, τότε rank(AB)=rank(B). 
β) Αν Α∈Rm×n και Β∈Rn×k µε rank(B)=n, τότε rank(AB)=rank(A). 

Α̟.  

α) Θέτουµε r=rank(B).  Έστω τώρα i1,i2,…,ir οι r ανεξάρτητες στήλες του Β. Τότε το γινόµενο ΑΒ γράφεται: 

 ΑB=Α[b1…bk]= 1 2
[... ... ... ]

ri i iAb Ab Ab   

Τα 1 2
,... ,...

ri i iAb Ab Ab  είναι γ.α, όπως διαπιστώσαµε σε προηγούµενη Άσκηση, ενώ οι υπόλοιπες στήλες Abj 
είναι συνδυασµοί τους. Συνεπώς rank(AB) = r = rank(B).  

Στην περίπτωση αυτή ισχύει προφανώς:  Αν rank(B)=n τότε είναι: C(AB)=C(A). Συνεπώς ισχύει το 
αποτέλεσµα:  
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Αν Α∈∈∈∈Rm××××n µε rank(Α)=n και Β∈∈∈∈Rn××××k µε rank(Β) = n, τότε τα µητρώα ΑΒ  και Β έχουν τον ίδιο χώρο 
στηλών: C(AB) = C(Β) 

β) Αν εφαρµόσουµε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος  (α) στο µητρώο BTAT παίρνουµε: 

 rank(AB) = rank(AB)T = rank(BTAT) = rank(AT) = rank(A)  

Στην περίπτωση αυτή, αν rank(AT) = m = rank(A) τότε:  

 C(BTAT)=R(AB)=C(BT)=R(Β) 

Συνεπώς ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσµα:  

Αν Α∈∈∈∈Rm××××n  µε rank(A) = m και Β∈∈∈∈Rn××××k µε rank(B)=n, τότε τα µητρώα ΑΒ  και Β έχουν τον ίδιο χώρο 
γραµµών: R(AB) = R(Β) 

 Άσκηση 2-ΑΤ9 

Ένα µητρώο Α∈Rm×n έχει ανεξάρτητες στήλες τότε και µόνον τότε όταν το ΑΤΑ είναι αντιστρέψιµο. 

Α̟.  

(i)Ευθύ: Έστω ότι το Α έχει ανεξάρτητες στήλες. Aρκεί να δείξουµε τη συνεπαγωγή: ΑTΑx=0 ⇒ x=0.  Αν x 

τέτοιο ώστε ΑTΑx=0, τότε ισχύει και xTΑTΑx=(Αx)TΑx=||Αx||2=0 ⇒ Αx=0. Όµως το Α έχει ανεξάρτητες 
στήλες, δηλ. είναι rank(Α)=n, εποµένως x=0. 
(ii) Έστω ΑΤΑ αντιστρέψιµο. Τότε Αx=0 ⇒ ΑΤΑx=0 ⇒ x=0, δηλ. rank(A)=n, άρα οι στήλες του Α είναι 
ανεξάρτητες. 
 

 

2.2 Βάση και Διάσταση Δ.χ. 

 

Άσκηση 2-Β1 

α) Το σύνολο Tn των άνω (ή κάτω) τριγωνικών µητρώων Α∈Rn×n αποτελεί διανυσµατικό υποχώρο.  
β) ∆ίνεται το σύνολο Τ={Α∈Kn×n| trace(Α)=0}, όπου Κ ένα σώµα. Είναι το Τ δ.χ.; Αν ναι, να ευρεθεί µια 
βάση και η διάστασή του. 

Α̟αντήσεις  
α) Το ουδέτερο στοιχείο 0∈Rn×n  προφανώς  είναι άνω (κάτω) τριγωνικό µητρώο, συνεπώς 0∈Tn, άρα το Τn 
είναι µη κενό. Αν τώρα Α,Β∈Tn

  και c∈R, τότε Α+Β και cA προφανώς είναι οµοίως τριγωνικοί, δηλαδή 
Α+Β∈Tn και cΑ∈Tn. Εποµένως το Tn συνιστά υποχώρο του Rn×n  .  

β) Προφανώς 0∈Τ, άρα Τ≠∅. Εξ’ άλλου,  αν C, D∈Kn×n, α∈K, τότε: trace(C+αD)= trace(C)+trace(aD)= 
trace(C)+a×trace(D)=0+0=0. Άρα C+αD∈Τ, δηλ. ο Τ είναι Κ-υποχώρος του  Kn×n (και συνεπώς δ.χ.). 
Βρίσκουµε τώρα µια βάση του Τ. Ως γνωστόν µια βάση για τον δ.χ. Kn×n είναι το σύνολο Β={ei

 ej
T|ei, 

ej∈Kn×n, i,j =1,2,…n} και dim(Kn×n)=n2. Τώρα, τα στοιχεία του Τ ορίζονται από τη συνθήκη trace(A)= 
α11+α22+…+αnn=0. Θέτοντας διαδοχικά 1 σε κάθε αii, για i≠1, και 0 στα υπόλοιπα, έχουµε α11=-1. Συνεπώς 
για τα στοιχεία της διαγωνίου χρειαζόµαστε πλέον n-1 (αντί n) µητρώα-στοιχεία για τη βάση. To αντίστοιχο 
σύνολο είναι: 
  
  D={diag(-1,1,0,…,0), …, diag(-1,0,…0,1)} 
  

Αν Β1={ei
 ej

T|ei, ej∈Kn×n, i≠j} και S=Β1∪D, τότε εύκολα φαίνεται ότι το S γεννά το T. Επιπλέον, τα στοιχεία 
του S είναι γ.α. Εποµένως αποτελούν βάση.  Προφανώς είναι dim(T)=n2-1. 

Άσκηση 2-Β2 

α) Ένας υποχώρος παράγεται από τα διανύσµατα v1=(2, 1)Τ, v2=(6, -1)Τ, v3=(2, 8)Τ, v4=(1, 1)Τ. Βρείτε µια 
βάση του. 
β) ∆ίνονται ο υποχώρος V που παράγεται από τα διανύσµατα u1=(1, 1, 1)T, u2=(2, 1, 1)T, u3=(6, 5, 5)T.  Για 
ποια w=(a, b, c)T, ισχύει w∉V?   
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Α̟αντήσεις  
α) Ο παραγόµενος χώρος είναι ο R2. Αρκεί να τοποθετηθούν οποιαδήποτε δύο από τα δοθέντα διανύσµατα 
για να τον παράγουν. ∆ηλ. κάθε ζεύγος από τα δοθέντα διανύσµατα είναι γ.α., π.χ.:  
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Μια βάση του R2 είναι η {(1, 0)Τ, (0, 1)Τ}, ή και η {(2, 1)Τ, (6, 1)Τ} κλπ.  

β) ∆ιαµορφώνουµε το µητρώο Α=[u1, u2, u3, w]. Για να είναι w∉V=<u1, u2, u3>, πρέπει να είναι 
ανεξάρτητη στήλη του Α. Αρκεί γι’ αυτό το w  να αντιστοιχεί σε στήλη οδηγού. Πραγµατοποιούµε λοιπόν 
απαλοιφή στο Α: 

















−

−−−→
















−−−

−−−→
















=

bc

ab

a

ac

ab

a

c

b

a

A

000

110

621

110

110

621

511

511

621

 

Παρατηρούµε ότι τα u1, u2, u3 είναι γ.ε. και τα u1, u2, γ.α. Συνεπώς V=<u1, u2>.  Για να είναι η (4η) στήλη 
του w στήλη οδηγού πρέπει U(3,4)=c-b≠0, ή c≠b. Άρα είναι w∉V για c≠b  και ∀α∈R.  

Σηµείωση Θα µπορούσαµε βέβαια από την αρχή, να διαπιστώσουµε άµεσα ότι οι δύο τελευταίες γραµµές του 
µητρώου [u1, u2, u3] είναι γ.ε. και οι δύο πρώτες γ.α.  Εκτελώντας στη συνέχεια απαλοιφή στο µητρώο [u1, u2, 
w]  θα φθάναµε στο ίδιο αποτέλεσµα. Αντί της απαλοιφής, µπορεί ισοδύναµα να γίνει χρήση ορίζουσας. Η 
απαίτηση είναι det([u1, u2, w])≠0 που οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσµα.  

Άσκηση 2-Β3 

Να βρεθεί µια βάση του χώρου λύσεων της x-2y+z-3t=0. Εναλλακτική διατύπωση: Βρείτε µια βάση του 
«επιπέδου» x-2y+z-3t=0 ή του µηδενοχώρου Ν([1, -2, 1, -3]). 

Α̟.  
Ζητείται µια βάση του µηδενοχώρου Ν([1, -2, 1, -3]). Προφανώς υπάρχουν 3 ελεύθερες µεταβλητές, x2, x3, x4 
και dim(N([1, -2, 1, -3]))=4-1=3. Βρίσκουµε τις ειδικές λύσεις S1, S2, S3 οι οποίες αποτελούν τη ζητούµενη 
βάση: 

 S1=(2,1,0,0)T, S2=(-1,0,1,0)T, S3=(3,0,0,1)T 

Άσκηση 2-Β4 

Να εξετάσετε και να δικαιολογήσετε αν τα επόµενα σύνολα είναι στην υποχώροι. Στις θετικές περιπτώσεις να 
δώσετε για κάθε έναν από αυτούς τη διάσταση και µια βάση του.   

α) Το υποσύνολο Χ του Rn  που περιέχει όλες τις λύσεις ενός γραµµικού συστήµατος Αx=b, όπου Α∈Rm×n, 
b∈Rn  και b≠ 0.     
β) Το υποσύνολο Τ των άνω (ή κάτω) τριγωνικών µητρώων του διανυσµατικού χώρου Rn×n.  
γ) Το σύνολο των ιδιαζόντων µητρώων του Rm×n.  
δ) Το σύνολο όλων των διανυσµάτων [β1, β2, β3]Τ∈ R3 που πληρούν τη σχέση 3β1 + 2β2 + β3 = 0.  

Α̟αντήσεις 
α) Για να είναι το Χ υποχώρος του Rn, θα πρέπει το διάνυσµα 0 να ανήκει στο Χ, που σηµαίνει Α 0 = 0 = b, 
που αντίκειται στην b ≠ 0. Άρα το Χ δεν είναι υποχώρος του Rn. 

β) Το µηδενικό µητρώο είναι προφανώς άνω (κάτω) τριγωνικό. Συνεπώς το Τ είναι µη κενό. Αν Α, Β τυχαία 
στοιχεία του Τ και c∈R, τότε προφανώς τα Α+Β και cA είναι άνω (κάτω) τριγωνικά. Άρα ο Τ είναι 
διανυσµατικός υποχώρος του Rnxn. [9] 
Θεωρούµε το υποσύνολο S της τυπικής βάσης του Rn×n που περιέχει όλα τα άνω τριγωνικά µητρώα µε 1 στην 
(i, j) θέση. Το πλήθος τους προφανώς είναι (n2-n)/2. 
  
 S = {Sij∈Rn× / Sij  = eiej

T , 1 ≤ i ≤ j ≤ n} 
 

                                                 
9 [�] Αν το Τ ληφθεί ως ένωση των άνω και κάτω τριγωνικών μητρώων του R

nxn
, τότε δεν είναι 

υποχώρος, αφού το άθροισμα Α+Β γενικά δεν δίνει τριγωνικό μητρώο. 
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Ένα τυχαίο (άνω τριγωνικό) µητρώο G∈T είναι φανερό ότι γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των Sij :  
 

G = g11 S11 + g12 S12 + … + gnn Snn  
 
Εποµένως τα Sij  γεννούν το Τ. Επιπλέον τα Sij είναι γ.α. κι αυτό οφείλεται στη διακεκριµένη θέση που κατέχει 
το 1 σε κάθε Sij. Άρα αποτελούν µια βάση του Τ και dim(Τ)=(n2-n)/2. 
Οµοίως συµβαίνει και αν το Χ είναι κάτω τριγωνικό. Τότε µια βάση του Τ θα είναι η  
 

S = {Sij∈Rn×n | Sij  = eiej
T , 1 ≤ j ≤ i ≤ n} 

γ) Το άθροισµα δύο ιδιαζόντων µητρώων Α και Β δεν είναι γενικά ιδιάζον. Επαληθεύουµε µε ένα 
αντιπαράδειγµα. Τα Α=(4 2; 2 1), B=(1 1; 2 2) είναι προφανώς ιδιάζοντα, ενώ Α+Β=[5 3; 4 3] = µη ιδιάζoν. 
Άρα το παραπάνω σύνολο δεν είναι υποχώρος του Rnxn. 
Εναλλακτικά: Θεωρούµε τα ιδιάζοντα µητρώα Α = [a b; c d] µε a, b, d ≠ 0 και B=[0, 0 ; -c 0]. Για το Α η 
απαλοιφή Gauss θα δώσει µια µηδενική γραµµή στο U: U = (a b ; 0 d-bc/a) = (a b; 0 0) και θα ισχύει ad-bc=0. 
Tότε το µητρώο Α+Β = [a, b ; 0 d] είναι αντιστρέψιµο αφού οι οδηγοί a και d είναι µη µηδενικοί. Εποµένως 
το εν λόγω υποσύνολο δεν είναι υποχώρος.     
δ) To εν λόγω σύνολο είναι ο µηδενοχώρος N(A) του µητρώου Α = [3 2 1]. Άρα αποτελεί υποχώρο του R3. 
Επειδή υπάρχει ένας οδηγός (3), είναι dim(N(A))=3-1=2. O Ν(Α) προκύπτει ως λύση του οµογενούς 
συστήµατος  [3 2 1](β1, β2, β3)Τ = 0. Μια βάση του Ν(Α) µπορεί να ληφθεί από τις ειδικές λύσεις του 
οµογενούς. Για να τις υπολογίσουµε, θέτουµε τιµές για τις ελεύθερες µεταβλητές β2 και β3:  
Για β2=1, β3=0 έχουµε β1=-2/3, ενώ για β3=1, β2=0, παίρνουµε β1=-1/3.  Συνεπώς τα s1=(-2/3, 1, 0)T,  s2= 
(-1/3, 0, 1)T αποτελούν ειδικές λύσεις, όπως και µια βάση του Ν(Α), ο οποίος δίνεται από το σύνολο όλων των 
γραµµικών συνδυασµών β2s1+β3s2, µε β2, β3∈R: Ν(Α)=< s1, s2>. 

Άσκηση 2-Β6 

Να επεκταθούν τα διανύσµατα v1=[1, 2, -1 2]Τ, v2=[1, 2 , 0, 3]Τ σε µια βάση του R4.  

Α̟. Για να επεκτείνουµε τα διανύσµατα v1 καιv2 σε µια βάση του R4 προσαρτούµε σε αυτά την τυπική βάση 
του R4 και στο προκύπτον µητρώο εφαρµόζουµε απαλοιφή:   

 Α=[v1, v2, I4] = 

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

2 2 0 1 0 0 0 1 0 0 2 3 1 3

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 3 1 3

2 3 0 0 0 1 0 0 0 1 2 3 2 3

−   
   
   → →
   − −
   

−   

… = R 

Εποµένως τα διανύσµατα v1, v2, e1, e2 είναι γ.α. και άρα συνιστούν βάση  του R4. Τα e3, e4 παράγονται από 
αυτά. Αν η απαλοιφή γινόταν µε διαφορετική διάταξη των διανυσµάτων της τυπικής βάσης, τότε η βάση που θα 
παίρναµε θα ήταν διαφορετική. Π.χ. η διάταξη e3, e4, e1, e2, θα έδινε ως επεκταµένη βάση την {v1, v2, e3, e4}.   

♣ Για την εξακρίβωση της γ.α. στο Matlab προσφέρεται η υποστηριζόµενη συνάρτηση rref, που υπολογίζει 
την α.κ.µ. R ενός µητρώου. Από αυτήν προκύπτουν άµεσα τα γ.α. διανύσµατα. 
 

v1=[1, 2, -1 2]' ; v2=[1, 2 , 0, 3]' ; 

R=rref([v1, v2, eye(4,4)]) 
    R = 
    1.0000         0         0         0   -1.0000         0 
         0    1.0000         0         0    0.6667    0.3333 
         0         0    1.0000         0    0.3333   -0.3333 
         0         0         0    1.0000    0.6667   -0.6667   

Άσκηση 2-Β7 

Θεωρούµε τα διανύσµατα u1 = (1,-1,0)Τ, u2= (1,1,0)Τ, u3 = (2,1,0)Τ, u= (5,-7,0)Τ. 
(i) Να αποδειχθεί ότι u∈<u1, u2, u3> 
(ii) Nα εκφρασθεί το u  ως γραµµικός συνδυασµός των u1, u2, u3 

Α̟. (i) Για να είναι u ∈<u1, u2, u3> πρέπει να υπάρχουν πραγµατικοί λ1, λ2, λ3∈R τέτοιοι ώστε u =λ1u 1+λ2u 

2+λ3u 3, δηλ. το παρακάτω γραµµικό σύστηµα να είναι συµβατό:  
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Θεωρούµε λοιπόν το επαυξηµένο µητρώο του γραµµικού συστήµατος και εφαρµόζουµε απαλοιφή.  

 

1 1 2 5 1 0 1 2 6

1 1 1 7 0 1 3 2 1 [ | ]

0 0 0 0 0 0 0 0

U c

   
   − − → → − =   
      

⋯  

To α.κ.µ. που προέκυψε είναι το επαυξηµένο µητρώο του συστήµατος Uλ=c που είναι ισοδύναµο µε το 
αρχικό σύστηµα. Είναι rank([U c])=2=rank(U), εποµένως το Uλ=c είναι συµβιβαστό, άρα οµοίως και το 
αρχικό σύστηµα. Συνεπώς επαληθεύεται ότι (5,-7,0)∈<(1,-1,0)Τ, (1,1,0)Τ, (2,1,0)Τ>.   
 
(ii) ∆ιαπιστώνουµε ότι τα u1, u2, u3 είναι γ.ε. και τα u1, u2, γ.α., άρα είναι <u1, u2, u3>=<u1, u2> και ο 
υποχώρος που παράγεται έχει βάση το σύνολο {u1, u2}. Συνεπώς το u3 θα δίνεται από άπειρους γ.σ. των u1, 
u2, u3. Βρίσκουµε τώρα έναν από αυτούς υπολογίζοντας µια από τις άπειρες λύσεις του συστήµατος Ux=c. H 
ελεύθερη µεταβλητή είναι η x3, εποµένως η γενική λύση είναι:  

 ( )
T

T 1 3
6,  1,  0 ,  ,  1

2 2
λ  = − + − − 

 
x  

Για λ =2 παίρνουµε  x = (5, -4, 2)T. Άρα  

 (5,-7,0) = 5 (1,-1,0)T+-4 (1,1,0)T + 2(2,1,0)T □ 

Άσκηση 2-Β8 

(α) Να δειχθεί ότι το σύνολο {(1,0,3), (5,2,1), (0,1,6)} είναι µία R-βάση του R3.  
(β) Αν t είναι ένας σταθερός πραγµατικός αριθµός και g1(x) =1, g2(x) = x + t, g3(x) = (x + t)2, να δειχθεί ότι 
το σύνολο {g1, g2, g3 } είναι µία R-βάση του P2(R). 

Α̟. 
α) Ως γνωστόν η διάσταση του R3 είναι ίση µε 3. Εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι τα δοθέντα διανύσµατα 
είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι, ισχύει ότι: 
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Άρα το σύνολο {(1,0,3), (5,2,1), (0,1,6)} είναι γ.α., συνεπώς αποτελεί µία βάση του R3.[10]  

β) Το σύνολο P2(R) περιέχει διανύσµατα-τριώνυµα της µορφής: 

 g(x) = a2 x 2 + a1 x + a0 

Προσδιορίζουµε τους συντελεστές ai των τριωνύµων g1, g2 και g3, οπότε αυτά γράφονται ως διανύσµατα ως εξής:  

g1 = (0, 0, 1)Τ 

g2 = (0, 1, t)Τ 

g3 = (1, 2t, t2)Τ ( g3(x) = (x + t)2 = x2 + 2tx + t2) 

Είναι dim(P2(R))=3, συνεπώς αρκεί να δειχθεί ότι τα διανύσµατα g1, g2, g3 είναι γ.α. Το µητρώο των 
διανυσµάτων είναι 
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10  Ισοδύναμα θα μπορούσαμε να εξετάσουμε την ορίζουσα του μητρώου Α των διανυσμάτων. Είναι 

det(A)=26≠ 0 και άρα τα διανύσματα είναι γ.α. 
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Συνεπώς τα g1, g2, g3 είναι γ.α. και άρα αποτελούν R-βάση του P2(R). [11] 
 
 

Άσκηση 2-Β9 

Να αποδειχτεί ότι το σύνολο { (1, 1, 0, -1)Τ, (4, -2, 1, 0)Τ } είναι γραµµικά ανεξάρτητο πάνω στο Q και να 
βρεθεί µιά Q-βάση του Q4, η οποία να περιέχει αυτά τα δύο διανύσµατα. 

Α̟. 
Θέτουµε u1 = (1, 1, 0, -1)Τ, u2 = (4, -2, 1, 0)Τ. Λαµβάνουµε ένα µηδενικό γ.σ. των u1 και u2: 

 a(1, 1, 0, -1)Τ + b( 4, -2, 1, 0)Τ = 0 ⇒ 
 ( a+4b, a-2b, b, -a) = 0 ⇒ a = b = 0  

Εποµένως το δοθέν σύνολο είναι γραµµικά ανεξάρτητο πάνω στο Q.  
Έστω τώρα το σύνολο S={u1, u2, e1, e2, e3, e4}, όπου {e1, e2, e3, e4} η τυπική βάση του Q4. Εκτελώντας 
απαλοιφή βρίσκουµε τα γ.α. διανύσµατα:   
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Συνεπώς το σύνολο S={u1, u2, e1, e2} αποτελεί µιά Q-βάση του Q4, η οποία περιέχει τα διανύσµατα u1, u2. 

Άσκηση 2-Β10 

Να εξετασθεί αν τα επόµενα σύνολα αποτελούν  R-βάσεις του Ρn(R). 

(i) {1, 1+t, 1+t+t2, … , 1+t+…+tn}, 
(ii) {1+t , t+t2, … , tn-1 +tn}, 
(iii){1, 1-t, … , (1-t)n}.  

Α̟. 
(i) Τα στοιχεία του συνόλου {1, 1+t, 1+t+t2, … , 1+t+…+tn}, γράφονται:  

 p1=(1, 0, … , 0)T,  p2=(1, 1, 0, … , 0)T,  p3=(1, 1, 1, 0, … , 0)T, … , pn+1=(1, 1, … , 1)T 

Το µητρώο Α µε στήλες τα παραπάνω διανύσµατα: 

 Α = [p1, p2, … , pn+1] 

είναι άνω τριγωνικό και προφανώς rank(A)=n+1. Άρα τα pi είναι ανεξάρτητα. Επειδή dim(Ρn(R))=n+1 και το 
σύνολο έχει n+1 στοιχεία, έπεται ότι αποτελεί R-βάση του χώρου Pn(R). 

(ii). Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου {1+t, t+t2,…tn-1+tn} είναι n ενώ είναι dim(Ρn(R))=n+1. Συνεπώς, 
το σύνολο είναι γραµµικά εξαρτηµένο και δεν αποτελεί  R-βάση του Pn(R). 

(iii). Για k=1,2,…,n+1 θέτουµε pk=(1-t)k-1 . Το διωνυµικό ανάπτυγµα του pn+1=(1-t)n είναι: 

 ( ) ( ) i
n

i

in t
in

n
t   11

0
∑
=










−
−=−  

Εποµένως για το στοιχείο pk (k=1,2,…,n+1) του συνόλου είναι pk(k) = (-1)k-1, δηλ. το µητρώο Α∈R(k+1)×(k+1) 
µε στήλες τα διανύσµατα pk είναι α.τ. µε diag(A) = (1, -1, 1, -1,…, (-1)k )T. Εποµένως τα pk είναι γ.α. Επειδή 
είναι n +1 στο πλήθος και dim(Ρn(R))=n+1, έπεται ότι αποτελούν R-βάση του χώρου Pn(R). 

                                                 
11  Ισοδύναμα είναι det([g1, g2, g3])=1≠0. 
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Άσκηση 2-Β11 

Έστω W ο χώρος που παράγεται από τα πολυώνυµα: 

 p1 = t3 - 2t2 + 4t  + 1  
 p2 = 2t3 - 3t2 + 9t  - 1  
 p3 = t3 + 6t  - 5  
 p4 = 2t3 - 5t2 + 7t  + 5  

Να βρεθεί µια βάση και η διάσταση του W. 

Α̟. 
Έστω P3(R) το σύνολο των πολυωνύµων βαθµού ≤3.  Το σύνολο Β={1, t, t2, t3} είναι µία βάση του P3(R), ενώ 
προφανώς pi∈P3(R), i = 1,…,4. Οι συντεταγµένες των p1, p2, p3, p4 ως προς τη βάση Β είναι: 

[p1]B = (1, -2, 4, 1)Τ 

[p2]B = (2, -3, 9, -1)Τ 

[p3]B = (1, 0, 6, -5)Τ 

[p4]B = (2, -5, 7, 5)Τ 

Σχηµατίζουµε το µητρώο µε γραµµές τα παραπάνω διανύσµατα συντεταγµένων και µε διαδοχικούς 
γραµµικούς µετασχηµατισµόύς τον ανάγουµε στην κλιµακωτή µορφή:  
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Εποµένως τα διανύσµατα (1,-2,4,1)Τ, (2,-3,9,-1)Τ είναι γ.α. και σχηµατίζουν µια βάση του W=<[p1]B, [p2]B, 
[p3]B, [p4]B>.  ∆ηλ. τα αντίστοιχα πολυώνυµα:  

 p1=t3 - 2t2 + 4t + 1, p2 = 2t3 - 3t2 + 9t  - 1,  

αποτελούν µία βάση του W. Εποµένως dim(W)=2. 

Σηµείωση: Μια άλλη βάση του W είναι η {p1, 2p1 - p2}={ p1, t2 + t - 3} 

Άσκηση 2-Β12 

Να εξετασθεί αν τα διανύσµατα u=(3,-1,0,-1)T και v=(1,0,4,-1)T ανήκουν στον υποχώρο W του R4: 

 W=<(2,-1,3,2)Τ, (-1,1,1,-3)Τ, (1,1,9,-5)Τ>  

Στη συνέχεια να καθοριστούν δύο R-βάσεις του R4, εκ των οποίων η µια να περιέχει το u και η άλλη το v. 

Α̟. 
Για να αποφανθούµε αν τα u  και v ανήκουν στον W, εξετάζουµε τη γ.α. των u, v, w1, w2, w3, όπου wi 
(i=1,2,3) οι γεννήτορες του W:  
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Ένα πρώτο συµπέρασµα είναι ότι τα w1, w2, w3 είναι γ.ε., δηλ. το  w3  εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός 
των w1, w2. Άρα W=<w1, w2>.  Επίσης συνάγουµε ότι τα u, w1, w2 είναι γ.α., άρα u∉W, και ότι τα v, w1, w2 
είναι γ.ε., άρα v∈W.    
Το γ.α. σύνολο {u, w1, w2} µπορεί τώρα να επεκταθεί για να δώσει µια βάση του R4. Πράγµατι αν το 
συµληρώσουµε µε το διάνυσµα e1, παίρνουµε: 
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Εποµένως το {u, w1, w2, e1} είναι γ.α. και άρα αποτελεί R-βάση του R4 η οποία περιέχει το u. Από τα 
παραπάνω προκύπτει ότι αν αντικαταστήσουµε το w2 µε το v, τότε και το {u, w1, v, e1} είναι γ.α. και άρα  
αποτελεί R-βάση του R4 η οποία περιέχει το v.  

Σηµείωση 1:  Μια άλλη βάση η οποία περιέχει v το λαμβάνεται συμπληρώνοντας το {w1, v} με τα διανύσματα 

e1, e2 της τυπικής βάσης:   
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Συνεπώς και το σύνολο {w1, v, e1, e2} αποτελεί βάση του R
4
 που περιέχει το v. 

Σηµείωση 2:  Η διαπίστωση του εάν ένα σύνολο n διανυσμάτων του R
n
 αποτελεί βάση μπορεί επίσης να 

βασισθεί στην ορίζουσα του μητρώου των διανυσμάτων. Έτσι, εδώ μπορούμε να εξακριβώσουμε ότι τα {u, w1, 

v, e1} και {w1, v, e1, e2} είναι  R-βάσεις του R
4
 υπολογίζοντας  

 det([u, w1, v, e1]) = -15 ≠ 0 

 det([w1, v, e1, e2]) = -11 ≠ 0  

Αντίθετα, η χρήση οριζουσών δεν προσφέρεται για την ομαδοποίηση και εντοπισμό των γ.α. και γ.ε. 

διανυσμάτων. Έτσι, αν και οι ορίζουσες det([w1, w2, w3, u])=0, det([w1, w2, w3, v])=0 μαρτυρούν την γ.ε. των 

αντίστοιχων διανυσμάτων, δεν παρέχουν πληροφορία σε ποια διανύσματα αυτή οφείλεται. Στην πρώτη 

περίπτωση είναι rank( [w1, w2, w3, u])=3, ενώ στη δεύτερη, rank( [w1, w2, w3, v])=2. 

Άσκηση 2-Β13 

Αν S είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων ενός K-χώρου V και u ∈ V, τότε: 

(α) Να δειχτεί ότι u ∉<S> αν και µόνο αν το S∪{u} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.  

(β) Εφαρµογή: Να δειχτεί ότι το σύνολο S = {(1, 0, -1, 1)Τ, (2, -1, 0, 1)Τ, (1, 1, 2, 1)Τ} είναι γραµµικά 
ανεξάρτητο πάνω στο R και ότι το x = (1, 3, 3, 2)Τ∈<S> και το y = (0, 1, 1, -1)Τ∉<S>. Να βρεθεί µιά  R-
βάση του <S> η οποία περιέχει το x και µια R-Βάση του R4  η οποία περιέχει το y. 

Α̟.  

α)  Έστω S = {u1, u2, … , uk}. Αρκεί να δειχτεί ότι u∈<S> ⇔ S∪{u} γραµµικά εξαρτηµένο. Αν u∈<S>, 
τότε υπάρχουν λi∈Κ τέτοια ώστε 

            u = λ1u1 + λ2u2 +…+λkuk ⇔  λ1u1 + λ2u2 +...+λku +(-1)u = 0  

οπότε το S∪{u} είναι γραµµικά εξαρτηµένο γιατί ένας τουλάχιστον συντελεστής (-1) είναι ≠0.  
Αντιστρόφως, αν S∪{u} είναι γραµµικώς εξαρτηµένο, τότε υπάρχουν λ, λ1, λ2, … , λk όχι όλα 0, τέτοια ώστε : 

            λ1u1 + λ2u2 + … + λkuk + λu  = 0   (1) 

Αν λ=0 τότε η (1) γίνεται λ1u1 + λ2u2 + … + λkuk = 0  µε (λ1, λ2, … , λk) ≠ 0, που είναι άτοπο αφού το S είναι 
γραµµικώς ανεξάρτητο. Εποµένως είναι λ ≠ 0 και άρα το u µπορεί να γραφτεί: 

      u = k
k

λ

-λ
...

λ

-λ

λ

-λ
uuu +++ 2

2
1

1
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δηλ. u∈<S> 

β) Θέτουµε si, i=1,2,3, τα στοιχεία του S  και  εφαρµόζουµε απαλοιφή:  
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Άρα είναι rank(S)=3, συνεπώς το S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.  

Επιπλέον, εξετάζοντας τη γ.α. για τα διανύσµατα  yxsss ,,,, 321 , έχουµε : 
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Παρατηρούµε ότι το S∪{x}={s1, s2, s3, x} είναι γ.ε., εποµένως σύµφωνα µε το (α), x ∈ <S>. Επίσης το 
S∪{y}={s1, s2, s3, y} είναι γ.α, οπότε, σύµφωνα µε το (α), προκύπτει y∉<S>. 

Εποµένως, µια R-βάση του <S> που περιέχει το x είναι  

  {s1, s2, s3, x}  = {(1, 0, -1, 1)Τ, (2, -1, 0, 1)Τ, (1, 3, 3, 2)Τ}  

και µια R-Βάση του R4 που περιέχει το y είναι  

  {s1, s2, s3, y}  = {(1, 0, -1, 1)Τ, (2, -1, 0, 1)Τ, (1, 3, 3, 2)Τ, (0, 1, 1, -1)Τ}. 

Άσκηση 2-Β14 

Ως γνωστόν το σύνολο C2×2 µπορεί να θεωρηθεί ως C-χώρος και ως R-χώρος.  

(α) Να καθοριστούν ευκρινώς οι αντίστοιχες βάσεις και διαστάσεις του και στις δύο περιπτώσεις.  

(β) Επίσης, σε κάθε περίπτωση να καθoρισθεί η διάσταση του υποχώρου που παράγεται από το σύνολο 
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Α̟αντήσεις  
α) (i) Κάθε στοιχείο z του συνόλου  

  C2×2 = 
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θεωρούµενου ως C-χώρου γράφεται ως γ.σ. των µητρώων Εij=eiej
T, (i, j=1,2), µε  ei,ej∈R2:  
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Τα µητρώα Εij είναι γ.α., αφού:  
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Άρα τα Εij αποτελούν C-βάση του C-χώρου C2×2 (τυπική βάση). Είναι dim(C2×2:C)=4. 
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(ii) Κάθε στοιχείο z∈C2×2 εκφράζεται ως γ.σ. µε πραγµατικούς συντελεστές ως  εξής (συµβολίζουµε το 
πραγµατικό και το φανταστικό µέρος ενός µιγαδικού µε re και im αντίστοιχα): 

  
∑∑∑∑

========

+=+=









+








=








=

2

1,1

2

1,1

2

1,1

2

1,1

2221

1211

2221

1211

2221

1211

)i)(()()(i)(  

)()(

)()(
i

)()(

)()(

ji
ijij

ji
ijij

ji
ijij

ji
ijij EzreEzreEzreEzre

zimzim

zimzim

zrezre

zrezre

zz

zz
z

 

Είναι φανερό τώρα, ότι αν αij, βij ∈R (i, j = 1,2), τέτοια ώστε 

   )2,1,( 0 ,0)i(
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Άρα τα διανύσµατα-µητρώα Εij, iΕij (i, j = 1,2) είναι γ.α. και συνεπώς συνιστούν βάση R-βάση του R-χώρου 
C2×2 (τυπική βάση). Είναι dim(C2×2:R)=8. 

και ως R-χώρος. 

β) (i) Έστω W ο δοθείς υποχώρος και wi
  (i=1,…,4) οι γεννήτορές του.  

Αρχικά θεωρούµε τον W ως R-χώρο. ∆ιαπιστώνουµε ότι οι γεννήτορες γράφονται ως γ.σ. των διανυσµάτων 
της τυπικής βάσης { Εij, iΕij}, (i, j = 1,2): 

  w1  = E11+E22,  w2  = E11+iE22, w3  = E22+iE11, w4  = iE11+iE22 

Το µητρώο D µε στήλες τα wi
  είναι: 

   D= [w1, w2, w3, w4] = 
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Είναι προφανώς rank(D)=4, δηλ. τα wi
  είναι γ.α. και άρα αποτελούν βάση του R-χώρου W, µε dim(W : R)=4.  

(ii) Θεωρούµε το Wως C-χώρο. Εστω z1, z2, z3, z4 ∈ C τέτοια ώστε:  
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Το µητρώο συντελεστών Α του παραπάνω οµογενούς συστήµατος είναι 

  Α= 
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Εποµένως rank(A)=2 και dim(N(A))=4-2=2=dim(W: C). 

Άσκηση 2-Β15 

Έστω V ο υποχώρος του P3(R) που παράγεται από τα πολυώνυµα 1 – t2 + t3, 2 + t - t2 + t3, 1 + 2t + t2 - t3.  

α) Να δειχτεί ότι το f(t) = t + t2 - t3∈V, αλλά το g(t) = 1 + t - t2 + t3 ∉V.  
β) Να βρεθεί µια R-βάση του V που να περιέχει το f(t) και µια  R-βάση του P3(R)  που να περιέχει το g(t). 

Α̟αντήσεις  
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α) Οι γεννήτορες του V αναπαρίστανται ως προς την τυπική βάση του P3(R) από τα διανύσµατα 

  p1=(1, 0, -1, 1)T, p2=(2, 1, -1, 1)T, p3=(1, 2, 1, -1)T  

ενώ τα πολυώνυµα f(t) και g(t) από τα διανύσµατα 

   f =(0, 1, 1, -1)T, g = (1, 1, -1, -1)T 

Θέτουµε P = [p1, p2, p3]. Για να εξετάσουµε την γ.α. για τα παραπάνω διανύσµατα, υπολογίζουµε την α.κ.µ. 
του µητρώου [P f  g]: 
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Παρατηρούµε ότι τα p1, p2, p3 είναι γ.ε. και V=<p1, p2>. Επίσης τα p1, p2, f είναι γ.ε., εποµένως f ∈V. 
Tέλος, τα  p1, p2, g είναι γ.α., εποµένως f ∉V.  

β) Τα p1 και f είναι οµοίως γ.α. και παράγουν τον V, συνεπώς συνιστούν µια R-βάση του V που περιέχει το f, 
άρα και το f(t). ∆ηλ. το σύνολο { 1 - t2 + t3, t + t2 – t3 } αποτελεί µια R-βάση του V. 

Για να βρούµε µια R-βάση του P3(R) που περιέχει το g(t), συµπληρώνουµε το γ.α. σύνολο {p1, p2, g} µε το 
στοιχείο (πολυώνυµο) e4, της τυπικής βάσης: 
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Εποµένως το σύνολο {p1, p2, g, e4} είναι γ.α. και άρα αποτελεί R-βάση του P3(R)  που περιέχει το g(t). ∆ηλ. η 
ζητούµενη βάση είναι το σύνολο: 

 {1 – t2 + t3, 2 + t - t2 + t3, 1 + t - t2 + t3, t3 } 

Σηµείωση Οµοίως δείχνεται ότι και τα {p1, p2, g, e3} είναι γ.α., δηλ. µια άλλη R-βάση του P3(R) είναι η  

 {1 – t2 + t3, 2 + t - t2 + t3, 1 + t - t2 + t3, t2 } 

Άσκηση 2-Β16 

Έστω S=<u1=(1, 2, 3), u2=(3, -5, 1)>. Να εξετασθεί αν τα διανύσµατα α=(1,0,0)Τ, β=(5,-23,-9)Τ ανήκουν 
στον S. Να εκφραστεί το β ως γ.σ. των u1, u2.   

Α̟.   
∆ιαµορφώνουµε το µητρώο Α και εκτελούµε απαλοιφή: 

 [ ]1 2

1 3 1 5 1 3 1 5 1 3 1 5

2 5 0 23 0 11 2 33 0 11 2 33

3 1 0 9 0 8 3 24 0 0 17 /11 0

A u u a Uβ
     
     = = − − → − − − → − − − =     
     − − − − −     

     

Συνεπώς U(:,3)∉S και U(:,4)∈S και άρα α ∉S και β ∈S.   
Στη συνέχεια λύνουµε το σύστηµα [u1 u2]x=β, το οποίο έχει λύση διότι rank([u1 u2])=rank([u1 u2  b])=2. 
Εκτελούµε απαλοιφή και βρίσκουµε:  x2=-33/-11=3, x1+3×3=5⇒ x1=5-9=-4, δηλ. β =[u1, u2] (4, -2)T. 

Άσκηση 2-Β17 

Να δειχθεί ότι το σύνολο {v1=(1,0,1,1)Τ, v2=(1,0,2,4)Τ} είναι γ.α. πάνω στο R και να επεκταθεί σε µια βάση 
του R4. 

Α̟.  
Προφανώς rank([v1, v2])=2, δηλ. v1, v2 γ.α. Θεωρούµε τώρα το Α=[v1, v2, e1, e2, e3, e4] και εκτελούµε 
απαλοιφή. Εντοπίζουµε ποιες εκ των 4 τελευταίων στηλών είναι στήλες οδηγών (θα είναι απαραίτητα 4-2=2). 
Αυτές µαζί µε τα v1, v2 θα αποτελούν βάση (συνεχίστε!). 
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Άσκηση 2-Β18 

∆ίνονται οι χώροι V=<(2,-1,2,2)T, (1,0,2,4)T, (11,-8,6,-4)T> και W=<(12,-3,18,30)T, (5,-4,2,-4)T>.  

α) Είναι διανυσµατικοί χώροι και γιατί?  
β) Να εξετασθεί αν είναι ίσοι  
γ) Βρείτε ορθοκανονικές βάσεις γι’ αυτούς (µια ή δύο).   

Α̟αντήσεις  
α) Οι V, W είναι δ.χ. αφού παράγονται από γ.σ. διανυσµάτων.  

β) Μορφώνουµε το µητρώο µε τα διανύσµατα που παράγουν τους δύο χώρους και εκτελούµε απαλοιφή: 

 Α = [v1, v2, v3, w1, w2] =   

 

2 1 11 12 5 1 0 8 3 4

1 0 8 3 4 0 1 5 6 3

2 2 6 18 2 0 0 0 0 0

2 4 4 30 4 0 0 0 0 0

   
   − − − − − −   → →
   
   

− −   

⋯  

Οι στήλες 3, 4, 5 είναι ελεύθερες. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι:  
• το v3 είναι γ.ε. από τα v1, v2, συνεπώς V=<v1,v2> και dimV=2.  
• Οι στήλες 4 και 5 είναι γ.σ. των προηγούµενων γ.α. στηλών 1 και 2 και επιπλέον είναι γ.α. Συνεπώς 

W=<v1,v2> = V (δηλ. παράγονται από τα ίδια διανύσµατα).  

γ) Βρίσκουµε µια ορθοκανονική βάση για το V (=W), εφαρµόζοντας το Θεώρηµα των Gram-Schmidt: [βλ. 
Κεφ. 3] 
 
 u1=v1 =(2,-1,2,2)T 

 u2=v2-(<u1,v2>/<u1,u1>)u1 =  (1,0,2,4)T - (2,-1,2,2)T [(2,-1,2,2)(1,0,2,4)T]/[(2,-1,2,2)(2,-1,2,2)T]= 
    = (1,0,2,4)T- (2,-1,2,2)T[14/13] = 
    = (-1.1538, 1.0769, -0.1538, 1.8462)T 

Συνεπώς µια ορθοκανονική βάση του V (µετά από πράξεις) είναι η  
 
 {u1/||u1||, u2/||u2||}= {(0.5547, -0.2774, 0.5547, 0.5547)T, (-0.4741, 0.4425, -0.0632, 0.7586)T} 

Άσκηση 2-Β19    
Έστω o υποχώρος V που παράγεται από τα διανύσµατα v1=(1, 1, 2)T, v2=(1, 2, 1)T, v3=(1, 0, 3)T. Αν δοθεί 
x=(a, 0, b)T, τότε ποια σχέση πρέπει να πληρούν οι παράµετροι a και b, ώστε x∈V; 

Α̟.  
Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι τα v1,v2,v3 είναι εξαρτηµένα (αυτό φαίνεται εύκολα και εκ πρώτης όψεως: 
v3=2v1-v2): 
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δηλ. rank(C)=rank(U)=2. Συνεπώς V=span(v1, v2) και dim(V)=2. Τώρα, για να είναι x∈V, αρκεί τα v, v2, x 
να είναι εξαρτηµένα, δηλ. rank([v1, v2, x])=2. Εφαρµόζοντας απαλοιφή λαµβάνουµε: 
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και συνεπώς θα πρέπει b-3a=0 ή b=3a.  

Σηµείωση: Το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα µε χρήση ορίζουσας στο δεύτερο βήµα. Για να είναι τα v1, 
v2, x, εξαρτηµένα πρέπει det([v1, v2, x]) =0. Υπολογίζουµε:  det([v1, v2, x]) =  b-3a =0.    
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2.3 Αλλαγή Βάσης 

 

Άσκηση 2-AΒ1 

Έστω o χώρος Kn δ.χ., όπου Κ=R ή C, και {ei}, i=1,…,n, ή προκαθορισµένη βάση του. Θεωρούµε το 
διάνυσµα y=(y1, y2, …, yn)=Σyiei∈Kn, yi∈K. ∆ίνεται επίσης µια άλλη βάση U={u1, u2,…,un} του Kn.  

α) Πως µπορείτε να υπολογίσετε τις συντεταγµένες του y ως προς τη βάση U.  
β) Να γίνει εφαρµογή για: Κ=R, n=3, y=(1,3,1)T και U={(1,2,1)T, (3,-1,0)T, (1,-1,1)T} 
γ) Να γίνει εφαρµογή για: Κ=C, n=3, y=(1-5i,2,1)T και U={(1,2,1-i)T, (3,-1,0)T, (-i,-1,1)T} 

Α̟αντήσεις 
α) Ζητείται να εκφρασθεί το y ως προς τη βάση U, δηλαδή να βρεθεί ποιος γ.σ. Ux δίνει το y: Αρκεί λοιπόν 
να λυθεί ως προς x (n άγνωστοι) το σύστηµα Ux=y. Οι συντελεστές είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί και το 
σύστηµα µπορεί να λυθεί κανονικά µε τη µέθοδο της απαλοιφής.   

β) Εκτελούµε απαλοιφή στο [ U | y ] και υπολογίζουµε µετά από πράξεις το αναγµένο κλιµακωτό µητρώο: 

 [ U | y ] → 

1 0 0 4 3

0 1 0 0

0 0 1 1 3

 
 
 
 − 

 

Συνεπώς: yU=x=(4/3, 0, -1/3)T. 

γ) Εκτελούµε απαλοιφή στο [U|y] και υπολογίζουµε το αναγµένο κλιµακωτό µητρώο (πράξεις µε µιγαδικούς): 

 [ U | y ] → 

1 0 0 0.944 0.192i

0 1 0 0.36 1.52i

0 0 1 0.248 1.136i

− 
 − − 
 + 

 

δηλ. yU =(0.944-0.192i, -0.36-1.52i, 0.248+1.136i)T. 

Άσκηση 2-AΒ2  

∆ίνονται τα σύνολα  

X={x1=(1, 1, 1)Τ, x2=(1, 2, -1)Τ, x3=(1, 1, 0)Τ},  

Y={y1=(2, 1, 1)Τ, y2=(1, -1, 0)Τ, y3=(0, 1, 1)Τ} 

α) Αποτελούν τα Χ, Υ βάσεις του R3 και γιατί?   
β) ∆ίνεται το διάνυσµα υΧ=(a, b, c)Τ ως προς τη βάση Χ. Βρείτε µε συστηµατικό τρόπο τις συντεταγµένες του 
ως προς τη βάση Υ συναρτήσει των a,b,c. 

Α̟αντήσεις 

α) Για τα στοιχεία των δύο βάσεων θεωρούµε τα µητρώα Β1=[x1, x2, x3]∈R3x3 και Β2=[y1, y2, y3]∈R3×3 
αντίστοιχα. Βρίσκουµε εύκολα: rank(Β1)=rank(Β2)=3, και συνεπώς Χ και Υ γ.α., άρα Χ, Υ είναι βάσεις του R3.  

β) Tο µητρώο Α=[α1 α2 α3]∈R3×3 αλλαγής βάσης (από την Χ στην Υ) δίνεται από τη σχέση: 

 x1=B2α1, x2=B2α 2, x3=B2α3 ⇒  

B1=B2A ⇒ A = B2-1B1 

Εδώ µπορούµε προφανώς να αντιστρέψουµε: το Α υπολογίζεται ως A=B2-1B1. Το B2-1 µπορεί φυσικά να 
υπολογισθεί µε τη µέθοδο Gauss-Jordan. Μπορούµε όµως να το υπολογίσουµε απ’ ευθείας, εφαρµόζοντας 
διαδικασία απαλοιφής ανάλογη µε αυτήν της Gauss-Jordan. Η διαδικασία αυτή υπαγορεύεται από τη σχέση: 
 

 Β2-1 [Β2 | Β1 ] = [ Ι | Α ]    
 

Εφαρµόζοντας λοιπόν κατάλληλους σ.µ.γ., λαµβάνουµε:  
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[ ]2 1

2 1 0 1 1 1 2 1 0 1 1 1

| 1 1 1 1 2 1 0 3 2 1 1 2 3 2 1 2

1 0 1 1 1 0 0 1 2 1 1 2 3 2 1 2

2 1 0 1 1 1 1 1 0 1 2 1 2 1 2

0 3 2 1 1 2 3 2 1 2 0 1 2 3 1 3 1 1 3

0 0 2 3 1 3 2 2 3 0 0 1 1 2 3 1

B B

   
   = − → − →   
   − − − −   

   
   − → − − − − →   
   − − − −   

 

 

1 0 0 1 2 2 1

0 1 0 0 3 1

0 0 1 1 2 3 1

 
 → − − 
 − − 

⋯  

Συνεπώς:  

 

1 2 2 1

0 3 1

1 2 3 1

A

 
 = − − 
 − − 

 

και: 

 

1 2 2 1

0 3 1

1 2 3 1
Y X

a

v Av b

c

   
   = = − −   
   − −   

=…=(α/2+2b+c, -3b-c, α/2-2b-c)Τ 

Άσκηση 2-AΒ3 [ Εδώ δουλεύουµε µε υ̟οχώρους ]  
∆ίνεται o υποχώρος V του R4  µε βάση Β1={(2, -1, 2, 2)T, (1, 0, 2, 4)T}. ∆ίνεται επίσης και µια άλλη βάση 
του: Β2={(12, -3, 18, 30)T, (5, -4, 2, -4)T}.  

α) ∆ιαπιστώστε ότι η Β2 αποτελεί όντως βάση.  
β) Εξετάστε αν το διάνυσµα  y=(29, -10, 38, 56)T∈V. Αν ναι, εκφράστε το y ως προς τις βάσεις Β1 και Β2.  
γ) ∆ίνεται το διάνυσµα υΒ1=(a, b)Τ ως προς τη βάση B1. Να βρεθούν µε συστηµατικό τρόπο οι συντεταγµένες 
του ως προς τη βάση Β2 συναρτήσει των a, b (δηλαδή να βρεθεί το υΒ2). 

Α̟αντήσεις 
α) Το ερώτηµα έχει ήδη απαντηθεί στην Άσκηση 18. 
β) Συµβολίζουµε µε τα ίδια σύµβολα Β1, Β2 τα µητρώα των βάσεων. Προφανώς y∈V⇔ y∈C(B1)⇔ το 
σύστηµα Β1x=y δέχεται λύση ⇔ rank([B1|y])=2. Έχουµε λοιπόν: 

 [ ]1

2 1 29 1 0 10

1 0 10 0 1 9
|

2 2 38 0 0 0

2 4 56 0 0 0

B y

   
   − −   = → →
   
   
   

⋯  

Εποµένως rank([B1|y])=2 και άρα y∈V. Προφανώς η λύση είναι x=(10, 9)T. Συνεπώς y=Β1x, δηλ. 
yB1=x=(10, 9)T. Αντίστοιχα λαµβάνουµε:  

 [ ]1

2 1 29 1 0 2

1 0 10 0 1 1
|

2 2 38 0 0 0

2 4 56 0 0 0

B y

   
   − −   = →
   
   
   

 

 

Εποµένως x=(10, 9)T . Συνεπώς y=Β2x, δηλ. yB2=x=(2, 1)T. 
  

γ) Το µητρώο Α µετάβασης (αλλαγής βάσης) από τη βάση Β1 στην Β2 (B1=B2A) είναι διαστάσεων 2×2. Το 
υπολογίζουµε µε ανάλογο τρόπο όπως στην Άσκηση 20: 
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 [ ]2 1

12 5 2 1 1 0 0.0909 1.1212

3 4 1 0 0 1 0.1818 0.0909
|

18 2 2 2 0 0 0 0

30 4 2 4 0 0 0 0

B B

   
   − − − −   = → →
   
   

−   

⋯
 

 

Συνεπώς:  
0.0909 1.1212

0.1818 0.0909
A

 
=  − 

 

 

και άρα:  2 1

0.0909 1.1212 0.0909 1.1212

0.1818 0.0909 0.1818 0.090

a a b
A

b a b
υ υΒ Β

+     
= = =     − −     

 

 
Σηµ. Αν Α=[α1 α2] θα µπορούσαµε ισοδύναµα να λύσουµε τα παρακάτω συστήµατα ως προς α1 και α2 

αντίστοιχα (προφανώς έχουν µοναδική λύση): 
 

B1=B2α1,  B1=B2α2 
 

Τελικά, καταλήγουµε φυσικά στο ίδιο Α:  
 

 
0.0909 1.1212

0.1818 0.0909
A

 
=  − 

 

Άσκηση 2-ΑΒ4 

Αν το σύνολο {u, v, w} είναι γραµµικά ανεξάρτητο πάνω στο C σε έναν C-χώρο V, να αποδειχτεί ότι 

α) Το σύνολο {u+v, v+w, w+u} είναι γραµµικά ανεξάρτητο πάνω στο C, 
β) Το σύνολο {u+v-3w, u+3v-w, v+w} είναι γραµµικά εξαρτηµένο πάνω στο C. 

Α̟αντήσεις 
α) Τα διανύσµατα u+v, v+w, w+u είναι γ.σ. των γ.α. διανυσµάτων u, v, w και εκφράζονται σε σχέση µε τα 
τελευταία ως εξής:  

 [u+v, v+w, w+u] = [u, v, w] 
















110

011

101

 

Το µητρώο συντελεστών είναι αντιστρέψιµο, αφού η τάξη του είναι 3: 

 
















−→
















−→
















200

110

101

110

110

101

110

011

101

 

Εποµένως, σύµφωνα µε γνωστή πρόταση τα διανύσµατα u+v, v+w, w+u  είναι γ.α. πάνω στο C. 

β) Οµοίως, τα διανύσµατα u+v-3w, u+3v-w, v+w εκφράζονται ως γ.σ. των γ.α. διανυσµάτων u, v, w ως εξής:  

 [u+v-3w, u+3v-w, v+w ] = [u, v, w] Β 

όπου Β το µητρώο: 

 
















→
















→
















−−

=

000

120

011

120

120

011

113

131

011

 B  

Είναι rank(B)=2, δηλ. το Β είναι ιδιάζον. Άρα σύµφωνα µε την Εφαρµογή 2.2.1(ΙΙ) τα δοθέντα διανύσµατα 
είναι γ.ε. πάνω στο C. 

Εναλλακτική διατύ̟ωση:   
Θεωρούµε το γ.α. σύνολο S={u, v, w} ως βάση ενός υποχώρου W δ.χ. V. Οι συντεταγµένες των διανυσµάτων 
u+v, v+w, w+u ως προς αυτήν είναι : 
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 (u + v)S = (1, 1, 0)Τ 

 (v + w)S = (0, 1, 1)Τ 

 (w + u)S = (1, 0, 1)Τ 

Είναι det([(1, 1, 0)Τ, (0, 1, 1)Τ, (1, 0, 1)Τ]) = 2 ≠ 0 και άρα το δοθέν σύνολο είναι γ.α. Οµοίως τα διανύσµατα 
u+v-3w, u+3v-w, v+w αναπαρίστανται ως προς τη βάση S του υποχώρου W : 

 u + v – 3w = (1, 1, -3)Τ 

 u + 3v - w = (1, 3, -1)Τ 

 v + w  = (0, 1, 1)Τ 

Είναι det([(1, 1, -3)Τ, (1, 3, -1)Τ, (0, 1, 1)Τ]) = 0 και άρα το δοθέν σύνολο είναι γ.ε. 

 

 

 

 

 

2.4 Ειδικοί Υποχώροι (W1∩∩∩∩W2 και W1+W2) 

 

Άσκηση 2-Y1    

Αν V1, V2 διδιάστατοι υποχώροι του R3, τότε ισχύει dim(V1∩V2)>0. 

Α̟.  
Ισχύει η γνωστή σχέση: 

 dim(V1)+ dim(V2)= dim(V1+V2) + dim(V1 ∩V2)  

απ’ όπου προκύπτει: 

 dim(V1∩V2) = 4 - dim(V1+V2) ≥ 4 – 3 = 1 

Άσκηση 2-Y2   
∆ίνονται οι υποχώροι W1={(x, y, z, t)Τ |x=y}, W2={(x, y, z, t)Τ | 2y=t, x+y=z}του R4. Να βρεθούν R-βάσεις 
και να προσδιορισθούν οι διαστάσεις των W1, W1, W1∩W2, W1+W2. 

Α̟αντήσεις 
Οι υποχώροι W1, W2 ορίζονται από οµογενή συστήµατα και έτσι είναι ίσοι µε τους αντίστοιχους 
µηδενοχώρους. Προσδιορίζουµε εύκολα τα αντίστοιχα µητρώα:  

  W1=N(A), µε A=[1, -1, 0, 0]∈R1×4 

  W2=N(B), µε 
0 2 0 1

1 1 1 0
B

− 
=  − 

∈R2×4 

Βρίσκουµε τους µηδενοχώρους και στη συνέχεια τους υπολοίπους υποχώρους: 

� Προφανώς  rank(A)=1 και dim(N(A))=4-1=3=dimW1.  
Θέτοντας  y=1, z=0, t=0 βρίσκουµε: v1=(1, 1, 0, 0)T. Θέτοντας  y=0, z=1, t=0:  v2=(0, 0, 1, 0)T. Τέλος, 
θέτοντας  y=0, z=0, t=1 βρίσκουµε:  v3=(0, 0, 0, 1)T. Συνεπώς µια βάση του W1 είναι η {v1, v2, v3} και 
W1=span(v1, v2, v3)={[ v1, v2, v3]x/x∈R3}. 

� Προφανώς  rank(B)=2 και dim(N(B))=4-2=2= dimW2. Για z=1, t=0 βρίσκουµε: u1=(1, 0, 1, 0)T και για 
z=0, t=1: u2=(-1/2, 1/2, 0, 1)T. Συνεπώς µια βάση του W2 είναι η {u1, u2} και W2=span(u1, u2)={[u1, 
u2]x |x∈R2}.  

� Είναι W1∩W2 = Ν(C) = Ν([Α; B]). Βρίσκουµε το µηδενοχώρο µε απαλοιφή:  
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1 1 0 0 1 1 0 0

0 2 0 1 0 2 0 1

1 1 1 0 0 0 1 1

A
C

B

− −   
     = = − → −          − −   

 

Ισχύει dim(N(C))=4-rank(C)=4-3=1=dim(W1∩W2) και υπολογίζουµε την ειδική λύση s=(1, 1, 2, 2)T 
που αποτελεί R-βάση του W1∩W2. 

� Είναι W1+W2 = <v1, v2, v3, u1, u2>. Μορφώνουµε το µητρώο D=[v1, v2, v3, u1, u2] και εκτελώντας 
απαλοιφή εύκολα βρίσκουµε ότι τα 4 πρώτα διανύσµατα αντιστοιχούν σε στήλες οδηγών, δηλ. είναι γ.α. 
Συνεπώς µια R-βάση του W1+W2 είναι το σύνολο {v1, v2, v3, u1} και dim(W1+W2)=4. 

Τέλος επαληθεύουµε:  

 dimV1 + dimV2 = dim(V1+V2) + dim(V1∩V2), δηλ. 3+2=4+1. 

Άσκηση 2-Υ3 

Έστω U και W υποχώροι του R4: 

U = {(a, b, c, d) : b + c + d = 0}, W={(a, b, c, d) : a + b = 0, c = 2d} 

Να βρεθεί η διάσταση και µια βάση των (α) U και W και (β) U∩W. 

Α̟αντήσεις 
α) Για τα δύο συστήµατα διαµορφώνουµε τα αντίστοιχα µητρώα: 

 Α = [0 1 1 1], 

 








−
=

2100

0011
B  

Είναι dim(U)=dim(N(A))=3  και dim(W)=dim(N(B))=2.  H βάση του U περιέχει τις ειδικές λύσεις του 
N(A): 

 null(A) = [(1, 0, 0, 0)T, (0, -1, 1, 0)T, (0, -1, 0, 1)T]  

 H βάση του W περιέχει τις ειδικές λύσεις του N(B): 

 null(B) = [(-1, 1, 0, 0)Τ, (0, 0, 2, 1)Τ] 

β)  Είναι U∩W = Ν([B ; A]), όπου: 

 
















−

−

→
















−

→
















−=

2100

3010

3001

2100

1110

0011

1110

2100

0011

] ;[ AB  

 Είναι dim(U∩W ) = dim(N([B ; A])) = 3-rank([B ; A]) = 4 - 3 = 1. H βάση του U∩W περιέχει την ειδική 
λύση του N([B ; A]): 

 null([B ; A]) = [(3, -3, 2, 1)T] 

Σηµείωση: Εναλλακτικά εργαζόµαστε ως εξής. Iσχύει: 

 U∩W = { (a, b, c, d) : b + c + d = 0, a + b = 0, c = 2d } =  

 = { (a, b, c, d) : b = -3d, a = 3d, c = 2d } ⇒ 
 (a, b, c, d) = (3d, -3d, 2d, d) = d(3, -3, 2, 1)T  

δηλ. καταλήγουµε και πάλι στο ότι το {(3, -3, 2, 1)T} είναι µια βάση του U∩W και dim(U∩W) = 1. 

Άσκηση 2-Y4   
Αν S = {(α, β, γ, δ) | α + β + γ = 0} και Τ = {(α, β, γ, δ) | γ = -δ} είναι υποχώροι του R4, να βρεθούν R-
βάσεις για τα σύνολα S+T και S∩T. 

Α̟. 
α)  Οι υποχώροι S, T είναι ίσοι µε τους αντίστοιχους µηδενοχώρους. Tα αντίστοιχα µητρώα είναι:  
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  S=N(A), µε A=[1, 1, 1, 0]∈R1×4 

  T=N(B), µε B=[0, 0, 1, 1]∈R1×4  

Βρίσκουµε αρχικά τους µηδενοχώρους:  

� Προφανώς  rank(A)=1 και dim(N(A))=4-1=3. Για β=1, γ=0, δ=0 βρίσκουµε v1=(-1, 1, 0, 0)T. Για β=0, 
γ=1, δ=0 είναι  v2=(-1, 0, 1, 0)T. Για β=0, γ=0, δ=1 είναι v3=(0, 0, 0, 1)T.  Άρα µια βάση του S είναι η 
{v1, v2, v3} και dimS=3. 

� Είναι πάλι  rank(B)=1 και dim(N(B))=3. Για α=1, β=0, δ=0 είναι u1=(1, 0, 0, 0)T. Για α=0, β=1, δ=0: 
u2=(0, 1, 0, 0)T. Για α=0, β=0, δ=1:  u3=(0, 0, -1, 1)T. Άρα µια βάση του Τ είναι η {u1, u2, u3} και 
dimΤ=3. 

� Είναι S∩T = Ν([Α; B]). Βρίσκουµε το µηδενοχώρο µε απαλοιφή:  

   






 −
→








=









1100

1011

1100

0111

B

A
 

Είναι dim(Ν([Α; B]))=2=dim(S∩T). Οι ελεύθερες µεταβλητές είναι οι x2, x4. Υπολογίζουµε εύκολα τις 
ειδικές λύσεις: s1=(-1, 1, 0, 0)T, s2=(1, 0, -1, 1)T. Άρα το σύνολο {s1, s2} αποτελεί R-βάση του υποχώρου 
S∩T. 

� Eίναι S+T = <v1, v2, v3, u1, u2, u3>. Για να εντοπίσουµε τα γ.α. διανύσµατα, µορφώνουµε το µητρώο 
D=[v1, v2, v3, u1, u2, u3] και εκτελούµε απαλοιφή:  

 →



















−

−

−−

→



















−

−−

=

100100

100010

011010

001011

100100

100010

010001

001011

D  



















−

−

−−

→



















−

−

−−

→

111000

100100

011010

001011

100100

111000

011010

001011

 

Συνεπώς τα διανύσµατα v1, v2, v3, u1 είναι γ.α. και άρα συνιστούν µια R-βάση του S+T.  

Τέλος επαληθεύουµε: dimS + dimT = 3+3 = dim(S+T) + dim(T∩S) = 4+2 = 6. 

Άσκηση 2-Y5 

Θεωρούµε  τους υποχώρους S και T του C3:  

S = <(1, 1, 0)Τ, (i, 1+i, 1)Τ, (1+i, 1+i, 0)Τ>,   
T = <(1, 0, 1)Τ, (i, -i, 0)Τ, (0, i, i)Τ>  

α) Nα βρεθούν  C-Βάσεις των S+T και S∩T. 

β) Θεωρώντας τους πιο πάνω χώρους ως R-χώρους να δειχτεί ότι αν S΄και Τ΄ είναι οι R-υποχώροι που 
παράγονται από τα παραπάνω σύνολα, τότε S΄∩T΄ = {0}. 

Α̟αντήσεις 
α) Έστω xi  (i=1,2,3) και yi  (i=1,2,3) τα στοιχεία των S και Τ αντίστοιχα. Εξετάζουµε τη γ.α. των γεννητόρων 
του S:  

  A =














 +

→














 +

 →
















++

+
−=
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i101
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Άρα τα x1, x2, x3 είναι γ.ε., ενώ τα  x1, x2 είναι γ.α. Εποµένως  

  S = <x1, x2, x3>= <x1, x2>=<(1, 1, 0)Τ, (i, i+1, 1)Τ> 

Όµοια, για τον υποχώρο Τ: 
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Συνεπώς είναι:  

  T  =  <y1, y2, y3> =  <y1, y2> = < y1, i(1, -1, 0)Τ> = < (1, 0, 1)Τ, (1, -1, 0)Τ> 

Θέτουµε D=[ x1, x2, y1, (1, -1, 0)Τ]. Είναι  

  S∩T = Ν(D) και S+T = <x1, x2, y1, (1, -1, 0)Τ > 

Eξετάζουµε τη γ.α. των γεννητόρων του S+T βρίσκοντας την κλιµακωτή µορφή του D:  
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Εποµένως τα x1, x2, y1 είναι γ.α. Οµοίως γ.α. είναι και τα x1, y1, (1, -1, 0)Τ. Άρα τα σύνολα {x1, x2, y1}, {x1, y1, 
(1, -1, 0)Τ} αποτελούν C-βάσεις του υποχώρου S+T. Είναι dim(S+T : C)=3. 

Η διάσταση του υποχώρου S∩T είναι ήδη γνωστή:  

  dim(S∩T) = dimS + dimT - dim(S+T) = 2+2-3 = 1   

Αν x=(x, y, z)Τ ∈ S∩T, τότε εκφράζεται ως γ.σ. των διανυσµάτων των βάσεων των S και Τ : 

  x = (x, y, z)Τ = α1(1, 1, 0)Τ + α2(1, 1+i, 1)Τ, a1, a2∈C  (1) 

 x = (x, y, z)Τ = b1(1, 0, 1)Τ + b2(1, -1, 0)Τ, b1, b2∈C (2) 

Η (1) αληθεύει όταν x = α1+α2, y=α1+α2(1+i), z=α2, δηλ. όταν y = x – z + z(1+i) = x + iz  ή  

  x - y + iz = 0 (3) 

H (2) αληθεύει όταν x = b1+b2, y=-b2, z=b1, δηλ. όταν x = z - y  ή  

  x + y - z = 0 (4) 

Το S∩T ισούται µε το µηδενοχώρο του συστήµατος των εξισώσεων (1) και (2). Η z είναι προφανώς ελεύθερη 
µεταβλητή, οπότε x=(1/2)(z - iz),  y=(1/2)(z+iz). Θέτοντας z=1 λαµβάνουµε την ειδική λύση: 

  ( )T2 i,1 i,1 +−=x  

που αποτελεί τη ζητούµενη C-βάση του υποχώρου S∩T. 

β) Θεωρούµε τώρα τους R-χώρους S΄ και T΄. Εύκολα διαπιστώνεται ότι rank(real(A))=2, rank(imag(A))=1. 
Άρα τα x1, x2, x3 είναι γ.α. πάνω στο R και αποτελούν R-βάση του R-χώρου S΄. Οµοίως προκύπτει ότι τα y1, 
y2, y3 είναι γ.α. πάνω στο R και αποτελούν βάση του R-χώρου Τ΄. Άρα είναι dimS΄=dimT΄=3.   

Εύκολα επίσης διαπιστώνεται ότι rank(real([Α Β]))+rank(imag([Α Β]))=3+3=6=dim(S΄+ T΄). Εποµένως: 

  dim(S΄∩T΄) = dim(S΄) + dim(Τ΄) - dim(U + W) = 3 + 3 - 6 = 0 

Άρα S΄∩T΄=0. 

∆εύτερη α̟όδειξη:  
Έστω v ∈ S'∩T'. Τότε υπάρχουν α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R τέτοια ώστε : 
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(1  1 0) (i  1 i  1) (1 i  1 i  0)

(1  0 1) (i  i  0) (0  i  i)

( i i i i )

( i i i i)

a , , β , , γ , ,

ε , , δ , , ζ , ,

α β γ γ , α β β γ γ ,β

δ ε , ε ζ ,δ ζ

= + + + + + 
⇔

= + − + 

= + + + + + + + 
⇒

= + − + + 

v

v

v

v

 

  ⇔








+=

+−=++++

+=+++

i

i)(i)(

ii)(

ζδβ

ζεγβγβα

εδγβγα

           ζδββ+γ=-ε+ζ
   α+β+γ=β+γ=εδγα

0,,
0,,

==
=+

 

Το αντίστοιχο µητρώο του παραπάνω συστήµατος είναι προφανώς τάξης 5<6, άρα υπάρχει µόνον η τετριµένη 
λύση, δηλ v = 0. Εποµένως S'∩T' = {0}. 

Άσκηση 2-Υ6 

Έστω U και W οι παρακάτω υποχώροι του R4  

 U = <(1, 1, 0, -1)T, (1 ,2, 3, 0)T, (2, 3, 3, -1)T>  
 W = <1, 2, 2, -2)T, (2, 3, 2, -3)T, (1, 3, 4, -3)T>  

Να βρεθούν οι διαστάσεις και οι R-βάσεις των (α) U+W και (β) U∩W. 

Α̟αντήσεις 
α) Αν ui , wi (i=1,2,3) είναι οι γεννήτορες των U και W αντίστοιχα, τότε U+W=<u1, u1, u3, w1, w2, w3>. 
Εξετάζουµε τη γ.α. διαµορφώνοντας το µητρώο Α µε στήλες τα δοθέντα διανύσµατα και εφαρµόζοντας 
απαλοιφή: 

     →



















−−−
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=

211110

422330

211110

121211

332101

422330

332321
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A  

  
















 −

→



















→



















−−−

−−−

000000

211000

000110

110101

000000

211000

211110

121211

422000

211000

211110
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Είναι  dim(U+W)=rank(A)=3 και µια R-βάση του U+W είναι η {u1, u2, w1}.  

β) Βρίσκουµε πρώτα τις διαστάσεις των U και  V. Σχηµατίζουµε δύο µητρώα µε στήλες τους γεννήτορες των 
U και W αντίστοιχα και στη συνέχεια υπολογίζουµε τα αντίστοιχα κλιµακωτά µητρώα : 

     U = 
















→
















→
















0000

1310

1-011

1310

1310

1-011

1-332

0321

1-011

  

     W = 
















→
















→
















0000

12-1-0

2-221

1-210

12-1-0

2-221

3-431

3-232

2-221

 

Συνεπώς rank(U)=2 και rank(W)=2, άρα dimU=dimW=2. Επίσης είναι: 

      dim(U∩W) = dimU + dimW - dim(U + W) = 2 + 2 - 3 = 1 

Για την εύρεση της βάσης εργαζόµαστε όπως στην Άσκηση 2-Υ5. 
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3 ΕΕΣΣΩΩΤΤΕΕΡΡΙΙΚΚΟΟ    ΓΓΙΙΝΝΟΟΜΜΕΕΝΝΟΟ      

KK AAII   ΟΟΡΡΘΘΟΟΓΓΩΩΝΝΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ    

 
 

3.1 Ιδιότητες Εσωτερικού Γινομένου 

 

Άσκηση 3-Ι1 

Να βρεθεί η γωνία µεταξύ των εξής ζευγών διανυσµάτων (i) (3, -2, 1) και (1, -1, 1), (ii) (2, 1, -1) και (1, 0, 2) 

Α̟. 
i) Έστω v=(3, -2, 1)Τ, w=(1, -1, 1)Τ και θ η γωνία που σχηµατίζουν τα v και w. Σύµφωνα µε τον τύπο του 
συνηµιτόνου ισχύει  

 cosθ = wvwv
wv

 

β+αβ+αβα

 
332211

T

=  

Εφαρµόζοντας έχουµε 

 cosθ = 
( )( ) 021.22

7

42

42

426

42

6

314

111213
=⇒===

×+−−+×
θ . 

ii) Όµοια ισχύει 

 cosθ = 0
56

202
=

−+
 ⇒ 2

π
=θ .   

Άσκηση 3-Ι2 

Αν u = (α1, α2, α3), v = (β1, β2, β3)∈R3, ποιές από τις επόµενες απεικονίσεις ορίζουν εσωτερικά γινόµενα επί 
του R3; 

(α) <u, v> = α1β1 + 2α2β2 +3α3β3 + α1β2 + α2β1 + α1β3 + α3β1 + 2α2β3 + 2α3β2 

(β) <u, v> = α1β1 + 2α2β2 +3α3β3 + 2α1β2 + 2α1β3 + 4α2β3 

(γ) <u, v> = α1β1 + α3β3 - α1β2 - α2β1 - α1β3 - α3β1 + α2β3 + α3β2 

Απ. 
Για κάθε περίπτωση εξετάζουµε αν ικανοποιούνται οι αξιωµατικές ιδιότητες (i)-(iv) του εσωτερικού γινοµένου.  

α) Αν είναι και w = (γ1, γ2, γ3)∈R3, τότε:  
i) <u + w, v> = (α1+ γ1)β1 + 2(α2+ γ2)β2 +3(α3+ γ3)β3 + (α1+ γ1)β2 + (α2+ γ2)β1 + (α1+ γ1)β3 + (α3+ γ3)β1 + 
    +2(α2+ γ2)β3 + 2(α3+ γ3)β2 

   = α1β1 + γ1β1 + 2α2β2 + 2γ2β2 + 3α3β3 + 3γ3β3 + α1β2 + γ1β2 + α2β1 + γ2β1 + α1β3 + γ1β3 + α3β1  
   + γ3β1 + 2α2β3 + 2γ2β3 + 2α3β2 + 2γ3β2  
       = <u, v> + <w, v> 

ii) Αν α∈R, τότε  

   <αu, v>  = αα1β1 + 2αα2β2 + 3αα3β3 + αα1β2 + αα2β1 + αα1β3 + αα3β1 + 2αα2β3 + 2αα3β2  
   = α<u, v> 

iii) Προφανώς η απεικόνιση είναι συµµετρική ως προς τις παραµέτρους α1, α2, α3, β1, β2, β3. Άρα 
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   <v, u> = <u, v> ⇒ >< uv, =<u, v>. 

iv) Για κάθε u∈R3 είναι : 

              <u, u> = α12 + 2α22 + 3α32 + α1α2 + α2α1 + α1α3 + α3α1 + 2α2α3 +2α3α2 

   = α12 + α22 + α22 + α32 + α32 + α32 +2α1α2 + 2α1α3 + 2α2α3 + 2α2α3  
   = (α1 + α2 + α3)2 + (α2 + α3)2 + α32 ≥ 0 

 Άρα ∀u ≠ 0 <u, u> >0, ενώ <u, u> =0 ⇔ α1=α2=α3=0. Άρα η απεικόνιση ορίζει εσωτερικό γινόµενο. 

β) Η δοθείσα απεικόνιση προφανώς δεν είναι συµµετρική ως προς τα ορίσµατά της. Για παράδειγµα αν 

λάβουµε v =(1, 0, 0) και u=(1, 1, 1), είναι <u, v>=1 και < v, u >=5, δηλ. >< uv, ≠ <u, v>, άρα δεν 
ικανοποιείται η ιδιότητα (iii), εποµένως δεν ορίζει εσωτερικό γινόµενο. 

γ) Για την  <u, v> = α1β1 + α3β3 - α1β2 - α2β1 - α1β3 - α3β1 + α2β3 + α3β3  είναι: 

 <u, u> = α12 + α32 - α1α2 - α2α1 - α1α3 - α3α1 + α2α3 + α3α2  
  = α12 + α32 - 2α1α2 - 2α1α3 + 2α2α3 = (α1 - α3)2 - 2α1α2 + 2α2α3  
 = (α1 - α3)( α1 - α3 - 2α2) 

Είναι φανερό ότι για α1<α3 και α2>(α1 - α3)/2 είναι <u, u> < 0, συνεπώς δεν ικανοποιείται η ιδιότητα (iv)  και  
άρα η απεικόνιση δεν ορίζει εσωτερικό γινόµενο. 

Άσκηση 3-Ι3 

Να εξετασθεί ποια από τα επόµενα βαθµωτά µεγέθη ορίζουν εσωτερικά γινόµενα επί του διανυσµατικού 
χώρου C[1, -1] των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται επί του [1, -1] , όπου f, g ∈ C[1, -1]. 

(α) ( ) ( )∫−
=

1

1
, dxxgxfgf  

(β) ∫−
−=

1

1
2 )()()1(, dxxgxfxgf  

(γ) ∫−
=

1

1
2 )()(, dxxgxfxgf  

Α̟.  
Εξετάζουµε αν ισχύουν οι ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου, µια προς µια. 

α) Αν f, g, h ∈ C[1, -1] και α∈R, τότε :    

- Ιδιότητα (i):   

 ∫∫ −−
+=+=+

1

1

1

1
))()()()(()())()((, dxxgxhxgxfdxxgxhxfghf  

  
ghgf

dxxgxhdxxgxf

,,

)()()()(
1

1

1

1

+=

+= ∫∫ −−
 

- Ιδιότητα (ii): 

      gfadxxgxfadxxgxafgaf ,)()()()(,
1

1

1

1
=== ∫∫ −−  

- Ιδιότητα (iii): 

 fgdxxfxgdxxgxfgf ,)()()()(,
1

1

1

1
=== ∫∫ −−  

- Ιδιότητα (iv): Αν f≠0, τότε ως γνωστόν ισχύει: 

 ( ) 0)(,
1

1

2 >= ∫−
dxxfff   

β) Οµοίως έχουµε: 

- Ιδιότητα (i): 

 ( )∫−
+−=+

1

1
2 )()()()1(),( dxxgxhxfxghf  

  = ( )∫− +−
1

1
2 )()()()()1( dxxgxhxgxfx  
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gfgf

dxxgxhxdxxgxfx

,,

)()()1()()()1(
1

1
21

1
2

+=

−+−= ∫∫ −−
 

- Ιδιότητα (ii):  

              ∫−
=−=

1

1
2 )()()1(, dxxgxafxgaf gfadxxgxfxa ,)()()1(

1

1
2 =−∫−  

- Ιδιότητα (iii):  

 fgdxxfxgxdxxgxfxgf ,)()()1()()()1(,
1

1
21

1
2 =−=−= ∫∫ −−  

- Ιδιότητα (iv):   

 ( )( )∫−
−=

1

1

22)1(, dxxfxff  

Αλλά είναι (f(x))2(1 - x)2 ≥ 0, ∀x∈[-1, 1] και (f(x))2(1 - x)2 = 0 όταν f=0. Άρα για  f≠0 είναι ff , >0 και 
εποµένως ορίζει εσωτερικό γινόµενο. 

γ) Οµοίως: 

Ιδιότητα (i): 

 ( )∫−
+=+

1

1
2 )()()(, dxxgxhxfxghf  

  = ( )∫− +
1

1
22 )()()()( dxxgxhxxgxfx  

  ∫∫ −−
+=

1

1
21

1
2 )()()()( dxxgxhxdxxgxfx  

  gfgf ,, +=  

Ιδιότητα (ii): 

 ∫−
=

1

1
2 )()(, dxxgxafxgaf  ∫−

=
1

1
2 )()( dxxgxfxa  gfa ,=  

Ιδιότητα (iii): 

 fgdxxfxgxdxxgxfxgf ,)()()()(,
1

1
21

1
2 === ∫∫ −−  

Ιδιότητα (iv): 

              == ∫−

1

1
22 ))((, dxxfxff ( )( ) 0

1

1

2 ≥∫−
dxxxf  

Προφανώς όταν f≠0 είναι x2(f(x))2 > 0, ∀x∈[-1, 1]. Συνεπώς είναι ff , >0 για f≠0 και εποµένως το δοθέν 
µέγεθος ορίζει εσωτερικό γινόµενο. 

Άσκηση 3-Ι4 

Να υπολογισθούν τα µήκη vuvu + , , , η τιµή vu,  και η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων u και v και να 
διαπιστωθεί ότι ισχύει η ανισότητα των Cauchy-Schwarz και η τριγωνική ανισότητα όπου 

(α) u = (1, 0, 2, -2)Τ  και v = (2, 1, -2, 0)Τ είναι στοιχεία του R4 εφοδιασµένου µε το σύνηθες εσωτερικό 
γινόµενο. 
(β) u = (1, 0, 2)Τ και v = (2, 1, 2)Τ είναι στοιχεία του R3 εφοδιασµένου µε τα εσωτερικά γινόµενα που 
ορίζονται στην Άσκηση Γ-2. 
(γ) u=x  και v=cos ̟x είναι στοιχεία του C[0, 1]  εφοδιασµένου µε το τυπικό εσωτερικό γινόµενο. 

Α̟αντήσεις 
α)  Υπολογίζουµε τα µέτρα των u, v και u + v : 

 
302)(12

32)(201

2222

2222

=+−++=

=−+++=

v

u
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 u + v = (3, 1, 0, -2) ⇒ 142)(03 22 =−++=+ vu  

Επίσης είναι : 

            <u, v> = uTv = 2 + 0 – 4 + 0 = -2 , άρα : 

 συνθ 9

2

33

2

 

 ,
−=

×
−

==
vu

vu
  

Άρα η γωνία των u, v είναι θ = arcos(-2/9)*(180/̟) = 102.83960. 

Εξετάζουµε την ισχύ της ανισότητας Cauchy-Schwarz: 

 933 22, =×=≤=−= vuvu   

Για την ισχύ της τριγωνικής ανισότητας έχουµε: 

 63314 =+=+≤=+ vuvu   

β) Εφαρµόζοντας το εσωτερικό γινόµενο  

 <u, v> = α1β1 + 2α2β2 +3α3β3 + α1β2 + α2β1 + α1β3 + α3β1 + 2α2β3 + 2α3β2 

υπολογίζουµε τα ζητούµενα µεγέθη για τα u = (1, 0, 2)Τ,  v = (2, 1, 2)T: 

 <u, u> = 12 + 2×02 + 3×22 + 1×0 + 0×1 + 1×2 + 2×1 + 2×0×2 +2×0 = 17 ⇒ 

  17=u  

 <v, v> = 22+2×12 + 3×22 + 2×1 + 1×2 + 2×2 + 2×2 + 2×1×2 + 2×2×1 = 38 ⇒ 

 38=v  

 vu v,uvu ++=+
2

 = 32+ 2×12 + 3×42 + 3×1 + 1×3 + 3×4 + 4×3 +2×4 + 2×4×1 = 
 = 9 + 2 + 48 + 3 + 3 + 12 + 12 + 8 + 8 = 105 ⇒ 

 105=+ vu  

Για τον υπολογισµό της γωνίας έχουµε: 

 <u, v> = 1×2 + 2×0×1 + 3×2×2 + 1×1 + 0×2 + 1×2 + 2×2 + 2×0×2 + 2×2×1 = 
 = 2 + 12 + 1 + 2 + 4 + 4 = 25 ⇒ 

 συνθ 0.9836
646

25

3817

25

 

,
≅===

vu

vu
  

Άρα η γωνία των u, v είναι θ = arcos(0.9836)*(180/̟) = 10.39090.  

Εξετάζουµε την ανισότητα Cauchy-Schwarz : 

 25.41653817 25, ≅×=≤= vuvu   

Κατόπιν την ισχύ της τριγωνικής ανισότητας: 

 10.2875381710.247105 ≅+=+≤≅=+ vuvu  

γ)   Είναι ∫=
1

0
)()(, dttgtfgf  µε f, g∈C[0, 1] και θεωρούµε u = x και v = cos ̟x. 

Υπολογίζουµε τα µέτρα ||u||, ||v|| και ||u + v||: 
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Είναι u +v = x + cos ̟x. Υπολογίζουµε το µέτρο:  

 vu v,uvu ++=+
2

= =+∫
1

0
2)cos( dxxx π  

  = ∫∫∫∫ +=+
1

0

1

0

1

0
21
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5

π
−=+ vu  

Προχωράµε τώρα στον υπολογισµό της γωνίας: 

 vu,  = ∫∫∫ ′−





=

′
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1

0

1

0

1

0

1

0
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oscosc
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 2

22 62

6

1

2

2

3

2

2

2
,

π
ππθ −=

−
=

×

−
=

⋅
=

vu

vu
osc  

Άρα η γωνία των u και v είναι θ∈(̟/2, ̟) τέτοια ώστε συν θ = 2

62

π
− . Υπολογίζουµε: 

 θ = arcos( 2

62

π
− )*(180/̟) = 119.76020 

 Επίσης είναι: 

 
2

2
62

6

6

2

2

3

32
, π

π
≤⇔=×=×≤−= vuvu  

Άρα αληθεύει η ανισότητα Cauchy-Schwarz. 
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Τέλος υπολογίζουµε: 

 ⇔+=+≤−=+
2

2

3

34

6

5
2

vuvu
π 3

64
2

≤−
π

 

Συνεπώς αληθεύει και η τριγωνική ανισότητα. 

 

 

3.2 Ορθογώνια Διανύσματα 

 

Άσκηση 3-ΟΔ1 

Αν V είναι ένας Ευκλείδιος χώρος και u, v∈V είναι διανύσµατα τέτοια ώστε vu = , να δειχτεί ότι το 
διάνυσµα u-v είναι ορθογώνιο προς το u+v. Τι σηµαίνει αυτό για τις διαγωνίους ενός ρόµβου; 

Α̟. 
Για τα διανύσµατα u-v και u+v σύµφωνα µε τις γνωστές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου έχουµε: 

 <u –v, u + v> = <u, u + v> - <v, u + v> 
   = <u, u > + <u, v> - <v, u> - <v, v>   
  = ||u||2 - ||u||2 = 0 

Άρα το u-v είναι ορθογώνιο προς το u+v. Τα διανύσµατα u και v, ως έχοντα ίσα µέτρα, ορίζουν τις πλευρές 
ενός ρόµβου. Τα διανύσµατα u+v  και u-v εκφράζουν τις διαγωνίους του οι οποίες είναι ορθογώνιες. (Σχήµα 
3.5.1) 
 

 

Σχήμα 3.5.1 Ορθογωνιότητα διαγωνίων ρόμβου 

Άσκηση 3-ΟΔ2 

Έστω S={x1,…,xm} είναι ορθογώνιο σύνολο µη µηδενικών διανυσµάτων σε ένα χώρο V εφοδιασµένο µε 
εσωτερικό γινόµενο. Τότε το S είναι γ.α.   

Παρακάτω δίνονται µερικές απποδείξεις της πρότασης.  

Εναλλακτικές αποδείξεις 

•••• ∆ιατύ̟ωση 1. Έστω ότι ένας γ.σ. των xi είναι 0: c1x1+ …+cmxm=0. Πολλαπλασιάζοντας αριστερά µε ένα 
τυχαίο xj (από ιδιότητα του εσ. γιν.), παίρνουµε για j=1,…,k : 
 

c1<xj, x1>+…+cj<xj, xj>+…+ck<xj, xm>=0,  
 

απ’ όπου προκύπτει: cj<xj, xj>=0 (ισχύει από την υπόθεση <xj, xm>=0 όταν j≠m). Επειδή δίνεται xi≠0, είναι 
<xj, xj>≠0. Συνεπώς cj=0.  ∆ηλ. για j=1,…,m, είναι cj=0 και εποµένως τα xi είναι γ. α. 

•••• ∆ιατύ̟ωση 2: Ειδικά για τον Ευκλείδιο χώρο Rn (µε το σύνηθες ευκλείδιο εσωτερικό γινόµενο). 
Έστω ένας γ.σ. [x1 x2…xm]c=0, c∈R1×n. Πολλαπλασιάζουµε επί ένα τυχαίο xj

T∈R1×n, j=1,…,m.   

 xj
T[x1 x2 … xm]c=xj

Τ 0 = 0 ⇒ (α̟ό ιδιότητα ̟ολλα̟λασιασµού µητρώων) 

 [xj
Tx1 xj

Tx2 … xj
Txm]c = [ 0 …||xj||2…0 ]c=0 ⇒  

 cj ||xj||2 =0 ⇒ cj=0 

v u 

u-v 

u+v 
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Εποµένως για κάθε j=1,…,m είναι cj=0 και άρα τα x1,…,xm είναι γ.α. 

•••• ∆ιατύ̟ωση 3. Έστω ότι είναι γ. ε. δηλ. υπάρχει διάνυσµα α≠0 ώστε [x1 x2 … xm]α = 0. Τότε, λόγω της 
καθετότητας, ισχύει για i=1,…m :  

xi
T[x1 x2 … xm]α = xi

T 0 = 0  

δηλ. [0 … xi
Txi … 0]α = xi

Txi ai =0. Επειδή xi≠0, είναι και xi
Txi≠0  και άρα ai =0, i=1,…m. Εποµένως α=0, 

που αντίκειται στην υπόθεση α≠0. Άρα τα xi (j=1,…,m) είναι γ. α. 
 

 

3.3 Ορθοκανονικές Βάσεις - Ορθοκανονικοποίηση 

 

Άσκηση 3-ΟΒ1 

α) Να βρεθεί µια ορθοκανονική βάση του χώρου R3 µε το εσωτερικό γινόµενο που ορίζεται: 

 <u, v> = α1β1 + 2α2β2 +3α3β3 + α1β2 + α2β1 + α1β3 + α3β1 + 2α2β3 + 2α3β2 

όπου u = (α1, α2, α3)Τ,  v = (β1, β2, β3)Τ. 

β) Να βρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του άξονα των x.   

Α̟. 

Για το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο, εφαρµόζουµε τη µέθοδο τη µέθοδο Gram-Schmidt στην τυπική βάση 
{e1, e2, e3} του R3. 
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Τα διανύσµατα u1, u2, u3 είναι ορθογώνια. Υπολογίζουµε επίσης: 

 11, 333 === uuu  

Και τα τρία διανύσµατα έχουν µέτρο 1. Εποµένως µια ορθοκανονική βάση του χώρου R3 εφοδιασµένου µε το 
δοθέν εσ. γιν. είναι το σύνολο: 

 ( ) ( ){ } 1,1,0 ,0,1,1 ,)0,0,1( TTT −−  

β) Αν α =( α1, α2, α3)Τ, είναι 

<u, v1> = α1×1 + 2α2×0 + 3α3×0 + α1×0 + α2×1 + α1×0 + α3×1 + 2α2×0 + 2α3×0  
           = α1 + α2 + α3 

Εποµένως το ζητούµενο ορθογώνιο συµπλήρωµα έχει προφανώς διάσταση 2 και είναι:   

 S = <e1>┴ = { α =( α1, α2, α3)Τ∈R3| <u, e1> = 0 } = { u ∈R3| α1 + α2 + α3 = 0 }  
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  = <(-1, 0, 1 )Τ, (-1, 1, 0)Τ> 

Παρατήρηση: Αν θεωρήσουµε το γ. α. σύνολο (βάση) {(1, 0, 0), (1, 0, -1 )Τ, (0, 1, -1)Τ}, τότε καταλήγουµε 
στη εξής ορθοκανονική βάση:   

  






















−−










−  

2

2
,2,

2

2
 ,

2

2
,0,

2

2
 ,)0,0,1( 

TT

T
  

αποτελούν ορθοκανονική βάση του R3. 

Άσκηση 3-ΟΒ2 

Έστω V ο υποχώρος του C[0, 1] που περιέχει τα πολυώνυµα βαθµού το πολύ 3. Να εφαρµοσθεί η µέθοδος 
των Gram-Schmidt στην R-βάση {1, x, x2, x3} του V. 

Α̟. 
Θέτουµε αρχικά u1 =v1 = 1, και στη συνέχεια υπολογίζουµε:  
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Υπολογίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα: 

 

12
1

4
1

2
1

3
1

4
1

2
1

2
1

 ,
2
1

 ,

12
1

32
1

42
1

2
1

 , ,

1

0

21

0

2

22

1

0

34
1

0
22

23

=+−=







+−=








−=−−=

=











−=








−=−=

∫∫

∫

dxxxdxxxx

xx
dxxxxx

uu

uv

 

 

[ ] 1111 ,1,

3
1

3
11 ,,

1
0

1

011

1

0

3
1

0

22
13

==×==

=











===

∫

∫

xdx

x
dxxx

uu

uv

 

Η (1) γίνεται: 
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Στο τελευταίο βήµα της υπολογιστικής διαδικασίας λαµβάνουµε: 
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Τώρα για την (2) υπολογίζουµε : 
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Από τις (3),(4),(5),(6) η (2) γίνεται: 
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Tο σύνολο {u1, u2, u3, u4} είναι ορθογώνιο, µε µήκη  
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Άρα η ζητούµενη ορθοκανονική βάση είναι: 

 { }4321 0.3727 ,56 ,32 , uuuu  

Άσκηση 3-ΟΒ3 

(α) Αν το σύνολο {v1, v2, … , vn} είναι µια ορθοκανονική βάση για ένα χώρο V µε εσωτερικό γινόµενο, να 
δειχτεί ότι κάθε διάνυσµα v∈V µπορεί να εκφραστεί ως προς τη βάση αυτή ως ο γ.σ. 

 ∑
=

=
n

i
ii

1

, vvvv  

Mε τη βοήθεια της παραπάνω έκφρασης  
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(β) Να βρεθεί µια ορθοκανονική βάση του C3 και να ορισθούν ως προς αυτή τη βάση οι συντεταγµένες του 
διανύσµατος (1, i, -i)Τ. 

(γ) Να βρεθεί µια ορθοκανονική βάση για τον υποχώρο του C[0, 1] που περιέχει τα πολυώνυµα βαθµού το 
πολύ 2 και να ορισθούν ως προς αυτή τη βάση οι συντεταγµένες των πολυωνύµων x2 + 1 και x2 - x + 1. 

Α̟αντήσεις 

α) Έστων v∈V. Τότε το v  γράφεται ∑
=

=
n

i
iia

1

vv . Τα εσωτερικά γινόµενα ivv, (i=1,…,n) γράφονται: 

 i

n

j
ijj

n

j
ijji

n

j
jji aaaa ==== ∑∑∑

=== 111

 , , , δvvvvvv  

και συνεπώς:   

 ∑
=

=
n

i
ii

1

, vvvv  (1) 

∆ιατυπώνουµε λοιπόν το βασικό συµπέρασµα: 

Τα εσωτερικά γινόµενα ivv,  (i=1,…,n) εκφράζουν τις συντεταγµένες κάθε διανύσµατος v του χώρου V 
ως ̟ρος µια ορθοκανονική βάση {v1, v2, … , vn}. 

α) H τυπική βάση {e1,  e2,  e3} του C3 είναι προφανώς ορθοκανονική. Σύµφωνα µε την (1) οι συντεταγµένες 
του (1, i, -i)Τ ως προς τη βάση αυτή δίνονται από τα εσωτερικά γινόµενα: 

 α1 = <(1, i, -i), e1> = 1 
 α2 = <(1, i, -i), e2> = i 
 α3 = <(1, i, -i), e3> = -i 

β) To σύνολο { p0=1, p1=x, p2=x2 } είναι µια R-βάση του υποχώρου Pn(R) των πολυωνύµων βαθµού ≤ 2. 
Για τον καθορισµό µιας ορθοκανονικής βάσης του Pn(R) εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gram-Schmidt: 

 g0= p0 = 1 
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Άρα το σύνολο 
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είναι ορθογώνιο. Ήδη έχουµε υπολογίσει τα µέτρα: 
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Ακόµη είναι 
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Άρα η ζητούµενη ορθοκανονική βάση είναι : 

 Β =
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Οι συντεταγµένες του x2+1 ως προς τη βάση Β είναι : 

 [x2 + 1]B = ( )2
2

1
2

0
2  ,1 , ,1 , ,1 ggg +++ xxx  

όπου: 
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 [x2 + 1]B = 
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Για το πολυώνυµο x2 - x + 1 δουλεύουµε µε ανάλογο τρόπο: 

 [x2 - x + 1]Β = ( <x2 - x + 1, g0>, <x2 - x + 1, g1>, <x2 - x + 1, g2> )  
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Υπολογίζοντας διαδοχικά τα παραπάνω ολοκληρώµατα, βρίσκουµε: 
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Συνεπώς οι συντεταγµένες του πολυωνύµου x2 - x + 1 ως προς τη βάση Β είναι: 



-72- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

 [x2 - x + 1]Β = 
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Άσκηση 3-ΟΒ4 

Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα ηµ̟x, ηµ2̟x, … , ηµn̟x του C[0,1] είναι ορθογώνια µεταξύ τους. Να ορισθεί 
από τα διανύσµατα αυτά ένα ορθοκανονικό σύνολο συναρτήσεων. 

Α̟. 

Θεωρούµε τις συναρτήσεις f1(x)=ηµk1̟x και f2(x)=ηµk2̟x για k1, k2∈Ν* µε k1≠k2. Θα δείξουµε ότι είναι 
ορθογώνιες δηλ. ότι το εσωτερικό τους γινόµενο είναι µηδέν. Θεωρούµε το τυπικό εσωτερικό γινόµενο που 
ορίζεται στο χώρο C[0, 1]:  
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Εφαρµόζοντας έχουµε: 
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Παρατηρούµε επίσης ότι προφανώς είναι k1 + k2 ≠ 0.  

Επειδή είναι  
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προκύπτει 0, 21 =ff , συνεπώς το σύνολο { ηµ̟x, ηµ2̟x, … , ηµn̟x }, n∈N*, είναι ορθογώνιο. 

Τέλος, κανονικοποιούµε: 
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Άρα το ζητούµενο ορθοκανονικό σύνολο είναι : 
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Άσκηση 3-ΟΒ5 

Να εφαρµοσθεί η µέθοδος των Gram-Schmidt για να ορθοκανονικοποιηθούν τα εξής σύνολα: 

 α) { (1, -1, 1), (2, 1, 1), (1, 0, 1) } στον R3 (V3(R))   

 β) { (1, -1, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (2, -1, 1, 1) } στον R4 (V4(R)) 

 γ)  { (1, -1, i), (i, 1, 2) } στον V3(C)   

Α̟.  

α) Τα διανύσµατα v1=(1, -1, 1), v2=(2, 1, 1), v3=(1, 0, 1),  αποτελούν βάση του χώρου  R3, αφού είναι γ.α. : 
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Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Gram-Schmidt για τη βάση αυτή έχουµε: 

 u1 =  v1 = (1,-1, 1)Τ 
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Υπολογίζουµε διαδοχικά τα εµπλεκόµενα µεγέθη: 
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Εποµένως  το σύνολο  
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είναι ορθογώνιο. Στη συνέχεια κανονικοποιούµε διαιρώντας µε τα µέτρα:  

14
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   ,
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42
   ,3 321 === uuu   

Συνεπώς το ζητούµενο σύνολο  

 ( ) ( ) ( )








−− TTT 3,1,2
14

1
 ,1,5,4

42

1
 ,1,1,1

3

1
 

αποτελεί ορθοκανονική βάση R-βάση του R3. 
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β) Εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα  

 v1 = (1, -1, 1, 1)Τ, v2 = (0, 1, 0, 1)Τ, v3  = (2, -1, 1, 1)Τ  

είναι γ. α. Το ζητούµενο ορθοκανονικό σύνολο {u1, u2, u3} θα αποτελεί ορθοκανονική βάση του παραγόµενου 
υποχώρου V=<v1, v2, v3> του R4. Παρατηρούµε άµεσα ότι v1Τv2=0 και v2Τv3=0, άρα τα ζεύγη των 
διανυσµάτων v1, v2 και v2, v3 είναι ορθογώνια µεταξύ τους.  Tα v1, v3 δεν είναι ορθογώνια, αφού v1Τv3≠ 0. 
Συνεπώς, τα δύο πρώτα διανύσµατα αποτελούν στοιχεία του ζητούµενου ορθογωνίου συνόλου:  

 u1 = v1 =  (1, -1, 1, 1)Τ  
 u2 = v2 =  (0, 1, 0, 1)Τ 

ενώ το τρίτο προκύπτει από τη σχέση: 

 12
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Υπολογίζουµε: 

 ( )( ) 51 ,1 ,1 ,1 1 ,1 ,1 ,2, T
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T
313 =−−== uvuv  

 41
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1 == uuu  

Συνεπώς είναι:  

( ) ( ) ( )TTT
3 1 ,1 ,1 ,3

4

1
1 ,1 ,1 ,1

4

5
1 ,1 ,1 ,2 −−=−−−=u .  

Το ορθογώνιο σύνολο λοιπόν είναι  

 {u1 = (1, -1, 1, 1)Τ, u2 =(0, 1, 0, 1)Τ, u3 = ( )T1 ,1 ,1 ,3
4

1
−− } 

 Τα µήκη των διανυσµάτων που υπολογίσθηκαν είναι  

 
4

12
  ,2  ,2 321 === uuu .  

Άρα το ζητούµενο ορθοκανονικό σύνολο του V4(R) είναι  
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γ) Τα διανύσµατα  v1 = (1, -1, i)Τ και v2 = (i, 1, 2)Τ είναι γ. α. αφού το αντίστοιχο µητρώο έχει τάξη 2:  
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Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gram-Schmidt, καθορίζοντας ορθογώνια διανύσµατα u1, u2: 

u1 = v1 =  (1, -1, i)Τ,  

u2 = 12
1

12
2

,
u

u

uv
v −  

Υπολογίζουµε τα απαιτούµενα µεγέθη εφαρµόζοντας το τυπικό εσωτερικό γινόµενο για το χώρο C-χώρο 
V3(C): 
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Αντικαθιστώντας βρίσκουµε: 
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Το σύνολο 

 { u1 = (1, -1, i)Τ, u2 = 
T)5 ,i2 ,i41(

3

1
i+−+ } 

είναι ορθογώνιο. Κανονικοποιώντας τα παραπάνω διανύσµατα έχουµε  
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Άρα το ζητούµενο ορθοκανονικό σύνολο είναι : 

 ( )








+−+− T)5 ,i2 ,i41(
34

1
  ,i  ,1 ,1

3

1
i . 

Το σύνολο αυτό αποτελεί ορθοκανονική βάση του υπόχωρου V=<v1, v2> του V3(C). 

Άσκηση 3-ΟΒ6 

Να εφαρµοστεί η µέθοδος των Gram-Schmidt για την R-βάση {1, x, x2, x3} όπου το εσωτερικό γινόµενο 

ορίζεται ως dxxgxfx )()()1(,
1

1

2∫
−

−=gf  

Α̟. 
Το σύνολο {f0=1, f1=x, f2=x2, f3=x3} είναι η τυπική R-βάση του V. Με τη µέθοδο των Gram-Schmidt 
υπολογίζουµε το ορθογώνιο σύνολο διανυσµάτων {g0, g1, g2, g3} ως εξής :  

 g0 = 0f  = 1 
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fg −−−=  (3) 

Εφαρµόζοντας τώρα το δοθέν εσωτερικό γινόµενο 

 ∫
−

−=
1

1

2 )()()1(, dxxgxfxgf   

υπολογίζουµε:  
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Αντικαθιστούµε  στην (1) και : 

 g1 = x – 0 = x ⇒ g1 = x 
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Η (2) έτσι γίνεται: 
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Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα εσωτερικά γινόµενα: 
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Aντικαθιστώντας στην (3) λαµβάνουµε:  

 g3(x) = x3 - 7

3
 

Κανονικοποιούµε τέλος το ορθογώνιο σύνολο {g0, g1, g2, g3} που προέκυψε, υπολογίζοντας και το µέτρο του 
g3.  
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Συνεπώς η ζητούµενη ορθοκανονική βάση είναι : 
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Άσκηση 3-ΟΒ7 

Να επεκταθούν σε µια ορθοκανονική βάση τα εξής σύνολα 

(α)  ( )  0 1, 0,,
2

1
 0, ,

2

1

















για τον R3 

(β)   ( ) ( )   1 i, ,1 i,
2

1
  ,i ,1 i, ,1

2

1









για τον V4 (C). 

Α̟. 
 α) Το δοθέν σύνολο δείχνεται εύκολα ότι είναι γ.α., συνεπώς µπορεί να επεκταθεί για να δώσει µια R-βάση 
του R3. Πράγµατι αν προσθέσουµε σ’ αυτό το στοιχείο v3=e3 της τυπικής βάσης του R3 
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δείχνουµε εύκολα ότι το νέο σύνολο είναι γ. α. Άρα αποτελεί R-βάση του R3. Τα v1, v2 και τα v2, v3  είναι 
προφανώς ορθογώνια. Θέτουµε 

T
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== vu  

u2 = v2 = (0, 1, 0)Τ 

Κατασκευάζουµε διάνυσµα u3 ορθογώνιο στο u1 : 
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Αντικαθιστούµε: 
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Το σύνολο { u1, u2, u3} είναι ορθογώνιο. Πράγµατι είναι:  

<u1, u2> = 0, <u2, u3> = 0 και 0
22

1

22

1
, 31 =+−=uu  

Τέλος, κανονικοποιούµε διαιρώντας µε τα µήκη των παραπάνω διανυσµάτων: 
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Συνεπώς η ζητούµενη  ορθοκανονική βάση του R3 είναι το σύνολο 
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β)  Tο δοθέν σύνολο είναι γ.α. και συνεπώς µπορεί να επεκταθεί για να δώσει µια C-βάση του C4. 
Επεκτείνουµε το σύνολο αυτό µε τα διανύσµατα e1 και e4 της τυπικής βάσης του C4 : 
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και δείχνουµε ότι το προκύπτον σύνολο είναι µια C-βάση του  C4. Θεωρούµε το µητρώο Α µε στήλες τα 
διανύσµατα v1, v2, v3, v4 : 
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Άρα, τα διανύσµατα v1, v2, v3, v4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, συνεπώς αποτελούν µια βάση του χώρου C4[12]. 
Συνεπώς µπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Gram-Schmidt για να υπολογίσουµε ένα ορθογώνιο σύνολο 
{u1, u2, u3, u4}. Θέτουµε αρχικά  και στη συνέχεια υπολογίζουµε: 
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Αντικαθιστώντας στην (1) παίρνουµε : 
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Για το διάνυσµα u3 έχουµε : 
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και υπολογίζουµε: 

                                                 
12  Εναλλακτικά υπολογίζουμε την ορίζουσα det([v1, v2, v3, v4 ])=-1/2≠0. 
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Αντικαθιστώντας στην (2) παίρνουµε : 
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Υπολογίζουµε το τελευταίο ορθογώνιο διάνυσµα: 
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Αντικαθιστώντας στην (3) παίρνουµε : 
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Τέλος υπολογίζουµε το µέτρο: 
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συνιστούν την ζητούµενη ορθοκανονική βάση του C4. 
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Άσκηση 3-ΟΒ8 

Έστω V ένας υποχώρος του R3, o οποίος παράγεται από τα διανύσµατα v1=[1,1,2]T και v2=[1,-2,0]T.  

α) Ποια είναι η ορθογώνια προβολή του e1=(1,0,0)Τ επί του V;  
β) Να υπολογισθεί µια ορθοκανονική βάση Β του V.  
γ) Ποια συνθήκη ικανοποιεί το µητρώο των διανυσµάτων της βάσης Β;  
δ) Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα x του V. Πως δίνονται τώρα οι (νέες) συνιστώσες του ως προς την Β και 
εξηγείστε τι ακριβώς εκφράζουν. Γράψτε την ή τις απαιτούµενες σχέσεις  
ε) Εφαρµόστε το (δ) για τα διανύσµατα: x=(2, 1, 2)Τ, y=(-8,-4, 6)Τ και e1=(1,0,0)Τ. Ποια συµπεράσµατα 
µπορούν να εξαχθούν;   

Απαντήσεις  

α) Το σύνολο {v1, v2} προφανώς αποτελεί βάση του V. Αν συµβολίσουµε µε Α=[v1, v2] το µητρώο της 
βάσης, τότε  η προβολή Ρe1 του e1=(1,0,0)Τ επί του V δίνεται από το Αs, όπου s είναι η λύση του 
συστήµατος: 

 ΑT A s=ΑT e1 

ή: 
1

2

1 1 1
1 1 2 1 1 2

1 2 0
1 2 0 1 2 0

2 0 0

s

s

   
       − =       − −          

 ⇒ 

  
1

1 2
2

6 1 1 7 6
,

1 5 1 29 29

s

s

−     
= ⇒ = =    −    

s s  

Άρα:  1

1 1 13
71 1

1 2 5
629 29

2 0 14

Pe As

   
    = = − = −           

 

β) Κατασκευάζουµε µια ορθοκανονική βάση του V από τα v1, v2: 

 

( )1 1

2 1
2 2 1

1 1

1,1,2
T

T

T

= =

= −

u v

v u
u v u

u u

 

Υπολογίζουµε:  

 u1Tu1=||u1 ||2=6 και v2Tu1=1-2=-1.  

Άρα:  

 2

1 1
(1, 2, 2) (1,1,2) (7, 11, 2)

6 6
T T T= − + = −u  

Τα u1, u2 συνιστούν µια ορθογώνια βάση του V. Υπολογίζουµε επίσης:  

 ||u2|| = 
2 2 21 1 1 1 1

(7, 11, 2) (7, 11,2) (1,1, 2) 7 11 2 174
6 6 6 6 6

TT− = − = = + + =  

Κανονικοποιούµε:  

 

1
1

1

2
2

2

1
(1,1, 2)

6

1
(7, 11, 2)

174

T

T

= =

= = −

u

u

u

u

q

q
 

Η { q1, q2 } είναι η ζητούµενη ορθοκανονική βάση. 

γ) Το µητρώο Q=[ q1, q2 ] 
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1 7
1 1

1 11
6 174

2 2

Q = −

    
    
    
        

 

είναι προφανώς ορθογώνιο δηλ. ικανοποιεί την QTQ=I2.  

δ) Οι συνιστώσες του x ως προς τη βάση Β δίνονται από τον τύπο την προβολής Px του x επί του V ως προς 
αυτήν την ορθοκανονική βάση: 

 Px = QQTx = [ ] ( ) ( )1
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1

T
T T T T

T
x

 
= + = + 

 

q
q q x q q x q q x q q q x q

q  

Το P=QQT είναι το µητρώο προβολής. Οι συνιστώσες του x ως προς την Β είναι οι 1 1
Tq q  και 2 2

Tq q  που 
είναι οι προβολές του x επί των ορθοκανονικών διανυσµάτων q1 και q2 αντίστοιχα (||q1||=||q2||=1).  

ε) Υπολογίζουµε διαδοχικά:  

• Για x=(2, 1, 2)Τ : 

1 1

5 29
,

6 174
T T= =q x q x  και 

( ) ( )1 1 2 2

5 1 29 1
(1,1,2) (7, 11,2)

6 6 174 174
T T T TPx = + = × + × − =q x q q x q  

5 5
(1,1,2) (7, 11,2) (2, 1,2)

6 6
T T T= + − = − = x  

Αυτό ακριβώς σηµαίνει ότι x∈V. Επιβεβαιώνουµε: όντως τα x, v1, v2 είναι εξαρτηµένα αφού ισχύει x=v1+v2, 
εποµένως ανήκουν στον ίδιο χώρο V. 

• Για y=(-8,-4, 6)Τ :  

  1 10, 0T T= =q y q y   (ή και 1 10, 0T T= =v y v y ) 

δηλ. y┴V. Πράγµατι y∈N(ΑT), αφού εύκολα διαπιστώνουµε ότι το y επαληθεύει το σύστηµα:   

  ΑTy=0  (ή και το QTy=0) 

• Για x3=e1=(1, 0, 0)Τ :  

  1 1 1

1 7
,

6 174
T Tq e q x= =  και υπολογίζουµε: 

  ( ) ( )1 1 2 2

1 1 7 1
(1,1,2) (7, 11,2)

6 6 174 174
T T T TPx q x q q x q= + = + − =  

  
1 7

(1,1,2) (7, 11,2) (0.4483,  -0.2759,  0.4138)
6 174

T T T= + − ≃  
  □ 

 

3.4 Ορθογωνιότητα Θεμελιωδών χώρων 

 

Άσκηση 3-ΟΘ1 

Να εξετάσετε αν υπάρχει µητρώο Α για το οποίο (1,1,3)T∈R(A) και (1,3,-1)T∈N(A). 

Α̟.  

Είναι R(A)⊥N(A), ενώ (1,1,3) (1,3,-1)T = 1 ≠ 0. Άρα δεν υπάρχει τέτοιο µητρώο.  
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Άσκηση 3-ΟΘ2 

Εξετάστε αν µητρώο Α για το οποίο (1,0,0)T∈R(Α)∩N(A). 

Α̟.  

Αφού R(A)⊥N(A), θα έπρεπε να είναι (1,0,0) (1,0,0)T=0,  που δεν ισχύει, άρα  δεν υπάρχει τέτοιο µητρώο. 

Άσκηση 3-ΟΘ3 

∆ίνεται το διάνυσµα x=(5, 7, 8, 10)Τ και το µητρώο:  

 

1 5 6 1

2 7 3 1

1 1 4 2

A

 
 = − 
 − 

 

α) Ανήκει το x στο χώρο γραµµών R(A) του Α; 
β) Να θέσετε το x ως άθροισµα x=xr+xN, όπου x∈R(A), x∈Ν(A). Είναι τα xr, xN  µοναδικά; 

Α̟αντήσεις  

α) Για να είναι x∈R(A)  ⇔  rank([A; xΤ])=rank(A). Λαµβάνουµε:  

T

1 5 6 1 1 0 0 0

2 7 3 1 0 1 0 0
;

1 1 4 2 0 0 1 0

5 7 8 10 0 0 0 1

A x

   
   −     = → →     −
   
   

⋯ =Ι4  

Προφανώς rank([A; xΤ])=4≠rank(A)=3, δηλ. x∉R(A). Θα µπορούσαµε βέβαια να σταµατήσουµε στην 
κλιµακωτή µορφή U, διαπιστώνοντας ότι uii≠0, i=1,…,4.   

β) Ως γνωστόν ισχύει Ν(Α)=C(AT)┴, µε Ν(Α)∩C(AT)={0}, και R4=Ν(Α)⊕C(AT). H τελευταία σχέση 
σηµαίνει ότι το x∈R4 διασπάται µε µοναδικό τρό̟ο ως x=xr+xN, µε xr∈C(AT), xN∈Ν(A). Επίσης σηµαίνει 
ότι µια βάση του R4  δίνεται α̟ό την ένωση της βάσης Βr του C(AT) και της βάσης ΒN του Ν(A), δηλ. το 
B=Βr∪∪∪∪ΒN είναι βάση του R4. [* Θεµελιώδες Θ. Γρ. Άλγεβρας-µέρος 2, Θ.3.4.1 ]  
[Σηµ. Το ανάλογο συµβαίνει ως γνωστόν και για το χώρο R3:  ισχύει Ν(ΑT)=C(A)┴,  R3=Ν(ΑT)⊕C(A) και 
∀y∈R3: y=yc+yN  µε xc∈C(A), yN∈Ν(AT). Επιπλέον, αν Cc, CN βάσεις του C(A) και Ν(ΑT) αντίστοιχα, τότε 
το C=Cc ∪CN  είναι βάση του R3]  
Το τελευταίο σηµείο υπαγορεύει και τον τρόπο υπολογισµού των xr, xN ως:  (εδώ διατηρούµε τα ίδια σύµβολα 
για τα µητρώα των διανυσµάτων των βάσεων): 

x=By = Βryr+ΒNyN = xr+xN  (1) 

όπου y=[yr; yN] και yr,  yN  οι συνιστώσες του x επί των δύο βάσεων. Βρίσκουµε λοιπόν τις βάσεις Βr και ΒN. Η 
απαλοιφή στο Α δίνει:  

1 5 6 1 1 5 6 1 1 0 0 97 60

2 7 3 1 0 3 15 1 0 1 0 7 12

1 1 4 2 0 0 20 1 0 0 1 1 20

A

−     
     = − → − − − → →     
     − − −     

⋯  

Συνεπώς  

Br=[(1,5,6,1)T, (0,-3,-15,-1)T, (0,0,-20,1)T]  
 BN=[(97/15, -7/3, 1/5 ,0)T] 

δηλαδή:   

B = [Br BN] = [v1 v2 v3 w] = [(1,5,6,1)T, (0,-3,-15,-1)T, (0,0,-20,1)T, (97/15, -7/3, 1/5 ,0)T] 

Οι συνιστώσες ενός διανύσµατος x∈R4 ως προς τη βάση B, προκύπτουν από την λύση y του συστήµατος 
By=x. Για το δοθέν x και τη βάση Β που υπολογίσθηκε πιο πάνω, λαµβάνουµε εφαρµόζοντας απαλοιφή:   
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[ ]

1 5 2 10 3 1 30 4 3 1 0 20 19 178 285 27 19

0 19 2 50 3 5 2 1 3 0 1 50 3 5 19 2 57
|

0 5 2 10 3 193 30 11 3 0 0 20 19 2021 285 68 19

0 3 2 13 3 1 30 26 3 0 0 97 57 103 285 491 57

1 0 0 1234 1455 379 97

0 1 0 185 291 858 97

0 0 1 103 485 491 97

0 0 0 34

B x

− − −   
   
   → → →
   − − −
   

−   

−

−
→

−

−

[ ]4

1 0 0 0 2038 709

0 1 0 0 2720 337
|

0 0 1 0 2954 615

16 467 864 97 0 0 0 1 1706 1401

I y

−   
   −   → =
   
   

−   

 

Η (1) δίνει: 

 x = Βryr+ΒNyN    

  = [(-2038/709)v1+(-2720/337)v2+(2954/615)v3] + [(-1706/1401)w ] 

  = xr+xN  

και συνεπώς  τα xr, xN  έχουν πλήρως καθορισθεί. 

Άσκηση 3-ΟΘ4  
∆ίνεται το µητρώο A=[1 2 4 3; 2 3 8 5; 0 -4 -8 -4] και τα διανύσµατα y=(-8, -12, 16)Τ και ω=(16, -7, 6)Τ.  

(α) Ανήκουν τα y, ω στο χώρο στηλών του Α;  
(β) Να βρεθούν όλοι οι θεµελιώδεις χώρους του Α. 

(γ) Θεωρούµε την απεικόνιση TA: R(Α) → C(A), µε TA(u)=Au,  όπου u∈R(A). H TA είναι όπως είδαµε 
αµφιµονοσήµαντη και επί. Να βρεθεί ένα διάνυσµα v∈R(A) τέτοιο ώστε TA(v)=y. 
(δ) Να εκφρασθούν τα διανύσµατα y, ω ως αθροίσµατα y=yc+yN και ω=yc+yN, αντίστοιχα, όπου yc∈C(A) 
και yN∈Ν(AΤ). 
(ε) Να βρεθούν τα ορθογώνια συµπληρώµατα των χώρων C(A) και R(Α) και των στηλών του Α.  

Α̟αντήσεις 
(α) Μετατρέπουµε το [Α y] σε κλιµακωτή µορφή (παραλείπουµε τα ενδιάµεσα στάδια και τις πράξεις της 
απαλοιφής): 
 

 [Α y ω] → 

1 0 1 1 0 0

0 1 2 1 4 0

0 0 0 0 0 1

 
 − 
  

  (1) 

 

Είναι φανερό ότι η 5η στήλη είναι ελεύθερη και η 6η ανεξάρτητη, συνεπώς y∈C(A), ω∉C(A). 

(β)  Από την κλιµακωτή µορφή (1) προκύπτουν άµεσα οι εξής βάσεις για τους χώρους C(A), R(A) και N(A). 

R ={ (1, 2, 5, 3)Τ, (2, 3, 8, 5)Τ} 
 C ={ (1, 2, 0)Τ, (2, 3, -4)Τ} 
 Ν ={ (-1, -2, 1, 0)Τ, (-1, -1, 0, 1)Τ} 

Τέλος για τον N(AΤ) λαµβάνουµε:  

 [ΑΤ] → 

1 0 8

0 1 4

0 0 0

0 0 0

− 
 
 
 
 
 

 

απ’ όπου προκύπτει άµεσα µια ειδική λύση:  s=(8, -4, 1)T, δηλ. S={s}.   

(γ) Στη γενική λύση xπ =xµ+ xε ενός συστήµατος, είναι xµ∈R(A) και xε∈Ν(A). Συνεπώς, το ζητούµενο 
v∈R(A) είναι η µερική λύση xµ του συστήµατος Αx=y . Η κλιµακωτή µορφή του [Α y] βρέθηκε στο ερώτηµα 
(α), σχέση (1): 
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 [Α y] →

1 0 1 1 0

0 1 2 1 4

0 0 0 0 0

 
 − 
  

 

 
Συνεπώς: v=xµ=(0, -4, 0, 0)Τ. 

(δ) Αρκεί να λύσουµε τα συστήµατα [C S]x=y, [C S]z=ω. Τα συστήµατα έχουν κοινό µητρώο συντελεστών, 
εποµένως εκτελούµε απαλοιφή στο επαυξηµένο µητρώο [C S y ω]. Μεταβαίνουµε έτσι στο αναγµένο 
κλιµακωτό µητρώο:  
 

[C S y] →

1 0 0 0 2

0 1 0 4 1

0 0 1 0 2

 
 − − 
  

 

 
Άµεσα λαµβάνουµε τις λύσεις x=(0, -4, 0)T και z=(2, -1, 2)Τ. Συνεπώς, τα y και ω εκφράζονται ως προς τη 
βάση [C S] του R3 ως εξής:  
 

y  = [C S](0, -4, 0)T = -4(2, 3, -4)Τ  = yc 

ω = [C S](2, -1, 2)Τ = [2(1, 2, 0)Τ - (2, 3, -4)Τ]+ [2(8, -4, 1)Τ] = yc + yN 

 
Για το y θα µπορούσαµε να φθάσουµε πιο γρήγορα στο ίδιο συµπέρασµα: αφού από το ερώτηµα (α) είναι 
y∈C(A), έπεται yN=0, δηλ. y=yc. Αρκεί εποµένως να λύσουµε το σύστηµα Cx=y: 
 

[C y] →

1 0 0

0 1 4

0 0 1

 
 − 
  

 

 
απ’ όπου:  x=(0, -4)T, δηλ. y=-4(2, 3, -4)Τ. 
 

(ε) Τα ορθογώνια συµπληρώµατα C(A)┴ και Ν(Α) ┴ προφανώς δίνονται:  
 

 C(A)┴ = <S> (ευθεία στον R3)  
 R(Α) ┴ = <N> (επίπεδο στον R3, διάστασης 2) 
 (στήλες του Α)┴ = <S> 

Άσκηση 3-ΟΘ5 

α) (i) Ανήκει το διάνυσµα x=(3,-1,0,1)Τ στον υποχώρο V του R4, που παράγεται από τα v1 = (1,2,-1,2)T,  
v2=(3, 1,-1,4)T και v3=(4,-2,0,4) T ;  (ii) Βρείτε στη συνέχεια µια βάση του V. (iii) Βρείτε τέλος µια βάση του 
R4, η οποία να περιέχει τη βάση αυτή.  
β) (i) Πως βρίσκεται το ορθογώνιο συµπλήρωµα (V┴) του V; Να βρεθεί η διάσταση και µια βάση του,  και 
(ii) Να υπολογισθεί µια ορθοκανονική βάση του V┴. 

Α̟αντήσεις  
α) (i)-(ii) Για να ανήκει το x στο V, πρέπει και αρκεί να παράγεται από τους γεννήτορες του V ή ισοδύναµα 
το σύνολο V=[v1 v2 v3 x] να είναι γ.ε. Εξετάζουµε λοιπόν το ενδεχόµενο αυτό εκτελώντας απαλοιφή. 
Ταυτόχρονα εξετάζουµε κα το αν τα v1, v2, v3  αποτελούν βάση. Έχουµε λοιπόν τους µετασχηµατισµούς: 

 [V x] →

1 3 4 3 1 3 4 3 1 3 4 3 1 3 4 3

2 1 2 1 0 5 10 7 0 5 10 7 0 1 2 1

1 1 0 0 0 2 4 3 0 2 4 3 0 0 0 3

2 4 4 1 0 2 4 5 0 0 0 2 0 0 0 0

       
       − − − − − − − − − − −       → → →
       − −
       

− − − −       

 

Εποµένως τα v1,v2,v3 είναι γ.ε. και τα v1 v2 γ.α., άρα το σύνολο { v1, v2 }είναι βάση του V.  
Εξ’ άλλου, τα v1,v2, x  είναι προφανώς γ.α., εποµένως το x δεν ανήκει στο V.  

(iii) Για να βρούµε µια βάση του R4 που περιέχει τη βάση {v1, v2} του V, αρκεί να προσαρτήσουµε 
διανύσµατα της τυπικής βάσης του R4 και να εξετάσουµε τη γρ. ανεξαρτησία. Πράγµατι, παρατηρούµε εύκολα 
ότι το {v1,v2,v3,v2} είναι γ.α. και συνεπώς αποτελεί βάση του R4. 
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β) (i) Το ορθογώνιο συµπλήρωµα V┴ του V είναι ο αριστερός µηδενοχώρος του [v1 v2]: 

 V┴ = < v1,v2>┴ = C([v1 v2])┴ = Ν([v1 v2 ]Τ) 

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα 3.4.1 γνωρίζουµε:  

dim(V┴) = n - dim(C([v1 v2])) = 4 – rank([v1 v2]) = 4 – 2  = 2  

To Ν([v1 v2 ]Τ) βρίσκεται από την επίλυση του συστήµατος [v1 v2 ]Τx = [v1Τ; v2Τ]x=0, δηλ. του:  

   
1

2

1 2 1 2
0

3 1 1 4

x

x

−   
=  −   

  

Βρίσκουµε το µηδενοχώρο:  

 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 0 1 5 6 5

...
3 1 1 4 0 5 2 2 0 1 2 5 2 5

− − −     
→ → →     − − − −     

 

Εποµένως µια βάση του Ν([v1 v2 ]Τ) - άρα και τουV┴ - είναι η  

 Β = {u1 = (1/5, 2/5,  1, 0)Τ, u2 = (-6/5, -2/5, 0, 1)Τ}  

Είναι dim Ν([v1 v2 ]Τ)=2 και επιβεβαιώνουµε dim(V┴) = 2, όπως διαπιστώσαµε πιο πάνω. 
 
(ii) Από τη βάση Β του V┴ που βρέθηκε πιο πάνω, κατασκευάζουµε τώρα µια ορθοκανονική βάση Q µε τη 
µέθοδο Ορθοκανονικο̟οίησης Gram-Schmidt:  

 
1 1

2 1
2 2 1

1 1

1 2
 ,  , 1,  0

5 5
T

T

Τ
 = =  
 

= −

g u

u g
g u g

g g

  

Υπολογίζουµε:  

 g1Tg1=||g1||2=1/25 + 4/25 + 1 = 6/5  
 u2Tg1 = -6/25 - 4/25 = -2/5  

Άρα: 

 
( )

2

6 2 2 6 2 1
( , ,0,1) ( , , 0,1)

5 3

6 2 17 1
, , ,1 , , ,1 , , , 15

5 1 2 1 2
,  , 1,  0 ,  , 1,  0

5 5 6 5 5 5 5 5 5

1 2 1 4 1
17 4 5

5 15 5 15 3 15 15 3 15

T T

T T
T

g
Τ Τ

−
= − − = − −

− − − −

   − × × + × =   
   

   + + = − = × −   
   

 

Τα g1, g1 αποτελούν ορθογώνια βάση του V┴.  
Υπολογίζουµε επίσης:  

2 2 2 2

2

17 4 1 1 1
, , ,1 17, 4, 5, 15) 17 4 5 5

15 15 3 15 15

1
555

15

( 1

37

15

T

T− − = − = + + = = − + 
 

=

g

 

Τέλος, κανονικοποιούµε: 

( )

( ) ( )

1
1

1

2
2

2

5 1

6 30

1 1
, , , 15 , , , 15

1 2
,  , 1,  0 1,  2, 5,  0

5 5

15
17 4 5 17 4 5

37 15 37 15

T T

Τ
Τ

= =

= = − −

 × = × 
 

× − = × −

g

g

g

g

q

q
 

Η { q1, q2 } είναι η ζητούµενη ορθοκανονική βάση του V┴. 
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4 ΟΟΡΡΙΙΖΖΟΟΥΥΣΣΕΕΣΣ    

   
 

4.1 Υπολογισμός Οριζουσών και Ιδιότητες 

 

Άσκηση 4-Υ1  
Να υπολογιστεί η παρακάτω ορίζουσα: 

 

2 2

2 2

2 2

( )

( )

( )

a b c bc

b c a ca

c a b ab

+

+

+
 

Α̟.  
Εφαρµόζοντας τις ιδιότητες γραµµικότητας των οριζουσών έχουµε διαδοχικά: 

 

2 2

2 2

2 2

( )

( )

( )

a b c bc

b c a ca

c a b ab

+

+

+
 = 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

a b c bc bc a b c bc

b c a ca ca b c a ca

c a b ab ab c a b ab

+ + +

+ + = + +

+ + +

2

2

2

0

2

2

2

a bc bc

b ca ca

c ab ab
�������

 

 = 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

a a b c bc

b b c a ca

c c a b ab

+ +

+ +

+ +
 = (α2+b2+c2)

2

2

2

1

1

1

a bc

b ca

c ab
 = (α2+b2+c2)

2

2 2

2 2

1

0

0

a bc

b a ca bc

c a ab bc

− −

− −
 

 = -(α2+b2+c2)

2 2

2 2

b a ca bc

c a ab bc

− −

− −  = -(α2+b2+c2)
( )( ) ( )

( )( ) ( )

b a b a c b a

c a c a b c a

+ − − −

+ − − −  

 = -(α2+b2+c2) (b-α)(c-α)
b a c

c a b

+ −

+ −  = -(α2+b2+c2) (b-α)(c-α)
b a c c

c a b b

+ + −

+ + −  

 = -(α2+b2+c2) (α+b+c)(b-α)(c-α)
1

1

c

b

−

−  = -(α2+b2+c2)(α+b+c)(b-α)(c-α)(c-b) 

 = -(α2+b2+c2)(α+b+c)(α-b)(b-c)(c-α) 

Άσκηση 4-Υ2  
Να βρεθεί η γενική τιµή του θ η οποία ικανοποιεί την εξίσωση: 

 

2 2

2 2

2 2

1 sin cos 4sin 2

sin 1 cos 4sin 2

sin cos 1 4sin 2

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

+

+

+
 = 0 

Α̟.  
Αναπτύσσοντας την ορίζουσα και εφαρµόζοντας τις ιδιότητες της γραµµικότητας, έχουµε: 
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2 2

2 2

2 2

1 sin cos 4sin 2

sin 1 cos 4sin 2

sin cos 1 4sin 2

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

+

+

+
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 sin cos 4sin 2 cos 4sin 2

sin 1 cos 4sin 2 1 cos 4sin 2

sin cos 1 4sin 2 cos 1 4sin 2

θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ

+ + +

= + + + +

+ + + +
 

=

2

2

2

2 4sin 2 cos 4sin 2

2 4sin 2 1 cos 4sin 2

2 4sin 2 cos 1 4sin 2

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

+

+ +

+ +
  

= (2 + 4sin2θ)

2

2

2

1 cos 4sin 2

1 1 cos 4sin 2

1 cos 1 4sin 2

θ θ
θ θ

θ θ
+

+
 = 

 = 2(1 + 2sin2θ)

2

1

1 cos 4sin 2

0 1 0

0 0 1

θ θ

���������

 = 2(1 + 2sin2θ) 

Άρα η αρχική εξίσωση γίνεται: 

 2(1 + 2sin2θ) = 0 ⇒ 1 + 2sin2θ = 0 ⇒ 

sin2θ = -
1

2 ⇒ sin2θ = sin 6

π − 
   ⇒ 

2 2
6

2 2
6

k

k

π
θ π

π
θ π π

 = − +


  = − − +   

, k = 0,±1,±2,… ⇒ 
12

7

12

k

k

π
θ π

π
θ π

 = − +

 = +


, k = 0,±1,±2,…  

Άσκηση 4-Υ3 

Έστω το µητρώο V: 
 

 























=

−−− 11
2

1
1

22
2

2
1

21

2

111

n
n

nn

n

n

xxx

xxx

xxx

V

…

⋮⋮⋮

…

…

…

 

Να δειχθεί ότι det(V)=
∏

≤<≤

−
nij

ji xx
1

)(
  

Α̟. 
Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή ως προς n. Για n=2 είναι: 

D2 = det(V2) = 12
21

11
xx

xx
−=  

και προφανώς ισχύει.   

Αν από κάθε γραµµή i=n,…,2 αφαιρέσουµε την προηγούµενη της επί x1 (δηλ. εφαρµόσουµε τους σ.µ.γ. ri=ri- 
x1ri-1), παίρνουµε   
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111312

1
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1

)())((                        
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0
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)det(

−

−−

−

−−−=
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==
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n
n
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n
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n

nn

Dxxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxx

VD

…

…

⋮⋮⋮

…

…

…

 (4.2.5) 

Αν υποθέσουµε ότι η ζητούµενη σχέση ισχύει για n=k-1, τότε, λόγω της (1), ισχύει προφανώς και για n=k. H 
Dn λέγεται ορίζουσα του Vandermonde. 

Άσκηση 4-Υ4  

Να δειχτούν οι ακόλουθες ισότητες για τις παρακάτω n×n ορίζουσες: 

  (i) 

1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1

0 -1 1 1 1

1 1

0 0 0 -1 1

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

=2n-1   (ii) 

2

2

2

2

1 0 0

1 0

 0 1 0

0 0 0 1

x x

x x x

x x

x

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 = 1 + x2 +…+x2n 

Α̟.  
 (i)  Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο της επαγωγής. Εξετάζουµε αρχικά αν ισχύει η σχέση για n=1. Είναι 
|1|=1=21-1, άρα ισχύει. Έστω ότι η σχέση ισχύει για n=k, δηλαδή 

 

1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1

0 -1 1 1 1

1 1

0 0 0 -1 1
k

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯
�����������

 = 2k-1   (1)  

Θα δείξουµε ότι ισχύει για n=k+1, δηλαδή 

 

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1
k+

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������

 = 2k-1+1 = 2k 

Έχουµε: 

 

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1
k+

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������

 = 

1

1 1 1 1 1 1

0 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1
k+

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������

 = 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 0 1 1
k

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
�����������

  

  = 
 
2⋅2k-1 = 2k 

Εποµένως η ισότητα ισχύει για κάθε n∈N. 

(ii) Εξετάζουµε αν η σχέση ισχύει για n=1. Για n=1 είναι |1+x2| = 1+x2, άρα ισχύει. Έστω ότι ισχύει για 
n=k, δηλαδή 
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2

2

2

2

1

1 0 0

1 0

0 1 0

0 0 0 1
k

x x

x x x

x x

x
+

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
���������������

 =  1 + x2 + … + x2n  (2) 

Θα δείξουµε ότι η σχέση ισχύει για n=k+1, δηλαδή 

 

2

2

2

2

2

1

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1
k

x x

x x x

x x

x x

x x
+

+

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������������

 = 1 + x2 + … + x2(k+1) 

Έχουµε 

 

2

2

2

2

2

1

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1
k

x x

x x x

x x

x x
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+

+

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������������

 

 =(1 + x2)

2

2

2
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0 0 0 1
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x x x

x x
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+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
���������������

 -x 

2

2

2
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0 1 0
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0 0 0 1
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x x

x x

x x
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+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
�������������

   

 = (1 + x2)

2

2

2

2

1 0 0

1 0

0 1 0

0 0 0 1
k

x x

x x x

x x

x

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
���������������

2

2

2

2

1

1 0 0

1

0

0 0 0 1
k

x x

x x x

x x

x

x
−

+

+

−

+

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮

⋯
�������������

  

 = (1 + x2)(1 + x2 + . . . + x2k) - x2( 1 + x2 + . . . + x2k-2 )  
 = 1 + x2 + x2 + x4 + . . . +x2k+x2k+2 - x2 - x4 - . . . x2k  

= 1 + x2 + x4 + x6 + . . . + x2k + x2k+2 =1+ x2 + . . . + x2(k+1)  

Εποµένως η ισότητα ισχύει για κάθε n∈N. 

Άσκηση 4-Υ5  

Έστω An τo n×n µητρώο 
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 An =

-2 4 0 0 0 0

1 -2 4 0 0 0

0 1 -2 4 0 0

0 0 0 0 1 -2 4

0 0 0 0 1 -2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

Να δειχθεί ότι (α) detAn=0 όταν n=3k-1 και (β) να υπολογισθεί η detAn όταν n=3k. 

Α̟.  
Αναλύοντας την detAn ως προς την πρώτη γραµµή και στη συνέχεια ως προς την πρώτη στήλη, λαµβάνουµε: 
 

  detAn 

-2 4 0 0 1 4 0 0 0

1 -2 4 0 0 -2 4 0 0
2 4

0 0 0 -2 0 0 0 0 0 0

= − − =

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 =-2|An-1|-4 

-2 4 0

0 0 0

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
 = -2|An-1|-4|An-2| ⇒  

 |An| = -2|An-1|-4|An-2|  (1) 

Από την (1) υπολογίζουµε την detAn για τις παρακάτω τιµές του n: 

• n = 3: detA3 = -2detA2 -4detA1 = 0 + 8 = 8 
• n = 4: detA4 = -2detA3 -4detA2 = 4detA2 + 8detA1 – 4detA2 = 8detA1 = -16 
• n = 5: detA5 = -2detA4 -4detA3 = -164detA1 + 8detA2 + 16detA1 = 0 

α) Εφαρµόζοντας επαγωγή, για n=5 λαµβάνουµε: 

 detA5 = -2detA4 - 4detA3 = 32 - 32 = 0  

Θεωρώντας ότι ισχύει η σχέση για n=k, δηλ. detA3k-1 = 0, δείχνουµε ότι ισχύει και για n=k+1: 

   detA3k+2 = -2detA3k+1 - 4detA3k = -2(-2detA3k - 4detA3k-1) - 4detA3k 

  = 4detA3k + 8detA3k-1 - 4detA3k = 8detA3k-1 = 0 

Συνεπώς ισχύει detAn = 0 για n=3k-1. 

β) Εχουµε: 

 detA3k = -2detA3k-1 - 4detA3k-2 =  

 = -2(-2detA3k-2 - 4detA3k-3) - 4detA3k-2 = …= 8detA3k-3 

Από την σχέση detA3k = 8detA3k-3, για διαδοχικές τιµές του k παίρνουµε τις παρακάτω σχέσεις : 

 6 3det 8detA A= , 9 6det 8detA A= , 3 -3 3 -6det 8detk kA A= , …, 3 3 -3det 8detk kA A=   

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη: 

 detA6 detA9 … detA3k-3 detA3k-2 = 8detA3 8detA6 … 8detA3k-6 8detA3k-3 ⇒⇒⇒⇒    

 detA3k = 8k-1detA3 = 8k-18 ⇒ detA3k = 8k 

Άσκηση 4-Υ6  

Έστω ότι η απεικόνιση D: Mn(R)→R είναι τέτοια ώστε D(A)D(B) = D(AB), για όλα τα µητρώα A, 
B∈Mn(R).  
(α) Να δειχθεί ότι είτε D(A)=0 για όλα τα A∈Mn(R)  ή D(In)=1. Στη δεύτερη περίπτωση, να δειχθεί ότι 
D(A)≠0  όταν το A είναι αντιστρέψιµο. 
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(β) Επίσης, αν n=2, και υποθέσουµε επιπλέον ότι 
0 1 1 0

1 0 0 1
D D

   
≠   

   
, να δειχθούν τα εξής: 

(i) D(0)=0, (ii) D(A)=0 αν A2=0, (iii) D(B)=-D(A) αν το B προκύπτει µε εναλλαγή των γραµµών (ή στηλών) 
του  Α. 

Α̟.  

α) Η σχέση D(A)D(B) = D(AB),  ισχύει για όλα τα A,B∈Mn(R), άρα ισχύει και για B=In αφού In∈Mn(R). 
Εποµένως:  
 
 D(A)D(In) = D(AIn) = D(A) ⇒ 
 D(A)D(In) - D(A) = 0 ⇒ D(A)(D(In)-1) = 0   
 

και άρα είτε D(A)=0 για κάθε A∈Mn(R), είτε D(In)=1.  Αν D(In) = 1 και το Α είναι αντιστρέψιµο, έχουµε : 
 
 D(AA-1) = 1  ⇒  D(A) D(A-1) = 1  ⇒  D(A) ≠ 0.  
 
β) (i) Οπως δείξαµε παραπάνω, αν το A είναι αντιστρέψιµο τότε D(A) ≠ 0, εποµένως αν ένα µητρώο B δεν 
είναι αντιστρέψιµο, ισχύει D(B) = 0. Οµως,  επειδή δεν υπάρχει µητρώο C∈Mn(R) τέτοιο ώστε C0 = 0C = In, 
έπεται ότι το 2×2 µηδενικό µητρώο 0 δεν είναι αντιστρέψιµο. Αρα η ορίζουσά του είναι ίση µε 0, δηλαδή 
D(0)=0. 

(ii)  Θέτοντας B=A στη σχέση  D(A)D(B)=D(AB)  έχουµε      

  D(A) D(A) = D(AA) ⇒ (D(A))2 = D(A2)  (1) 

Επειδή όµως 
2 0A = , λόγω του (i) είναι 

2( ) 0D A = . Εποµένως από την (1) προκύπτει  

 (D(A))2 = 0 ⇒ D(A) = 0 

 (iii)  Έστω 
1 2

3 4

a a
A

a a

 
=  

 
 και 

3 4

1 2

a a
B

a a

 
=  

 
, που προκύπτει µε εναλλαγή των γραµµών του A. Εχουµε τότε  

 D(B)=
3 4

1 2

a a

a a = α3α2 – α4α1 = - (α1α4 – α2α3)= -
1 2

3 4

a a

a a  = -D(A) 

Όµοια δείχνουµε ότι D(B)=-D(A) και στην περίπτωση που το µητρώο B προκύπτει µε εναλλαγή στηλών του 
A.  

Άσκηση 4-Υ7  
Έστω Αn το µητρώο µε aij =| i – j |. Να δειχθεί ότι detΑn=(-1)n-1(n-1)2n-2. 

Α̟.  
Το µητρώο Α είνα:  

 

11 12 1

21 22 2

1 2

... 0 1 2 ... -1

...  1 0 1 ... - 2

... ...

... -1 - 2 - 3 ... 0

n

n

n n n

a a a n

a a a n
A

a a a n n nν

   
   
   = =
   
   

  

 

Αφαιρούµε κάθε στήλη από την προηγούµενή της και έχουµε: 

 

-1   -1 -1 ...  -1 -1

0 1 2 ... -1 1 -1 -1 ... -1 - 2

1 0 1 ... - 2 1 1 -1 ... -1 -3

... ...

-1 - 2 -3 ... 0  1  1  1 ... -1   1   

1  1 1 ...   1     0

n

n n

n n

n n n

=  
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Προσθέτουµε την πρώτη σειρά σε όλες τις επόµενες, οπότε προκύπτει τριγωνικό µητρώο : 

 = 

-1    -1 -1 ...  -1   -1

  0   -2 -2 ... -2 2 -3

  0   0 -2 ... -2 2 - 4

...

  0 0 0 ... -2        

  0    0   0 ...   0 -1  

n

n

n

n

n

 

 = (-1)(-2)n-2 (n-1) = (-1)[(-1)2]n-2 (n-1) = (-1)n-12n-2 (n-1)  

Άσκηση 4-Υ8  
Να δείξετε ότι:     

   

1 1 1 1

1 0 0 0

 1 1 0 0

1

1 1 1 1

x

x

x

x

x

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

= (x-1) {(x-1)n-2 + xn-1 + xn-3} 

Α̟.  
Φέρνουµε την ορίζουσα σε απλούστερη µορφή εφαρµόζοντας µετασχηµατισµούς γραµµών: 

 

1 1 1 1 -1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0

 1 1 0 0 1 1 0 0

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

x x x

x x

x x

x x

x x

−

=

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

 

 = (x-1)

1 0 0 0 1

1 0 0 0

 1 1 0 0

1

1 1 1 1

x

x

x

x

−⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

 = (x-1)

1 0 0 0 -1 1

1 0 0 0 1

 1 1 0 0 1

1 1 1

1 1 1 1 1

x

x

x

x

+

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋯

   

 = (x-1)

1 0 0 0 0

1 0 0 1

 1 1 0 1

1 2

1 1 1 1 1

x

x

x

x +

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋯

 = (x-1)

x 0 0 1

1 x 0 1

x 2

1 1 1 x 1+

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋯

  

 = (x-1) 

0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 0 0

1 1

1 1 1 1 1 1 1

x x

x x

x x

x

 
 
 +
 
 
  

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

 

 = (x-1) 

-1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

1 1

0 1 1 1 1 1 1

x x

x x

x x

x

 
 
 +
 
 
  

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

 

 =  (x-1){(x-1)n-2 + xn-1(x2-1)}  
=  (x-1) {(x-1)n-2 + xn-1 + xn-3} 
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Άσκηση 4-Y9 

∆ίνεται το µητρώο  

 


















−

−−
=

1116

0221

0422

0032

A  

Να υπολογισθεί η ορίζουσα του Α, χωρίς χρήση αλγεβρικών συµπληρωµάτων. 

Α̟.  
Μετατρέπουµε το Α σε κάτω τριγωνικό (αφού δεν απέχει πολύ από το να είναι) και έχουµε:  

 Α=

2 3 0 0 2 3 0 0 0 0 0 0

2 2 4 0 4 6 0 0 4 6 0 0

1 2 2 0 1 2 2 0 1 2 2 0

6 1 1 1 6 1 1 1 6 1 1 1

L
− − − − −

→ → =

− − −

     
     
     
     
     
     

 

Είναι det(A)=det(L)=0, διότι το κάτω τριγωνικό L έχει ένα µηδενικό διαγώνιο στοιχείο. 

 

4.2 Αντιστρεψιμότητα και Προσαρτημένα Μητρώα 

 

Άσκηση 4-A1  
Να καθοριστούν ποιά από τα επόµενα µητρώα είναι αντιστρέψιµα: 

   (i)  

2 1 3

1 -1 2

4 5 -2

 
 
 
 
 

      (ii)  

-1 1 1

2 0 1

1 3 5

 
 
 
 
 

      (iii)  

1 0 2

-1 1 1

2 -1 1

 
 
 
 
 

  

Α̟.  
Για να είναι ένα µητρώο αντιστρέψιµο πρέπει να έχει ορίζουσα διάφορη του 0. Εφαρµόζουµε: 

 (i)  

2 1 3 3 0 5
3 5

1 -1 2 1 -1 2
9 8

4 5 -2 9 0 8

= = −  = - (24 - 35) = 21 0≠  

Άρα το µητρώο είναι αντιστρέψιµο. 

 (ii)  

-1 1 1 -1 1 1
2 1

2 0 1 2 0 1
4 2

1 3 5 4 0 2

= = −  = - (4 - 4) = 0 

Άρα το µητρώο είναι ιδιάζον. 

 (iii)  

1 0 2 1 0 2
1 2

-1 1 1 -1 1 1
1 2

2 -1 1 1 0 2

= =  = 0 

Άρα το µητρώο είναι ιδιάζον. 

Άσκηση 4-A2  
Καθορίστε αν τα επόµενα συστήµατα οµογενών εξισώσεων έχουν µη-τετριµένες λύσεις. 



-94- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

 (i)        x + 2y - z = 0          (ii)      x - 2y - z = 0 
        -2x + y + 2z = 0             -2x +  y + 2z = 0 
           x - y  + z = 0                    x - y - z = 0 

Α̟.  
(i) Η ορίζουσα του µητρώου συντελεστών είναι        

 D = 

1 2 1

2 1 2

1 1 1

−

−

−
 = 10 ≠ 0. 

Άρα το σύστηµα έχει µόνον την τετριµένη λύση. 

(ii)         D=

1 2 1

2 1 2

1 1 1

− −

−

− −
=1+2⋅0-1=0. 

Άρα το σύστηµα έχει µη τετριµένη λύση (άπειρες λύσεις). 

Άσκηση 4-A3  

Με χρήση οριζουσών, δείξτε ότι αν k ≠ 1 υπάρχει πάντα µία λύση του συστήµατος 

2x - y  - z = 6 
x - 2y  + z = p 
x + ky - 2z = p2 

για οποιεσδήποτε τιµές του p και για  σταθερό p η λύση είναι µοναδική. Να βρεθεί η λύση όταν k=2, p=1. 
∆είξτε ότι αν k=1, υπάρχουν ακριβώς 2 τιµές του p για τις οποίες το σύστηµα έχει λύσεις. Στη συνέχεια, να 
βρεθούν αυτές οι τιµές και να λυθεί το σύστηµα πλήρως σε κάθε περίπτωση. 

Α̟.  
Λαµβάνουµε την ορίζουσα των συντελεστών: 

D = 

2 -1 -1

1 -2 1

1 -2k
=2(4-k)+(-2-1)-(k+2)=8-2k-3-k-2 = -3k+3 = -3(k-1). 

Για k≠1 είναι D≠0, και το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Για k=2, p=1 το σύστηµα γίνεται 

 2x - y - z = 6 
 x - 2y + z = 1 
 x + 2y - 2z = 1 

Λαµβάνουµε τις ορίζουσες: 

 

2 1 1

det( ) 1 2 1 3,

1 2 2

6 1 1 2 6 1 2 1 6

1 2 1 5,   1 1 1 12,   1 2 1 16

1 2 2 1 1 2 1 2 1
x y z

D A

D D D

− −

= = − = −

−

− − −

= − = = = = − =

− −

 

Συνεπώς η λύση του συστήµατος είναι: x =Dx/D = -5/3,  y = x = Dy/D = -4, z = Dz/D = -16/3. 

Αν k=1, το σύστηµα γίνεται 

 2x - y - z = 6 
 x - 2y + z = p 
  x + y - 2z = p2       

Είναι ήδη D=0. Για να υπάρχει λύση (άπειρες λύσεις), θα πρέπει Dx=Dy=Dz=0. Υπολογίζουµε τις ορίζουσες: 
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 Dx = 
2

6 -1 -1

-2 1

1 -2

p

p
 = 6(4 - 1) + (-2p - p2) - (p + 2p2)  

  = 18 - 2p -p2 – p - 2p2  = -3p2 - 3p + 18 

 Dy = 
2

2 6 -1

1 1

1 -2

p

p
 = 2(-2p - p2 ) - 6(-2 - 1) - (p2  - p)  

  = -4p - 2p2 + 18 - p2 + p = -3p2 - 3p + 18 

 Dz = 
2

2 -1 6

1 -2

1 1

p

p
 = 2(-2p2 - p) + (p2 - p) + 6(1+2)  

  = -3p2 - 3p + 18  

Οι ρίζες του τριωνύµου 3p2 + 3p - 18 = 0 είναι p1 =-3 και p2 = 2. Άρα για k=1 και p = -3 ή 2, το δοθέν 
σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. 

Λύνουµε τώρα το σύστηµα για k=1 και p=-3 εφαρµόζοντας απαλοιφή: 

















−

−

→
















−

−

→

→
















−

−−

→
















−−

−−

→
















−

−−

−−

→
















−

−−

−−

0000

4110

5101

0000

4110

10202

0000

4110

6112

0000

62/32/30

6112

62/32/30

62/32/30

6112

9211

3121

6112

 

Η λύση του µηδενοχώρου είναι xε=(1, 1, 1)Τ και η µερική λύση xµ=(5,  4, 0)Τ. Άρα η πλήρης λύση είναι:  

 xπ = (5,  4, 0)Τ + α(1, 1, 1)Τ, α∈R 

Για p=2 η απαλοιφή δίνει για το διάνυσµα του β’ µέλους:  

(6, 2, 4) → (6, -1, 1) → (6, -1, 0) → (6,  2/3, 0) → (10/3,  2/3, 0)       

Η µερική λύση τώρ είναι xµ=(10/3, 2/3, 0)Τ και η πλήρης λύση:  

 xπ = (10/3, 2/3, 0)Τ + α(1, 1, 1)Τ, α∈R 

 

Άσκηση 4-A4  
Για ποιές τιµές του k το επόµενο σύστηµα έχει (i) καµιά λύση, (ii) µια µοναδική λύση και (iii) περισσότερες 
από µια λύσεις; 

           x + (k+2)y + 2z = 2 
 (k2+1)x + 2(k+2)y +  4z = 4k 
          3x + 9y + 3(k+1)z = 6k 

Α̟.  
Εφαρµόζοντας τις ιδιότητες της γραµικότητας έχουµε:    

2

2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 0 0

 1 2( 2) 4 2 2 2 2

3 9 3( 1) 3 9 3( 1) 3 9 3( 1)

k k k

D k k k k k k

k k k

+ + −

= + + = + = +

+ + +
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2 2

2 2 2

2 2

1 0 0 1 0 0

2 3 2 3(1 )[ ( 1) 4 6 ]

3 3(2 3 ) 3( 1) 1 2 3 1

3(1 )( 7 4)

k k

k k k k k k k k

k k k k

k k k

− −

= = = − + − +

− + − +

= − + −

  

Εποµένως D=0 όταν k=1, k=-1 και k=(-7±√65)/2. Υπολογίζουµε και τις ορίζουσες: 

 

2 2

2 2 2 2 2 0 0 1 0 0

4 2 ( 2) 4 4 2 ( 2) 4 12 2 2 2

6 9 3 ( 1) 6 9 3 ( 1) 2 3  1

    12(1 )[ 3 2 6] 12(1 )( 3 4)

x

k k k

D k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

+ − −

= + = + = +

+ + +

= − + + − = − + −

  

Είναι Dx=0 όταν k=1 και k=(-3+5)/2=1, k=(-3-5)/2=-4, δηλ. για k=1 και k=-4. 

 

2 2 2

2

1 2 2 1 2 2 1 2 2

4 4 3 4 4 3 4 4

3 6 3 ( 1) 1 2  1 0 0  1

     3( 1)(4 2 ) 6 ( 1)(2 )

yD k k k k k k

k k k k

k k k k k k

= = =

+ + +

= + − = + −

  

Είναι Dy=0 όταν k=-1 και k=2. 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1 2 2 1 2 1 0 1 1

1 2 ( 2) 4 3 2 1 2 ( 2) 2 6 1 2 ( 1) 0

3 9 6 1 3 1 3

0 1 1 0 1 0

    6( 1) 1 2 0 6( 1) 1 2 2 6( 1) [( 1)(3 ) 2]

1 3 1 3 3

    6( 1) ( 4 1) 6( 1) ( 4 1)

z

k k k k

D k k k k k k k k

k k k

k k k k k k k

k k

k k k k k k

+ + − −

= + + = × + + = − −

−

= − + = − + = − − + + −

+

= − − + + = − − + +

  

Εποµένως D=0 όταν k=1, k=-1 και k=(-7±√65)/2. Υπολογίζουµε και τις ορίζουσες: 

Είναι Dx=0 όταν k=1 και k=(-3+5)/2=1, k=(-3-5)/2=-4, δηλ. όταν k=1 και k=-4. 
Είναι Dy=0 όταν k=-1 και k=2. 
Είναι Dz=0 όταν k=1 και k=(-4±√12)/2, ή k=(-2±2√3)/2=-1±√3. 

Συνεπώς:  

• Όταν k=1 είναι D=D=Dy=Dz=0, άρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.  
• Όταν k=-1 είναι D=Dy=0 και Dx,Dz≠0. Επίσης, όταν k=(-7±√65)/2 είναι Dx, Dy , Dz ≠ 0. Εποµένως για  

k=-1 και k=(-7±√65)/2, δεν υπάρχει καµία λύση.  
• Για όλες τις υπόλοιπες τιµές του k το σύστηµα έχει µία µοναδική λύση. 

Άσκηση 4-A5  
Για ποιές τιµές του t το παρακάτω µητρώο είναι ιδιάζον; Για όλες τις άλλες τιµές του t, ποιό είναι το 
αντίστροφο; 

 Α = 

1 0

0 1   1

0 1

t

t

 
 − 
  

  

Α̟.  
Το µητρώο είναι ιδιάζον όταν det(A)=0. Eίναι:  
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2

1 0

det( ) 0 1 1 1

0 1

t

A t

t

= − = −  

Συνεπώς για τις τιµές t =±1 το Α είναι ιδιάζον. Για όλες τις άλλες τιµές του t  το Α  έχει αντίστροφο. Το 
υπολογίζουµε µε τη µέθοδο του προσαρτηµένου:  

 A-1=
1

det( )A adj(A) 

  adj(A) = 

1 1 0 0
 

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 1 0
  

1 1 0 1

0 1 1 1
 

0 0 0 1

t t

t t

t t

t t

 − 
− − 

 −
 − −

− 
 
 −  

 = 
2

1

 1 1

 1

t t

t

t t

− − 
 − 
 − 

 

Άρα για t∈R-{1, -1} ισχύει : 

 A-1= 2
2

1
1

1 1
1  

1

t t

t
t

t t

− − 
 ⋅ − −
 − 

  

Άσκηση 4-A6  
Αφού δείξετε ότι οι παρακάτω πίνακες είναι αντιστρέψιµοι, βρείτε στη συνέχεια τους αντίστροφους των. 

  (i)   Α = 

2 3 2

6 0 3

4 1 1

− 
 
 
 − 

     (ii)   Β = 

1 2 3

1 3 5

1 5 12

 
 
 
 
 

 

Α̟.  
(i)  Εξετάζουµε την ορίζουσα του Α. Είναι  

 det(A)= 

2 3 2 0 3 3 0 0 3

6 0 3 6 0 3 6 3 3 3(12 12) 72 0

4 1 1 4 1 1 4 2 1

−

= = − = + + = ≠

− − −
  

άρα το Α είναι αντιστρέψιµο. Υπολογίζουµε στη συνέχεια το Α-1 µε τη µέθοδο του προσαρτηµένου: 

 adjA = CT = 

0 3 3 2 3 2

1 1 1 1 0 3

6 3 2 2 2 2

4 1 4 1 6 3

6 0 2 3 2 3

4 1 4 1 6 0

 
+ − + 

− − 
 − −
 − + −

− − 
 

− − − + − + 
 

 

Από τη σχέση A-1 = det

adjA

A  έχουµε: 

A-1 = 

3 5 9
1

18 6 18
72

6 14 18

− 
 − 
 − 

=

1 24 5 72 1 8

1 4 1 12 1 4

1 12 7 36 1 4

− 
 − 
 − 
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(ii) Οπως και παραπάνω βρίσκουµε την ορίζουσα  

 

1 2 3 1 2 3

1 3 5 0 1 2 3 0

1 5 12 0 3 9

= = ≠  

Άρα υπάρχει το αντίστροφο του Β. Βρίσκουµε το προσαρτηµένο µητρώο: 

 adjΒ = CT = 

3 5 2 3 2 3

5 12 5 12 3 5

1 5 1 3 1 3

1 12 1 12 1 5

1 3 1 2 1 2

1 5 1 5 1 3

 
+ − + 

 
 
 − + −
 
 
 + − + 
 

=

11 9 1

7 9 2

2 3 1

− 
 − − 
 − 

 

Τελικά υπολογίζουµε: 

 Β-1 = det

adjB

B  = 

11 133 311 9 1
1 7 27 9 2 33 33

2 3 1 2 113 3

 −−   
   − − = − −   
 −     − 

 

Άσκηση 4-A7 

Να επιλυθούν τα επόµενα συστήµατα, µε χρήση της µεθόδου Cramer. Να επαληθεύσετε στη συνέχεια τα 
αποτελέσµατα υπολογίζοντας το αντιστρόφο του µητρώου συντελεστών του συστήµατος µέσω του 
προσηρτηµένου µητρώου.  

 (α) x – y + 2z = 1 (β) 2x +  3y - 5z = 4 
  2x + y + z = 2  x +  7y - 2z = 1 
  x - 3y + z = 1  5x - 11y + 2z = -2 

Α̟.  
Με τη µέθοδο Cramer η λύση ενός γραµµικού συστήµατος Αx = b  συστήµατος υπολογίζεται από τους 
τύπους: 

 
i

i

detA

detA
=x , i = 1,2, …,n 

όπου το Ai προκύπτει µε αντικατάσταση της i στήλης του Α από το διάνυσµα b.  

α)  Tο σύστηµα σε µορφή µητρώων γράφεται: 

 Ax = b ή 

1 1 2

2 1 1

1 3 1

− 
 
 
 − 

1

2

1

x

y

z

   
   =   
   
   

 

Η ορίζουσα του Α είναι 

 

1 1 2 1 1 2

2 1 1 0 3 3 9 0

1 3 1 0 2 1

− −

= − = − ≠

− − −
 

Το Α είναι αντιστρέψιµο, συνεπώς το σύστηµα έχει µια µοναδική λύση. Εφαρµόζουµε τους τύπους του Cramer: 

 

1 1 2
1

2 1 1 1
9

1 3 1

x

−

= − − =

−
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1 1 2
1

2 2 1 0
9

1 1 1

y = − − =  

 

1 1 1
1

2 1 2 0
9

1 3 1

z

−

= − − =

−
 

Επαληθεύουµε, βρίσκοντας το αντίστροφο µητρώο Α-1, οπότε η λύση του συστήµατος υπολογίζεται από τη 
σχέση x =A-1b. Υπολογίζουµε το προσαρτηµένο µητρώο του Α: 

 adjA = CT = 

1 1 1 2 1 2

3 1 3 1 1 1

2 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1

2 1 1 1 1 1

1 3 1 3 2 1

 − − 
+ − + 

− − 
 
 − + −
 
 

− − + − + − − 

=

4 5 3

1 1 3

7 2 3

− − 
 − − 
 − + 

 

Εφαρµόζοντας τη σχέση A-1 = det

adjA

A  έχουµε 

 A-1 = -

4 5 3
1

1 1 3
9

7 2 3

− − 
 − − 
 − + 

 

Αντικαθιστώντας έχουµε  

 x = A-1b  ⇒  
1

9

x

y

z

 
  = − 
 
 

4 5 3

1 1 3

7 2 3

− − 
 − − 
 − + 

1 1

2 0

1 0

   
   =   
   
   

 

β)  Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία έχουµε: 

 Αx = b ⇔⇔⇔⇔ 

2 3 5

1 7 2

5 11 2

− 
 − 
 − 

4

1

-2

x

y

z

   
   =   
   
   

 

H ορίζουσα του Α είναι det(A) = 178 ≠ 0, οπότε το Α είναι αντιστρέψιµο, και άρα το σύστηµα έχει µια 
µοναδική λύση. Εφαρµόζοντας τους τύπους του Cramer: 

 

4 3 5
1 1

det 1 7 2
178 178

2 11 2

x

− 
 = − = 
 − − 

(56 + 12 + 55 - 70 - 88 - 6) = -
41

178  

 

2 4 5
1 1

det 1 1 2
178 178

5 2 2

y

− 
 = − = 
 − 

(4 – 40 + 10 + 25 - 8 -8) = - 
17

178  

 

2 3 4
1 1

det 1 7 1
178 178

5 11 2

z

 
 = = 
 − − 

(-28 + 15 – 44 –140 + 22 + 6) = - 
169

178  

Επαληθεύοντας, υπολογίζουµε το προσαρτηµένο µητρώο του Α: 
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adjA = CT = 

7 2 3 5 3 5

11 2 11 2 7 2

1 2 11 2 5

5 2 5 2 1 2

1 7 2 3 2 3

5 11 5 11 1 7

 − − − 
+ − + 

− − − 
 − − −
 − + −

− 
 
 + − + − 

=

8 49 29

12 29 1

46 37 11

− + 
 − − 
 − 

 

Από την A-1  = det

adjA

A  βρίσκουµε: 

 A-1  = 

8 49 29
1

12 29 1
178

46 37 11

− 
 − − 
 − 

 

Αντικαθιστώντας παίρνουµε: 

 x=Α-1b ⇒ 

8 49 29
1

12 29 11
178

46 37 11

x

y

z

−   
   = − −   
   −   

4

1

2

 
 
 
 − 

=

41
1

17
178

169

− 
 − 
 − 

 

Άσκηση 4-A8  

Αν Α είναι ένα n×n µητρώο, να δειχθεί ότι det(adjA)=(detA)n-1. 

Α̟.  
Από τον τύπο των αλγεβρικών συµπληρωµάτων, για j=1, 2,…,n η ορίζουσα του Α δίνεται: 

 
1

n

ij ik
i

a c
=
∑  = detA , 

όπου cik το αλγεβρικό συµπλήρωµα του στοιχείου αik. Επιπλέον, για κάθε k≠j ισχύει: 

 

11 1 1 1

21 2 2 2

1

1

0
                    

j j n

n
j j n

ij ik
i

n nj nj nn

a a a a

a a a a
a c

a a a a

=

= =∑

… … …

… … …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

… … …

 

Συνδυάζοντας τα παραπάνω λαµβάνουµε 

 
1

n

ij ik
i

a c
=
∑ = δjk detA,  (1) 

 

όπου δjk=1 όταν j=k και δjk=0 όταν j≠k. Επίσης γνωρίζουµε ότι το προσαρτηµένο µητρώο του Α ορίζεται: 

 adjA= (cij)Τ 

δηλ. το n×n µητρώο που προκύπτει θέτοντας το αλγεβρικό συµπλήρωµα cji στη  θέση (i, j). Έτσι, από την (1) 
έχουµε 

 (adjA) A = (cij)(aij) = 
1

n

ki kj
k

c a
=

 
= 

 
∑  

det 0

0 det

A

A

 
 
 
 
 

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯
   (2) 

Παίρνοντας τις ορίζουσες αριστερού και του δεξιού και µέλους της (2) έχουµε: 
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 det((adjA) A) = det(adjA)⋅detA (3) 

και  

det 0

0 det

A

A

…

⋮ ⋱ ⋮

…
 = detA detA … detA = (detA)n  (4) 

Από τις ( 2), (3) και (4) έχουµε: 

 det(adjA) detA = (detA)n  

οπότε αν detA ≠ 0:  

det(adjA) = 
(det )

det

nA

A ⇒ det(adjA) = (detA)n-1 

Άσκηση 4-A9 

α) Να βρεθεί το προσαρτηµένο µητρώο του µητρώου A  

Α=

1 0 1

0 1 2

1 1 2

x

x

x

+ − 
 + − 
 − 

  

β) Αν είναι B=

1 0 0

0 1 0

1 1 1x

 
 
 
 − 

, για ποιές µιγαδικές τιµές του x το γινόµενο του (adjΑ)Β είναι ιδιάζον; 

Α̟.  
Αρχικά βρίσκουµε το προσαρτηµένο µητρώο του Α.  

 adjA = (cij)Τ = 

1 2 0 1 0 1

1 2 1 2 1 2

0 2 1 1 1 1

1 2 1 2 0 2

0 1 1 0 1 0

1 1 1 1 0 1

x

x x x

x x

x x

x x x

x

 + − − −
 + − +

− − + − 
 

− + − + − 
− + − − − − 

 + + + + − +
 +
 

= 

 =
2

( 1)( 2) 2 1 1

2 ( 1)( 2) 1 2( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

x x x

x x x

x x x

 + − + − +
 

− + − + + 
 − + − + + 

 = 

 =

2

2

2

1 ( 1)

2 1 2( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

x x x

x x x

x x x

 − − +
 

− − − + 
 − + − + + 

 (1) 

Ένα µητρώο είναι ιδιάζον όταν η ορίζουσά του είναι 0. Άρα αρκεί να εξισώσουµε την ορίζουσα του γινοµένου 
(adjA)Β µε το µηδέν. ∆ηλαδή: 

 det((adjA)B)=0  (2) 

Λύνοντας την εξίσωση βρίσκουµε τις µιγαδικές ρίζες που επαληθεύουν την παραπάνω συνθήκη. Από τις 
ιδιότητες των οριζουσών έχουµε 

 det((adjA)B) = det(adj A)detB 

Εποµένως υπολογίζουµε ξεχωριστά τις ορίζουσες 
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 detB = 

1 0 0

0 1 0

1 1 1x −
 = x - 1  (3) 

 det(adjA) = 

2

2

2

1 1

2 1 2( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

x x x

x x x

x x x

− − +

− − − +

− + − + +
 

 
Από την τελευταία γραµµή βγάζουµε το x+1 έξω από την ορίζουσα και έχουµε 

 det(adjA)=(x+1) 

2

2

1 1

2 1 2( 1)

1 1 1

x x x

x x x

x

− − +

− − − +

− − +
 

Πολλαπλασιάζουµε την 3η γραµµή µε -2 και την προσθέτουµε στη 2η γραµµή. Επίσης πολλαπλασιάζουµε την 
3η γραµµή µε -1 και την προσθέτουµε στην πρώτη και έχουµε: 

 det(adjA)=(x + 1) 

2

2

1 0 0

0 1 0

1 1 1

x x

x x

x

− +

− +

− − +
 = (x + 1)2 (x2 - x + 1)2 (4) 

Απο τις (2), (3) και (4) προκύπτει:   

  (x - 1)(x + 1)2 (x2 - x + 1) 2 = 0  

Βρίσκουµε τις ρίζες x1=1 και x2,3=-1 που είναι πραγµατικές. Από την 

 x2 - x + 1=0,   ∆=1 – 4 = -3 

τις µιγαδικές ρίζες : 

4,5

1 3

2

i
x

+
=  

6,7

1 3

2

i
x

−
=    

 

4.3 Ορίζουσες και Τάξη 

 

Άσκηση 4-Τ1 [Άσκηση 1.6-Τ6 µε ορίζουσες] 
∆είχνουµε εδώ µε χρήση οριζουσών το ζητούµενο της Άσκησης 1.6-Τ6: Η τάξη του µητρώου  

 A =





















++−

−++

−−

babaaa

aababa

baab

abba

22

22   

είναι 4 όταν a + b = 0 και b = 3a. Επίσης, υπολογίζουµε την τάξη του Α για τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 

Α̟. 
Είναι rank(A)=4 όταν ορίζονται 4 οδηγοί ή ισοδύναµα όταν detA≠0. Υπολογίζουµε λοιπόν την ορίζουσα: 
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( )

220

2220

20

11

220

022

11

11

)(       

2220

0222

22

22
det

2
2

2
133

122

344

211

baa

-baba

baba

bb

ba

baa

aba

aa

bb

ba  

babaa

ababa

baaaa+b

a+bbba+b

babaaa

aababa

baab

abba

A

rrr
rrr

ccc
ccc

+

−−

−−−−
+=

+

+

−−
+=

=

++

++

−−−
=

++−

−++

−−
=

−→
−→

+→
+→

 

 

22

22

22

)3()(2

03

2
)3()(

222

2
)3()(

003

222

2

)(

22

222

2

)(
133

a - b ba 

ba

ba
baba

ba

ba
baba

ba

baba

baba

ba

baa

baba

baba

ba
rrr

+=

−

−−−
−+−=

−−

−−−
−+−=

−

−−−

−−−−

+=

+

−−−

−−−−

+=
+→

 

Άρα rank(Α)=4, όταν a+b≠0 και b≠3a.  

Αν a+b =0 τότε 

 





















 →





















 →





















−→
+→

+→
+→

0000

0000

2200

1111

2200

2200

2200

0022

2200
244

233

144

122
2 -

--

a

aa-

a-a

aa-

a-a-aa

aa-

a-a

a-aa-a

a-a-aa

A= rrr
rrr

rrr
rrr

 

Άρα rank(Α)=2 όταν b=-a ≠0 και rank(Α)=0  όταν a =b =0. 

Αν b=3a και a≠0 :  

 





















−−−
 →





















−−−

−−−
 →





















→ +→
−→

+→
−→
−→

0000

0000

61081

1331

61080

61080

61080

1331

4422

2244

3113

1331

244

233

144

133

122

2
4
3

a

-

-

--
A rrr

rrr
rrr
rrr
rrr

  

Άρα rank(Α)=2 όταν b=3a≠0. 

Άσκηση 4-Τ2 [Άσκηση 1.6-Τ7 µε ορίζουσες] 
Να βρεθεί για όλες τις τιµές του α η τάξη του µητρώου 

   Α=





















−−−

−

+

191261

5211

2432

6531

a

a

a

    

Θεωρώντας ορίζουσες, έχουµε  rank(Α)=4 αν και µόνο αν detA≠0. Yπολογίζουµε λοιπόν: 

 
a

a-a-

aa-

-a

-a---a-

a---a--

+a

a

a

a

A

−

−−−

−−−−

==
−−−

−

+

=

1373

1172

21063

13730

11720

210630

6531

191261

5211

2432

6531

det  
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 ( )
a

-a

a

a-a

aa

a

a-a-

aa

−

=

−

−

−−

=

−

−−−

−−

=

1373

201

310

1

1373

2201

3310

1373

1172

3310
2

 

 ( ) ( )
a

a

a

-a
−

−=

−

=
77

31
1

770

201

310

1 22
 = -(1 - a)2(a + 14) 

Συνεπώς rank(Α)=4, εκτός εαν α=1 ή α=-14. ∆ουλεύοντας στη συνέχεια µε τον κλασσικό τρόπο βρίσκουµε 
εύκολα τις αντίστοιχες τάξεις. 

Άσκηση 4-Τ3 

Να  βρεθούν όλες οι τιµές του t για τις οποίες το µητρώο  

 Α = 
















−−−

−

−−+

2242

120

1)1(

ttt

tttt

 

είναι τάξης µικρότερης του 3 και να καθοριστεί  η αντίστοιχη  τάξη. Σε κάθε  περίπτωση  να εκφραστεί  µια  
απ' τις στήλες ως γραµµικός συνδυασµός των άλλων. 

Α̟. 
Υπολογίζουµε την ορίζουσα: 

 )1(2)1)(2(0

202

100

1

2242

120

1)1(

det

2

+−=−−−−=

−−

−

−−−+

=

−−−

−

−−+

= tttt

tt

tttt

ttt

tttt

A  

Για να είναι rank(Α)<3 πρέπει det(Α)=0. Άρα det(A)=0 ⇔ t=0 ή t=-1. 
Για t=0:  

  A = 
















→
















−

−

−

→
















−

−

−

000

100

010

200

100

010

240

120

010

 

Εποµένως rank(Α)=2. Οι στήλες 2 και 3 είναι γ.α. και προφανώς  

 c1 = (0, 0, 0)Τ = 0(-1, 2, 4)Τ + 0(0, -1, 2)Τ = 0 c2 + 0 c2 

Για t=-1:  

Α = 
















−

−

→
















−

−

−

→
















−

−

−

000

120

362

120

120

362

362

120

120

 

Εποµένως rank(Α)=2. Οι στήλες 1, 2 και 3 είναι γ.ε. και προφανώς  

 c3 = (1, -1, -3)Τ = 0(0, 0, 2)Τ + 2

1
(-2, 2, 6)Τ + = 0 c1 + 2

1
 c2   

 

4.4 Οδηγοί από Ορίζουσες 

 

Άσκηση 4.6-Ο1  

Σε ένα µητρώο Α∈R4×4 οι κύριες (αριστερές) υπο-ορίζουσες Dk=det(A(1:k; 1:k), k=1,…,4, είναι D1=2, 
D2=-10, D3=25, D4=40. Θεωρούµε ότι κατά την απαλοιφή στο Α δεν έγινε καµιά εναλλαγή γραµµών. Τότε, 
να υπολογισθούν οι οδηγοί. 
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Α̟.  
Με την υπόθεση ότι δεν γίνονται εναλλαγές γραµµών, για τους οδηγούς ui ισχύει:  

u1=D1  

και για i>1 ui=Di/Di-1, δηλ.  

u1=D1=2,  
u2=D2/D1=-10/2=-5,  
u3=D3/D2=25/(-10)=-2.5,  
u4=D4/D3=40/25=8/5.  
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5 ΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΣΣΧΧΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΣΣΜΜΟΟΙΙ    

 
 

5.1  Ιδιότητες  

Άσκηση 5.4-ΓΜ1  

Να εξετασθεί αν οι επόµενες απεικονίσεις Τ: R3→ R2 είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί:  

(i) Τ(α, β, γ) = (α+1, α+2β-γ),  
(ii) T(α, β, γ) = (αβ, βγ),  
(iii) Τ(α, β, γ) = ( |α|, 0 ) 

Α̟. 
(i)  Η πρώτη συνιστώσα α+1 της εικόνας της Τ προφανώς δεν είναι γ.σ. των α, β, γ, άρα η Τ δεν είναι γ.µ.  

(ii) Το ίδιο συµβαίνει για την απεικόνιση T(α, β, γ)=(αβ, βγ). Τα αβ και βγ  δεν προκύπτουν ως γ.σ. των των α, β, 
γ, άρα η Τ δεν είναι γ.µ. 

(iii)  H απεικόνιση Τ(x, y, z) = ( |x|, 0 ) δεν είναι γ.µ., αφού για (α1, β1, γ1), (α1, β1, γ1) ∈R3, λ∈R  : 

 Τ(λ(α1, β1, γ1) + (α2, β2, γ2)) = (|λα1 + α2|, 0) ≠ λΤ(α1, β1, γ1) + Τ(α2, β2, γ2)  
 = λ(|α1|, 0) + (|α2|, 0) 
 = (λ|α1|+|α2|, 0)  

 

Άσκηση 5.4-ΓΜ2 

Να εξετασθεί αν οι επόµενες απεικονίσεις είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί. 

(i)  T(A) = AS - SA, S∈Kn×n, µε T : Kn×n → Kn×n. 
(ii)  T(A) = An, µε T : K n×n → Kn×n. 
(iii)  T(f(x)) = f′(x), µε T : Pn(R)→Pn(R). 
(iv)  T(f(x)) = f(x)f′(x), µε T : Pn(R)→Pn(R). 
(v)  T(f(x)) = xf(x), µε T : Pn(R)→Pn(R). 

Α̟. 

 (i)  Έστω Α, Β∈Kn τότε είναι :  

 Τ(αΑ+Β)  = (αΑ + Β)S - S(αΑ + Β) = αΑS - αSΑ + BS - SB  

  = α(AS-SA) +(BS - SB) = αΤ(Α) + Τ(Β) 

Άρα η Τ είναι γ.µ. 

(ii) Για την T(A)=An. Αν Α, Β∈Kn και α∈K τότε για n>1 είναι: 

 Τ(αΑ+Β)=(αΑ+Β)n ≠ αAn +Bn = αΤ(Α)+Τ(Β)                                                

Αρα η Τ δεν είναι γ. µ. 

(iii)  Αν f, g ∈ Pn(R), α∈R, τότε 

 T(αf(x) + g(x)) = [αf(x) + g(x)]′ = αf′(x) + g′(x) = αT(f(x)) + T(g(x)) 

Άρα η Τ είναι γ.µ. 

(iv)  Αν f, g ∈ Pn(R), α∈R, τότε 

 T(αf(x) + g(x)) = [αf(x) + g(x)][αf(x) + g(x)]′ = [αf(x) + g(x)][αf′(x) + g′(x)] = 
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 = α2f(x)f′(x) + g(x)g′(x) + αf(x)g′(x) + αf′(x)g(x) 

ενώ:  αT(f(x)) + Τ(g(x)) = αf(x)f′(x) + g(x)g′(x), δηλ. T(αf(x) + g(x)) ≠ αT(f(x)) + Τ(g(x)), δηλ. η Τ δεν είναι 
γ.µ. 

(v)  Έστω f, g ∈Pn(R) 

 T(αf(x) + g(x)) = x(αf(x) + g(x)) = αxf(x) + xg(x) =α(xf(x)) + xg(x) = αT(f(x)) + T(g(x)) 

Άρα η Τ είναι γ. µ. 

Άσκηση 5.4-ΓΜ3 

Να καθορισθεί αν οι επόµενες απεικονίσεις Τ: Pn(R)→Pn(R) είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί 

(i) T(f(x))= ( )∫
x

dttf
0  

(ii) T(f(x))=f(x+1) 

Α̟. 

(i) Έστω f(x), g(x)∈Pn(R) και α∈R. Τότε 

 Τ(αf(x) + g(x)) = ( ) ( )( ) ( ) ( ) =+=+ ∫∫∫
xxx

dttgdttfαdttgtαf
000  αT(f(x)) + T(g(x)) 

Άρα η Τ είναι γ. µ. 
(ii) Θεωρώντας την απεικόνιση T(f(x))=f(x+1), έστω α∈R και f, g ∈Pn(R), µε 

 f(x)=α0 + α1x + … + αnx
n ,  

 g(x)= β0 + β1x + … + βnx
n  

Tότε είναι: 

 Τ(αf(x) + g(x)) = T(αα0 + αα1x +…+ ααnx
n + β0 + β1x +…+ βnx

n)= 
 = T(αα0+ β0 + (αα1β1)x +… + (ααn + βn)x

n)= 
 = αα0 + β0 + (αα1 + β1)(x+1) + … + (ααn+ βn)(x+1)n  

 = αα0 + β0 + αα1(x+1)+ β1(x+1) + … + ααn(x+1)n + βn(x+1)n  

 = α[α0 + α1(x+1) + … + αn(x+1)n] + β0+ β1(x+1) + … + βn(x+1)n  

 = α f(x+1) + g(x+1) = αΤ(f(x)) + T(g(x) 

Άρα η Τ είναι γ. µ. 

Άσκηση 5.4-ΓΜ4 

Έστω V ο R-χώρος όλων των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής t οι οποίες 
είναι δύο φορές διαφορίσιµες. 
(i) Ορίζουµε την απεικόνιση Τ: V → C[-∞, ∞] µε T(f(t)) = f′′ (t) – 2 f′(t) + 3. Να δειχθεί ότι η Τ δεν είναι 
γραµµικός µετασχηµατισµός. 
(ii) Aν a(t), b(t) ∈C[-α, α], ορίζουµε την απεικόνιση Τ: V → C[-∞, ∞] µε T(f(t)) = f′′(x) - a(t) f′(t) + b(t)f(t). 
∆είξτε ότι η Τ είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. 

Α̟. 

(i) Αν f(t), g(t) ∈V και α∈R, τότε 

 Τ(αf(t) + g(t)) = [a(f(t) + g(t)]′′ - 2[af(t) + g(t)]′ + 3  
  = αf′′(t) + g′′(t) - 2αf′(t) - 2g′(t) + 3 
και  
 αΤ(f(t)) + T(g(t)) = α(f′′(t) - 2f′′ (t) + 3) +g′′ (t) - 2g′(t) + 3  
    = αf′′ (t) - 2αf′′ (t) + 3α + g′′ (t) - 2g′(t) + 3  
               = αT(f(t)) + T(g(t)) - 3α ≠ T(αf(t) + g(t)) για α≠0.  

Άρα η  Τ δεν είναι γ.µ. 
 
(ii) Έστω f(t), g(t)∈V και α∈R τότε : 

  Τ(cf(t) + g(t)) = (cf(t) + g(t)′′ + a(t)(cf(t) + g(t) + b(t)(cf(t) + g(t))  
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  = cf′′(t) + g′′(t) + a(t)(cf′(t) + g′(t)) + b(t)cf(t) + b(t)g(t) 
  = cf′′ (t) + g′′(t) + ca(t)f′(t) +a(t)g′(t) + cb(t) f(t) + b(t)g(t) 
  = cT(f(t)) + T(g(t))  

Άρα η Τ είναι γ.µ. 

5.4.1 Μητρώα και Γραμμικοί Μετασχηματισμοί  

Άσκηση 5.4-Μ1 

Έστω ότι το µητρώο ενός γραµµικού µετασχηµατισµού Τ επί του  R3 ως προς την τυπική βάση είναι: 

 Α = 
















011

101

110

 

Να βρεθεί το µητρώο του Τ ως προς τη βάση {u1, u2, u3} όπου u1 =(1, 0, 1)Τ, u2=(-2, 1, 1)Τ, u1=(1, -1, 1)Τ. 

Α̟.  
Αφού το µητρώο του Τ ως προς την τυπική βάση είναι γνωστό, η απεικόνιση δίνεται από   

 Τ(x, y, z) = Α(x, y, z)Τ = (y+z, x+z, x+y)Τ, για κάθε x, y, z ∈R3 

Για τα Τu1, Tu2 και Tu3 ισχύει : 

Τu1 = Τ(1 , 0 , 1) = (1, 2 ,1) 
Τu2 = Τ(-2 , 1 , 1) = (2, -1, -1) 
Τu3 = Τ(1, -1, 1) = (0, 2, 0) 

Άρα το µητρώο του γ.µ. είναι  : 

  [Τu1 Τu1 Τu1] = 
















−

−

011

212

021

 

Άσκηση 5.4-Μ2 

Έστω Τ ένας γραµµικός µετασχηµατισµός επί του R3: 

 Τ(x, y, z) = (x - y,  x +2y - z, 2x +y +z) 

Να βρεθεί το µητρώο του Τ ως προς την  (i) τυπική βάση του R3 (ii) την R-βάση {υ1, υ2, υ3} του R3, όπου υ1= 
(1, 0, 1),  υ2 = (-2, 1 ,1), υ3 = (1, -1, 1). 

Α̟. 
(i) Κάθε γραµµή του µητρώου του γ.µ. περιέχει τους συντελεστές της αντίστοιχης συνιστώσας του Τ.  
Εποµένως το µητρώο είναι 

 Α 
















−

−

=

112

121

011

 

(ii)  Είναι 

 Τυ1 = (1, 0, 3)Τ, Τυ2 = (-3, -1, -2)Τ, Τυ2 = (2, -2, 2)Τ  

Τα Tυ 1, Tυ 2 και Tυ3 εκφράζονται ως προς τη βάση {υ1, υ2, υ3} ως εξής :  

 
















−

−−

−

=
















−

−

223

210

231

]  [

111

110
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321 xxx  
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Προσδιορίζουµε τα διανύσµατα 321 ,, xxx  συνολικά. Αν Β το µητρώο µε τα διανύσµατα της νέας 

βάσης, διαµορφώνουµε τo επαυξηµένο µητρώο ]T,T,T|[B 321 υυυ : 

 =]T,T,T|[B 321 υυυ

 = 322

311
33

23432

210

251

100

110

101

642

210

251

300

110

101
3

1

rrr

rrrrr

//
+→

+→→
 →

















−−

−−

−

−

 →
















−−

−−

−

−

 

 =
















23432

03132

031135

100

010

001

//

//

/-/

 [ I|[x1, x2, x3 ] ]   

Εποµένως το αντίστοιχο µητρώο του Τ ως προς τη βάση {υ1, υ2, υ3} είναι: 

 Α=























2
3
4

3
2

0
3
1

3
2

0
3

11

3

5 -

 

Άσκηση 5.4-Μ3 
Να βρεθούν τα µητρώα του γραµµικού µετασχηµατισµού D(f(x))=f′(x) του Pn(R) ως προς τις εξής R-βάσεις 
του: 

(i) { 1, x, x2, … , xn }, 
(ii) { 1, (x - 1), (x - 1)2, … , (x-1)n  }, 
(iii) { 1, 1 + x, 1 + x + x2, … , 1+ x + … + xn }. 

Α̟. 

Η µορφή του µετασχηµατισµού T(f(x))=f′(x) είναι: 

 D(a0 + α1x + … + αnx
n) = α1 + 2α2x + … + nαnx

n-1 

(i) Οι εικόνες των διανυσµάτων της βάσης pk=xk (k=0,1,…,n) είναι: 

 D(1)=0, D(x)=1, D(x2)=2x, … , D(xn) = nxn-1   

Άρα το µητρώο του γ.µ. D∈R(n+1)×(n+1) ως προς τη βάση { 1, x, x2, … , xn } είναι:  

0 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0

0 0

A

n

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

(ii) Οι εικόνες των διανυσµάτων pk= (x-1)k (k=0,1,…,n) της βάσης είναι: 

 D(1)=0, D(x-1)=1, D(x-1)2=2(x-1), … , D(x-1)n=n(x-1)n-1  

Άρα το µητρώο του D είναι ίσο µε το Α και ως προς αυτή τη βάση. 

(iii) Οι εικόνες των διανυσµάτων pk= 1+x+…+xk (k=0,1,…,n) της βάσης είναι: 

 D(1) = 0,  
 D(1+x) = 1,  
 D(1+x+x2) = 1+2x = -1+2(1+x), 
 Τ(1+x+x2+x3) = 1+2x+3x2 = -1-(1+x)+3(1+x+x2), 
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 …… 
 D(1+x+…+xn) = 1+2x+…+nxn-1 =  
  = - 1-(1+x)-…-(1+x+…+xn-2) + n(1+x+…+xn-1) 

Άρα το µητρώο του γ.µ. D ως προς τη δοθείσα βάση είναι:  

 



























−

−−

−−−

=

000

0

10000

3000

11200

11110

⋯⋯⋯

⋮⋮⋮⋮

⋯

⋮⋯

⋯

⋯

n

B  

Άσκηση 5.4-Μ4 

Άν S∈R2×2, να υπολογισθούν τα µητρώα των εξής γραµµικών µετασχηµατισµών επί του R2×2 ως προς την  
τυπική R-βάση {eij | i,j=1,2}  (i) T(A)=AS,  (ii) R(A)=SA-AS. 
Α̟. 
Έστω S=[s11, s12; s21, s22]. Προσδιορίζουµε τις εικόνες T(Eij)=Τ(eiej

T)=Seiej
T ως γ.σ. των διανυσµάτων της 

βάσης Ε:   

T(E11)= e1e1TS = 








00
1211 ss

 = s11E11+ s12 E12+0 E21+0 E22 = [s11, s12, 0, 0]T 

T(E12)= e1e2TS = 








00
2221 ss

 = s21 E11+s22E12+0 E21+0 E22  = [s21, s22, 0, 0]T 

T(E21)= e2e1TS = 








1211

00

ss  = 0 E11+0 E12+ s11E21+ s12E22 = [0, 0, s11, s12]T 

T(E22)= e2e2TS = 








2221

00

ss  = 0 E11+0 E12+ s21E21+s22E22 = [0, 0, s21, s22]T 

 

Το µητρώο του T(A)=AS δίνεται: 

 (Τ)Ε= [ T(E11)  T(E12)  T(E21)  T(E22) ] = 


















2212

2111

2212

2111

00

00

00

00

ss

ss

ss

ss

  

(ii) Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε το µητρώο του γ.µ. T1(A)=SA: 

 (Τ1)Ε = 

11 12

11 12

21 22

21 22

0 0

0 0

0 0

0 0

s s

s s

s s

s s

 
 
 
 
 
 

 

Το µητρώο του γ.µ. R=SA-AS ως προς την τυπική βάση Ε δίνεται ως η διαφορά των µητρώων:  

 (R)Ε = (Τ1)Ε - (Τ)Ε = 


















−

−−

−−

−

00

0

0

00

1221

21112221

12221112

1221

ss

ssss

ssss

ss

 

Άσκηση 5.4-Μ5 

Έστω U και V K-χώροι διάστασης 3, µε βάσεις M = {u1, u2, u3}, B = {v1, v2, v3} αντίστοιχα. Έστω επίσης 
ένας γ.µ. Τ: U → V µε αντίστοιχο µητρώο: 
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 Μ(T)B = 
















221

1

111

µλ

µλ   

(α) Να υπολογισθεί το µητρώο SSSS(T)B, όπου  

 S = { u1 + u2 + u3, u2 + (λ+1)u3, u3 }  

(β) Σε εφαρµογή, να υπολογισθούν οι τιµές των λ και µ για τις οποίες το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων  

 { x + y + z = 1,  x + λ y+ µz  = 2,  x + λ2y + µ2z  = 4 } 

έχει (i) µια µοναδική λύση και (ii) περισσότερες από µια λύσεις.  

Α̟. 
α) Το µητρώο D-1 της βάσης S ως προς τη βάση M είναι: 

 
















+

=−

11

011

001
1

λλ

D  

Προφανώς είναι κάτω τριγωνικό και αντιστρέψιµο ως και µε diag(D)=(1, 1, 1)T. Υπολογίζουµε εύκολα το 
αντίστροφο:  

 D = 
















+−

−

1)1(

011

001

λλ

 

Είναι  S(T)B  = D M (T)B  I3, οπότε αντικαθιστώντας βρίσκουµε: 

 S(T)B  = D M (T)B  = 
















−−

−−=
































+−

−
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1

1

111

1)1(

011

001

22
µµλ

µλ

µλ

µλ

λλ

 (1) 

β) Το µητρώο συντελεστών του συστήµατος είναι ίσο µε Μ(T)B . Η (1) εκφράζει το µετασχηµατισµό του ως 
προς τη νέα βάση σε ένα άνω τριγωνικό µητρώο. Εποµένως το σύστηµα έχει µοναδική λύση όταν λ≠1 και 
λ≠µ, µ≠1. Περισσότερες από µια λύσεις (άπειρες λύσεις) υπάρχουν όταν λ=1 ή λ=µ ή µ=1. 

Άσκηση 5.4-Μ6 

Να βρεθεί µια R-βάση του δ.χ. όλων των οµογενών πραγµατικών διτετραγώνων πολυωνύµων τριών 
µεταβλητών x, y, z. Να δειχτεί ότι η απεικόνιση που απεικονίζει κάθε τέτοιο πολυώνυµο f(x, y, z) στο  
f(αx+y+z, βy+γz, 0), όπου α, β, γ∈R σταθερές παράµετροι, είναι ένας γραµµικός  µετασχηµατισµός. Κατόπιν, 
αφού καθορισθεί µια R-βάση για την εικόνα του γ.µ., να βρεθεί το µητρώο του ως προς τις παραπάνω βάσεις.  

Α̟. 
Έστω  V  ο  χώρος  των  οµογενών  διτετράγωνων  πολυωνύµων  τριών µεταβλητών. Τότε κάθε πολυώνυµο  
f∈V γράφεται: 

                    f(x, y, z) = c1x4 + c2y4 +c3z4 + c4x2y2 + c5x2z2 + c6y2z2                                

Τα  πολυώνυµα: 

                 p1 =x4,  p2 = y4,  p3 = z4,   p4 =x2y2,  p5=x2z2,  p6 =y2z2 

παράγουν το V. Επίσης είναι προφανώς γραµµικά  ανεξάρτητα. Άρα τα pi (i=1,…,6) αποτελούν R-βάση του 
V. Αν  συµβολίσουµε  µε G τον δοθέντα µετασχηµατισµό, έχουµε : 

 G(f)= c1(αx + y + z)4 + c2(βy + γz)4 + c4(αx + y + z)2(βy + γz)2 

ή θέτοντας q1= αx + y + z και q2 = βy + γz :  

 G(f)= c1q14 + c2q24 + c4q12q22  (1) 
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 Θεωρούµε ένα δεύτερο πολυώνυµο του V: g = i
i

i pb∑
=

6

1
. Αν λ∈R, τότε:  

 λf +g = ( ) i
i

ii pbcλ∑
=

+
6

1
 

οπότε: 
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Άρα ο  G  είναι  γραµµικός  µετασχηµατισµός.  
Είναι φανερό ότι η εικόνα Im G του G περιέχει µη οµογενή πραγµατικά διτετράγωνα πολυώνυµα, αφού στα 
επιµέρους αναπτύγµατα του δεύτερου µέλους της (1) εµφανίζονται όλοι οι όροι xiyjzk, µε i+j+k=4. Εποµένως 
το Im G δεν είναι ίσο µε το V.  Μπορεί όµως να θεωρηθεί ότι παράγεται από τα πολυώνυµα q14, q24, q12q22, τα 
οποία εύκολα δείχνεται ότι είναι γ.α., συνεπώς αποτελούν  µια R-βάση  της.   

Τα στοιχεία pi (i=1,…,6) βάσης  του  V εκφράζονται σε σχέση µε τα στοιχειώδη πολυώνυµα q14, q24, q12q22 ως 
εξής: 

                      Τ(p1) = p1(αx+y+z, βy+γz, 0) = 1 q14 + 0 q24 + 0 q12q22 

                      Τ(p2) = p2(αx +y+z, βy+γz, 0) = 0 q14 + 1 q24 + 0 q12q22 

                      Τ(p3) = 0 
                      Τ(p4) = 0 q14 + 0 q24 +1 q12q22 

                      Τ(p5) = 0 
                      Τ(p6) = 0 

Άρα  το  µητρώο  του  γ.µ. G  είναι  : 
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000001

  

Άσκηση 5.4-Μ7 

Έστω 
3 2T : →R R  µε = + − − +T( , , ) ( , 2 )a b c a b c a b c  για κάθε 

3, ,a b c∈ R . Ο Τ είναι προφανώς γ.µ.,  
αφού οι συντεταγµένες είναι συνδυασµοί των a, b και c. Το µητρώο του ως προς τις τυπικές βάσεις των R3 και 
R2 είναι 

 A = 
1 1 1

1 1 2

− 
 − 

 

Θεωρούµε τώρα τα σύνολα 

  1 1 2 3{ (1,  1,  1),  (1,  0,  -1),  (1,  1,  0)}B = = = = −u u u  και 

 2 1 2{ (1,  2),  (2,  -1)}B = = =w w  

που είναι βάσεις των R3 και R2 αντίστοιχα, αφού det[u1, u2, u3]=-3≠0, det[w1, w2]=3≠0. Για να καθορίσουµε 

το µητρώο του Τ ως προς τις 1B  και 2B , εκφράζουµε  τα Τui ως γ.σ. των wi . Αν xi∈R2 (i=1,2,3), είναι 

 

T
1 1 2 1

T
2 1 2 2

T
3 1 2 3

T T(0,  1,  1) (1,  2) [ ]

T T(1,  1,  1) (2,  1) [ ]

T T(0,  0,  1) (0,  2) [ ]

= − = =

= = − =

= = =

u w   w x

u w   w x

u w   w x
 

ή:  

 

[ ]

[ ]

1 2 1

1

1 2 1

1 2 0 1 2

2 1 2 2 1

1 2 1 2 0

2 1 2 1 2

−

   
= ⇒   − −   

    
=     − −    

x x x

x x x
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Υπολογίζουµε κατ’ ευθείαν τα x1, x2, x3: 

 








−
→









−
→









−−
→









−− 521010

540101

521010

02121

25050

02121

21212

02121
 

απ΄όπου εξάγεται άµεσα το µητρώο του Τ ως προς τις βάσειες Β1 και Β2: 

 1 2

1 0 4 5
(T)

0 1 2 5B B

 
=  − 

 

  □ 
 

Άσκηση 5.4-Μ8 
Θεωρούµε τον γ.µ Τ επί του R2: Τ(α, β) = (α-β, α+β), όπου (α, β)∈R2. Βρίσκουµε το µητρώο του Τ ως προς 
την τυπική βάση {e1, e2}. Είναι 

Τe1= (1, 1)T, Τe2= (-1, 1)T  

Εποµένως το µητρώο του Τ είναι: 

 
1 1

1 1
A

− 
=  

 
 και 

 T(v) = Av = 
1 1

1 1

a a β

β a β

− −    
=    +    

 

 
 

Σχήµα 5.2 Γραφική απεικόνιση του γ.µ Τ(α, β) = (α-β, α+β) 
 

Εξετάζουµε τώρα αν ο Τ είναι ισοµορφισµός. Είναι det( ) = 2 0A ≠ , άρα Κer T={0}. Συνεπώς ο Τ είναι µη 
ιδιάζων και άρα ισοµορφισµός επί του R2.  

Τέλος δίνουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό του Τ.  Ο αντίστροφος ( )-1Τ ν  δίνεται: 

( )-1Τ ν =Α-1 v  

Επειδή  

1 1 11

1 12
A−  

=  − 
, 

είναι 

1 1 11 1
T ( )

1 12 2

α α+ β
α,β

β -α+ β
−     

= =    −    
 

Ο Τ γράφεται Τ(v) = Τ(α, β) = (α - β, α + β) = (α, β) + (-β, α), απ΄όπου προκύπτει άµεσα το γράφηµά του, 
όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2.  □ 

(0, -β) 

(0, β) 

(-β, α) 
(0, α) 

(α, β) 

(α, 0) 

Τ(α, β)=(α-β, α+β) 
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Άσκηση 5.4-Μ9 

 Έστω Τ: R3 → R3 και Τ(x)=(x1 + x3, 2x2, x1+ x2 - x3)T. Προφανώς ο Τ είναι γ.µ. αφού έχει τη µορφή (5.2.4). 
Αναλυτικά έχουµε: 

 Τe1 = Τ(e1) = (1, 0, 1)T = 1e1 + 0e2 + 1e3,  
 Τe2 = Τ(e2) = (0, 2, 1)T = 0e1 + 2e2 + 1e3,  
 Τe3  = Τ(e3) = (1, 0, -1)T = 1e1 + 0e2 - 1e3 

Εποµένως το µητρώο Α=(Τ)Ε ως προς την τυπική βάση Ε={e1, e2, e3} είναι: 

  [ ]1 2 3

1 0 1

( ) 0 2 0

1 1 1
E

A T Te Te Te= = =

−

 
 
 
  

 

Φυσικά, το Α προσδιορίζεται άµεσα βάσει της (5.2.4), δηλ. οι συντελεστές στις συνιστώσες του Τ(x) 
µεταφέρονται στις γραµµές του Α.  

Είναι Ker(T)=N(A)={0}, συνεπώς ο Τ είναι µη ιδιάζων. Επίσης Ιm(T)=C(A)=R3. Ο αντίστροφος γ.µ. δίνεται:  

  T-1(x)=A-1x= 

1

2

3

1 1 2 1
1

0 1 0
2

1 1 2 1

x

x

x

−   
  
  
  −   

 

 Η µορφή του T-1(x) προκύπτει άµεσα: 

  T-1(x)= (0.5x1+0.5x3, -0.25x1+0.5x2+0.25x3, 0.5x1-0.5x3)Τ  

Θεωρούµε τώρα δύο διαφορετικές βάσεις του R3 :  

  B1={v1=(1, 1, 1)T, v2=(1, 1, 0)T, v3=(0, 1, 1)T } 

  B2={w1=(1, 2, 0)T, w2=(1, 0, -1)T, w3=(-1, 1, 1)T} 

Καθορίζουµε το µητρώο του Τ ως προς την 1B εκφράζοντας  τα Τvi ως γ.σ. των vi.  

Tv1 = [v1, v2, v3] x1 

Tv2 = [v1, v2, v3] x2 

Tv2 = [v1, v2, v3] x3 

όπου xi∈R3 (i=1,2,3). Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται: 

  [Τv1, Tv2, Tv3] = [v1, v2, v3] [x1, x2, x3] = 1B1(T)B ⇒ 

 Α [v1, v2, v3] = AB1 = 1
(T)B1 B ⇒ 

 1
1

1B BB(T)
1

A−= =  

 















 −

=
































−

−

−

=

































−































=

−

110

201

111

021

222

112

011

110

111

101

111

011

111

020

101

101

111

011
1

 

Σηµειώνουµε ότι το ίδιο αποτέλεσµα θα παίρναµε και αν δουλεύαµε απ’ ευθείας: 

[Β1| ΑΒ1] = 














 −

→→
















− 110100

201010

111001

111101

020111

101011

⋯   

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία υπολογίζουµε το µητρώο του Τ ως προς τη βάση Β2: 
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  == −
2

1
2B BB(T)

2
A  

 

















−

−−

−

=
















−















−−

−−=

















−

−

















−































−

−

=

−

444

567

124

123

204

001

212

312

101

110

102

111

111

020

101

110

102

111
1

 

Τα µητρώα Β1, Β2 είναι µητρώα αλλαγής βάσης από τις βάσεις Β1, Β2  στην τυπική βάση (µε µητρώο Ι3), ενώ 
τα Β1-1, Β2-1 µητρώα αλλαγής βάσης από την τυπική βάση Ι στις βάσεις Β1, Β2.  

Στο ίδιο µητρώο 2B(T) καταλήγουµε Εκφράζοντας τα vi ως προς τα wi, δηλαδή την βάση B1 ως προς την B2. 
Ακολουθούµε ανάλογη διαδικασία µε αυτήν της Άσκησης 1.20 [αλλαγή βάσης σε δ.χ.]. Το µητρώο Χ µε τις 
συντεταγµένες των vi ως προς τα wi είναι:  

   Χ = B2-1B1 = 
















−−

−−−=
































−−

−−

113

214

112

101

111

011

212

312

101

 

Υπολογίζουµε επίσης: 

  
















−

−−

=−

211

012

101
1X  

οπότε το µητρώο του γ.µ. Τ ως προς την βάση Β2 υπολογίζεται σε σχέση µε το µητρώο 1B(T) :  

  
















−

−−

−

== −

444

567

124

(T) 1
B1

XX
2B(T)   

     □ 
Άσκηση 5.4-Μ10 Ορθογώνια Προβολή επί ευθείας  

Θεωρούµε την απεικόνιση P: R2 → R2, P(x)=Px, της ορθογώνιας προβολής διανύσµατος επί ευθείας που 
σχηµατίζει γωνία φ µε τον άξονα των x. Εναλλακτικά δεχόµαστε ότι η ευθεία ορίζεται από ένα διάνυσµα α. 
Εύκολα δείχνουµε γεωµετρικά ότι η απεικόνιση P είναι γραµµικός µετασχηµατισµός: 

 P(u+λv)=P(u)+λP(v) (προβολή γ.σ. διανυσµάτων = γ.σ. προβολών) 

Καθορίζουµε στη συνέχει το µητρώο του γ.µ. για την τυπική βάση e1=(1, 0)Τ, e2=(0, 1)Τ. Από το Σχήµα 5.3 
παίρνουµε άµεσα: 

 Pe1= (συν2φ, ηµφ συνφ),   
Pe2= (ηµφ συνφ, ηµ2φ) 

Συνεπώς το µητρώο του P  είναι: 

2

2
( )P

συν ϕ ηµϕ συνϕ

ηµϕ συνϕ ηµ ϕ
=

 
 
 

 = (συνφ, ηµφ)Τ (συνφ, ηµφ) (5.2.5) 
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Σχήµα 5.3. Ορθογώνια προβολή σε ευθεία 

H (5.2.5) δείχνει άµεσα ότι το (Ρ) είναι ιδιάζον και συµµετρικό. Οµοίως είναι και ο P. Επίσης είναι 
Ker(P)=<α>┴={p∈R2|αTp=0}, dim(Ker(P))=1, Im(P)=<α>, dim(Im(P))=1.  
Επιπλέον διαπιστώνουµε P2=Pn=P και Pnp=p. Μπορούµε να επαληθεύσουµε και στις ιδιοτιµές: είναι 0 και 
trace(P)=ηµ2x+συν2x=1.  
Η (5.2.5)συµπίπτει µε το γνωστό τύπο του µητρώου προβολής. Αν α=(α1, α2)Τ, τότε συνφ=α1/||α||, 
ηµφ=α2/||α||, εποµένως (συνφ, ηµφ)Τ = α/||α||. Αντικαθιστώντας στην (5.2.5) λαµβάνουµε: 

 ( )P
αα

α α

Τ

Τ
=  (5.2.6) 

   □ 

Άσκηση 5.4-Μ11 Περιστροφή  

Η απεικόνιση Rφ: R2 → R2, Rφ(x)=Rx, που ορίζει την περιστροφή διανύσµατος κατά γωνία φ είναι οµοίως γ.µ. 
Και αυτό δείχνεται εύκολα γεωµετρικά. Κατασκευάζουµε το µητρώο του Rφ προσδιορίζοντας τα Rφe1, Rφe2 σε 
σχέση µε την τυπική βάση {e1, e2} (Σχήµα 5.4). 

 Rφe1= (συνφ, ηµφ),  Rφe2= (-ηµφ, συνφ) 

Συνεπώς το µητρώο του Rφ  είναι: 

( )Rϕ

συνϕ ηµϕ

ηµϕ συνϕ

−
=

 
 
   (5.2.6) 

 
Σχήµα 5.4 Περιστροφή διανύσµατος κατά γωνία φ. 

 

Επειδή det(R)=συν2φ+ηµ2φ=1≠0, το (Rφ) είναι µη ιδιάζον, συνεπώς και ο Rφ (ως αναµενόταν). Είναι 
Ker(R)={0} και Im(R)=R2. 
Για φ=π/2 ορίζεται η περιστροφή κατά 90ο. Είναι R90e1=e2 και R90e2=-e1. Το µητρώο του R είναι: 

90

0 1
( )

1 0
R

−
=

 
 
    

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Rφ
-1 δίνεται από το µητρώο (Rφ)-1: 

2 2

1
1

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1
R

R

ϕ

ϕ

συνϕ ηµϕ συνϕ ηµϕ

ηµϕ συνϕ ηµϕ συνϕσυν ϕ ηµ ϕ

συν ϕ ηµ ϕ

ηµ ϕ συν ϕ

−
−

−

−
= =

−+

− − −
=

− −

   =   
   

  = 
 

 

φ α 

[0,1] 

[1,0] 
φ 

[-ηµφ, συνφ] 
[0,1] 

[συνφ, ηµφ] 

φ 

[1,0] 
φ 
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Ο γ.µ. R-1 δίνει – όπως αναµενόταν –  την περιστροφή κατά γωνία -φ, δηλ. τον R-φ
 . □ 

Άσκηση 5.4-Μ11 Συμμετρία ως προς ευθεία 
Έστω η απεικόνιση S: R→R που ορίζει το συµµετρικό διανύσµατος ως προς ευθεία (ε) διερχόµενη από την 
αρχή των αξόνων και που σχηµατίζει γωνία φ µε τον άξονα Οx. Εύκολα δείχνεται γεωµετρικά ότι η S είναι γ.µ. 
Με τη βοήθεια του Σχήµατος 5.5 εκφράζουµε τα Τe1, Te2 ως προς την τυπική βάση {e1, e2}: 

 Se1= (συν2φ, ηµ2φ)T 

Se2=(ηµ2φ, -συν2φ)T 
   

 
 

Σχήµα 5.5 Συµµετρία ως προς ευθεία (ε). 

Το µητρώο του S είναι: 

( ) 







=

− φσυνφηµ
φηµφσυν
22

22
S   (5.2.7) 

Η (5.2.7) να συµπίπτει µε τον τύπο του µητρώου προβολής I
aa

aa
S

T

T

−= 2 .  Πράγµατι αν αντικαταστήσουµε 

στην (5.2.7):  

 ηµ2φ=2ηµφσυνφ, συν2φ=2συν2φ-1, -συν2φ=1-2συν2φ=2ηµ2φ-1  

και τέλος θέσουµε (συνφ, ηµφ)=α/||α||, παίρνουµε: 

 ( )
2

2

2 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 1
S

συν ϕ ηµ ϕ συν ϕ ηµϕ συνϕ
ηµ ϕ συν ϕ ηµϕ συνϕ ηµ ϕ

−
= =

− −

    =       
 

 [ ]
2

2

2
2 2

2

συν ϕ ηµϕ συνϕ συνϕ
συνϕ ηµϕ

ηµϕηµϕ συνϕ ηµ ϕ
= − Ι = − Ι =

          
 

22 2 2
α α αα αα
α α α α α

Τ Τ Τ

Τ
= − Ι = − Ι = − Ι  

 □ 
Άσκηση 5.4-Μ12 Διαφόριση Πολυωνύμου 

Στον γ.µ. που ορίζεται από την απεικόνιση της διαφόρισης πολυωνύµου D: Pn(R) → Pn(R): 

  D(a0+α1x+…+αnx
n) = α1+2α2x+…+nαnx

n-1 

αντιστοιχούµε το µητρώο Α=(D)∈R(n+1)×(n+1) ως προς την τυπική βάση {t0, t1, t2,…,tn} του δ.χ. Pn(R) των 
πολυωνύµων βαθµού ≤4. Εκφράζουµε τις εικόνες των διανυσµάτων της βάσης ως προς τη βάση αυτή:  

  D(t0)=0 = 0t0+0t1+0t2+…+0tn 

  D(t1)=1 = 0t0+1t1+0t2+…+0tn 

  D(t2)=2t1 = 0t0+2t1+0t2+…+0tn 

    …… 

ε 

90-2φ 

φ 

[0,1] 

[1,0] 
φ 
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  D(tn)=ntn-1 = 0t0+t1+0t2+…+ntn-1+0tn 

Εποµένως το µητρώο Α είναι: 

    

0 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0

0 0

A

n

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

Ειδικότερα, το µητρώο του γ.µ. D: P4(R) → P4(R) είναι: 

  

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0

A

 
 
 
 =
 
 
  

 

Αν δοθεί ένα πολυώνυµο p∈P4(R), p=a0+a1t+a2t2+a3t3+a4t4, τότε: 

 D(p)=(t0, t1, t2, t3, t4)A(a0, a1, a2, a3, a4)T =(t0, t1, t2, t3, t4) (a1, 2a2, 3a3, 4a4, 0)T  

    =a1+2α2t+3α2t2+4α4t3 

Για παράδειγµα, το πολυώνυµο p(t)=1+5t2-4t3+t4 αναπαρίσταται µε το διάνυσµα των συνιστωσών του ως προς 
την τυπική βάση ως p=[1, 0, 5, -4, 1]. Τότε η παράγωγος του p, D(p)=10t-12t2+4t3, δίνεται από το γινόµενο  

  Αp = [0, 10, -12, 4, 0] 

Το µητρώο Α αναπαριστά το µετασχηµατισµό διαφόρισης πολυωνύµου βαθµού ≤4. □ 

Άσκηση 5.4-Μ13  
Βρίσκουµε το µητρώο του γ.µ. Τ(Α)=SA που ορίζεται επί του R2×2 (Παρ.5.1.5[1]) ως προς την τυπική βάση 
Ε={Eij=eiej

T|i,j=1,2} του R2×2. Έστω S=[s11, s12; s21, s22]. Προσδιορίζουµε τις εικόνες T(Eij)=Τ(eiej
T)=Seiej

T 
σε σχέση µε τη βάση Ε:   

T(E11)=Se1e1T =
11

21

0

0

s

s

 
 
 

 = s11E11+0 E12+s21E21+0 E22 = [s11, 0, s21, 0]T 

T(E12)=Se1e2T =
11

21

0

0

s

s

 
 
 

 = 0 E11+s11E12+0 E21+s21E22  = [0, s11, 0, s21]T 

T(E21)=Se2e1T =
12

22

0

0

s

s

 
 
 

 = s12E11+0 E12+ s22E21+0 E22 = [s12, 0, s22, 0]T 

T(E22)=Se2e2T =
12

22

0

0

s

s

 
 
 

 = 0 E11+s12E12+0 E21+s22E22 = [0, s12, 0, s22]T 

Συνεπώς: 

 (Τ)Ε= [ T(E11)  T(E12)  T(E21)  T(E22) ] = 

11 12

11 12

21 22

21 22

0 0

0 0

0 0

0 0

s s

s s

s s

s s

 
 
 
 
 
 

 

 □ 
Άσκηση 5.4-Μ14 
Θεωρούµε την τυπική βάση Ε={e1, e2} του R2, µια άλλη βάση Β={(1, 1)Τ, (-1, 2)Τ}και το γραµµικό 
µετασχηµατισµό Τ(v) = Τ(α, β)=(α-β, α+β) επί του R2 µε αντίστοιχο µητρώο: 
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1 1

1 1
A

− 
=  

 
 

Το µητρώο µετασχηµατισµού (µετάβασης) απο τη βάση Ε στην Β είναι (η δεύτερη βάση εκφράζεται ως προς 
την πρώτη):  

 
1 1 1

1 2
C− − 

=  
 

 

O µετασχηµατισµός αλλαγής βάσης γράφεται σύντοµα:  

  y = C-1v  

Ισχύει C-1e1 = (1, 1)T  και C-1e2 = (-1, 2)T. 
Το µητρώο µετασχηµατισµού απο τη βάση B στην E είναι το αντίστροφο του παραπάνω (η πρώτη βάση 
εκφράζεται ως προς τη δεύτερη): 

 
1 1 2 11

( )
1 13

C C− −  
= =  − 

 

O µετασχηµατισµός αλλαγής βάσης  γράφεται σύντοµα:  

   y = Cv 

Ισχύει Cb1 = e1  και C-1b2 = e2. 
Εφαρµόζοντας τώρα το µετασχηµατισµό οµοιότητας, βρίσκουµε το µητρώο D του Τ ως προς τη νέα βάση Β: 
 

 D = CΑC-1 = 
2 1 1 1 1 1 2 51 1

1 1 1 1 1 2 2 43 3

− − −     
=     −     

 

  □ 
Άσκηση 5.4-Μ15  
Θεωρούµε τις βάσεις {u1, u2}και {v 1, v 2, v 3} του R2 και R3 αντίστοιχα και ένα γ.µ. Τ:V→W που ορίζεται: 
 
 Τu1= v1 +2v2 -v3 

 Τu2= v1 - v2  
 
α) Να βρεθεί το µητρώο του Τ ως προς τις παραπάνω βάσεις. 
β) Να βρεθεί το µητρώο του Τ ως προς τις βάσεις {-u1 +u2, 2u1 -u2 } και {v1, v 1 + v 2, v 1 + v 2 + v 3} του R2 και R3 
αντίστοιχα.  

Α̟. Ονοµάζουµε µε Β1, Β2 τις αρχικές βάσεις αντίστοιχα. Οµοίως µε Β1΄, Β2΄, τις νέες βάσεις αντίστοιχα. Το  
µητρώο του Τ ως προς τις αρχικές βάσεις είναι: 

Α=

1 1

2 1

1 0

 
 − 
 − 

 

Το µητρώο ως προς τις νέες βάσεις είναι όµοιο του Α: 

 Β = D A C-1 

To µητρώο C-1 δίνει τη Β1΄ ως προς την Β1: 

1 1 2

1 1
C− − 

=  − 
 

Υπολογίζουµε και το D ως το µητρώο που δίνει την Β2  από την Β2΄. Εδώ έχουµε άµεσα το αντίστροφό του: 

1

1 1 1

0 1 1

0 0 1

D−

 
 =  
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Απ’ όπου αντιστρέφοντας: 

1 1 1

0 1 1

0 0 1

D

− 
 = − 
  

 

Αντικαθιστώντας λαµβάνουµε: 

 Β=DAC-1  =  

1 1 1

0 1 1

0 0 1

− 
 − 
  

1 1

2 1

1 0

 
 − 
 − 

1 2

1 1

− 
 − 

 = 

3 4

4 7

1 2

− 
 − 
 − 

 

    □ 
Άσκηση 5.4-Μ16  
Έστω ότι το µητρώο ενός γ.µ.  Τ:V→ V µε dim(V)=3 ως προς µια βάση  Β={u , v , w } είναι : 
 

ΤΒ=

2 3 1

1 4 0

1 1 1

 
 − 
 − 

 

 
Θεωρούµε µια νέα βάση του V: B΄ = {u + v, u - 2v + w, u  - v + w}. Να βρεθεί το µητρώο του Τ ως προς 
τις βάση αυτή. 

Α̟. Το  µητρώο ΤB΄ του Τ ως προς τη βάση Β΄ θα είναι όµοιο του ΤΒ: 

 
ΤB΄ = C  ΤB C-1 

 
Εδώ εκφράζεται η δεύτερη βάση ως προς την πρώτη [13], δηλ. δίνεται άµεσα το µητρώο C-1: 

 C-1 = 

1 1 1

1 2 1

0 1 1

 
 − − 
  

 

Αντιστρέφουµε: 

C = 

1 0 1

1 1 2

1 1 3

− 
 − − 
 − 

 

Αντικαθιστούµε:  
 

ΤB΄ = C  ΤB C-1 = 

1 0 1

1 1 2

1 1 3

− 
 − − 
 − 

2 3 1

1 4 0

1 1 1

 
 − 
 − 

1 1 1

1 2 1

0 1 1

 
 − − 
  

  

 = 

3 1 1

2 10 7

4 12 8

− 
 − 
 − − 

 

  □ 

                                                 
13

 [
�
] Δηλ. αν {vi } {vi΄} βάσεις,  εδώ έχουμε έκφραση του αντίστροφου  R

-1
vj =vj΄ του γ.μ. Rvj ΄=vi.  
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5.3 Πυρήνας και Εικόνα 

Άσκηση 5.4-ΠΕ1 

Έστω T : R4 → R3 η απεικόνιση: 

T(α1, α2, α3, α4) = (α1 - α2 + α3 + α4,  α1 + 2α2 - α3 + α4,  3α2 - 2α3) 

Να δειχθεί ότι ο Τ είναι γραµµικός µετασχηµατισµός και να βρεθούν οι R-βάσεις για το Κer T και το Ιm T. 

Α̟. 
Ο Τ είναι γ.µ., αφού είναι της µορφής της (5.2.4). Για το Ker T πρέπει να ισχύει : 

 T(x) = 0 ⇔  
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Μια R-βάση του Κer T είναι η βάση του µηδενοχώρου Ν(Α) (ειδικές λύσεις): 

 { s1= (-1/3, 2/3, 1, 0)Τ, s2 = (-1, 0, 0, 1)Τ } 

Επίσης είναι 

Im Τ = C(A) = < (1, 1, 0)T, (-1, 2, 3) > 
         
δηλ. το σύνολο {v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (-1, 2, 3)T } είναι µια R-βάση του Im T. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ2 

Να βρεθούν το µητρώο, ο πυρήνας και η εικόνα των γραµµικών µετασχηµατισµών Τ, G: R3 → R2 που 
ορίζονται από τις σχέσεις: 

 (α) Τ(x, y, z) = ( x + y - z, 2x + y ) 

 (β) Τ(x, y, z) = ( |x|, 0 ) 

Α̟. 

α) Είναι A= 






 −
=

012

111
)T(   

Ορίζουµε R-βάσεις για το Κer T και το Ιm T. Έχουµε  τις γραµµοϊσοδυναµίες: 

  








−

−
 →
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−
 →







 − +→−→
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απ’ όπου: 

 Ιm T = <(1, 2, 0)Τ, (1, 1, 0)Τ > 

Τα παραπάνω διανύσµατα αποτελούν R-βάση του Im T. Εποµένως είναι:  

 rank(Τ )= 2 και  Nullity(T)=dimR3 – 2 = 1. 

Επίσης είναι:   

Κer T = Ν(Α) = <(1, -2, 0)Τ> 

δηλ. το (1, -2, 0)Τ αποτελεί R-βάση του Ker T. 
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Άσκηση 5.4-ΠΕ3 

Να δοθεί ή µορφή και να βρεθεί ο βαθµός και η µηδενικότητα του γραµµικού µετασχηµατισµού απο τον R4 
στον R3 του οποίου το µητρώο ως προς τις τυπικές βάσεις είναι το  

 Α = 
















−

−

−

7520

3362

2121

 

Α̟. 
Ο γ.µ. Τ δίνεται: 

 Τ(α1, α2, α3, α4) = A(α1, α2, α3, α4)Τ = ( α1 + 2α2 - α3 + 2α4 , 2α1 + 6α2 + 3α3 - 3α4 , 2α2 + 5α3 -7α4)Τ  

Από τη γραµµοϊσοδυναµία: 
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συµπεραίνουµε ότι τα (1,2,0)Τ, (2,6,2)Τ είναι γ.α. και συνεπώς αποτελούν βάση του Ιm T. Συνεπώς 

 Ιm T = <(1, 2, 0)Τ, (2, 6, 2)Τ> και rank(Τ) = dim(Im T : R) = 2 

Σηµείωση: Στο ίδιο αποτέλεσμα θα φτάναμε αν θεωρούσαμε ορίζουσες, αν και η ελάττωση του μητρώου 

συντελεστών σε κλιμακωτή μορφή είναι η πιο ενδεδειγμένη προσέγγιση. 

Επίσης, είναι Κer T = Ν(Α), οπότε η πιο πάνω κλιµακωτή µορφή δίνει άµεσα: 

 Κer T = <(6, - 2

5
, 1, 0)Τ, (9, 2

7
, 0, 1)Τ> και Nullity(Τ) = dim(Κer T : R) = 2 

Οι διαστάσεις των Im T και Κer T επιβεβαιώνονται από τη σχέση: 

 dim(Κer T : Κ) + dim(Im T : Κ) = dim(R4 : K) = 4. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ4 

α) Να βρεθεί ο βαθµός και η µηδενικότητα ενός γραµµικού µετασχηµατισµού Τ από τον R4 στον R3 που 
ορίζεται από τη σχέση : 

 Τ(α1, α2, α3, α4) = (α1 - α3 + 2α4, - 2α1 + α2 + 2α3, α2 + 4α4) 

β) Να δειχθεί ότι (1, 3, λ)Τ ∈ Ιm T αν και µόνο αν λ = 5. Επίσης, να καθορισθεί η συνθήκη που ορίζει ότι το 
διάνυσµα (1, x, 1, y)Τ ανήκει στο Ker T. 

Α̟αντήσεις 
α) Το µητρώο του Τ ως προς την τυπική βάση είναι: 
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Είναι Κer T = N(A). Ανάγουµε το Α στην κλιµακωτή µορφή:  
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Άρα µια R-βάση του Κer T είναι το σύνολο {(1, 0, 1, 0)Τ, (-2, -4, 0, 1)Τ} και  

 Κer T = <(1, 0, 1, 0)Τ, (-2, -4, 0, 1)Τ> και Nullity(Τ) = dim(Κer T : R) = 2 

Για την εικόνα του Τ έχουµε : 

 Im T = C(Α) = 〈 (1, -2, 0)T, (0, 1, 1)T 〉 και rank(Τ) = dim(Im T : R) = 2 

δηλ. το {(1,-2, 0)Τ, (0, 1, 1)Τ} είναι µια R-βάση του Ιm T. 

β)  Είναι (1, 3, λ)Τ ∈ Ιm Τ = C(A) αν και µόνο αν τα (1, 3, λ)Τ, (1, -2, 0)T, (0, 1, 1)T είναι γ.ε., ή, ισοδύναµα, αν 
το γραµµοϊσοδύναµο του  (1, 3, λ)Τ έχει την τρίτη συνιστώσα µηδενική: 

 
TrrrT2rrrT ),5,1(),5,1(),3,1( 233122 5-λλλ  → → −→+→

 

 Συνεπώς πρέπει λ=5.  
Εξ’ άλλου είναι (1, x, 1, y)Τ ∈ Κer T = Ν(Α) αν και µόνο αν τα διανύσµατα (1, 0, 1, 0)Τ, (-2, -4, 0, 1)Τ, (1, x, 1, 
y)Τ είναι γ.ε., ή, ισοδύναµα, αν το γραµµοϊσοδύναµο κλιµακωτό µητρώο Β µε στήλες τα παραπάνω διανύσµατα 
έχει τάξη 2: 
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Eίναι rank(B)=2 όταν x/2=0 και y+x/4=0, δηλ. όταν x=y=0, η οποία είναι η ζητούµενη συνθήκη. 

 

Άσκηση 5.4-ΠΕ5 

Αν T είναι ένας γ.µ. από ένα δ.χ. V σε ένα δ.χ. W, να δειχτεί ότι τα στοιχεία του V που απεικονίζονται σε ένα 
δοσµένο υπόχωρο U του W, αποτελούν έναν υπόχωρο Χ του V. Αν οι διαστάσεις των V, W, U, X είναι m, n, 
p, q αντίστοιχα και αν η τάξη του Τ είναι n, να βρεθεί µια σχέση µεταξύ των m, n, p, q.        

Α̟. 

Είναι Τ(0)=0∈W. Αφού U υποχώρος του W, είναι Τ(0)∈U, συνεπώς 0∈Χ, δηλ. Χ ≠∅. Έστω τώρα v1, 
v2∈Χ, δηλ. τέτοια ώστε T(v1), T(v2)∈U. Τότε, αφού ο U είναι υποχώρος του V, για κάθε λ∈Κ θα είναι 
λT(v1)+T(v2)=Τ(λv1+v2)∈U,  που σηµαίνει λv1+v2∈Χ, συνεπώς ο Χ είναι υποχώρος του V. 
Θεωρούµε τον γ.µ. G: X → U µε G(v)=T(v) ∀v∈X. Εκ κατασκευής είναι Ιm G = U. Για τον γ.µ. Τ ισχύει: 
 
 rank(T) + dim (Ker T) = dim(V) = m  ή: 
 Nullity(T) = m - n  

Για τον γ.µ. G ισχύει:  

 rank(G) + dim(Ker G) = dimX = q  ή: 
 Nullity(G) = q – p 

Αλλά Κer G ⊆ Κer T, συνεπώς Nullity(G) ≤ Nullity(T), δηλ.  

 q – p ≤ m - n 

Άσκηση 5.4-ΠΕ6 

Να βρεθεί ένας γραµµικός µετασχηµατισµός Τ επί κάποιου δ.χ. V έτσι ώστε  Κer T = Ιm T. Μπορεί αυτό να 
γίνει για όλους τους διανυσµατικούς χώρους; 

Α̟. 

Έστω o γραµµικός µετασχηµατισµός Τ: R2 → R µε  

Τ(α, β) = (α+β, -α-β) 

Είναι Τ(α, β)=(0, 0) ⇔ (α+β, -α-β)=(0, 0) ⇔ α+β = 0 ⇔ β = -α, άρα  
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 Ker T = < (1, -1) > 

Επίσης είναι Τ(α, β) = (α + β)(1, -1), δηλ. το ΙmT παράγεται από το διάνυσµα (1, -1): 

 Im T = < (1, -1) > 

Eποµένως Ker T = Ιm T. 
Aν θεωρήσουµε ένα δ.χ. V µε περιττή διάσταση, δηλ. dim(V)=2k+1, k∈N, τότε δεν µπορεί να βρεθεί γ.µ. Τ 
τέτοιος ώστε Ker T =  Ιm T, γιατί τότε θα έπρεπε 

dim(Ker T) + dim(Ιm T) = dim(V) ⇒ 2dim(Ker T) = 2k + 1  

'Αρα δεν µπορεί να βρεθεί τέτοιος γ.µ. για όλους τους δ.χ.  

Άσκηση 5.4-ΠΕ7 

Αν V ένας Κ-χώρος µε dim(V)=n και S και Τ δύο γ.µ. επί του V, τότε να αποδειχθεί ότι  

 Nullity(ST) ≤  Nullity(S) + Nullity(T) 

Αν είναι Sn = 0, αλλά Sn-1 ≠ 0, να καθορισθεί η µηδενικότητα του S.  

 Α̟. 

Θεωρούµε v∈Ker T, άρα Τ(v)=0, συνεπώς SΤ(v)=SΤ(0)=0, δηλ. v∈Ker ST. Άρα είναι Ker T ⊆ Ker ST.  Ο 
πυρήνας του SΤ δίνεται 

  Ker ST = Ker T + { v∈Im T | S(v)=0 } ⊆ Ker T + Ker S ⇒ 

 dim(Ker ST) ≤ dim(Ker T) + dim(Ker S) ⇒ 
 Nullity(ST) ≤  Nullity(S) + Nullity(T) (1) 

Εφαρµόζουµε την (1) για τους γ.µ. Sn-1 και S:  

 Nullity(Sn) = n = Nullity(Sn-1S) ≤  Nullity(Sn-1) + Nullity(S) ⇒ 
 Nullity(S) ≥ n - Nullity(Sn-1) 

Επειδή Sn-1≠0 είναι dim(Im Sn-1) = rank(Sn-1)>1 και Nullity(Sn-1)≤n-1, άρα 

 Nullity(S) ≥ n – n +1  > 0 ⇒ Nullity(S) ≥ 1 

Άσκηση 5.4-ΠΕ8 

Αν V είναι ένας Κ-χώρος, να αποδειχθεί ότι ισχύει Im Τ ∩ Κer T = {0} τότε και µόνον τότε όταν η σχέση 
Τ(Τ(v))=0 συνεπάγεται Τ(v)=0, όπου v ∈V. 

Α̟. 

Θα δείξουµε ότι αν ισχύει Ιm T∩Ker T = {0}, τότε Τ(Τ(v)) = 0 ⇒ Τ(v) = 0. 
Έστω Τ(T(v))=0  για κάποιο v ∈V. Τότε είναι T(v)∈Ker T και Τ(v)∈Ιm T, άρα Τ(v)∈Κer T∩Im Τ και επειδή 
εξ’ υποθέσεως Κer T∩Im Τ ={0}, έπεται Τ(v)=0. 

Αντιστρόφως, δεχόµαστε ότι  Τ(Τ(v)) = 0 ⇒ Τ(v) = 0, ∀ v ∈V. Έστω w∈Im T∩Ker T. Επειδή w∈Im T, 
υπάρχει v∈V ώστε w=T(v). Επειδή w∈Ker T είναι T(w)=0= T(Τ(v)), άρα Τ(v)=0=w. Εποµένως 
ImT∩KerT={0}, δηλ. ισχύει και το αντίστροφο. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ9 

Αν 








21

11
=S , να βρεθούν R-βάσεις για τα σύνολα Κer T και Ιm T για τους γραµµικούς µετασχηµατισµούς: 

(α) T(A) = SA   
(β) T(A) = AS   
(γ) T(A) = SA - AS 

Α̟. 
α) Για τον  T(A) = SA, έστω   



-125- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

 A = 
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όπου x, y, φ, ω ∈R. Τότε θα είναι :  
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Το µητρώο των συντελεστών, αναγόµενο σε κλιµακωτή µορφή, δίνει το Ι4: 
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(ή ισοδύναµα det(A)=1≠0). Eποµένως τα µητρώα Α1, Α2, Α3, Α4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε 
αποτελούν R-βάση του ΙmT. Επειδή rank(Τ)=4 και dim(R2×2)=4, έπεται Nullity(T)=0, άρα η βάση του ΚerT 
είναι το {0}. 

β) Για τον γ.µ. T(A) = AS, θεωρούµε το ίδιο µητρώο Α=[x, y, ; φ, ω], οπότε: 
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Για τον ίδιο λόγο όπως στο (α), εύκολα προκύπτει ότι τα µητρώα Α1, Α2, Α3, Α4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα,  
συνεπώς αποτελούν R-βάση του ΙmT. Όπως και στο (α), η βάση για το ker T είναι το {0}. 

γ) Θεωρώντας το µητρώο Α=[x, y, ; φ, ω], από τα (α) και (β) προκύπτει: 
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Εφαρµόζοντας απαλοιφή : 

 

 

0000

011-0

1-101

011-0

011-0

1-101

011-0

101-1-

1-101

1-101

101-1-

011-0
23312231 rrrrrrrr
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 →
















 →
















 →















−→+→↔

 

Άρα τα µητρώα Β, C, D είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, ενώ τα B, C είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε 
αποτελούν µια R-βάση του Ιm T.  

Μια R-βάση του Κer T προκύπτει από το χώρο λύσεων του συστήµατος: 

 T(A) = 0 ⇔ 
















=

=

=

⇔





















=−

=−+

=−

0

0

0-

0

0=

0

0
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y

-x-y+ω

x

y

φ

ωφ
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 B =  

0000

01-10

1-101

101-1-

01-10

1-101
2133 rrrr

















 →















++→

 

Οι φ και ω είναι ελεύθερες µεταβλητές, οπότε η λύση είναι (x, y, φ, ω) = (-φ+ω, φ, φ, ω). Οι ειδικές λύσεις  
s1=(-1, 1, 1, 0)Τ και s2=(1, 0, 0, 1)Τ αποτελούν µια R-βάση του N(B)=Ker T: 

  















=

10

01
  ,

01

11-
KerT . 

Άσκηση 5.4-ΠΕ10 

Αν το σύνολο {u1, u2, u3, u4} είναι µια R-βάση για το δ.χ. R4, να προσδιορισθεί για ποιες τιµές του λ είναι µη-
ιδιάζων ο γραµµικός µετασχηµατισµός Τ που ορίζεται από τη σχέση 

  T(u1) = u1 + λu4 

  T(ui) = 2ui-1 + ui (i = 2, 3, 4) 

Α̟. 
Για να είναι ο Τ µη-ιδιάζων πρέπει το {Τu1, Τu2, Τu3, Τu4} να αποτελεί βάση του R4, δηλαδή πρέπει 
KerT={0}. Από τον ορισµό του Τ είναι : 

T(u1) = u1 + λ u4 , T(u2) = 2u1 + u2 

T(u3) = 2u2 + u3 , T(u4) = 2u3 + u4 

Έστω 

 α(u 1 + λu4) + β(2u1 + u2) + γ (2u2 + u3) + δ(2u3 + u4) = 0 ⇔  

     

 } 0 ,02 ,02 ,02 { ==+=+=+ λα+δδγγββα  

Το παραπάνω οµογενές σύστηµα πρέπει να έχει µόνο τη µηδενική λύση, δηλ. θα πρέπει rank(A)=4 : 

 Α = 


















→



















→



















→



















λλλλ 8-1000

2100

0210

0021

1400

2100

0210

0021

102-0

2100

0210

0021

100

2100

0210

0021

 

Άρα πρέπει 1 - 8λ ≠0  ή λ ≠ 8

1
.  

Σηµείωση: Ισοδύναμα, πρέπει det(A)=1-8λ≠0 ή λ ≠ 8

1
. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ11 

Αν Τ είναι ο γραµµικός µετασχηµατισµός επί του R3 που ορίζεται από τη σχέση  

  Τ(a1, a2, a3) = (3a1 - a2, a1 - a2 + a3, - a1 + 2a2 - a3)  

τότε να δειχτεί ότι ο Τ είναι µη ιδιάζων. Να δοθεί µια σχέση για τον Τ-1 όπως εκείνη που ορίζει τον Τ. 

Α̟. 

Eίναι: 

 
















→
















→
















=

3/200

12/3-0

01-3

1-5/30

12/3-0

01-3

 

1-21-

11-1

01-3

 (T)=A  

Άρα rank(A)=3, άρα το Α είναι µη ιδιάζον, συνεπώς και ο Τ είναι µη ιδιάζων (ισοδύναµα είναι detA=-3≠0). 
O Τ-1 δίνεται από τη σχέση: 
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 Τ-1(x, y, z) = A-1(x, y, z)T 

Το Α-1 υπολογίζεται:  

 ]|[I

2/35/31/3-100

110010

1/31/31/3001

1001-21-

01011-1

00101-3

 ]I|[ 1
33

−=
















→→
















= AA ⋯  

 Εποµένως 

 
















== −

2/35/31/3-

110

1/31/31/3

 )(T 11- A   

και  

 T-1(x, y, z) = ( 3

1
x + 3

1
y + 3

1
z,  y + z, 3

1
− z + 3

5
y + 3

2
x) 

Άσκηση 5.4-ΠΕ12 

Eνας γραµµικός µετασχηµατισµός επί του R-χώρου C ορίζεται από τη σχέση Τ(z) = (1 - i)z, ∀ z∈C. Να 
δειχθεί ότι ο Τ είναι µη-ιδιάζων.  

Α̟. 

Θεωρούµε z = x + yi (x, y∈R). Τότε είναι 

 T(z) = (i-1)(x + yi) = x + yi – xi + y = x + y + (y – x)i 

Αν T(z) = 0, τότε :  

 T(z) = 0 ⇔ x + y + (y - x)i = 0 ⇔ { }0 ,0 =−=+ xyyx  ⇔ y = x = 0  

Άρα z=0, οπότε Κer T = {0}, άρα Τ µη-ιδιάζων. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ13 

Αν Τ είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός τέτοιος ώστε T2 = 0, δείξτε ότι ο Ι - Τ είναι µη ιδιάζων.  

Α̟. 
Είναι (Ι+Τ)((Ι-Τ)(v)) = (I-T)v + T(I-T)v = I2v –Tv + Tv -T2v = v + 0 = v, δηλ. ο Ι-Τ είναι αντιστρέψιµος. 
Συνεπώς ο Ι-Τ είναι µη ιδιάζων. 

Άσκηση 5.4-ΠΕ14 
Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός D που ορίζει τη διαφόριση επί του Pn(R) είναι ιδιάζων. Τι σηµαίνει αυτό 
για τον πυρήνα του D; 

Α̟. 
Έστω το πολυώνυµο  

 p(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x + a0   

Τότε έχουµε ότι : 

 D(p(x)) = nanx
n-1 + (n-1)an-1x

n-2 + … + 2a2x + a1 

δηλ.  

Im D = Pn-1(R) και rank(D) = dim(Im D) = n   

Είναι D(p(x)) = 0 ⇔ an = an-1 = … = a1 = 0  ∀a0∈R. Εποµένως   

 Ker D={p(x)=a|a∈R } = P1(R) και  
 Nullity(T) = 1 = dim(Pn(R)) - rank(D)   
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Συνεπώς ο D είναι ιδιάζων και ο πυρήνας του D περιέχει όλα τα σταθερά πολυώνυµα, περιλαµβανοµένου και 
του µηδενικού. 
 
Άσκηση 5.4-ΠΕ15  
 Έστω L: R3→R3 ένας γραµµικός µετασχηµατισµός και έστω ότι οι εικόνες της τυπικής βάσης e1=[1, 0, 0]Τ, 
e2=[0, 1, 0]Τ, e3=[0, 0, 1]Τ είναι Le1=[37, 33, 30]Τ, Le2=[3, 18, -3]Τ και Le3=[-4, 8, 15]Τ αντίστοιχα. 

α) Ποιο είναι το µητρώο εκπρόσωπος του L για την τυπική βάση; 
β) Ποια η εικόνα του v=[1, -1, 2]Τ; 
γ) Προσδιορίστε τα Ker(L),  Im(L). 
δ) Είναι ο L ισοµορφισµός;  
ε) Υπάρχει ο L-1; Αν ναι, είναι γ.µ. ; Προσδιορίστε τον.   
ζ) Θεωρούµε τώρα µια νέα βάση του R3: {µ1=[1,-1,1]Τ, µ2=[1,2,1]Τ, µ3=[1,-1,0]Τ}. Ποιο είναι το µητρώο του 
L ως προς τη βάση αυτή;  

Α̟αντήσεις 

α) L = L[e1,e2,e3] = L I = [Le1, Le2, Le3] = 
















−

−

15330

81833

4337

 

β) Lv = (26, 31, 63) Τ 

 
γ) Το L είναι αντιστρέψιµο όπως µπορεί να διαπιστωθεί από την ορίζουσα det(A)=12669≠0 ή την απαλοιφή:  

 L → 

1 0 32 /189  

0 1 428 / 567  

0 0 4223 /189   

− 
 
 
  

 → I 

Εποµένως Ker(L)=N(L)={0}. Επίσης είναι προφανώς Ιm(L)=C(L)=R3.  

δ) Επειδή Ker(L)={0} o L είναι ισοµορφισµός. 

ε) Αφού o L είναι µη ιδιάζον (ή ισοµορφισµός), υπάρχει ο  L-1 και είναι και αυτός ισοµορφισµός, άρα και γ.µ. 
Για να προσδιορισθεί, αρκεί να υπολογισθεί µητρώο του, δηλ. το L-1.  Με τη µέθοδο Gauss-Jordan [14] 
υπολογίζουµε τελικά: 

1

0.0232 0.0026   0.0076  

0.0201 0.0533 0.0338  

  0.0504   0.0159   0.0448   

L−

− 
 = − − 
 − 

 

ζ) Το µητρώο Β του L ως προς τη νέα βάση είναι όµοιο µε το L: 

Β = C L C-1  

Το C-1 είναι το µητρώο (του γ.µ.) της νέας βάσης ως προς την τυπική:    

C-1 = C-1 I = [C-1e1, C-1e2, C-1e2] = [µ1, µ2, µ3]= 

1 1 1

1 2 1

1 1 0

 
 − − 
  

 

Υπολογίζουµε τώρα το C= (C-1)-1, δηλ. το µητρώο της τυπικής βάσης ως προς τη νέα βάση: 

 

1 3 1 3 1

1 3 1 3 0

1 0 1

C

− − 
 =  
 − 

 

και τελικά: 

                                                 
14  Βλ. σελ. 92 , [G. Strang: «Εισαγωγή στη Γραμμική Άλγεβρα»]  
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1

1 2
30 1 3 16

3 31 3 1 3 1 37 3 4 1 1 1
2 2 1

1 3 1 3 0 33 18 8 1 2 1 17 38 16
3 3 3

1 0 1 30 3 15 1 1 0
18 0 1

B CAC−

 
 

− − −       
       = = − − =       
       − −      − 

  

 

Άσκηση 5.4-ΠΕ16  

Έστω S∈Kn×n ένα σταθερό µητρώο και Τ ο γραµµικός µετασχηµατισµός επί του Kn×n που ορίζεται από την 
ιδιότητα T(A)=AS. Αν  το S είναι αντιστρέψιµο, τότε να δειχτεί  ότι Rank(T)=n2. Γενικά, να αποδειχτεί ότι 
ισχύει  Rank(Τ)=n × Rank(S). 

Α̟. 
Είναι   

 Ker T = { A∈Kn×n: T(A)=0 } = { A∈Kn×n:  AS=0 } 

Αφού το S αντιστρέψιµο, είναι AS = 0 ⇒ (AS)S-1 = 0 S-1 ⇒ A=0 ⇒ Κer T={0}. Άρα  

 Nullity(T)=0 

και επειδή dim(Kn×n)=n2 :   

 Rank(T) = dim(Kn×n) - Nullity(T) = n2 

Γενίκευση: ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις : 

(α) Εάν το S  είναι αντιστρέψιµο, τότε Rank(Τ) = n2 = n×n = n×Rank(S). 
(β) Εάν  S=0, τότε προφανώς Rank(S)=0,  Ker T = Kn×n, Im T={0}, άρα Rank(Τ) = 0 = n×0 = n×Rank(S). 
(γ) Εάν  S≠0  και ιδιάζον,  τότε  είναι rank(S)<n. ∆είχνουµε ότι ισχύει Nullity(Τ) = n dim(N(S)). 

          Rank(T) = dim(Im T) = n2 - dim(Ker T) = n2 – n dim(N(S)) =  
     = n (n- dim(N(S)) = n rank(S)               

Άσκηση 5.4-ΠΕ17  

Να δειχθεί ότι ο γ.µ. D που ορίζει τη διαφόριση επί του Pn(R) είναι ιδιάζων. Να βρεθεί το Ker(D) και Im(D).   

Α̟.  
Στο Παρ.5.2.5 βρήκαµε ότι το µητρώο του D ως προς την τυπική βάση είναι: 

  

0 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0

0 0

A

n

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

Η τελευταία γραµµή του Α είναι 0, εποµένως ο D είναι ιδιάζων. Είναι Ker(D)=N(A)={a(1,0,…,0)/a∈R}= 
P0, δηλ. το σύνολο των πολυωνύµων µηδενικού βαθµού.  

Επίσης είναι φανερό ότι Im(D) = C(A) = <(A(:, 2:n+1)> = Pn-1(D).  
 
Άσκηση 5.4-ΠΕ18  

∆ίνεται ο γ.µ. Τ του R3 που ορίζεται από τη σχέση: 

  Τ(x1, x2, x3)=(3x1 - x2, x1 - x2 + x3, -x1 + 2x2 - x3) 

α) Να δειχθεί ότι ο Τ είναι µη ιδιάζων.  
β) Να βρεθεί η εικόνα του Τ, Ιm(Τ). 
γ) Nα δοθεί µια σχέση για τον γ.µ. Τ-1. 

Α̟αντήσεις 
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α) Το µητρώο του Τ είναι:  

  

3 1 1 3 1 1 3 1 1

1 1 2 0 2 / 3 5 / 3 0 2 / 3 5 / 3

0 1 1 0 1 1 0 0 1 5 / 2

A

− − −     
     = − − → − → −     
     − − − +     

 

Προφανώς N(A)={0}, δηλ. το Α είναι µη ιδιάζον, άρα οµοίως και ο Τ, δηλ. µηδενικότητα(Τ)=dim(N(A)=0. 

β) Είναι Im(T) = C(A) = <(3 -1 0)T, (1, -1, 1)T, (-1, 2, -1)T> και τάξη(Τ)=rank(A)=3. 

γ) Με τη µέθοδο Gauss-Jordan υπολογίζουµε το Α-1:  

  
1

1/ 3 0 1/ 3

1/ 3 1 5 / 3

1/ 3 1 2 / 3

A−

− 
 =  
  

 

Εποµένως: 

  Τ(x1, x2, x3) = 1/3(x1 + x2 + x2,  x2 + x3, -x1 + 5x2 + 2x3) 

Άσκηση 5.4-ΠΕ19  
4. Έστω Vn ο δ.χ. των πολυωνύµων f(x, y) µε πραγµατικούς συντελεστές βαθµού το πολύ n. Να δειχθεί ότι η 

απεικόνιση S που ορίζεται από τη σχέση ( ( , ))
f f

S f x y x y
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂  είναι γ.µ. Να βρεθεί ο πυρήνας και η 

εικόνα του S.  Να βρεθεί µια βάση του S και το µητρώο του S ως προς τη βάση αυτή. 
Α̟. 
Ότι ο Vn είναι δ.χ., δείχνεται µε όµοιο τρόπο όπως για το χώρο των πολυωνύµων Pn(R).  
Αν f, g ∈V  και a∈R, είναι: 

  

( ) ( )
( ( , ) ( , ))

( ( , )) ( ( , ))

af g f af g a f g a f g
S af x y g x y x y x y

x y x y

f g f g f f g g
ax x ay y a x y x y aS f x y S g x y

x x y y x y x y

∂ + ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂
+ = + = +

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + + + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Άρα ο S είναι γ.µ.  

Η γενική µορφή ενός πολυωνύµου f∈V βαθµού n είναι: 

  
0

( , ) i j
ij

i j n

f x y a x y
≤ + ≤

= =∑  α00 +α10x +α01y + α11xy + α20x2 + α02y2 + …+ α0,ny
n
 ,  αij∈R (1) 

Στο πολυώνυµο f(x,y) υπάρχουν k+1 όροι βαθµού k, δηλ. συνολικά r=1+2+…+(n+1)=(n+1)(n+2)/2 όροι.  

Προσδιορίζουµε τώρα την εικόνα Sf : 

  

( ) ( )

( )

0

1 1

0 0

( )

i j i j
ij ij

i j n

i j i j i j
ij ij ij

i j n i j n

a x y a x yf f
Sf x y x y

x y x y

xa i x y ya x j y a i j x y

≤ + ≤

− −

≤ + ≤ ≤ + ≤

 ∂ ∂∂ ∂  = + = + =
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

× × + × × = + =

∑

∑ ∑
 

  = α10x +α01y + 2α11xy + 2α20x2 + 2α02y2 + …+ nα0,ny
n
   (2) 

Ο πυρήνας του S ορίζεται: 

  Ker(V)={ f∈V | Sf=0 }={f∈V |Tf  = 0
f f

x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂ } 

Λόγω της ειδικής µορφής του πολυωνύµου Sf (λείπει ο σταθερός όρος), παρατηρούµε ότι:  

  Ker(V)={ f | f=c (σταθερά)}=V1  
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Από την (1), η εικόνα Im(S) είναι ο υποχώρος του Vn των πολυωνύµων χωρίς σταθερό όρο.  

Κατ’ αναλογία µε το χώρο  Pn(R), µια βάση για το Vn είναι η : 

  E = { Φij=xiyj | 0 ≤ i,  j ≤ r, i+j ≤ r } 

∆ιατάσσουµε τα r διανύσµατά της ως προς το βαθµό: 

  [Φ00, Φ01, Φ10, Φ11, Φ20, Φ02, Φ03, Φ12, Φ21, Φ30, … ,Φn,0} 

Οι εικόνες S(Φij) εκφράζονται σε σχέση µε τα διανύσµατα Φi  της βάσης ως εξής:   
 
  S(Φij) = 0 + 0 + …+(i+j) Φij + 0 +…+ 0 
 
Άρα το µητρώο Α του S ως προς τη βάση Ε είναι: 
 

   

0 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2 0

0

A

n

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

…

…

…

…

…

…

… … ⋱

…
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6 ΟΟΡΡΘΘΟΟΓΓΩΩΝΝΙΙΕΕΣΣ  ΠΠΡΡΟΟΒΒΟΟΛΛΕΕΣΣ      

&&     ΕΕΛΛΑΑΧΧΙΙΣΣΤΤΑΑ  ΤΤΕΕΤΤΡΡΑΑΓΓΩΩΝΝΑΑ    

 
 

6.1 Ορθογώνιες   Προβολές 

 

Άσκηση 6-Π1 

Ποια η προβολή του u=(3,3,1)T στο w=(1,1,2)T ; 

Α̟.  
Εφαρµόζουµε τον τύπο της προβολής:  

Pu = (ww T/w Tw)u=
















=
































=

16

8

8

1

3

3

422

211

211

6

1
Pu  

Άσκηση 6-Π2 

∆ίνεται το µητρώο:   

   

1 1 2
1

1 1 2
6

2 2 4

A

− − 
 = − 
 − 

 

Να δείξετε ότι είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής και να βρείτε το χώρο επί του οποίου εφαρµόζεται. 

Α̟. Το µητρώο είναι προφανώς συµµετρικό και τάξης 1, άρα είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής. Το Α  
γράφεται:  

 

[ ]1
1 1 1 2

6
1

2

TA= = − − 
 − 
 − 

uu

 

Εποµένως το Α είναι µητρώο προβολής επί της ευθείας S=<(1, -1, -2)T >. Προφανώς ισχύει  

 Αn = Α2 = Α 
 □ 

Άσκηση – Εφαρµογή 6-Π3: Μετασχηµατισµός και Μητρώα Ανάκλασης  
Η ανάκλαση ή συµµετρία σε ένα Κ-χώρο, όπως ο Rn, ή ένας υποχώρος του, είναι συχνά µια πολύ επιθυµητή 
ιδιότητα. Συχνά ορίζεται ως προς ευθεία µε δοθείσα διεύθυνση. Ο αντίστοιχος γραµµικός µετασχηµατισµός 
S : Rn → Rn είναι ισοµορφισµός επί του Rn µε την ιδιότητα S(S(v))=v, δηλ. S2=I=ταυτοτικός µετασχηµατισµός. O 
S µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώα, τα µητρώα ανάκλασης. ∆είχνουµε πως µπορούν αυτά να 
προσδιορισθούν στο χώρο Rn.  
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Σχήµα 1 Ανάκλαση ως προς ευθεία 

Εκφράζουµε στο χώρο Rn το συµµετρικό ενός διανύσµατος b ως προς την ευθεία (ε) που ορίζεται από ένα 
διάνυσµα α (µονοδιάστατος χώρος). Αυτό περιγράφεται µε τη βοήθεια των ορθογώνιων προβολών (Σχήµα 1).  
Έστω p η προβολή του b επί της (ε), r=ΓΑ το διάνυσµα b – p και c=OB το συµµετρικό του b. Είναι γνωστό 
ότι η προβολή του b είναι p=(ααΤ/αΤα)b. Από το τρίγωνο ΟΑΒ παίρνουµε:  
 

 c = b – BA


�

 = b – 2r = b – 2(b – p) =  2(ααΤ/αΤα)b -b  ⇒ 

 2S I
Τ

Τ

 
= = − 

 

aa
c b b

a a         (1) 

H (1) δίνει το συµµετρικό δοθέντος διανύσµατος b. To µητρώο  

 2 IS
Τ

Τ
= −

aa

a a          (2) 

εκφράζει το µετασχηµατισµό συµµετρίας ή ανάκλασης και λέγεται µητρώο ανάκλασης.  

Επαληθεύουµε την (2) για τις ακραίες περιπτώσεις: αν το b είναι κάθετο στην (ε), είναι bΤα=0 και η (1) δίνει 
Sb=-Ib=-b (αναµενόµενο). Αν πάλι τo b ανήκει στην ευθεία (ε), δηλ. είναι b=λα (λ∈R), τότε συµπίπτει µε 
συµµετρικό του Sb: 

  2 2 2Sb I λ λ λ λ λ
Τ Τ

Τ Τ

 
= − = − = − = 

 

aa aa a
a a a a b

a a a a  

Το S είναι συµµετρικό: 

 

TT T T
T2 2 2S S

Τ

Τ
Τ Τ Τ

   
= − Ι = − Ι = − Ι =   

   

aa aa aa

a a a a a a  

Επίσης είναι και ορθογώνιο. Πράγµατι :  

 ( )

2

2 2 2
2

2 4 2 2 4 4S
Τ Τ Τ Τ Τ Τ

Τ Τ Τ ΤΤ

 
= − Ι = − × + Ι = − + Ι = Ι 

 

aa aa aa aa aa aa

a a a a a a a aa a
 

Άρα διπλή εφαρµογή ανάκλασης SSb=S2b  δίνει το αρχικό διάνυσµα b: 

 
2SS S S= = = Ι =b b c b b  

Γενικά είναι S2k+1=S και S2k=I (k=0,1,…), δηλ. S2k+1b=Sb=c και S2kb=b (περιττή εφαρµογή οδηγεί στο 
συµµετρικό σηµείο, ενώ άρτια στο αρχικό).   
Ο µετασχηµατισµός ανάκλασης διατηρεί τα µήκη των διανυσµάτων. Αυτό οφείλεται στη γενική αυτή ιδιότητα 
των ορθογωνίων µητρώων. Εδώ έχουµε:  

 ||c||2  = ||Sb||2  = (Sb)TSb = bTSSb = ||b||2 

Γενικά αν Q∈Rm×n ορθογώνιο µητρώο και x∈Rn, τότε: 

  ||Qx||2 = (Qx)T(Qx) = (xTQT) Qx = xT(QTQ)x = x TIx =x Tx = ||x||2 (3) 

Αν αντί του α χρησιµοποιήσουµε το µοναδιαίο διάνυσµα u = v /||v||, τότε το µητρώο ανάκλασης (2) είναι: 

 2 InS Τ= −uu  (4) 

r 
p 

Γ 

Β 

Α 

Ο 

a 
c=Sb 

b 

ε 
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Εδώ γενικεύουµε: Η σχέση (4) δίνει τη γενική µορφή των µητρώων ανάκλασης, όπου u∈Rn µε ||u||=1 και 
Ιn∈Rn.  

◘ Παραδείγµατα  
Η πιο απλή ανάκλαση στον R2  ορίζεται ως προς τη διεύθυνση του «άξονα x», δηλ. αυτή του διανύσµατος 
e1=[1,0]T της τυπικής βάσης. Το αντίστοιχο µητρώο προκύπτει άµεσα: 

 
1 0

0 1eS
 

=  − 
  

Οι στήλες του µητρώου του µετασχηµατισµού ανάκλασης περιέχουν τις εικόνες της βάσης: το e1 απεικονίζεται 
στο See1=[1, 0]Τ  (στον εαυτό του) και e2 στο See2=[0, -1]Τ. 

 
Σχήµα 2 Ανάκλαση κατά τη διεύθυνση του v=[-1,3]Τ  

Ο µετασχηµατισµός ανάκλασης ως προς τη διεύθυνση του v=[-1,3]Τ ή του αντίστοιχου µοναδιαίου u : 

 2

1 11 1

3 3101 3

− −   
= = =   

   +

v
u

v    

έχει αντίστοιχο µητρώο (συµµετρικό και ορθογώνιο): 

 
-0.8 -0.6

2
-0.6 0.8vS IΤ  

= − =  
 

uu  

Επί πλέον είναι: 

  
2 -0.8 -0.6 -0.8 -0.6 1 0

-0.6 0.8 -0.6 0.8 0 1vS
     

= =     
     

 

Αν λάβουµε τώρα το διάνυσµα x=[1, 2]Τ του R2, αυτό «ανακλάται» ως προς την ευθεία µε διεύθυνση v  (ή ως 
προς το µονοδιάστατο χώρο <v>) ως εξής: 

 
-0.8 -0.6 1 2

(2 )
-0.6 0.8 2 1vS IΤ −     

= − = =     
     

x uu x  

Άσκηση 6-Π4 

∆ίνονται τα διανύσµατα a = [1;-2;1], b = [1;0;1].  
α) Να βρείτε µητρώο P τέτοιο ώστε αν x είναι οποιαδήποτε διάνυσµα στον R3, το Px να είναι η ορθογώνια 
προβολή του x στον υπόχωρο που παράγεται από το διάνυσµα  [1,2,-1].  
β) Αν θέσουµε x = Pb όπου τα a, b, P είναι όπως παραπάνω, να υπολογίσετε το x.  
γ) Να υπολογίσετε το συνηµίτονο της γωνίας µεταξύ των διανυσµάτων b-Pb και a και να εξηγήσετε το 
αποτέλεσµα γεωµετρικά.  

Α̟αντήσεις  

[0,-1] 

ε 

u 

[0,3] 

φ 
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α) Είναι P = aaT /(aT a), εποµένως : 
















−

−−

−

=

121

242

121

6

1
P  

β) x = Pb = 1/3 [1,-2, 1]  
 

γ) Το Pb είναι η ορθογώνια προβολή του b επί του a εποµένως αν το αφαιρέσουµε από το b αναµένουµε ότι 
το διάνυσµα που προκύπτει θα είναι κάθετο στο a και εποµένως το συνηµίτονο θα είναι 0. Επιβεβαιώνουµε.   

 

Άσκηση 6-Π5  
∆ίνονται τα διανύσµατα v1=(1,2,1,2)T και v2=(1,-1,0,1)T και θεωρούµε τον υποχώρο V=<v1,v2>. Να βρεθούν 
οι ορθογώνιες προβολές των διανυσµάτων β=(2,3,4,1)T γ=(1,11,4,5)T και δ=(-6,-3, 6,3)Τ επί του V. 

Α̟αντήσεις  
Ο χώρος V είναι ο χώρος στηλών C(A) του µητρώου Α:  

1 1

2 1

1 0

2 1

A

 
 − =
 
 
 

  

Συµβολίζουµε µε p1, p2, p3 τις τρεις προβολές.  

(α) Η προβολή p1 του β επί του V είναι p1=Αy, όπου y  η λύση του συστήµατος ΑTΑy1=ΑTα. Συνεπώς 
λαµβάνουµε: 

[ ]T

1 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 3

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 4

2 1 1

10 1 14
 42/29,  -14/29

1 3 0

y

y y

   
   −      = ⇒      − −   
   
   

   
= ⇒ =   

   

 

Και τελικά: p1=Αy = [0.9655, 3.3793, 1.4483, 2.4138]Τ. 

(β) Για το γ=(1,11,4,5)T παρατηρούµε ότι:  
 

1 1 1 1 1 4

2 1 11 0 1 3
[ ]

1 0 4 0 0 0

2 1 5 0 0 0

A b

   
   − −   = →
   
   
   

 

 
Εποµένως γ∈C(A)=V, οπότε συνάγουµε άµεσα ότι p2=γ (η προβολή συµπίπτει µε το γ). Φυσικά θα 
καταλήγαµε στο ίδιο αποτέλεσµα αν εφαρµόζαµε τα συνήθη υπολογισµό όπως παραπάνω.   
(γ) Για το δ=(-6, -3,6,3)Τ, παρατηρούµε ότι ΑΤδ=0, άρα δ∈Ν(ΑΤ)=C(A)┴=V┴, δηλ. το δ είναι κάθετο στο 
V. Εποµένως θα πρέπει p3=0 (µπορούµε να επαληθεύσουµε λύνοντας το σύστηµα).   

Άσκηση 6-Π6 

Θεωρούµε τον υποχώρο V που παράγεται από τα διανύσµατα v1=(1,2,1)T και v2 =(1,-1,0)T.  
α) Να βρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα V┴  του V (να δοθούν διάσταση και βάση). 
β) Να βρεθεί µια ορθοκανονική βάση B του V.  
γ) Να επεκταθεί η παραπάνω βάση Β σε µια ορθοκανονική βάση Β΄ του R3.  
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δ) Θεωρούµε το διάνυσµα v=(1, 1, 1)T.  (i) Nα βρεθεί η  προβολή p1 του v στο V┴. (ii) Nα βρεθεί η προβολή 
p2 του v στο V. (iii) Πως µπορεί τώρα να εκφρασθεί το v; 

Α̟αντήσεις  

α) Προφανώς είναι dim(V)+dim(V┴)=3 ⇒ dim(V┴)=3-2=1. Το V┴ είναι η ευθεία που είναι ορθογώνια στον 
V και που προσδιορίζεται από τον αριστερό µηδενοχώρο Ν(Α T) του µητρώου Α=[v1, v2]: 

1 1
T

2 2

3 3

1 2 1 1 2 1
0 0

1 1 0 0 3 1

x x

A x x x

x x

   
      = = ⇒ =      − − −         

 

Θέτοντας 1 την ελεύθερη µεταβλητή x3, παίρνουµε: 

-3x2-1=0⇒ x2=-1/3 και 
x1+2x2+1=0⇒ x1=2/3-1=-1/3,  

οπότε V┴  = Ν(C) = {c(-1/3, -1/3, 1)T / c∈R}  
 
β) Μια ορθοκανονική βάση του V, λαµβάνεται εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Gram-Schmidt: 
 
 u1= v1 = (1, 2, 1)T 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T T T T

2

1, 1,0 1,2,1 1 1
1, 1,0 1,2,1 1, 1,0 1,2,1 7, 4,1

1 4 1 6 6

−
= − = − − = − + = −

+ +

T
2 1

2 2 1

1

v u
u v u

u
 
Κανονικοποιώντας, βρίσκουµε την ορθοκανονική βάση {q1, q2}: 
 

T

T2

2

1
(1,2,1) ,

6

1 6(7, 4,1) 1
(7, 4,1)

1 6 49 16 1 66

T

= =

−
= = = −

+ +

1
1

1

2

u
q

u

u
q

u

 

 
γ) Προφανώς τα διανύσµατα q1, q2  και α=(-1/3, -1/3, 1)T είναι ορθογώνια. Άρα, για να ληφθεί µια 
ορθοκανονική βάση Β΄ του R3, αρκεί µόνον να κανονικοποιήσουµε το α:  

 
1 3

( 1/ 3, 1/ 3,1) ( 1/ 3, 1/ 3,1)
1/ 9 1/ 9 1 11

T Ta

a
= = − − = − −

+ +
3q  

Εποµένως Β΄={q1, q2 , q3}. 
 
δ(i): Το V┴ είναι η ευθεία που ορίζεται από το διάνυσµα α. Άρα η  προβολή p1 του v στο V┴ δίνεται:  

T T
T T

1 T

( 1/ 3, 1/ 3,1)(1,1,1) 3
( 1/ 3, 1/ 3,1) ( 1/ 3, 1/ 3,1)

11/ 9 11

a v
p a

a a

− −
= = − − = − −  

δ(ii): Είναι V=C(A), όπου Α είναι το µητρώο:  

1 1

2 1

1 0

A

 
 = − 
  

 

Η προβολή p2 του v επί του υποχώρου V είναι p2=Αy, όπου y η λύση του συστήµατος ΑTΑy=ΑTv, δηλαδή 
του: 
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[ ] [ ]T T

1 1 1
1 2 1 1 2 1

2 1 1
1 1 0 1 1 0

1 0 1

6 1 4 4
8/11,  4/11 2,  1

1 2 0 11

y

y y

   
      − = ⇒      − −         

−   
= ⇒ = =   −   

 

Συνεπώς p2=Αy =(4/11) [3, 3, 2]Τ. 

2ος τρό̟ος: Με χρήση ορθοκανονικής βάσης (̟ροτεινόµενος).  
Θεωρούµε την ορθοκανονική βάση Q=[q1, q2] του V που βρέθηκε στο ερώτηµα (β). To µητρώο προβολής P 
επί του V είναι P = QQΤ και η προβολή p2 του v θα δίνεται: 

 p2 = QQΤv = q1 (q1Τv) + q2 (q2Τv) = 4/11 [3, 3, 2]Τ 

δ(iii): Προφανώς θα είναι v=p1+p2. Επαληθεύουµε: 

p1+p2= ( ) ( )T TT3 4
( 1/ 3, 1/ 3,1) 3, 3, 2 1,1,1

11 11
− − + =   

Άσκηση 6-Π7 

∆ίνονται στον χώρο R3 το διάνυσµα α=(1,1,0)T  και η ευθεία (Ε) που ορίζεται από το u=(1,2,1)T. Θεωρούµε 
τώρα επίπεδο V ορθογώνιο στο  u.  

α) Να υπολογισθεί η ορθογώνια προβολή του α  ε̟ί της (Ε).  
β) Από ποια εξίσωση ορίζεται το V; Προσδιορίστε µια ορθοκανονική βάση Β για το V.  

γ) Με βάση την Β, να υπολογισθεί η ορθογώνια προβολή Pu  του u επί του V.   
δ) Πώς εκφράζεται τώρα το u βάσει των προβολών των (α) και (γ); 

Α̟αντήσεις  
(α) Αν p προβολή του α επί της ευθείας (Ε) και P το µητρώο προβολής: 
 
 p=Pα=(uuT/(uTu))α = 
 = 1/6×(1,2,1)T(1,2,1)(1,1,0)T=1/6(1,2,1)T×3=1/2×(1,2,1)T= 
 = (0.5, 1, 0.5)T 

(β) Είναι Α=[1, 2, 1]T και V = <α>┴, δηλ. το V ορίζεται από το µηδενοχώρο του ΑT (αριστερός 
µηδενοχώρος V=N(AT)):  

 [1, 2, 1] [x, y, z]T=0  ⇒  x+2y+z=0  

Προφανώς είναι dim(V)=2. Βρίσκουµε τώρα µία ο̟οιαδή̟οτε βάση S του V:   

 για y=1, z=0 ⇒ x=-2 ⇒ s1=[-2,1,0]T και  
 για y=0, z=1 ⇒ x=-1 ⇒ s2=[-1,0,1]T 

Εποµένως µία βάση του V είναι η S={[-2, 1, 0]T, [-1, 0, 1]T}. Από αυτήν µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε 
µία ορθοκανονική βάση Β. Βρίσκουµε πρώτα δύο ορθογώνια διανύσµατα:  

  u1=s1 =[-2, 1, 0]T 

  u2=s2 – (s2Tu1/u1Tu1)u1 =…=1/5 [-1, -2, 5]T 

και στη συνέχεια κανονικοποιούµε: q1 =u1/||u1||, q2 = u1/||u1||. Τα µέτρα είναι  ||u1||=√5 και ||u2||=√30/5.   
Συνεπώς η ορθοκανονική βάση είναι η Β ={ q1, q2 }, µε:  

  q1 = u1/||u1||=1/√5 [-2, 1, 0]T 

  q2 =u2/||u2||=1/√30 [-1, -2, 5]T 

και το µητρώο της είναι Q = [q1, q2] 

(γ) Το u είναι προφανώς κάθετο στο V, εποµένως: Pu=Q·QT·u=0 

(δ) Προφανώς το u είναι συγγραµµικό µε την προβολή Pa : u=[1, 2, 1]T=2Pα + 0 = 2Pα 
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6.2 Ελάχιστα Τετράγωνα 

 

Άσκηση 6-ΕΤ1  
Έστω ότι πειραµατικές µετρήσεις έδωσαν τα ακόλουθα ζεύγη τιµών (xi, yi=f(xi)), i=1,2,…,5: 
 
 (-1, 4), (-0, 8), (1, 10), (2, 12), (3, 16) 
 
Επιθυµούµε να προσεγγίσουµε τα ληφθέντα σηµεία – δηλ. την άγνωστη πραγµατική συνάρτηση f - µε ένα 
πολυώνυµο 2ου βαθµού: y=p2(x)=c1+c2x+c3x2. 
α) Ποιο είναι το αρχικό σύστηµα που θα έπρεπε να λυθεί για τον υπολογισµό της καµπύλης; ∆ώστε το υπό τη 
µορφή µητρώων. ∆έχεται αυτό λύση και γιατί? 
β) Για τον υπολογισµό των ci  εφαρµόζουµε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Να δώσετε αναλυτικά τη 
συνάρτηση που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. 
γ)  Κατόπιν του (β), ποιο σύστηµα πρέπει να λυθεί για τον υπολογισµό  των ci  µε τη µέθοδο ελαχίστων 
τετραγώνων? Γράψτε υπό τη µορφή µητρώων. 
δ) Υπολογίστε µεθοδικά τα ci. 

Α̟αντήσεις  
α) Αντικαθιστώντας  διαδοχικά στην y=c1+c2x+c3x2 τα δοθέντα ζεύγη τιµών (xi, yi), λαµβάνουµε το προς 
επίλυση σύστηµα:   

1

2

3

1 1 1 4

1 0 0 8

1 1 1 10

1 2 4 12

1 3 9 16

c

A c b

c

−   
           = = =         
      

       (1) 

Προφανώς m=5>n=3. Εκτελούµε απαλοιφή:  

1 1 1 4 1 0 0 0

1 0 0 8 0 1 0 0

[ | ] 1 1 1 10 0 0 1 0

1 2 4 12 0 0 0 1

1 3 9 16 0 0 0 0

A b

−   
   
   
   = →
   
   
      

 

Παρατηρούµε ότι rank(A)=3≠rank([A|b])=4, δηλ. το σύστηµα είναι αδύνατο. 

β) Η µέθοδος ελ. τετρ. απαιτεί ελαχιστοποίηση του µέτρου του σφάλµατος e που είναι συνάρτηση των c1, c2, c3.: 
2 2

e Ac b= − . Να υπενθυµίσουµε ότι τo e είναι η συνιστώσα του b στον αριστερό µηδενοχώρο Ν(ΑΤ), 
ενώ είναι κάθετο στο χώρο στηλών C(A). Ως εκ τούτου εκφράζει την ελάχιστη «απόσταση» του b από το 
C(A). Επίσης, ότι η λύση ελαχίστων τετραγώνων c προκύπτει από την προβολή του b στο χώρο C(A).  [*] 
Η ποσότητα Ε(c) που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί εδώ είναι η πραγµατική συνάρτηση 3 µεταβλητών c1, c2, c3:  
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4
2 2 2

1

2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( )

4 8 10 2 4 12 3 9 16

i
i

E c e Ac b e

c c c c c c c c c c c c c

=

= = − = =

= − + − + − + + + − + + + − + + + −

∑
 (2) 

γ) Η συνάρτηση Ε(c) της (2) ελαχιστοποιείται όταν: [*] 
 

( )
0, 1,2,3.

i

E c
i

c

∂
= =

∂   (3) 
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Οι εξισώσεις (3) αποτελούν σύστηµα 3×3 ως προς c, το οποίο όπως γνωρίζουµε µετά τις παραγωγίσεις 
ανάγεται στο σύστηµα κανονικών εξισώσεων: [*] 
 
 ATΑc=ATb  (4) 
 
Το (4) είναι το σύστηµα που πρέπει να λυθεί. Υπολογίζουµε: 

5 5 15 50

5 15 35 , 78

15 35 99 206

T TA A A b

   
   = =   
      

 

δ) Λύνουµε το σύστηµα (4) µε απαλοιφή Gauss:  
 

3

2

1

5 5 15 50 5 5 15 50 5 5 15 50 0

5 15 35 78 0 10 20 28 0 10 20 28 2.8

15 35 99 206 0 20 54 56 0 0 14 0 7.2

c

c

c

=      
     → → ⇒ =     
      =      

 

 
Εποµένως το ζητούµενο πολυώνυµο είναι p1(x)=7.2+2.8x.  Βρήκαµε εδώ c3=0, δηλ. για τα δεδοµένα που 
δόθηκαν η f προσεγγίζεται από ευθεία ελαχίστων τετραγώνων (βλ. Σχήµα 1).  

 
 

 

 

 

 

 

Άσκηση 6-ΕΤ2 [Ε̟έκταση της Άσκησης 6-ΕΤ1] 
Αν αναζητήσουµε για τα ίδια δεδοµένα της Άσκησης 6 το πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων 3ου βαθµού, 
δηλ. την y=c1+c2x+c3x2+c4x3, τότε το Α αλλάζει σε Α1 µε µια επιπλέον στήλη    d=(-1,0,1,8,27)Τ:  
 

[ ]1 1

1 1 1 1

1 0 0 0

:1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

A ή A A d

− − 
 
 
 = =
 
 
  

 

 ενώ τα Α1
TΑ, Α1

Tb υπολογίζονται κρατώντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα στα ΑTΑ και ΑTb:  

Σχήμα 1: Γραφήματα Πολυωνύμων Ελαχίστων Τετραγώνων  1ου και 3ου βαθμού 

Εντολές Matlab για τη σχεδίαση: 

Χ =[-1,0,1,2,3]   %αρχικά σημεία 

Υ =[4,8,10,12,16] 

x = -3:0.1:5; y=2.8*x+7.2;  

z=8+(8/3)*x-x.^2+(1/3)*x.^3;  

plot(X,Y,'s', x,y,x,z);grid 
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[ ]1 1

5 5 15 35

5 15 35 99
,

15 35 99 275

35 99 275 795

T T T
T

T T T

A A A A d
A A A d

d d A d d

 
 

     = = =         
  

 

 1

50

78

206

795

T T
T

T T

A A b
A b b

d d b

 
 

     = = =          
  

  (5)  

Επιλύουµε το νέο σύστηµα ΑTΑc=ΑTb και τελικά υπολογίζουµε: c=(8, 8/3, -1, 1/3)Τ, δηλ. το ζητούµενο 
πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων είναι p3(x)=8+(8/3)x-x2+(1/3)x3. Στο Σχήµα 1 δίνεται γράφηµα µε τα 
δοθέντα σηµεία και τις δύο καµπύλες ελαχίστων τετραγώνων που υπολογίσθηκαν.  

4444Παρατήρηση: Από τις (5) είναι φανερό, ότι αν Βkc=βk, είναι το κανονικό σύστηµα που αντιστοιχεί στο 
προσεγγίζον πολυώνυµο ελαχ. τετρ. βαθµού k (µε Βk=Αk

ΤΑk και Βk∈R(k+1)×(k+1)), τότε είναι Βk(1:k, 1:k)=Bk-1 
και βk(1:k)= βk-1.  
 
Άσκηση 6-ΕΤ3 

Σε µια πραγµατική συνάρτηση y=f(x) έγιναν µετρήσεις από τις οποίες προέκυψαν οι τιµές fi που φαίνονται στον 
παρακάτω πίνακα: 
 

i 1 2 3 4 
ti 
f i 

-2 
1 

-1 
1.2 

0 
1.4 

2 
2 

 

Υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε ότι τα παραπάνω σηµεία προσεγγίζουν την καµπύλη f(t)=c1+c2t2+c3t4. Για την 
εύρεση των c1, c2, c3 εφαρµόζουµε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
α) Να δοθεί και να εκφρασθεί αναλυτικά ως προς τα πιο πάνω δεδοµένα η ποσότητα που πρέπει να 
ελαχιστοποιηθεί. 
β)  Ποιες είναι οι εξισώσεις µε αγνώστους τα c1, c2, c3 που προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση της παραπάνω 
ποσότητας;  
γ) Να λυθεί το προκύπτον σύστηµα µε απαλοιφή Gauss και να υπολογισθούν τα c1, c2, c3. 
δ) Τι θα συµπεραίνατε αν βρίσκατε τo c3 πολύ κοντά στο 0; 

Α̟αντήσεις  
α) Το πρόβληµα περιγράφεται από το µη επιλύσιµο γραµµικό σύστηµα Αc=b, όπου c=(c1,c2,c3)T και 



















=



















=

2

4.1

2.1

1

,

1641

001

111

1641

bA  

Για την προσεγγιστική επίλυση µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, αρκεί να ελαχιστοποιηθεί η 
ποσότητα Ε=||r||2=||Αc-b||2 που αναπαριστά το µέσο σφάλµα, όπου ||.|| η ευκλείδεια νόρµα. Αναλυτικά είναι:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 34 16 1 1.2 1.4 4 16 2r c c c c c c c c c c= + + − + + + − + − + + + −  
 
β) Από τη συνθήκη ελαχιστοποίησης, προκύπτουν 3 κανονικές εξισώσεις ως προς c1, c2, c3: 

 
1 2 3

0, 0, 0
r r r

c c c

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂  

οι οποίες ταυτίζονται µε τις εξισώσεις του συστήµατος ΑTΑc=ΑTb:  
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γ) Λύνοντας τo παραπάνω σύστηµα µε απαλοιφή, παίρνουµε τελικά:  

[ ]c 1.4, -0.275, 0.075
T

=  

δ) Αν βρίσκαµε c3
≅ 0, θα συµπεραίναµε ότι οι πειραµατικές µετρήσεις προσεγγίζουν τη δευτεροβάθµια  

καµπύλη (παραβολή) f(t)=c1+c2t2  αντί της τεταρτοβάθµιας, οπότε θα αναθεωρούσαµε την παραδοχή µας (στην 
πράξη βεβαίως, θα έπρεπε ο αριθµός n των µετρήσεων να ήταν µεγάλος) 

 

 

Άσκηση 6-ΕΤ4 

Έστω  
1 1

1 2

1 0

0 1

A

 
 
 =
 
 
 

, 







=

2

1

c

c
c , 





















=

4

3

2

1

b

b

b

b

b  

α) Ποιες σχέσεις πρέπει να ισχύουν µεταξύ των b1, b2, b3,b4 για να έχει λύση το σύστηµα Ac=b; 
β) Έστω ότι το σύστηµα δεν έχει λύση. Για να βρούµε µία προσεγγιστική λύση θα ελαχιστοποιήσουµε την 
ποσότητα ||r||2 όπου (συναρτήσει των A, c, b) r=……. και όπου ||.|| είναι το Ευκλείδειο µέτρο. Για να βρεθούν 
οι τιµές των c1, c2, µε ελαχιστοποίηση της ποσότητας ||r||2, θα χρησιµοποιηθούν 2 εξισώσεις. Πώς θα βρεθούν 
οι εξισώσεις αυτές? 
γ) Έστω ότι b=[2 3 4 5]T. Εφαρµόστε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και δώστε τις τιµές των c1, και c2,. 

Α̟αντήσεις  
α) Το σύστηµα Αx=b είναι γενικά ασυµβίβαστο (m>n). To ανάγουµε σε κλιµακωτή µορφή: 
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1
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Άρα οι ζητούµενες συνθήκες είναι: 
 

123 2bbb −+  = 0  και bbb +− 24  = 0 
 

β) Αρκεί να ελαχιστοποιηθεί η ποσότητα: ||r||, µε  
 

r=Ac-b= 
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To c είναι η ̟ροσεγγιστική λύση. Η συνθήκη ελαχιστοποίησης δίνει δύο κανονικές εξισώσεις ως προς c: 
 

 0,0
21

=
∂
∂

=
∂
∂

c

r

c

r
 

 

oι οποίες συµπίπτουν µε τις εξισώσεις του συστήµατος ΑT
Αc=Α

Tb.  
 
γ) Εφαρµόζοντας τη µέθοδο παίρνουµε:  
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c
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Απ’ όπου λύνοντας προκύπτει η λύση: c= (5/3, 4/3)T.  

Άσκηση 6-ΕΤ5 

Θεωρούµε ότι για την προσέγγιση του γραφήµατος µιας πραγµατικής συνάρτησης y=f(x) γνωρίζουµε τα 
σηµεία (xi, fi(xi)) (i=1,…,4): (0, 1.0), (1, 1.8), (2, 2.4), (3, 3.2). Για την προσέγγιση χρησιµοποιούµε τη 
συνάρτηση g(t)=c1+c2t

2+c3t
3, όπου οι συντελεστές ci  προσδιορίζονται µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων.  

α) Να δοθεί συναρτήσει των ci   η ποσότητα που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί.  
β) Να δοθεί το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση. 

Α̟αντήσεις  
α) Το αρχικό (ασυµβίβαστο) σύστηµα που προκύπτει από τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι το Αx=b, µε:  

Α=[1 0 0; 1 1 1; 1 4 8 ; 1 9 27 ],  b=[1.0, 1.8, 2.4, 3.2]Τ 

Η ποσότητα που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί είναι το µέτρο ||Αc-b|| της α̟όκλισης του Α από το b. Η απόκλιση 
είναι συνάρτηση 3 µεταβλητών, των c1, c2, c3, και δίνεται ως εξής: 

||Αc-b||2 = 1 + (c1+c2+c3-1.8)2 + (c1+4c2+8c3-2.4)2 + (c1+9c2+27c3-3.2)2   

β)  Το σύστηµα που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της παραπάνω ποσότητας ||Αc-b||2 είναι το:  
 

A ΤΑc =A Τb ,   
 

Τα A ΤΑ και A Τb  είναι: 
 

A ΤA =  
















79427636

2769814

36144

  A Τb = [8.4, 40.2, 107.4] 

 
Λύνοντας το πιο πάνω σύστηµα µε απαλοιφή υπολογίζουµε: 
 

c =  (1.1287, 0.5774, -0.1166) Τ 
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7 ΙΙ∆∆ΙΙΟΟΠΠΟΟΣΣΑΑ  KK AAII   ∆∆ΙΙΑΑΓΓΩΩΝΝΙΙΟΟΠΠΟΟΙΙΗΗΣΣΗΗ  

 

 

7.1 Εισαγωγικές Έννοιες και Βασικές Ιδιότητες 

 

Άσκηση 7.1.1 
Υπολογίζουµε τα ιδιοποσά του ακόλουθου µητρώου:  

 

1 2 0

8 1 0

0 0 3

A =

 
 
 
  

 

Είναι :  

 

-1 2 0

( ) det( - ) 8 1 0

0 0 3
Α

λ

λΙ Αϕ λ λ

λ

= = − =

−
 

  =(λ-3) [(λ-1) 2 -16] = (λ-3)(λ-1-4)(λ-1+4) = -(λ-3)(λ-5)(λ+3) 

Οι ιδιοτιµές είναι οι ρίζες του φΑ(λ) και είναι απλές: 3, 5, -3. Αφού είναι µη µηδενικές,  το Α είναι 
αντιστρέψιµο. Βρίσκουµε τώρα τα ιδιοδιανύσµατα:  
Για λ=3 βρίσκουµε τον αντίστοιχο ιδιοχώρο V(3)=N(Α-3Ι): λύνουµε το σύστηµα (Α-3Ι)x=0 και  βρίσκουµε 
εύκολα την ειδική λύση v=(0,0,1)T που είναι το ιδιοδιάνυσµα για την λ=3.  
Οµοίως για λ=-3 και λ=5 είναι dim(V(-3))=dim(N(A+3I))= dim(V(5))=dim(N(A-5I))=1 και παίρνουµε τις 
λύσεις w=(1,-2,1)T  και u=(1,2,1)T, αντίστοιχα. Άρα, καθορίσαµε για το Α ένα πλήρες σύνολο 
ιδιοδιανυσµάτων {u, v, w}, έκαστο των οποίων αντιστοιχεί στις ιδιοτιµές  5, 3 και -3.  
To σύνολο αυτό αποτελεί βάση του χώρου R3. Από τις σχέσεις Au=5u, Av=3v, Aw=-3u, λαµβάνουµε:  

  [ ] [ ]
5 0 0

, , , , 0 3 0

0 0 3

A u v w u v w=

−

 
 
 
  

 

που γράφεται και: 

  Λ= VAV  ή 
1−Λ= VVA    □ 

Άσκηση 7.1.2  
Έστω το µητρώο A=[3 2 1; 0 -2 0;-2 -4 0]. Από την χαρακτηριστική εξίσωση βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του C: 

 

2

3 2 1
0 2 3 2

det( ) 0 2 0 ( )
2 4 0 2

2 4

2( 2) (3 )( 2) ( 2)[ 2 (3 )]

( 2)( 3 2) ( 2)( 2)( 1) 0

C

λ
λ λ

λ λ λ
λ

λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

−
− − −

− Ι = − − = + − =
− − −

− −

− + + − + = + − + − =

= + − + − = + − − =

 

Το φάσµα είναι σ(Α)={2, 1, -2}. Από τους ιδιοχώρους V(λ)=Ν(A-λΙ) βρίσκουµε τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσµατα διαιρώντας µε το µέτρο τους (κανονικοποίηση):  
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 v1= 2

1
(1, 0, -1)Τ, v2= 5

1
 (-1, 0, 2)Τ, v3=(-0.3714, 0.5571, 0.7428)Τ.  □ 

4444Παρατήρηση 5.1.3 Βασικό πρόβληµα στις ιδιοτιµές είναι η ύπαρξη n γραµµικά ανεξάρτητων 
ιδιοδιαδιανυσµάτων για ένα µητρώο n×n. Αν υπάρχουν n διακριτές ιδιοτιµές, η απάντηση όπως θα δούµε είναι 
καταφατική: τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.  Αν υπάρχουν  πολλαπλές ιδιοτιµές, η 
απάντηση εξαρτάται από τους ιδιοχώρους τους: αν για κάθε ιδιοτιµή λi πολλαπλότητας ni είναι dimV(λi)=ni, 
δηλαδή αν γεωµετρική πολλαπλότητα(λi)=αλγεβρική πολλαπλότητα(λi), τότε µπορούν να καθορισθούν 
συνολικά n ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. ∆ιαφορετικά, υπάρχει έλλειµµα ιδιοδιανυσµάτων.  
Πράγµατι, υπάρχουν µητρώα για τα οποία δεν µπορούν να καθορισθούν n ιδιοδιανύσµατα. Π.χ. ένα τέτοιο 
µητρώο είναι το: 

 
0 1

0 0
A

 
=  

 
    

Είναι  

 
21

det( )
0

A - λ λ
λ

λ
−

Ι = =
−   

και για λ=0 είναι dim(V(0))=N(A-0I)=dimN(A)=n-rank(A)=2-1=1. Άρα υπάρχει µόνον µια ειδική λύση, 
δηλ. µόνον ένα ιδιοδιάνυσµα, το v=(1,0)T. Άρα αλγεβρική πολλαπλότητα(λ)=2>γεωµετρική 
πολλαπλότητα(λ)=1.  

Βασικές Ιδιότητες  Ιδιο̟οσών 

Παρουσιάζονται πιο κάτω µερικές σηµαντικές ιδιότητες των ιδιοποσών. 

1. Τα µητρώα A και AΤ έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 
Α̟όδειξη:  Είναι: φ(AΤ) = det(At  - λI) = det(At  - (λI)t) = det(A - λI)t = det(A - λI) = φ(A). 
Άρα τα Α και ΑΤ  έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά πολυώνυµα και εποµένως τις ίδιες ιδιοτιµές. 

1. Αν λ και v είναι ιδιοποσά ενός µητρώου Α∈Kn×n, τότε τα αντίστοιχα ιδιοποσά του µητρώου A+cI (c∈K) 
είναι λ+c και v. 

Α̟όδειξη: Είναι Αv=λv και cΙv=cv και προσθέτοντας κατά µέλη: Αv+cΙv=λv+cv⇒ (Α+cΙ)v=(λ+c)v, δηλ. λ+c 
ιδιοτιµή και v ιδιοδιάνυσµα του (Α+cΙ). 

2. Αν λ και v είναι ιδιοποσά ενός µητρώου Α∈Kn×n, τότε τα αντίστοιχα ιδιοποσά του µητρώου Ak (k∈Z+) 
είναι λk και v. 

3. Αν λ και v είναι ιδιοποσά ενός αντιστρέψιµου µητρώου Α∈Kn×n  και k∈Z+ , τότε τα αντίστοιχα ιδιοποσά 
του µητρώου A-k (k∈Z+) είναι λ-k και v. 

4. Αν λ και v είναι ιδιοποσά ενός µητρώου Α∈Kn×n, τότε τα αντίστοιχα ιδιοποσά του µητρώου pA+qI, όπου p, 
q∈K, είναι pλ+q και v.  

5. Αν λ είναι ιδιοτιµή του Α∈Kn×n και P(x) ένα πολυώνυµο µε πραγµατικούς ή µιγαδικούς συντελεστές, τότε το 
P(λ) είναι ιδιοτιµή του P(Α). 

6. Αν στην πρόταση της ιδιότητας (5) θέσουµε P(x)=φA(x), τότε προκύπτει η διατύπωση του Θεωρήµατος 
Caley-Hamilton:  

  «Κάθε µητρώο ικανο̟οιεί την χαρακτηριστική του εξίσωση:  φΑ(Α)=0»   

Το αποτέλεσµα αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιµο για οικονοµικό υπολογισµό δυνάµεων ενός µητρώου Α, όπως 
και του αντιστρόφου του Α-1.  

7. Από το Θ. Caley-Hamilton  προκύπτουν άµεσα τα εξής χρήσιµα συµπεράσµατα:  

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα µητρώο αντιστρέψιµο είναι ο σταθερός όρος του 
χαρακτηριστικού του ̟ολυωνύµου  να είναι διάφορος του 0.   

∆ιαφορετικά:  
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Ένα µητρώο είναι ιδιάζον όταν και µόνο όταν ο σταθερός όρος του χαρακτηριστικού του ̟ολυωνύµου  
είναι 0.   

8. Οι ιδιοτιµές ενός διαγώνιου µητρώου είναι τα στοιχεία της διαγωνίου του.  

Α̟όδειξη: Αν D=diag(d1, ….,dn) 

9. Το γινόµενο των ιδιοτιµών ενός µητρώου Α ισούται µε την ορίζουσά του: 

 λ1λ2…λn = det(A) 

10. Το άθροισµα των ιδιοτιµών ενός µητρώου ισούται µε το ίχνος  του, δηλ. το άθροιµα των στοιχείων της 
διαγωνίου:  

 λ1+λ2+…+λn = trace(A)=a11+a22+…+ann 

∆ίνουµε συνέχεια µερικά παραδείγµατα που δείχνουν τη χρήση και την εφαρµογή των παραπάνω ιδιοτήτων. 

◘ Παράδειγµα 5.1.3  
Αν Α το µητρώο του Παρ. 5.1.1, οι ιδιοτιµές του Α+3Ι  είναι οι λ1=3+3=6, λ2=5+3=8, λ3=-3+3=0.  

◘ Παράδειγµα 5.1.4  
Έστω Α το µητρώο του Παρ. 5.1.2. Το φάσµα του C3 είναι σ(C3)={23=8, 13=1, 23=8} και τα ιδιοδιανύσµατα 
τα ίδια µε αυτά του Α.  

◘ Παράδειγµα 5.1.5 
Έστω το µητρώο D=[0 -3 -2; 0 -5 0; 1 2 3]. Η λ1=1 είναι προφανής ιδιοτιµή (γιατί;). Από την χαρακτηριστική 
εξίσωση det(D-λI)=0 βρίσκουµε τις υπόλοιπες ιδιοτιµές: λ2=2, λ3=-5. Από τους ιδιοχώρους L(λ)=Ν(D-λΙ) 
υπολογίζουµε τα ιδιοδιανύσµατα µε κανονικοποίηση:  

 u1=(-0.8944, 0, 0.4472)Τ, u2=(0.7071, 0, -0.7071)Τ, u3=(0.4141, 0.8695, -0.2691)Τ. 

Τώρα, το φάσµα του D-2 είναι σ(D-2)={1, 
1

4 ,
1

8  }. Τα ιδιοδιανύσµατα παραµένουν τα ίδια. 

◘ Παράδειγµα 5.1.6 
Αν λ είναι ιδιοτιµή ενός όχι απαραίτητα διαγωνοποιήσιµου µητρώου Α, τότε από τις ιδιότητες (1) και (2) 
προκύπτει ότι το 1+λ8 θα είναι ιδιοτιµή του Ι+Α8.   

◘ Παράδειγµα 5.1.7 
Έστω το µητρώο B=[2 1;0 4]. Το Β είναι τριγωνικό και οι ιδιοτιµές είναι τα διαγώνια στοιχεία: λ1=2, λ2=4. Τα 
αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα εξάγονται ως ειδικές λύσεις των οµογενών συστηµάτων: 

  [0 1;0 2]v=0, B=[-2 1;0 0]v=0 

αντίστοιχα. Με εφαρµογή κανονικοποίησης βρίσκουµε τελικά: v1=(1, 0)T, v2=(0.4472, 0.8944)T .  
Υπολογίζουµε τώρα το µητρώο C=3B+4I=[10 3;0 4]. To C έχει φάσµα σ(C)={3*λ1+4=10, 3*λ2+4=16}. Τα 
ιδιοδιανύσµατα είναι τα ίδια.  

◘ Παράδειγµα 5.1.8 
Έστω το µητρώο B=[2 1;0 4], µε προφανείς ιδιοτιµές λ1=2 και λ2=4. Αν θεωρήσουµε το πολυώνυµο 
P(λ)=2λ3-2λ2+4λ-3, τότε  το P(B)=2B3-2B2+4B-3I, θα έχει ιδιοτιµές:  

  P(λ1)=P(2)=13 και P(λ2)=P(4)=109)  

◘ Παράδειγµα 5.1.9 
Έστω το µητρώο A=[1 2 0; 8 1 0; 0 0 3]. Είναι: 

  

-1 2 0

( ) det( - ) 8 1 0

0 0 3
Α

λ

λΙ Αϕ λ λ
λ

= = − =

−
 

  = (λ-3) [(λ-1) 2 -16] = (λ-3)(λ-1-4)(λ-1+4) = -(λ-3)(λ-5)(λ+3) =  

  = -(λ2-9)(λ-5)=-λ3+5λ2+9λ-45 = 0 

Τότε το Α ικανοποιεί τη χαρακτηριστική εξίσωση P(λ)=φΑ(λ)=0, δηλ. ισχύει  
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 φΑ(Α) = -Α3+5Α2+9Α-45Ι = 0 

Παρατηρούµε ότι υπάρχει ο σταθερός όρος -45Ι του πολυωνύµου, γεγονός που δείχνει την αντιστρεψιµότητα 
του Α (αυτό συµφωνεί βέβαια και µε το ό,τι οι ιδιοτιµές που βρήκαµε είναι µη µηδενικές). Από την παραπάνω 
εξίσωση µπορούµε να υπολογίσουµε µια δύναµη ή και τον αντίστροφο του Α, µειώνοντας κατά 1 τις δυνάµεις 
των πολυωνυµικών όρων, άρα και τον αριθµό των απαιτούµενων πράξεων. Έτσι για τον υπολογισµό του Α3 
έχουµε  

 -Α3+5Α2+9Α-45Ι = 0 ⇒ Α3 = 5Α2 + 9Α - 45Ι  

Για τον υπολογισµό του Α5: 

 Α2(-Α3+5Α2+9Α-45Ι) = -Α5+5Α4+9Α3-45Α2 = 0 ⇒  
 Α5 = 5Α4 + 9Α3 - 45 Α2  

Τέλος, για τον υπολογισµό του αντιστρόφου Α-1 πολλαπλασιάζουµε επί Α-1:  

 -Α-1Α3+5 Α-1Α2+9 Α-1Α-45 Α-1Ι = -Α2+5Α+9Ι -45 Α-1 = 0 ⇒ 

 Α-1 = (1/45) ( Α2 - 5Α  - 9Ι) ⇒ 

 

1

17 4 0 5 10 0 1 0 0
1

16 17 0 40 5 0 9 0 1 0
45

0 0 9 0 0 15 0 0 1

3 6 0
1

24 3 0
45

0 0 15

A−

      
      = − − × =      
            

− 
 = − 
  

  

 □ 
◘ Παράδειγµα 5.1.10 – Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα στο σώµα C. 
Να διαγωνιοποιηθεί ο πίνακας  

 
1 1

1 1
A

− 
=  

 
 

εφ’ όσον αυτό είναι δυνατό. Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα και να διατυπωθεί ο 
µετασχηµατισµός διαγωνιοποίησης. Να βρεθούν οι ιδιοχώροι του Α και οι διαστάσεις τους. 

Α̟. Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του Α.  

 (Α – λΙ)x = 0 
1

2

1 1
0

1 1

x

x

λ
λ

− −   
⇒ ⋅ =  −   

  

Πρέπει  

 φΑ(λ) = det ( )21 1
0 1 1 0 1

1 1
i

λ
λ λ

λ
− − 

= ⇒ − + = ⇒ = ± − 
  

Για λ=1+i είναι:  

 ( ) 1 1

2 2

1 1 1 1
I

1 1 1 1

x xi i
A

x xi i
λ

− − − − −      
− = = =      − − −      

0x  

απ’ όπου εξάγουµε το ιδιοδιάνυσµα ( )T

1 ,  1i=v . Για λ=1-i είναι:  

 ( ) 1
1 2 2 1

2

1
I 0

1

xi
A ix x x ix

i x
λ

−   
− = ⋅ = ⇒ − = ⇒ =  

   
0x  

Το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι ( )2 1,  
T

i=v . Το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων είναι: 
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1

1

1

11

12

i
D

i

i
D

i
−

 
=  

 

− 
= −  − 

 

Άρα  

 ( )1
1 2

1 1 1 1 1 01
,

1 1 1 1 0 12

i i i
D AD diag

i i i
λ λ− − − +       

= − ⋅ ⋅ = =       − −       
 

Οι ιδιοχώροι δίνονται 

 V(1 + i) = < (i, 1)Τ >, V(1 - i) = < (1, i)Τ >  

 

Πρόταση 
Αν  Α , Β∈Kn×n,  τότε τα µητρώα  ΑΒ  και  ΒΑ  έχουν  τις  ίδιες  ιδιοτιµές. 

Α̟όδειξη Έστω  φAB(λ) και φBA(λ)  τα  χαρακτηριστικά  πολυώνυµα  του  ΑΒ  και του  ΒΑ αντίστοιχα.  
Υποθέτουµε  ότι το  Α  είναι  αντιστρέψιµο,  οπότε  υπάρχει  ο  Α-1  µε  AΑ-1 = AΑ-1 = In . Έχουµε 
λοιπόν :  

 φAB(λ) = det(AB - λIn)   
= det(AB - λ AΑ-1)  
= det(A(B - λΑ-1))  
= det(A) det(B - λΑ-1))  
= det(B - λΑ-1) det(A)  
= det((B - λΑ-1)A) = det(BA - λΑ-1A) = det(BA - λ In)  
= φAB(λ)  

Aφού  τα µητρώα  ΑΒ  και  ΒΑ  έχουν  το  ίδιο  χαρακτηριστικό  πολυώνυµο,  θα  έχουν  και  τις  ίδιες  
ιδιοτιµές.   ■ 

Οµοιότητα  

Ο µετασχηµατισµός Λ=VAV-1 είναι µετασχηµατισµός οµοιότητας. Συγκεκριµένα ισχύει: 

Πρόταση  
(i) Όµοια µητρώα έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο (και άρα τις ίδιες ιδιοτιµές).  
(ii) Tα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα δεν είναι ίσα. Αν Μ και Ν  όµοια µε Ν=PΜP-1, όπου P αντιστρέψιµο, τότε 
αν v ιδιοδιάνυσµα του M που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ, τότε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα του Ν είναι Pv.   
Α̟όδειξη.  

(i) Αν Μ, Ν∈Rn είναι όµοια, τότε υπάρχει αντιστρέψιµο µητρώο P τέτοιο ώστε Ν=PΜP-1.  Το 
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Ν είναι: 

 φΝ(λ)  = det(Ν-λI)   
   = det(PΜP-1-λΙ)  
   = det(P(Μ-λΙ)P-1) 
   = det(P) det(Μ-λΙ) det(P-1)  
   = det(P) (det(P))-1 det(Μ-λΙ) 
   = φΜ(λ)  

(ii)  H Ν=PΜP-1 γράφεται ΝP = PΜ ,  η οποία δίνει:  

 Μv = λv      

 ⇒ PΜv = Ν(Pv) = λ(Pv)  

δηλ. το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα του Ν για την λ είναι Pv.   

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός γ.µ. επί του V, είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του µητρώου του ως 
προς µια τυχαία βάση.  
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Εφαρµογή 

Τα µητρώα ΑΒ και ΒΑ έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 

Α̟όδειξη.  

(i) Υποθέτουµε ότι το Α είναι αντιστρέψιµο. Τότε είναι ΑΒ ≈ ΒΑ αφού  ΑΒ = Α(ΒΑ)Α-1. Άρα τα ΑΒ και ΒΑ 
έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. 

(ii) Αν τα Α, Β είναι τυχαία, τότε   

Παράδειγµα   
Στην $??$ συζητήθηκε το µητρώο ανάκλασης στον R2 ως προς µια ευθεία οριζόµενη από ένα διάνυσµα. Στην 
$??$ παρουσιάσθηκε η ισοδύναµη µορφή του ως µητρώο του αντίστοιχου γ.µ. στον R2: 

  S = 2uuT-I, όπου u µοναδιαίο, ή  
cos 2 sin 2

sin 2 cos 2
S

ϕ ϕ
ϕ ϕ

 
=  − 

  

Τα µητρώα ανάκλασης S ως προς ευθεία είναι όλα τα συµµετρικά και ορθογώνια µητρώα. Οι στήλες του S 
αποτελούν ορθοκανονική βάση του R2. Στην δεύτερη µορφή αυτό φαίνεται πιο άµεσα. Είναι  

 [cosφ, sinφ]Τ[-sinφ, cosφ]=-cosφsinφ-sinφcosφ=0, και  
 ||S(1:2,1)||2 = cos2φ+sin2φ = ||S(1:2,1)||2=(-sinφ) 2+ cos2φ+sin2φ=1  

Υπολογίζουµε εδώ τα ιδιοποσά του S. Σύµφωνα µε το φασµατικό θεώρηµα το S διαγωνοποιείται και δέχεται 
ορθοκανονική βάση ιδιοδιανυσµάτων.  Από την χαρακτηριστική εξίσωση βρίσκουµε γρήγορα τις ιδιοτιµές:  

 
2cos 2 sin 2

det( ) (cos 2 )( cos 2 ) sin 2
sin 2 cos 2

S
ϕ λ ϕ

λ ϕ λ ϕ λ ϕ
ϕ ϕ λ
−

− Ι = = − − − − =
− −  

  
2(cos 2 )( cos 2 ) sin 2 0ϕ λ ϕ λ ϕ= − − − − =  

  
2 2 2 2cos 2 sin 2 1 0ϕ λ ϕ λ= − + − = − =  

Εποµένως οι δυο ιδιοτιµές είναι οι -1 και 1. Το διαγώνιο µητρώο Λ τις περιλαµβάνει: 

 
-1 0

Λ =
0 1

 
 
 

 

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 υπολογίζεται από τον ιδιοχώρο V(1)=N(A-I):  

( ) 1 1 2

2 1 2

(cos 2 1) sin 2 0cos 2 1 sin 2
0 0

sin 2 (cos 2 1) 0sin 2 cos 2 1

x x x
A

x x x

ϕ ϕϕ ϕ
λ

ϕ ϕϕ ϕ

− + =−    
− Ι = ⇒ = ⇒    − + =− −    

x  

Απ’ όπου: 

  1 2

cos 2 1

sin 2
x x

ϕ
ϕ
+

=  

και θέτοντας x2=1 λαµβάνουµε το ιδιοδιάνυσµα: 

1

cos 2 1

sin 2

1

ϕ
ϕ
+ 

 =  
  

u  

To ιδιοδιάνυσµα u2 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή -1 επιλέγεται ορθογώνιο στο u1:  

 1 2

1
cos 2 1

0 , 1 0cos 2 1
sin 2

sin 2

T ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 
 +  = ⇒ =+   −    

u u  
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 2

1

cos 2 1

sin 2

ϕ
ϕ

 
 = + −
  

u  

Η βάση [u1, u2] είναι ορθογώνια. Την κανονικοποιούµε σε µια ορθοκανονική βάση Q=[q1, q2] : 

 

2 2
2 2

1 2 2

2
1

cos 2 1 1 cos 2
1 2

sin 2 sin 2

2
1 cos 2

sin 2

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

 + +
= = + = ⇒ 

 

= +

u u

u
 

οπότε:  

 2

cos 2 1
1

sin 2sin 2

cos 2 12 1 cos 2 1
sin 2

Q

ϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕ

+ 
 
 =

+ + − 
 

 

Για παράδειγµα, υπολογίζουµε παρακάτω τα ιδιοδιανύσµατα για τη γωνία φ = 300 (ανάκλαση ως προς ευθεία 
γωνίας 300): 

  1

cos 1 3 2cos 2 1 3 3
sin 2 3 2sin 131 1

1

π
ϕ

πϕ

 + +   
     = = = =                 

u  

  2

1
11

1cos 1 3 2cos 2 1 3 3
sin 2 3 2sin

3

π
ϕ

πϕ

 
    

    + = = = =+       −− − −          

u   

Κανονικοποιούµε τα u1, u2 (||u1||=||u2||=1) και διατάσσουµε τα ιδιοδιανύσµατα ως προς αύξουσα διάταξη των 
ιδιοτιµών. Λαµβάνουµε την ορθοκανονική βάση: 

   
1 31

2 3 1
Q

 
=  

−  
   

Ο µετασχηµατισµός διαγωνιοποίησης του S εκφράζεται από τη σχέση: 

  
1 3 1 0 1 31

0 14 3 1 3 1
S

   − 
=     

− −       
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Ασκήσεις
 

 

Άσκηση 1  
Έστω ένα διαγωνιοποιήσιµο µητρώο Α∈Rn×n µε πραγµατικές ιδιοτιµές [15]. Τότε αν ισχύει ∀x≠0 xTAx>0, 
όλες οι ιδιοτιµές του Α είναι θετικές. 

 Α̟. Αν λ ιδιοτιµή του Α, τότε υπάρχει αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v≠0, τέτοιο ώστε Αv=λv.  Άρα: 

   vTΑv = vTλv =λvTv =λ||v|| 2> 0 ⇒ λ >0  
     □ 

Άσκηση 2  

Αν Α∈R2×2  είναι συµµετρικό και µε ιδιοτιµές 1 και 0,  τότε θα είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής  .   

Α̟. Αρκεί να δείξουµε ότι Α2=Α. Αφού Α είναι συµµετρικό, ισχύει το φασµατικό θεώρηµα: 

 Α= QΛQT  , όπου Λ = diag(0, 1) 

Τετραγωνίζοντας έχουµε: Α2 = Q [diag(0,1)]2 QT = Q(diag(0,1))QT  = A. 

     □ 

Άσκηση 3  

∆είξτε ότι αν λ είναι ιδιοτιµή ενός διαγωνιοποιήσιµου µητρώου Α, τότε το λ+λ4 είναι ιδιοτιµή του Α+Α4.  

Α̟.   
Το ζητούµενο είναι εφαρµογή της ιδιότητας (5) των ιδιοποσών η οποία ισχύει για διαγωνοποιήσιµα και µη 
µητρώα. Έτσι, το πολυώνυµο P(A)=Α+Α4 θα έχει ιδιοτιµή την P(λ)= λ+λ4. Παρ’ όλα αυτά, αποδεικνύουµε 
την πρόταση. Αν Α διαγωνοποιήσιµο, τότε υπάρχει αντιστρέψιµο V τέτοιο ώστε Α=VSV-1, όπου 
S=diag(λ1,…,λn) και λi ιδιοτιµή του Α.  Για τη δοθείσα δύναµη του Α λαµβάνουµε άµεσα:  

 Α4=VS4V-1⇒  
 Α4+Α=VS4V-1+VSV-1 =  
 = V(S4+S)V-1 = V(diag(λ1+λ14,…, λn+λn

4))V-1,  

δηλ. οι λi+λi
4 είναι ιδιοτιµές του Α4+Α. 

Σηµείωση: H πρόταση ισχύει και για µη διαγωνο̟οιήσιµα µητρώα:  Αν Α µη διαγωνοποιήσιµο και λ µια 
ιδιοτιµή του, τότε ισχύει  

 Αv = λv, µε v≠0.  

Πολλαπλασιάζοντας αριστερά µε Α παίρνουµε:  

 AAv = Aλv = λΑν = λ2v, …, A4v= λ4v   

Συνδυάζοντας τώρα τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε:  

 A4v+Αv = λ4v+λv  ή (A4+Α)v = (λ4+λ)v  

δηλ. το λ+λ4 είναι ιδιοτιµή του Α+Α4. 
     □ 

Άσκηση 4  

∆είξτε αν είναι αληθείς ή ψευδείς οι παρακάτω προτάσεις:  

α)Όλα τα αντιστρέψιµα µητρώα διαγωνιο̟οιούνται. 
β) Αν ΑΒ=ΒΑ, τότε θα είναι trace(Α)=trace(B). 

                                                 
15 [�] Σημείωση: Αν λ∈C, τότε η συνθήκη λv

T
v >0 δεν εξασφαλίζει ότι λ>0, αφού το v, άρα και το v

T
v, είναι γενικά 

μιγαδικό. Επίσης, στο χώρο C
n
 το μέτρο ορίζεται ως  ||v||=(v

*
v)

1/2
 , όπου v

*
 συζυγές ανάστροφο, και όχι από το v

T
v  που γενικά 

είναι μιγαδικός. 
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Α̟:  
α)Λάθος και µάλιστα σοβαρό! ∆ιαγωνιοποίηση και αντιστρεψιµότητα δεν συσχετίζονται. Αυτό οφείλεται στο 
ό,τι η αλγεβρική πολλαπλότητα µιας ιδιοτιµής µπορεί να είναι διαφορετική της γεωµετρικής της 
πολλαπλότητας. Αυτό µπορεί να συµβαίνει και στα αντιστρέψιµα µητρώα. Για τη διαγωνιοποίηση ισχύουν δύο 
βασικά θεωρήµατα, που δίνουν µια ικανή και µια ικανή και αναγκαία συνθήκη, (βλ. §5.2) καθώς και η µορφή 
Jordan.  

β) Αν λάβουµε Α=Ιn, τότε για τυχαίο Β είναι B Ιn = Ιn B=B. Όµως γενικά ισχύει trace(B)≠trace(Ιn) = n. Άρα 
λάθος. 
     □ 

Άσκηση 5  

∆ίνεται Α∈R3×3 µε diag(A)=(1, 1, 1)Τ. Αν είναι γνωστό ότι το Α έχει µια διπλή ιδιοτιµή µ=2, τότε να 
βρεθούν όλες οι ιδιοτιµές του µητρώου (Α+5Ι)-1. 

Α̟. 
Αν λ ιδιοτιµή του Α, τότε η λ+p είναι ιδιοτιµή του Α+pΙ και η 1/(λ+p) ιδιοτιµή του (Α+pΙ)-1. Αφού µ 
(=µ1=µ2) διπλή, τότε ή τρίτη ιδιοτιµή του Α είναι: µ3 = trace(A)-2µ = 3-2µ. Εποµένως όλες οι ιδιοτιµές του 
(Α+5Ι)-1 είναι:  λ1,2 = 1/(µ+p)=1/(2+5)=1/7 (διπλή) και λ3 = 1/(3-2µ+p)=1/(3-4+5)=1/4.   
     □ 

Άσκηση 6  

(Σ/Λ) Να εξεταστεί αν η ακόλουθη πρόταση είναι αληθής: «Όλα τα ιδιάζοντα µητρώα Α∈R2×2  µε diag(A)≠0  
διαγωνιο̟οιούνται». 

Α̟. 

Αφού Α ιδιάζον η µια ιδιοτιµή, έστω λ1, είναι 0. Η συνθήκη diag(A)≠0 ⇔ a11≠0, a22≠0  δεν εξασφαλίζει ότι η 
άλλη ιδιοτιµή λ2 είναι ≠0 (τότε το Α θα ήταν διαγωνοποιήσιµο, ως έχον δύο διαφορετικές ιδιοτιµές). 
Πράγµατι είναι λ2=trace(A)=a11+a22. Αν a11≠-a22, τότε λ2≠0 και το Α διαγωνοποιήσιµο. Αν a11=-a22, τότε 
λ2=0 µε rank(Α)=1 (rank(A)≠0, αφού είναι a11≠0, a22≠0). Αυτό σηµαίνει ότι στη διπλή ιδιοτιµή 0 αντιστοιχεί 
ο ιδιοχώρος V(0) µε dim(V(0))=dim(N(A))=2-rank(A)=1, δηλ. θα υπάρχει µόνον ένα ιδιοδιάνυσµα. Άρα το 
Α µη διαγωνιοποιήσιµο.  Εποµένως λάθος. 
2η Α̟άντηση (µε αντι̟αράδειγµα): Το µητρώο Α=[2,-4; 1,-2] είναι ιδιάζον και έχει diag(A)=[2,-2]≠0, και 
ιδιοτιµές λ1=λ2=0. Υπάρχει όµως µόνον ένα ιδιοδιάνυσµα, το v=(2, 1)Τ, δηλ. το Α δεν είναι διαγωνοποιήσιµο. 
     □ 

Άσκηση 7  

Έστω ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός µητρώου Α είναι φ(λ)=(λ-1)(λ-2)4-2λ2-3λ+16. Να εξετάσετε αν 
το Α είναι αντιστρέψιµο.   

Α̟. 

Ο σταθερός όρος του φ(λ) είναι -24+16=0. Συνεπώς φ(0)=0, δηλ. το 0 είναι διοτιµή του Α. Άρα το Α είναι 
ιδιάζον.  
     □ 

Άσκηση 8  

Εξετάστε αν το µητρώο Α=[2,  -4; 1,  -2] διαγωνιοποιείται και τεκµηριώστε γιατί. 
Α̟. Το A είναι προφανώς τάξης 1 και γράφεται Α=[2, 1]Τ[1,-2]. Η µια του ιδιοτιµή είναι το 0 (ιδιάζον) και η 
άλλη ισούται µε trace(A)=0. Εποµένως η αλ. πολ. της ιδιοτιµής 0 είναι 2. Η γ. πολ. προκύπτει από τον 
ιδιοχώρο V(0)=Ν(A) που έχει διάσταση 1 αφού rank(A)=1. Άρα το Α  δεν διαγωνιοποιείται. 
Πιο σύντοµα: από την είδική µορφή του Α άµεσα διαπιστώνουµε ότι το [2, 1]Τ είναι ιδιοδιάνυσµα συγχρόνως 
και του χώρου στηλών και του µηδενοχώρου, αφού [2, 1]Τ[1,-2]=0. Συνεπώς δεν υπάρχει άλλο ιδιοδιάνυσµα 
και το Α δεν διαγωνιοποιείται.  
     □ 

Άσκηση 8  

Να βρεθούν οι ιδιοτιµές των παρακάτω µητρώων (α) στους ρητούς, (β) στους πραγµατικούς, (γ) στους 
µιγαδικούς. Έπειτα να γίνει σύντοµη επαλήθευση. 
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 (α) 
1 2

2 1

 
 
−  

 (β).

1 1 1

1 1 0

1 0 1

− − 
 − 
 − 

 (γ) 

1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

−

− −

 

Α̟αντήσεις 
Για να βρούµε τις ιδιοτιµές υπολογίζουµε τις ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου φ(λ)=det(A-λI). Στη 
συνέχεια, επιβεβαιώνουµε ότι οι ιδιοτιµές βρίσκονται εντός των κύκλων Gerschgorin. Τέλος επαληθεύουµε 
παραθέτοντας στο περιβάλλον Matlab. 
 

α)  

 det(A-λI) = 
12

2

1 2 i1 2
0 (1 ) ( 2)( 2) 0

1 2 i2 1

λλ
λ

λλ

 = −− 
= => − − − = ⇒ 

= +− − 
 

 
Οπότε οι ιδιοτιµές είναι:  

• λ1 = 1/1, λ2 = 1/1 (στο σώµα των ρητών Q). 
• λ1 = 1, λ2 = 1 (στο σώµα των πραγµατικών R). 

• 1
1 2 iλ = − , 2

1 2 iλ = +  (στο σώµα των µιγαδικών C). 
 
Με εφαρµογή του θεωρήµατος Gerschgorin έχουµε: 

 1 2z − ≤ . 

Όντως οι ιδιοτιµές λ1, λ2 είναι επί του κύκλου µε κέντρο το (1,0) και ακτίνα 2 . 

β)  det(A-λI) = 

1 1 1

1 1 0 0

1 0 1

λ

λ

λ

− − −

− − = ⇒

− −

 

 

1

2

3

1

1( 1 0 ( 1)( 1 )) ( 1 )((1 )( 1 ) ( 1) 1) 0 i

i

λ
λ λ λ λ λ

λ

= −


− × − − − − + − − − − − − − × = => =
 = −

 

Οι ιδιοτιµές είναι:  

• λ1 = -1/1, λ2 = 0, λ3 = 0 στο σώµα των ρητών Q. 
• λ1 = -1, λ2 = 0, λ3 = 0 στο σώµα των πραγµατικών R. 
• λ1 = -1+0×i, λ2 = i, λ3 = -i στο σώµα των µιγαδικών C. 

Με εφαρµογή του θεωρήµατος Gerschgorin έχουµε: 

 1 2z− ≤  και 1 1z+ ≤  

Όντως διαπιστώνουµε ότι οι ιδιοτιµές i±  ανήκουν στον κύκλο µε κέντρο το (1, 0) και ακτίνα 2, ενώ η ιδιοτιµή 
-1 θα είναι το κέντρο (-1, 0) του κύκλου µε ακτίνα 1. 
 
γ) Η λ=1 είναι προφανώς µια ιδιοτιµή. Βρίσκουµε τις υπόλοιπες:  

 det(A-λI) =  

  

1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 2

0 0 0 1 1

λ
λ

λ
λ

λ

−

−

= =− −

−

− − −

1 1 0 0

1 1 0 0
(1 )

0 0 1 2

0 0 1 1

λ
λ

λ
λ

λ

−

− −
− =

−

− − −
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1 0 0 1 0 0

(1 ) (1 ) 0 1 2 0 1 2

0 1 1 0 1 1

λ
λ λ λ λ

λ λ

 − − 
 

= − − − − − 
 − − − − − − 

 

Οπότε: 

 
2

1 2 3 4 5

( ) (1 )[(1 )( 1 )[(1 )( 1 ) 2] [(1 )( 1 ) ] 0

, , 2, 2, 1i i

ϕ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

= − − − − − − − + − − − − = ⇒

= − = = = − =
 

Οι ιδιοτιµές είναι:  

• λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 = 0, λ4 = 0, λ5 = 1/1 (στο σώµα των ρητών Q). 

• λ1 = 0, λ2 = 0, 3 2λ = , 4 2λ = − , λ5 = 1 (στο σώµα R των πραγµατικών). 

• λ1 = - i, λ2 = i, 3 2 0 iλ = + × , 4 2 0 iλ = − + × , λ5 = 1 + 0×i (στο σώµα των µιγαδικών C). 

Με εφαρµογή του θεωρήµατος Gerschgorin έχουµε τους κύκλους: 

 − ≤1 0z , − ≤1 1z , + ≤1 1z , − ≤1 2z  

Όντως οι ιδιοτιµές i, 2±  ανήκουν στον κύκλο µε κέντρο (1, 0) και ακτίνα 2, η ιδιοτιµή 2−   στον κύκλο 
µε κέντρο (-1, 0) και ακτίνα 1, ενώ η ιδιοτιµή 1 αποτελεί το κέντρο (1, 0) του κύκλου ακτίνας 1. 

♣ [Matlab] Παραθέτουµε εδώ κώδικα Matlab για επαλήθευση των παραπάνω αποτελεσµάτων. 
 

A=[1 sqrt(2); -sqrt(2) 1]; 

idiotimes_A = eig(A); 

idiotimes_A =  

1,0000 + 1,4142i 

1,0000 - 1,4142i 

B=[1 -1 -1; 1 -1 0; 1 0 -1]; 

idiotimes_B = eig(B); 

idiotimes_B = 

4,1633e-17 + 1,0000i 

4,16333e-17 - 1,0000i 

-1,0000 + 0,0000i 

 

C=[1 0 0 0 0; 0 1 1 0 0; 0 1 -1 0 0; 0 0 0 1 2; 0 0 0 -1 -1]; 

idiotimes_C = eig(C); 

idiotimes_C = 

9,7144e-17 + 1,0000i 

9,7144e-17 - 1,0000i 

-1,4142 + 0,0000i 

1,4142 + 0,0000i 

1,0000 + 0,0000i 

     □ 

Άσκηση 9  

Για τα παρακάτω µητρώα να βρεθεί ένα αντιστρέψιµο µητρώο P, αν αυτό είναι δυνατόν, τέτοιο ώστε το P-1AP 
να είναι διαγώνιο. Σε κάθε περίπτωση να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές: 

 (α) 

2 8 12

1 4 4

0 0 1

− − − 
 
 
  

 (β) 

1 1 6 3

1 2 3 0

1 1 0 1

1 1 5 3

− − − 
 − − 
 −
 
− − − 

 

Α̟. 
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Αρκεί να δείξουµε ότι τα παραπάνω µητρώα διαγωνιοποιούνται, δηλ. ότι υπάρχει µια πλήρης βάση 
ιδιοδιανυσµάτων. Εξετάζουµε λοιπόν αν ικανοποιείται µια από τις εξής συνθήκες:    

• (ικανή) οι ιδιοτιµές είναι διακεκριµένες. Τότε (από γνωστό θεώρηµα) υπάρχει πλήρες σύνολο 
ιδιοδιανυσµάτων που αποτελούν τις στήλες του P.   

• (ικανή και αναγκαία) κάθε ιδιοτιµή έχει γεωµετρική=αλγεβρική πολλαπλότητα, δηλ., αν υπάρχουν 
πολλαπλές ιδιοτιµές, τότε: dim(V(λ)) = αλγεβρική πολλαπλότητα του λ, όπου V(λ) ο ιδιοχώρος της λ 
(V(λ)=Ν(Α-λΙ)).    

(α) Η λ=1 είναι προφανής ιδιοτιµή. Βρίσκουµε τις υπόλοιπες από τη χαρακτηριστική εξίσωση του µπλοκ 
A(1:2,1:2). 

 A(1:2,1:2) = 
λ

λ
− − −

= ⇒
−

2 8
0

1 4

1

2

3

1

( 2 )(4 ) ( 8) 0 0

2

λ
λ λ λ

λ

=


− − − − − = ⇒ =
 =

 

Οι ιδιοτιµές είναι διακεκριµένες, άρα το Α διαγωνιοποιείται. Βρίσκουµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα από 
τους ιδιοχώρους V(λ)=N(Α-λΙ). 

Για λ = 1 είναι: 

2 3 3
1

3

3 8 12
3 8 12

1
1 3 4 0 0

3
0 0 0

0 0 0

r r r
A λ

→ +

− − − − − −   
   − Ι = →   
    

 

 

οπότε: 

1 1 2 3
1 3

2
22

3

3 8 12
3 8 12 0

41
0 0 0 1

03 0
30 0 0

x x x x
x x

x
xx

x

− − − 
  − − − =  = −   = ⇒ ⇒   =  =      

 

 

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα: 1

4

0

1

− 
 =  
  

u . 

Για λ = 0: 

 
2 2 1 3 3 2

1 1

2 2

2 8 12 2 8 12 2 8 12

1 4 4 0 0 2 0 0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0

r r r r r r
A λ

→ + → +
− − − − − − − − −     

     − Ι = → − → −     
          

 

 

1 1
1 2 3 1 2

2 2
3 3

3 3

2 8 12 4
2 8 12 0 4

0 0 2 0 1
2 0 0

0 0 0 0

x x
x x x x x

x x
x x

x x

   
     
              

− − − = −
− − − = = −

− = ⇒ ⇒ ⇒ =
− = =

=
 

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα: 2

4

1

0

− 
 =  
  

u . 

Για λ = 2: 

 
2 2 1

3 3 2

1

4

4 8 12 4 8 12 4 8 12

1 2 4 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 0

r r r r r rA λ
→ + → +

− − − − − − − − −     
     − Ι = → →     
     − −     
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1 1
1 2 3 1 2

2 2
3 3

3 3

4 8 12 2
4 8 12 0 2

0 0 1 0 1
0 0

0 0 0 0

x x
x x x x x

x x
x x

x x

− − − = −    
− − − = = −      = => => => =      = =      =    

 

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα: 3

2

1

0

− 
 =  
  

u . 

Το µητρώο P που διαγωνιοποιεί το Α, δίνεται από το µετασχηµατισµό P-1AP = Λ, όπου Λ διαγώνιο µε τις 
ιδιοτιµές του Α: 

 1 2 3

4 4 2

[ ] 0 1 1

1 0 0

P

− − − 
 = =  
  

u u u . 

(β)   Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Α είναι: 

 φ(λ) = det(A-λI) = 

1 1 6 3

1 2 3 0

1 1 1

1 1 5 3

λ
λ

λ
λ

− − − −

− − −
=

− −

− − − −

 

 

2 3 0 1 3 0 1 2 0 1 2 3

( 1 ) 1 1 1 1 6 1 1 1 3 1 1

1 5 3 1 5 3 1 1 3 1 1 5

λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ

− − − − − − − − −

− − − + − − − − − − − =

− − − − − − − − − − − −
 

 λ λ λ λ λ λ λ= − − − − − + − − − − − − =2 2 2
( 1 )( 1)( 2) ( 1) 6 ( 1) 3( ( 1) )  

 
2 2( 1)( 1)( 2) ( 1)( 1) 6 ( 1) 3( 1)λ λ λ λ λ λ λ λ= + − + + + − − − + − =  

 
2 2( 1)( 1)( 2 1) 3( 1)(2 1) ( 1)( 1))( + 3) -3( 1)( 1))λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ= + − + + − − − + = + − − + =  

 
2( 1)( 1)( 3 3)λ λ λ= + − + −  

Οι ρίζες 1 2 3,41,  1,  0λ λ λ= − = =  (διπλή) είναι οι ιδιοτιµές του Α. Για τη διπλή ιδιοτιµή λ=0 εξετάζουµε 
λοιπόν αν συµβαίνει dim(N(A-λΙ)=dim(A)=2, ή rank(A)=4-2=2: 

 
3 3 22 2 1

3 3 1

4 4 1

2
3

1 1 6 3 1 1 6 3 1 1 6 3
1 2 3 0 0 3 9 3 0 3 9 3
1 1 0 1 0 2 6 2 0 0 0 0
1 1 5 3 0 0 1 0 0 0 1 0

r r rr r r
r r r
r r r

→ +→ +
→ −
→ −

     
     
     → →
     
     
          

− − − − − − − − −
− − − − − −

− −
− − −

 

Παρατηρούµε ότι rank(A)=3, συνεπώς το Α δεν διαγωνοποιείται. Άρα δεν υπάρχει µητρώο P που να 
διαγωνοποιεί το Α. Μπορούν να υπολογισθούν συνολικά µόνον 2 ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, που δεν 
συνιστούν πλήρες σύνολο ιδιοδιανυσµάτων, ούτε φυσικά βάση. 

♣ [ Matlab ] Επαληθεύουµε στο περιβάλλον Matlab ό,τι υπολογίσαµε πιο πάνω: 

A = [-2 -8 -12; 1 4 4; 0 0 1]; 

[P1, S1] = eig(A); 

B = [-1 -1 -6 3; 1 -2 -3 0; -1 1 0 1; -1 -1 -5 3]; 

[P2,S2] = eig(B); 

Τα αποτελέσµατα επαληθεύουν τους παραπάνω υπολογισµούς. Τα ιδιοδιανύσµατα υπολογίζονται µε 
κανονικοποίηση ως προς το Ευκλείδειο µέτρο (norm(v,2): 
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 =  
  

0 0 0

S1 0 2 0

0 0 1

  

Τo A όντως έχει τις ιδιοτιµές 0, 2, 1. 

 

− − 
 = − 
  

0.9701 0.8944 0.9701

P1 0.2425 0.4472 0

0 0 0.2425

  

Το µητρώο P του  ερ. (α) είναι το ίδιο αν κανονικοποιήσουµε και διατάξουµε κατάλληλα τις στήλες του. 

 

 
 
 =
 
 
 

-1 0 0 0

0 0 0 0
S2

0 0 0 0

0 0 0 1

  

Το Β έχει πράγµατι 4 ιδιοτιµές: -1, 1 και 0 (διπλή). 

 

− 
 − =
 
 

− 

0.8018 0.8165 0.8165 0.5883

0 0.4082 0.4082 0
P2

0.2673 0 0 0.1961

0.5345 0.4082 0.4082 0.7845

  

Είναι φανερό τέλος, ότι τo Β δεν έχει πλήρη βάση ιδιοδιανυσµάτων, αφού ένα ιδιοδιάνυσµα αναπαράγεται. 
Προφανώς το P2 δεν είναι αντιστρέψιµο. 
     □ 

Άσκηση 10 

∆ίνεται το µητρώο 

 

1.0000 1.0010 0

1.0000 1.0000 0

0 0 0.2

A

 
 =  
  

 

Να υπολογισθούν τα ιδιοποσά (α) του Α. (β) του Α-1 (γ) του ΑΤΑ.  

Α̟.  

α) Είναι :  

 

1- 1.001 0

( ) det( - ) 1 1- 0

0 0 0.2-
Α

Α λΙ

λ
ϕ λ λ

λ
== =  

 
 =(0.2-λ)( (1-λ)2-1.001)=(0.2-λ)(λ2-2λ-0.001) 

Κάνουµε τους υπολογισµούς δουλεύοντας σε α.κ.υ. µε 4 σηµαντικά ψηφία. Λόγω της δοµής του Α σε µορφή 
διαγώνιων µπλοκ, οι δύο πρώτες ιδιοτιµές είναι ιδιοτιµές του µπλοκ Α[1:2, 1:2]. Είναι ρίζες του τριωνύµου λ2-
2λ-0.001 και εµπεριέχουν σφάλµα: λ1≈2.0005, λ2≈-0.0005. Η λ3 προκύπτει άµεσα, λ3=0.2, αφού αντιστοιχεί 
σε στήλη πολλαπλάσια του e3.  Βρίσκουµε τώρα τα ιδιοδιανύσµατα.  

Για λ=0.2 υπολογίζουµε άµεσα την ειδική λύση v=(0,0,1)T, αφού η 3η στήλη είναι πολλαπλάσιο του 
µοναδιαίου e3.  

1-λ 1.001 0

- 1 1 0

0 0 0.2

Α λΙ λ
λ

=

 
 = − 
 − 

 



-158- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

- Για λ=-0.0005, από τον αντίστοιχο ιδιοχώρο N(A+0.0005I) υπολογίζουµε την ειδική λύση u≈(-1,1,0)T.   

- Για λ=2.0005 από τον αντίστοιχο ιδιοχώρο N(A-2.0005I) υπολογίζουµε την w≈(1,1,0)T.  

Άρα, καθορίσαµε για το Α ένα πλήρες σύνολο ιδιοδιανυσµάτων {u, v, w} (βάση) για το Α. To σύνολο αυτό 
αποτελεί βάση του χώρου στηλών C(A) και του R3. 

β) Το Α είναι αντιστρέψιµο αφού οι ιδιοτιµές του είναι διάφορες του 0. Οι ιδιοτιµές του Α-1 είναι προφανώς τα 
αντίστροφα των ιδιοτιµών του Α: λ1=0.499, λ2=-2000, λ3=5. Τα ιδιοδιανύσµατα του Α-1 συµπίπτουν µε αυτά 
του Α.  

γ) Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές του AΤΑ: 

     

2 2.001 0

2.001 2.002 0

0 0 0.04

TA A

 
 =  
  

 

Προφανώς είναι λ1=0.04 και οι άλλες δύο είναι προφανώς οι ιδιοτιµές του µπλοκ [2, 2.001; 2.001, 2.002] και 
είναι οι λύσεις της εξίσωσης  

 
Τ 2 2.001

( ) det(Α Α-λΙ )
2.001 2.002

λ
ϕ λ

λ
−

= = =
−  

  = (λ-2.002)(λ-2)-2.0012=λ2-4.002λ-0.000001 

Υπολογίζουµε σε α.κ.υ. µε 4 σ.ψ.: λ1=2.4988e-7, λ2=4.002.  
Βρίσκουµε τώρα τα ιδιοδιανύσµατα από τους αντίστοιχους ιδιοχώρους Ν(ΑΤΑ-λΙ)). 

• Για λ1=0.04 βρίσκουµε άµεςα v=(0,0,1)T.  
• Για λ2=2.498e-7 βρίσκουµε το ιδιοδιάνυσµα u =(-0.7073, 0.7069,0)T. 
• Για λ3=4.002 και βρίσκουµε το ιδιοδιάνυσµα w=(0.7069, 0.7073,0)T. 

Οι τιµές των ιδιοδιανυσµάτων (υπολογίσθηκαν στο Matab) και είναι κανονικοποιηµένες.   
     □ 

Άσκηση 11 [Υπολογισμός δυνάμεων μητρώου]  

∆ίνονται τα µητρώα (α) Χ=[0.4, 0.5 ; 1, 0.1], (β) Υ=[2, 1 ; -4, -2]. Για το καθένα, να εξετάσετε τυπικά εάν και 
σε ποιο µητρώο συγκλίνουν οι ακολουθίες δυνάµεων {Χk}, {Υk}, k∈Z+, καθώς αυξάνεται ο εκθέτης k.  

Α̟αντήσεις 
α) Yπολογίζουµε τις ιδιοτιµές του Χ: 

φΧ(x)=det(Χ-λΙ)= 
20.4 0.5

0.5 0.04 0.5
1 0.1

λ
λ λ

λ
−

= − + − =
−  

2 0.5 0.46 0λ λ= − − =  

απ’ όπου: λ1=0.9728<1, λ2=-0.4728<1. Από τον τύπο της διαγωνιοποίησης έχουµε: 

Χk = V Λk  V-1= Vdiag(0.9728, -0.4728)k  V-1 → V 0 V = 0 του k τείνοντος στο ∞. 

β) Εύκολα διαπιστώνουµε: Y2=[2, 1 ; -4, -2] [2, 1 ; -4, -2] = 01:2,1:2, δηλ. Yk=0, για k≥2.  

Πιο αυστηρή αιτιολόγηση: Και οι δύο ιδιοτιµές  του Υ είναι 0:  λ1=λ2=0.  Πράγµατι, το Α είναι προφανώς 
ιδιάζον (λ1=0) και ισχύει λ2=trace(A)-0=2-2=0.  Άρα είναι Λ=0 και εποµένως:  

 Yk = VΛkV = 0, για k≥2  
   □ 

Άσκηση 12 [Διαγωνιοποίηση συμμετρικού μητρώου]  

∆ίνεται το µητρώο Α=[2, 1, 0; 1, 3, -1 ; 0, -1, 2].    
α) Να εξηγήσετε αν το Α διαγωνιοποιείται και γιατί, δίνοντας τον ισχύοντα µετασχηµατισµό διαγωνιοποίησης. 
β) Να υπολογίσετε όλες τις ιδιοτιµές του Α.  
γ) Να βρείτε µια πλήρη βάση ορθοκανονικών ιδιοδιανυσµάτων του A.  
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δ) Εκφράστε τέλος στην τελική του µορφή το µετασχηµατισµό διαγωνιοποίησης. 

Α̟αντήσεις 

α) Το µητρώο Α είναι συµµετρικό και εποµένως ισχύει γι’ αυτό το φασµατικό θεώρηµα για τα συµµετρικά µητρώα: 
υπάρχουν µια ̟λήρης ορθοκανονική βάση  ιδιοδιανυσµάτων και Λ=diag(λ1, λ2, λ3) διαγώνιο µητρώο µε τις ιδιοτιµές 
λ1, λ2, λ3 του Α (οι οποίες για συµµετρικά µητρώα είναι πραγµατικές), τέτοια ώστε να ισχύει ο 
µετασχηµατισµός Α=QΛQT. Το Q περιέχει την ορθοκανονική βάση των ιδιοδιανυσµάτων.  

β) Βρίσκουµε τώρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Α: 

  

( ) det( )

2 1 0 2 0 2 1 0 1

1 3 1 1 3 1 (2 ) 1 3 1

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 0 1 1 0 1 1 0 1

(2 ) 0 3 2 (2 ) 0 3 2 (2 ) 0 4 4

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 0 1

(2 )(4 ) 0 1 1 (2 )(4 )(1 )

0 1 2

A Iφ λ λ

λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ

= − =

− − −

= − − = − − = − − − =

− − − − − −

= − − − = − − − = − − − + =

− − − − − −

= − − − = − − −

− −

 

Οι ιδιοτιµές είναι οι ρίζες του φ(λ):  λ1=1, λ2=2, λ3=4 (πραγµατικές, όπως αναµενόταν). 

(γ) Βρίσκουµε τους ιδιοχώρους V(λi)=N(A-λiΙ), i=1,2,3, λύνοντας τα αντίστοιχα οµογενή συστήµατα, και 
κανονικοποιούµε. Για την εύρεση του κάθε µηδενοχώρου µετατρέπεται το Α σε ένα κλιµακωτό U και αµέσως 
µετά να τίθενται τιµές στις ελεύθερες µεταβλητές, µία κάθε φορά:  

Για λ1=1: (Α-Ι)x=0 ⇒ u1=(-1,1,1)T ⇒ q1=
1

3  (-1,1,1)T 

Για λ2=2: (Α-2Ι)x=0 ⇒ u2=(1,0,1)T ⇒ q2=
1

2  (1,0,1)T 

Για λ3=4: (Α-4Ι)x=0 ⇒ u3=(-1,-2,1)T ⇒ q3=
1

6  (-1,-2,1)T 

(δ) Από τα παραπάνω λαµβάνουµε Q=[q1, q2, q3] και QT=[q1T; q2T; q3T], δηλ.:   

  

T

1 3 1 2 1 6 1 3 1 3 1 3

1 3 0 2 6 1 2 0 1 2

1 3 1 2 1 6 1 6 2 6 1 6

1 3 1 2 1 6 1 3 1 3 1 31 0 0

1 3 0 2 6 0 2 0 1 2 0 1 2

0 0 41 3 1 2 1 6 1 6 2 6 1 6

Q Q

A

   − − −
   
   = − ⇒ = ⇒
   
   − −   

   − − −        = − ⋅ ⋅        − −    

  

   □ 

Άσκηση 13 [Εφαρμογή Θεωρήματος Cayley-Hamilton] 

Να  υπολογίσετε το αντίστροφο του µητρώου Α της Άσκησης 9 χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Cayley-
Hamilton. 

Α̟.  
Σύµφωνα µε το Θ. το θεώρηµα Cayley-Hamilton, κάθε µητρώο Α ε̟αληθεύει το χαρακτηριστικό του ̟ολυώνυµο. Το 
εφαρµόζουµε: 

φ(λ) = (2-λ)(4-λ)(1-λ) = (8-2λ-4λ+λ2)(1-λ) = (λ2-6λ+8)(1-λ) =  λ2-6λ+8-λ3+6λ2-8λ 

 = -λ3+6λ2-14λ+8 
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Εποµένως ισχύει:  

φ(Α)= -Α3+6Α2-14Α+8 =0,  

απ’ όπου διαιρώντας µε Α:  

 -Α2+6Α-14Ι+8Α-1=0 ⇒ Α-1=1/8(Α2-6Α+14Ι) 

Υπολογίζουµε:  

Α2 = [5, 5, -1 ; 5, 11, -5 ; -1, -5, 5]   

και τελικά: 

 Α-1=
















1.25    0.125-0.125

0.125-10.125-

0.1250.125-1.25

 

   □ 

Άσκηση 14 – Περιστροφή κατά γωνία φ 

Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του µητρώου περιστροφής στο R2 (ως προς γωνία) πάνω στο 
R: 

cos sin

sin cos
A

ϕ ϕ
ϕ ϕ

− 
=  

 
 

Α̟. 
Η κύρια ιδιότητα του µητρώου περιστροφής είναι ότι είναι ορθογώνιο. Αυτό είναι φανερό για το Α: οι στήλες 

του Α είναι ορθοκανονικές αφού (cosφ, sinφ)Τ(-sinφ, cosφ)=0 και 
2 2sin cos 1θ θ+ = . Επίσης, το µητρώο 

περιστροφής αποτελεί κλασσικό παράδειγµα µητρώου µε µιγαδικά ιδιοποσά. Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και 
τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα:  

det(A-λI) = 
cos sin

sin cos

ϕ λ ϕ
ϕ ϕ λ
− −

=
−

2(cos )(cos ) sin 0ϕ λ ϕ λ ϕ− − + = ⇒  

 
2 2 2 1

2

cos sin
cos 2 cos sin 0

cos sin

i

i

i e

i e

ϕ

ϕ

λ ϕ ϕ
ϕ λ ϕ λ ϕ

λ ϕ ϕ −

 = + =
− + + = ⇒ 

= − =
 

Το µητρώο είναι πραγµατικό και έχει µιγαδικές συζυγείς ιδιοτιµές ( 1 2λ λ= ). Συνεπώς αναµένεται τα 
ιδιοδιανύσµατα να είναι και αυτά µιγαδικά συζυγή. Τα υπολογίζουµε: 

• Για cos sin ij eϕλ ϕ ϕ= + = : 

 
cos sin 1 0 sin sin

sin cos 0 1 sin sin

i
A

i

ϕ ϕ ϕ ϕ
λ λ

ϕ ϕ ϕ ϕ
− − −     

− Ι = − =     −     
 

Βρίσκουµε τον αντίστοιχο ιδιοχώρο: 

 
1

1 2
2

sin sin
0 sin sin 0

sin sin

xi
ix x

xi

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
− −   

= ⇒ − − = ⇒  −   
 

 1 2 2

sin
  ( 1) 

sin
x x x

i

ϕ
ϕ

= − = ⇒  

 1

1
u

i

 
=  − 

 

• Για cos sin ii e ϕλ ϕ ϕ −= − =  το ιδιοδιάνυσµα είναι το µιγαδικό συζυγές ιδιοδιάνυσµα του u0, oπότε: 
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*

2 1 1

1 1
u u u

ii

   
= = = =   −   

 

Κανονικοποούµε τα ιδιοδιανύσµατα: 

 1

2
122

22

2

q
i

i

 
    = =  −   
− 

 

, 2

2
122

22

2

q
i

i

 
    = =     
 
 

 

οπότε το µητρώο τους είναι: 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

V

j j

 
 
 =
 
− 

 

 

Παρατηρούµε ότι τα ιδιοδιανύσµατα είναι ανεξάρτητα της γωνίας φ. Οι ιδιοτιµές είναι αυτές που καθορίζουν 
το είδος της περιστροφής. Για φ = 300 οι ιδιοτιµές είναι:  

 1 2 1

3 1 3 1
,

2 2 2 2
i iλ λ λ= +  = = −  

και το αντίστοιχο διαγώνιο µητρώο τους:  

 

3 1
0

2 2

3 1
0

2 2

j

j

 
+ 

 Λ =
 

− 
 

 

   □ 

Άσκηση 15  

Να υπολογισθούν οι ιδιάζουσες τιµές και τα ιδιάζοντα διανύσµατα του µητρώου Α=[1, 3; -1 -3].  Τα τελευταία 
θα πρέπει να κανονικοποιηθούν. Με βάση τα ιδιάζοντα διανύσµατα να καθορισθούν ορθοκανονικές βάσεις για 
όλους τους θεµελιώδεις χώρους. Τέλος, να δοθεί  το Α στη µορφή Α=U Σ VΤ, όπου Σ διαγώνιο µε τις 
ιδιάζουσες τιµές και U και V κατάλληλα ορθοκανονικά µητρώα. 

Α̟.  

Είναι ATΑ=[2, 6; 6, 18] µε rank(ATΑ)=1. Εποµένως λ1=0 και λ2=trace(ATΑ)=20, δηλ. σ1=√20=4.4721 και 
σ2=0.  Το Α ως µητρώο τάξης 1, γράφεται Α=αβΤ=[1, -1]Τ[1, 3]. To ΑΤΑ γράφεται: 

 ΑΤΑ = (αβΤ)Τ(αβΤ) = βαΤαβΤ = (αΤα) ββΤ 

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην  ιδιοτιµή 0 είναι διάνυσµα v2 κάθετο στο β, αφού:  

ΑΤΑv1 = (αΤα) ββΤv2 = (αΤα) β(βΤv2) = 0 

Επιλέγουµε το (-3, 1)Τ και κανονικοποιούµε: v2=(1/√10)(-3, 1)T.  Το δεύτερο ιδιάζον διάνυσµα  είναι κάθετο 
στο v2. Άρα θέτουµε κατ’ ευθείαν v1=(1/√10)(-1, -3)T. Το {v1} αποτελεί βάση του χώρου γραµµών, ενώ το 
{v2}βάση του µηδενοχώρου.  

Οµοίως και για το ΑΑΤ είναι  

 ΑΑΤ = αβΤ(αβΤ)Τ = βαΤβαΤ = (αΤβ) βαΤ 

To (1, 1)T┴α και προφανώς είναι ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 0. Επιλέγουµε λοιπόν  
u2=(1/√2)(1, 1)T και το ορθογώνιο προς αυτό  u1=(1/√2) (-1 1)Τ. Το {u1} αποτελεί βάση του χώρου στηλών, 
ενώ το {u2}βάση του Ν(ΑΤ).  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ανάλυση ιδιαζουσών τιµών για το µητρώο Α δίνει: 
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[ ] [ ]1 2 1 2

1 3 20 0
1 3 0 0

1 1 1 31 120 0
1 1 3 10 02 2

A U V u u v v
  

= = Σ = =  −   

 − − −   
=     −    

 

   □ 

Άσκηση 16  

Να γίνει ανάλυση SVD για το µητρώο  

1 1 0

0 1 1
A

 
=  

 
 

Συγκεκριµένα να υπολογισθούν οι ιδιάζουσες τιµές του Α και να βρεθούν όλα τα αριστερά και δεξιά 
ιδιοδιανύσµατά του. Να τεθεί το Α στη µορφή Α =U Σ V, όπου Σ διαγώνιο µε τις ιδιάζουσες τιµές και U και 
V κατάλληλα ορθοκανονικά µητρώα.  

Α̟.   
Υπολογίζουµε πρώτα τις ιδιάζουσες τιµές και τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του Α από το µητρώο ΑΤΑ: 

  

1 0 1 1 0
1 1 0

1 1 1 2 1
0 1 1

0 1 0 1 1

TA A

   
    = =           

. 

Οι ιδιοτιµές του ΑΤΑ είναι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης: 

 

2

1 1 0
2 1 1 1

det( ) 1 2 1 (1 )
1 1 0 1

0 1 1

                       (1 )[(2 )(1 ) 1)] (1 )

                      (1 )( 3 ) 0

TA A I

λ
λ

λ λ λ
λ λ

λ

λ λ λ λ

λ λ λ

−
−

− = − = − − =
− −

−

= − − − − − −

= − − =

 

Εποµένως οι ιδιοτιµές του ΑΤΑ είναι: 1 2 13,  1,  0 λ λ λ= = = .  

Οι ιδιάζουσες τιµές του Α λαµβάνονται κατά φθίνουσα διάταξη:  

 3 3 2 2 3 33,    1, 0σ λ σ λ σ λ= = = =     = =   

Το µητρώο Σ είναι 2×3 µε τις ιδιάζουσες τιµές στη διαγώνιό του:  

 
1

2

0 0 3 0 0
0 0 0 1 0

σ
σ

  
Σ = =   

   
 

Α̟ό το ΑΤΑ: Τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του Α αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα του ΑΤΑ κατά φθίνουσα 
διάταξη ιδιοτιµής. Υπολογίζονται από τους ιδιοχώρους V(λ)=Ν(ΑΤΑ-λΙ:  

• Για λ = 3:  

 1 1 1

2 1 0 1

( 3 ) 1 1 1 2

0 1 2 1

TA A I v v v

−   
   − = − = ⇒ =   
   −   

0  

• Για λ = 1:  

 2 2 2

0 1 0 1

( ) 1 1 1 0

0 1 0 1

TA A I v v v

   
   − = = ⇒ =   
   −   

0  
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• Για λ = 0:  

 2 3 3

1 1 0 1

1 2 1 1

0 1 1 1

TA Av v v

   
   = = ⇒ = −   
      

0  

Κανονικοποιούµε τα ιδιοδιανύσµατα: 

 
2 2 2

1 1

1 2 1
1 2 1 6 , ,  

6 6 6

T

v q
 

= + + = ⇒ =  
 

 
2 2 2

2 2

1 1
1 0 ( 1) 2 ,  0,  

2 2

T

v q
 

= + + − = ⇒ = − 
 

 

 
2 2 2

3 3

1 1 1
1 ( 1) 1 3 , ,  

3 3 3

T

v q
 

= + − + = ⇒ = − 
 

 

Τα ιδιοδιανύσµατα q1, q2, q3 αποτελούν ορθοκανονική βάση του R3 και είναι στήλες του V: 

 

1 3 2
1

2 0 2
6

1 3 2

V

 
 

= − 
 

−  

 

Το V περιέχει µια ορθοκανονική βάση {q1, q2 } του χώρου γραµµών και µια ορθοκανονική βάση {q3} του 
µηδενοχώρου Ν(Α). 

Υπολογίζουµε τώρα το  ΑΑΤ : 

 

1 0
1 1 0 2 1

1 1
0 1 1 1 2

0 1

TAA

 
    = =         

 

Αναµένουµε να έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε το ΑΤΑ , εκτός φυσικά από το 0. Επαληθεύουµε: 

 
2

2 2

2 1
det( ) (2 ) 1 0  3,   1

1 2
TAA I

λ
λ λ λ λ

λ
−

− = = − − = ⇒ = =
−  

Α̟ό το ΑΑΤ: Βρίσκουµε τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του ΑΤΑ από τους ιδιοχώρους V(λ)=Ν(ΑΑΤ-λΙ):  

• Για λ = 3:  

 2 1 1 1

1 1 1
( ) 0

1 1 1
TAA I u u uλ

−   
− = => = ⇒ =   −   

0   

• Επιλέγουµε διάνυσµα u2  ορθογώνιο µε το ιδιοδιάνυσµα u1: 

 2

1

1
u

− 
=  

 
 

Εφ’ όσον το ΑΑΤ είναι συµµετρικό, το u2 θα είναι οπωσδήποτε ιδιοδιάνυσµα για τη δεύτερη ιδιοτιµή. Στη 
συνέχεια κανονικοποιούµε τα u1, u2 : 

 
2 2

1 1

11
1 1 2  

12
u q

 
= + = ⇒ =  

 
 

 
2 2

2 2

11
1 ( 1) 2  

12
u q

− 
= + − = ⇒ =  

 
 

Το µητρώο U περιέχει την ορθοκανονική βάση του R2 που κατασκευάστηκε: 
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1 11

1 12
U

− 
=  

 
 

Πρόκειται για µια ορθοκανονική βάση του χώρου στηλών C(A). O αριστερός µηδενοχώρος έχει διάσταση 0 
(Ν(ΑΤ)={0}), αφού  dim(Ν(ΑΤ))=2-dim(C(A)=2-2=0. Συνεπώς δεν απεικονίζεται στην ανάλυση ιδιαζουσών 
τιµών, παρά µόνον µε την …απουσία του, που υποδηλώνεται από τα µεγέθη στηλών και γραµµών των 
µητρώων U (2×2) και Σ (2×3) αντίστοιχα.   

Μπορούµε τώρα να γράψουµε το Α ως Α = UΣVT, µε τα U,  V και Σ όπως υπολογίσθηκαν πιο πάνω:  

 
1 11

1 12 3
TU V

− 
Σ =  

 

3 0 0

0 1 0

 
 
 

1 3 2

2 0 2

1 3 2

T
 
 

− 
 

−  

 

♣ [Matlab] Η συνάρτηση SVD στο Matlab υλοποιεί την ανάλυση ιδιαζουσών τιµών. Επαληθεύουµε για την 
πιο πάνω διάσπαση: 
 

 A = [1 1 0; 0 1 1]; 
 [U,S,V] = svd(Α); 

Τα U, S, V στην έξοδο απεικονίζονται σε αριθµητική κινητής ή σταθερής υποδιαστολής.  Τα αποτελέσµατα 
αντιστοιχούν στις παρακάτω τιµές:  

 

 − − 
 =
 −  

1 1

2 2

1 1

2 2

U  

  
3 0 0

Σ =
0 1 0

 
 
  

 

 

1 1 1
- -

6 2 3
2 1

V = - 0 -
6 3

1 1 1
-

6 2 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Να παρατηρήσουµε ότι η διαφοροποίηση των προσήµων οφείλεται στις αναθέσεις που έγιναν κατά τον 
υπολογισµό των ορθογωνίων ιδιοδιανυσµάτων. 

Άσκηση 3.  

∆ίνονται τα µητρώα 

 α)  














 −

=

322

121

101

A     β)  





















=

1110

1101

1011

0111

A  

Να εξετασθεί αν είναι διαγωνιοποιήσιµα. Κατόπιν, να υπολογισθούν τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα και 
να διατυπωθεί ο µετασχηµατισµός διαγωνιοποίησης A = P Λ P-1. Επίσης, να υπολογισθεί το P-1. 

Α̟αντήσεις 
α)  Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Α είναι : 

 φA(λ) = det(A – λI ) 
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100

011

001

)3)(2(

100

011

101

)3)(2(

300

011

101

)2(

322

011

101

)2(

322

022

101

322

121

101

λ

λλ

λ

λλ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λλ

λ

λ

λ

λ

−

−−=

−−

−−=

−

−−

−=

−

−−

−=

−

−−

−−

=

−

−

−−

=

 

)1)(3)(2( λλλ −−−=  

Οι ιδιοτιµές  του Α είναι οι ρίζες του φA(λ): 2, 3, 1. Είναι διακεκριµένες και άρα υπάρχει ένα πλήρες σύνολο 
ιδιοδιανυσµάτων, δηλ. το Α διαγωνιοποιείται. Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα ιδιοδιανύσµατα: 

• Για λ=1 o ιδιοχώρος V(1) = Ν(Α – Ι ) είναι : 

 

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

I 1 1 1 2 2 2 0 0 0 0 0 1

2 2 2 0 0 1 0 0 1 0 0 0

A

−       
       − = → → →       
       − −       

 

∆ηλαδή είναι V(1) = < (-1, 1,0)Τ > και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v1=(-1, 1,0)Τ. Κανονικοποιούµε: 

 
T

1

1
1 )0 ,1 ,1(

2

1
−==

v
v

u  

• Για λ=3 . Όµοια δουλεύοντας έχουµε: 

 

2 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1/ 2

3I 1 1 1 2 0 1 0 2 1 0 2 1 0 1 1/ 2

2 2 0 2 2 0 0 4 2 0 0 0 0 0 0

A

− − − − −         
         − = − → − − → − → − → −         
         −         

 

∆ηλαδή V(3) = < (-1, 1, 2)Τ > και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v2=(-1, 1, 2)Τ. Υπολογίζουµε το µοναδιαίο 
διάνυσµα: 

 64112 =++=v  

 
T

2

2
2 )2 ,1 ,1(

6

1
−==

v
v

u  

• Για λ=2:  

 

1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

2 I 1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 1 1/ 2

2 2 1 0 2 1 0 0 0 0 0 0

A

− − − − − −       
       − = → → − → −       
       −       

 

Είναι V(2) = < (-1, 1/2, 1)Τ > και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v3=(-2, 1, 2)Τ. Το µοναδιαίο διάνυσµα είναι: 

 394143 ==++=v  

 
T

3

3
3 )2 ,1 ,2(

3

1
−==

v
v

u  

Ο µετασχηµατισµός διαγωνιοποίησης εκφράζεται: 

 A = P Λ P-1  

όπου: 
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Αντιστρέφουµε το P εφαρµόζοντας τη µέθοδο Gauss-Jordan: 
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Εποµένως:  
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β)  Το µητρώο Α είναι συµµετρικό, συνεπώς διαγωνιοποιείται και δέχεται µια πλήρη ορθοκανονική βάση 
ιδιοδιανυσµάτων. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Α είναι: 

 φA(λ) = det(A – λI ) =  

 

λ
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λ
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 = (1 – λ)2[(1 – λ)2 – 4] = (1 – λ)2 (1 – λ + 2) (1 – λ – 2) = (1 – λ)2 (3 – λ) (– λ – 1 ) 

Συνεπώς οι ιδιοτιµές  του Α είναι: 1 (διπλή), -1,  3.  Υπολογίζουµε τη συνέχεια τα ιδιοδιανύσµατα:      
• Για την ιδιοτιµή λ = -1 έχουµε: 

 →



















−−
→



















−−
→



















−

−−

→



















=+
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2110
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2110
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  IA  

  
















 −

→
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→
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1001

0000

1100

2110
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0000
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4400

1021

 

Εποµένως είναι: 

 V(-1) =<(1, -1, -1, 1)Τ> και v1 = (1, -1, -1, 1)Τ 

και το µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα:  

 ( )T
1

1
1 1111

2

1
, , , −−==

v
v

u       

• Για τη διπλή ιδιοτιµή λ = 1: 

 

0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
I

1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0

A

       
       
       − = → → →
       
       
       

       

Είναι dim(V(1)) = dim(A – I) = 4 – rank(A – I ) = 2. Ο ιδιοχώρος δίνεται   

 V(1) = <(0, -1, 1, 0)Τ, (-1, 0, 0, 1)Τ> 

Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια: 

 v2 = (0, -1, 1, 0)Τ,  v3 = (-1, 0, 0, 1)Τ 

Υπολογίζουµε τα µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα: 

 ( )T
2

2
2 0 ,1 ,1 ,0

2

1
−==

v
v

u , ( )T
3

3
3 1 ,0 ,0 ,1

2

1
−==

v
v

u  

• Για την ιδιοτιµή λ = 3: 
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Εποµένως: 

 V(3) =<(1, 1, 1, 1)Τ>  
 v4 = (1, 1, 1, 1)Τ  

και το µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα: 

. ( )T
4

4
4 1111

2

1
, , , ==

v
v

u  

Τα u1, u2, u3, u4 συνιστούν µια πλήρη ορθοκανονική βάση ιδιοδιανυσµάτων του R4. Ο µετασχηµατισµός 
διαγωνιοποίησης είναι Α = P Λ PΤ όπου P = [u1, u2, u3, u4] ορθογώνιο µητρώο. Προφανώς είναι P-1=PT.  

Άσκηση 3. 

Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα για το καθένα από τα εξής µητρώα  

Α= 








−

−

25

36
,  Β = 









− 11

13
  

πάνω στο σώµα Q.  Να δειχθεί ότι το Α είναι όµοιο προς ένα διαγώνιο µητρώο και να εξηγηθεί γιατί το Β δεν 
είναι.  Να βρεθεί ένα αντιστρέψιµο µητρώο P τέτοιο ώστε το P-1AP να είναι διαγώνιο.  

Α̟.  
Αρχικά υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα για τα Α και Β.  

  
6 3 1 1 1 1

det( ) (1 )
5 2 5 2 5 2

A
λ λ λ

λ λ
λ λ λ

− − − − + −
− Ι = = = − =

− − − − − − (λ-3)(λ-1) 

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του Α είναι 3 και 1. Αφού  το Α έχει διαφορετικές ιδιοτιµές, διαγωνιοποιείται και είναι 
όµοιο µε το διαγώνιο µητρώο που περιέχει τις ιδιοτιµές, [3 0; 0 1].  
Αντίστοιχα για το Β είναι: 
 

 Ι− λB = λ
λ

−−

−

11

13
 = ( )22 2 1 1

(2 ) 2
1 1 1 1

λ λ
λ λ

λ λ
− −

= − = −
− − − −   

 
Άρα το Β έχει διπλή ιδιοτιµή το 2. Επειδή dim(V(2))=1 υπάρχει µόνον ένα ιδιοδιάνυσµα και άρα το Β δεν 
διαγωνιοποιείται. Συνεπώς δεν είναι όµοιο προς ένα διαγώνιο µητρώο.    

Βρίσκουµε τα χαρακτηριστικά διανύσµατα του Α. Για λ=1 είναι  

 






 −
→









−

−
=Ι−

00

35

35

35
][ A  

Άρα V(1)=<(3/5, 1)T> και ένα ιδιοδιάνυσµα είναι v1=(3/5, 1)T. Για λ=3: 

 






 −
→







 −
→









−

−
=Ι−

00

11

00

33

55

33
][ A  

Άρα V(3)=<(3/5, 1)T> και ένα ιδιοδιάνυσµα είναι v2=(1, 1)T. Συνεπώς είναι :  
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 =  P  [v1 v2 ] και 
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Τέλος δίνεται το χαρακτηριστικό διάνυσµα w του Β: 

 







→









−−
=−

00

11

11

11
I]2[B  

δηλ. w = (-1, 1)Τ. 

 

Άσκηση 3. 

Να βρεθεί ένα ορθογώνιο µητρώο Q τέτοιο ώστε το QTAQ να είναι διαγώνιο, για τα εξής µητρώα Α : 
 

α) 

1 0 4

0 5 4

4 4 3

− 
 
 
 − 

   β) 

11 0 6

0 5 6

6 6 2

 
 
 
 − 

   γ) 

7 1 2

1 7 2

2 2 10

− − 
 − 
 − 

 

Α̟. 
Όλα τα µητρώα είναι συµµετερικά, εποµένως διαγωνιοποιούνται από ένα ορθογώνιο µητρώο Q που περιέχει 
την ορθοκανονική βάση ιδιοδιανυσµάτων. Σε κάθε περίπτωση υπολογίζουµε: 

α) Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του Α.  

 det(Α-λΙ) = 

1 0 4

0 5 4

4 4 3

λ
λ

λ

− −

−

− −
= (1-λ)

5 4

4 3

λ
λ

−

−  - 4
0 4

5 4λ
−

−   

  = (λ-9)(3-λ)(3+λ) 

Για λ=9 είναι 

  Α-9Ι = 

8 0 4 0 8 8 4 4 6 1 0 1/ 2

0 4 4 0 4 4 0 4 4 0 1 1

4 4 6 4 4 6 0 0 0 0 0 0

− − − − −       
       − → − → − → −       
       − − − −       

   

Οπότε V(9) = <(-1, 2, 2)T>. To κανονικοποιηµένο το ιδιοδιάνυσµα είναι v1=1/3(1, -2, -2)T.  

Για λ=3:  

  Α-3Ι = 

2 0 4 2 0 4 2 0 4 1 0 2

0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 1 2

4 4 0 0 2 4 0 0 0 0 0 0

− − − − − −       
       → → →       
       − − −       

 

Είναι V(3) = <(2, 2, -1)T>. To κανονικοποιηµένο ιδιοδιάνυσµα είναι v2=1/3(1, -2, -2)T. 

Για λ=-3:  
 

Α+3Ι = 

4 0 4 4 0 4 1 0 1

0 8 4 0 8 4 0 1 1/ 2

4 4 6 0 4 2 0 0 0

− − −     
     → →     
     −     

 

Είναι V(-3) = <(2, -1, 2)T> και το κανονικοποιηµένο ιδιοδιάνυσµα v3=1/3(2, -1, 2)T. 



-170- 

_______________________________________________________________________________________________________ 

Γραµµική Άλγεβρα, Στοιχεία Θεωρίας και Ασκήσεις, 2/4/2013 
Τµήµα Μηχ. Η/Υ & Πληρ/κής, Πανεπιστήµιο Πατρών   
[Χ.Α.Α.] 

Τα v1, v1, v1 είναι ορθογώνια µεταξύ τους, όπως αναµενόταν. Άρα αποτελούν ορθοκανονική βάση 
ιδιοδιανυσµάτων. Το ζητούµενο ορθογώνιο µητρώο Q  συνεπώς είναι  

 1 2 3

1/ 3 2 / 3 2 / 3

[ , , ] 2 / 3 2 / 3 1/ 3

2 / 3 1/ 3 2 / 3

Q

 
 = = − − 
 − − 

v v v  

β) Όµοια υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές του Α. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 
 

 det(Α-λΙ) =

11 0 6

0 5 6

6 6 2

λ
λ

λ

−

−

− −
 =

5 6

6 2

λ
λ

−

− − +6
0 6

5 6λ−  

 = (λ+7)(λ – 7 )(λ – 14) 

Υπολογίζουµε τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα vi.   

Για λ=-7:  

 

18 0 6 18 0 6 1 0 1 3

7 I 0 12 6 0 12 6 0 1 1 2

6 6 5 0 6 3 0 0 0

A

     
     + = → →     
          

 

Άρα  

V(-7) = <(-1/3, -1/2, 1)T>,  

( )T 1 1 49 7
1/ 3,  1/ 2,  1 1

9 4 36 6
− − = + + = =  

v1 = 6/7(-1/3, -1/2, 1)T 

 Για λ=7  :  

4 0 6 4 0 6 4 0 6 1 0 3 2

7 I 0 2 6 0 2 6 0 2 6 0 1 3

6 6 9 0 6 9 6 3 / 2 0 6 18 0 0 0

A

       
       − = − → − → − → −       
       − − − × −       

 

Άρα  

V(7) = <(3/2, 3, 1)T>,  

( )T 9 49 7
3 / 2,  3,  1 9 1

4 4 2
− = + + = =  

v2 = 2/7(-3/2, 3, 1)T 

Για λ=14  :  

3 0 6 3 0 6 3 0 6 1 0 2

14I 0 9 6 0 9 6 0 9 6 0 1 2 3

6 6 16 0 6 16 6 2 0 6 4 0 0 0

A

− − − −       
       − = − → − → − → −       
       − − + × −       

 

Άρα  

V(14) = <(2, 2/3, 1)T>,  

( )T 4 49 7
2,  2/3,  1 4 1

9 9 3
= + + = =  

v3 = 3/7(2, 2/3, 1)T 

Τα v1, v1, v1 είναι ορθογώνια µεταξύ τους, συνεπώς αποτελούν ορθοκανονική βάση ιδιοδιανυσµάτων. Το 
ζητούµενο ορθογώνιο µητρώο Q είναι  
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2 3 6
1

3 6 2
7

6 2 3

Q

− − 
 = − 
  

 

 
γ) Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του Α: 

 

2

7 1 2 6 6 0 1 1 0

det( ) 1 7 2 1 7 2 (6 ) 1 7 2

2 2 10 2 2 10 2 2 10

1 0 0
8 2 12 12

               (6 ) 1 8 2 (6 ) (6 )
4 10 4 10

2 4 10

               (6 ) (12 )

A

λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ
λ

λ λ

− − − − −

− Ι = − − = − − = − − −

− − − − − −

− − −
= − − − = − = −

− −
− −

= − −

  

Άρα οι ιδιοτιµές είναι οι 6 (διπλή) και 12. Υπολογίζουµε στη συνέχεια τα ιδιοδιανύσµατα vi (i=1,2,3) τα οποία 
κανονικοποιούµε στα qi (i=1,2,3).   

Για λ=12:  

 

5 1 2 5 1 2 1 0 1/ 2

12 1 5 2 0 24 / 5 12 / 5 0 1 1/ 2

2 2 2 0 12 / 5 6 / 5 0 0 0

A

− − − − − −     
     − Ι = − − → − → −     
     − − −     

 

Άρα v1 = (-1, 1, 2)Τ , µε  ||v1||2= 6, άρα ( )1

1
1,1,2

6

T
= −q : 

Για λ=6:  

 

1 1 2 1 1 2

6 1 1 2 0 0 0

2 2 4 0 0 0

A

− − − −   
   − Ι = − →   
   −   

 

 
Είναι V(6) = <(1, 1, 0)T, (2, 0, 1)T> και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι v2 = (1, 1, 0)Τ και v3 = (2, 0, 1)Τ, 
τα οποία δεν είναι ορθογώνια µεταξύ τους. Εποµένως τα ορθοκανονικοποιούµε: 
 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

3 2
3 3 22

2

1,1,0

1
 2,0,1 2,0,1 1,1,0 2,0,1 1,1,0

2

   1, 1,1

T

T
T T T T

T

= =

= − = − = −

= −

u v

v u
u v u

u   

Κανονικοποιούµε: 

 

( )

( )

2

3

1
1,1,0

2
1

1, 1,1
3

T

T

=

= −

q

q
 

Τα q1, q2, q3 συνιστούν ορθοκανονική βάση ιδιοδιανυσµάτων. Το ζητούµενο ορθογώνιο µητρώο περιέχει τη 
βάση αυτή: 

 1 2 3

1 6 1 2 1 3

[ , , ] 1 6 1 2 1 3

2 6 0 1 3

Q

 −
 

= = − 
 
  

q q q   
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7.2 Ελάχιστα Πολυώνυμα 

Άσκηση ΕΠ-1 

Να βρεθεί το minimum ̟ολυώνυµο των εξής µητρώων: 
 

α) 
1 1

1 1
A

− 
=  − 

  β) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

B

 
 =  
  

  

Α̟αντήσεις 
α) Βρίσκουµε πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A. Αρχικά υπολογίζουµε   τις ιδιοτιµές του:  

 φA(λ) = 
1 1

1 1

λ
λ

− −

− −  = (1 - λ)2  - 1 = (1 - λ -1)(1 - λ + 1) = -λ(-λ + 2)  

Άρα οι ιδιοτιµές είναι οι λ1=0 και λ2=2. Επειδή A∈R2×2 και οι ιδιοτιµές είναι δύο διακριτές, το ελάχιστο 
πολυώνυµο του Α είναι το λ(λ - 2). Άρα έχουµε: 

(Ι - Α)(2Ι - Α) = 

1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 2

    
    −    
        

2 0 0 1 1 0

0 2 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2

    
    −    
        

 =  

  = 

0 1 0

0 0 0

0 0 1

− 
 
 
 − 

1 1 0

0 1 0

0 0 0

− 
 
 
  

 = 

0 1 0

0 1 0

0 0 0

− 
 
 
  

 ≠
0 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
  

 

 
ii) Βρίσκουµε πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο υπολογίζοντας τις ιδιοτιµές του Α.  

 φB(λ) = 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

λ
λ

λ

− 
 − 
 − 

 = (1 - λ)2 (2 - λ) = 0 

Αφού οι διακριτοί γραµµικοί παράγοντες του ελάχιστου πολυωνύµου συµπίπτουν µε τους αυτούς του 
χαρακτηριστικού πολυωνύµου, το ελάχιστο πολυώνυµο  πρέπει να είναι ένα από τα  πολυώνυµα  

 f1(x) = (1 - x)(2 - x) και f2(x) = (1 - x)2(2 - x).  

Επιλέγουµε ως ελάχιστο πολυώνυµο αυτό  που δίνει το µηδενικό µητρώο. Είναι   

 f2(Α) = (Ι – Α)2(2Ι – Α) = 

0 1 0

0 0 0

0 0 1

− 
 
 
 − 

0 1 0

0 0 0

0 0 1

− 
 
 
 − 

1 1 0

0 1 0

0 0 0

− 
 
 
  

  

   = 

0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

− −     
     =     
     −     

  

Άρα το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το f1(x). 

Άσκηση ΕΠ-2 

Υπολογίζοντας το ελάχιστο πολυώνυµο, να καθορίσετε ποια από τα επόµενα µητρώα είναι διαγωνιοποιήσιµα. 
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α)

1 1 1

0 3 2

0 1 0

A

− − 
 =  
 − 

,  β) 

1 4 2 4

0 1 0 2

0 4 1 4

0 0 0 1

B

− − 
 − =
 − −
 

− 

 

Α̟αντήσεις 
α) Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο: 
 

 

1 1 1

0 3 2

0 1

λ
λ

λ

− − −

−

− −
 = (1 - λ)(λ2 - 3λ + 2) = (1 - λ)2 (2 - λ) 

 
Το ελάχιστο πολυώνυµο θα είναι ένα από τα f1(x) = (1-x)(2-x) και f2(x) = (1-x)2(2-x).  

Για το f1(A) έχουµε:   
 

f1(A) = (Ι - Α)(2Ι -Α) = 

1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 3 2

0 0 1 0 1 0

 − −    
    −    
    −    

2 0 0 1 1 1

0 2 0 0 3 2

0 0 2 0 1 0

 − −    
    −    
    −    

   

 =

0 1 1

0 2 2

0 1 1

 
 − − 
  

1 1 1

0 1 2

0 1 2

 
 − − 
  

 = 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
  

 

 
Συνεπώς το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το f1(x) = (1 - x)(2 - x). Επειδή έχει δύο διακεκριµένες ρίζες, το Α 
διαγωνιοποιείται. 
 
β) Βρίσκουµε πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο 
 

 

1 4 2 4

0 1 0 2
( )

0 4 1 4

0 0 0 1

λ
λ

ϕ λ
λ

λ

Β

− − −

− −
=

− − −

− −

 = (1-λ)

1 0 2

4 1 4

0 0 1

λ
λ

λ

− −

− − −

− −
  

 = (1 - λ)(-1 - λ)
1 0

4 1

λ
λ

−

− −   = (λ + 1)2 (λ - 1)2  

 
Συνεπώς το ελάχιστο πολυώνυµο του Β µπορεί να είναι ένα από τα (λ+1)2(λ-1)2, (λ+1)(λ-1), (λ+1)(λ-1)2, 
(λ+1)2(λ-1).  

Εξετάζουµε το (λ+1)(λ-1): 
 

 (Β + Ι)(Β – Ι) = 

2 4 2 4

0 2 0 2

0 4 0 4

0 0 0 0

− − 
 − 
 −
 
 

0 4 2 4

0 0 0 2

0 4 2 4

0 0 0 2

− − 
 − 
 − −
 

− 

 = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

 
Άρα, το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το (λ + 1)(λ – 1) και επειδή έχει διακεκριµένες ρίζες, το Β διαγωνιοποιείται. 
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◘ Εφαρµογή - Ιδιο̟οσά Μετασχηµατισµού Ανάκλασης 

 [* Περαιτέρω συζήτηση µε ιδιοτιµές]  

Αν επιλέξουµε το u να είναι µοναδιαίο (||u||=1), τότε το µητρώο ανάκλασης είναι:  

 2 InS Τ= −uu  

Οι ιδιοτιµές του S προκύπτουν εύκολα: αν µ είναι ιδιοτιµή του του uuΤ, τότε από γνωστή ιδιότητα η 2µ -1 είναι 
ιδιοτιµή του S. Αφού uuΤ ιδιάζον, είναι µ1=0.  Η άλλη ιδιοτιµή προκύπτει άµεσα: µ2=trace(uuΤ)=uΤu =1. 
Συνεπώς οι ιδιοτιµές του S είναι λ1=0-1=-1 και λ1=2-1=1.  

Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα v1, v2 συµπίπτουν µε αυτά του uuΤ. από τις ταυτότητες (έστω α=(α1,α2)Τ):   

(uuΤ)(-α2, α1)T= α (α1, α2)(-α2, α1)T = 0α = µ1(-α2, α1)T ⇒ v1 = (-α2, α1)T  (διάνυσµα κάθετο στο α) 
(uuΤ)u = (uΤu)u = µ2(uuΤ) ⇒ v2 = u    

Επί πλέον είναι v1Τv2=0. Το µητρώο U=[v1, v2] των ιδιοδιανυσµάτων είναι συµµετρικό και ορθογώνιο.  Το 
φασµατικό θεώρηµα για το συµµετρικό µητρώο S δίνει την διαγωνιοποίηση: 

 

T

2 1 2 1 2 1 2 1T

1 2 1 2 1 2 1 2

1 0 1 0

0 1 0 1

a a a a a a a a
S U U

a a a a a a a a

− − − −− −          
= Λ = =          

          
 

Η βασική ιδιότητα της ανάκλασης µπορεί τώρα να τεκµηριωθεί άµεσα από την παραπάνω διάσπαση. 
Λαµβάνοντας τη δύναµη Sk, έχουµει:  

 
1 0

0 1

k

k kS U U U U
− 

= Λ =  
 

 

και επειδή:  

 
=2 +1

=2   

,

,    
k n

n

k

k

Λ
Λ = 

Ι
, 

προκύπτει:  

 
=2 +1

=2   

,

,    
k k n

n

U U S k
S U U

U U UU k

Λ =
= Λ = 

Ι = = Ι
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Η Γραµµική Άλγεβρα σε αδρές γραµµές 

(αντί «τυπολογίου») 
 

 

♦ Πράξεις µε Μητρώα  
Μορφές Πολ/σµού µητρώων: 
– Αν Α∈Rm×n , B∈Rn×k και ai, bj στήλες των  Α, Β αντίστοιχα,  ri γραµµές του Α τότε  
– ΑΒ=(ai

Τbj)ij = A[b1 … bn] = [Αb1 … Abn] = [r1
T;…;rm

T]B = [r1
TB;…; rm

TB] = άθροισµα γινοµένων 
(στήλη Α)×(στήλη Β).  
– O πολ/σµός από αριστερά επιδρά στις γραµµές, από δεξιά στις στήλες. 
Λοιπές ιδιότητες: 
– Αν  v, w∈Rn, Α,Β∈Rm×n , λ,µ∈R : (Α±Β)Τ=ΑΤ±ΒΤ, (Α±Β)v=Αv±Βv, A(µv±λw)= µAv±λAw,  
– Αν Α,Β,C∈Rn×n (Α+Β)2= Α2+Β2±ΒΑ±ΑΒ, (Α+Β)C=ΑC+ΒC, C(Α+Β)=CΑ+CB, Γενικά ΑΒ≠ΒΑ  
– Αν v,w∈Rn, Α∈Rm×n: (Av)Τ = A Τv Τ, (vw Τ)Τ=wv Τ, (v Τw)Τ=w Τv 
– Αν d∈Rm, Α∈Rn×n: IA=AI=A, Adiag(d)=[d1a1...dnan], αν d∈Rn: diag(d)Α=[d1r1

T;...; dnrn
T] 

– Αντίστροφος. Αν Α∈Rn×n, ∃Χ∈Rn×n: ΑΧ=ΧΑ=Ι, τότε Χ⊳ αντίστροφος του Α,⊳ Χ=A-1. –Αν ΑΧ =Ι ⇒ 
ΧΑ=Ι ⇒ Χ=Α-1. –(ΑT)-1=(Α-1)T. –Α-1=[x1,…,xn] υπολογίζεται από n συστήµατα Αxi=ei. –(ΑΒ)-1=Β-1

Α
-1. 

αν Α=diag(d1,d2,…,dn), di≠0  ⇒ A-1=diag(1/d1,1/d2,…,1/dn). –Aν P στοιχ. µεταθετικό: P-1=P, αν P 
µεταθετικό: P-1=PT.  

♦ Στοιχειώδεις Μετασχηµατισµοί 
Αν Α∈Rm×n και ri γραµµή iτου Α:  

– Ο σ.µ.γ. r i→r i±arj ισοδυναµεί µε πολ/σµό από αριστερά µε Eij=I±aeiej
T: i jr r ar

A B
= ±→  ⇔ Β=EijΑ.  

– Ο αντίστοιχος σ.µ.σ. ισοδυναµεί µε πολ/σµό από δεξιά µε Eji=I±aejei
T: Β=ΑEji.  

– Αντ/ση γραµµών i, j ⇔ Β=PjiA, Pji: σ. µεταθετικό.  
– Αντ/ση στηλών i, j ⇔ Β=PjiA, Pji: σ. µεταθετικό. 
– Όλοι οι σ.µ.γ. είναι αντιστρεπτοί: (Eij(α))

 -1= Eij(-α), P2=Ι. 

♦ Απαλοιφή και Γραµµικά Συστήµατα 
– Βασική αρχή: Για κάθε Α∈Rm×n ∃ κλιµακωτό U και αντ/µο Ε τέτοια ώστε U=EA, όπου Ε γινόµενο 
µητρώων απαλοιφής και µετάθεσης. Οµοίως υπάρχει ένα µοναδικό R σε α.κ.µ.: R=HA. Το σύστηµα 
Αx=b ∼Ux=Ub=c ∼ Rx=Rb=d (γραµµοϊσοδυναµία).  
– ∆ιαδικασία απαλοιφής µε σ.µ.γ.: [A b] → [U c]. Με µετασχηµατισµούς µε µητρώα απαλοιφής: 
  (…E32P2Em1…Ε31E21P1)Ax=(…E32P2Em1…Ε31E21P1)b.  
 U=(…E32P2Em1…Ε31E21P1)A, c=(…E32P2Em1…Ε31E21P1)b   
– Παραγοντοποίηση LU: Αν δεν υπάρχουν εναλλαγές γραµµών και Α αντ/µο, τότε το Α ανακτάται από 
το U: A=(E21

-1E31
-1…Em1

-1E32
-1…)U=LU, L=κ.τ.µ., ισοδύναµη µορφή : Α=LDU, όπου D=diag(u1,…un). 

Αν Α συµµετρικό: παραγοντοποίηση Α=LDU . Γενική µορφή µε εναλλαγές γραµµών: PA=LU. 
– ∆ιαδιακασία αντιστροφής Gauss-Jordan µε µετασχηµατισµούς: [Ι|Α] → [Α-1|Ι].  
– Μητρώα τάξης 1: γενική µορφή: uvΤ. Συµµετρικά: uuΤ ή -uuΤ. 
– Μηδενοχώρος Ν(Α) (οµογενές: Αx=0): Ν(Α) = <s1,…,sn-r>,  r = rank(A) = αριθµός οδηγών. si ειδική 
λύση-διάνυσµα βάσης του Ν(Α) = λύση του Αx=0 µε πίσω αντ/ση θέτοντας xi=ei∈Rn-r, για i=1,…,n-r. 
 –n>m ⇒ N(A) ≠0 (άπειρες λύσεις). 
– Λύση συστήµατος Αx=b: xπ=xµ+c1s1+…+cn-rsn-r, όπου: xµ λύση της Ux=b για xF=0, si: στοιχείο της 
βάσης του Ν(Α) (ειδική λύση), r=rank(A), ci∈R. Συνθήκη επιλυσιµότητας: rank(A)=rank([A b]).  
– Ιδιότητα: Α=CL (ανεξ. στήλες A × µη µηδενικές γραµµές του R) 
– Γραµµική ανεξαρτησία: m διανύσµατα ai∈∈∈∈Rn είναι γ.α. ⇔ (Σαixi=0 ⇒ xi=0) ⇔ N(A)={0} ⇔ 
rank(A)=n.– Αν A∈Rn×n τότε Α αντιστρέψιµο ⇔ (rank(A)=n) ⇔ (στήλες ai γ.α.) ⇔ (γραµµές ri γ.α.) ⇔ 
(det(A)≠0)  
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–  

♦ ∆ιανυσµατικοί Χώροι – Βάση και ∆ιάσταση  
– W υποχώρος του K-χώρου V ⇔⇔⇔⇔ (∀u,v∈W, λ∈K: u+λv∈W). Αν u1,…,uk∈V ⇒ W=<u1,…,uk> 
υποχώρος του V. 
– Bάση και ∆ιάσταση: S={v1…,vn} βάση K-χώρου V  ⇔⇔⇔⇔ (V=<S>) ∧ (S γ.α.). Tότε dim(V)=n, 
µοναδικό.  
– Αν dim(V)=n:  τότε n γ.α. διανύσµατα, ή n γεννήτορες του V,  αποτελούν βάση.  
– m γ.α διανύσµατα µε m<n µπορούν πάντα να επεκταθούν σε βάση.  
– Από ένα σύνολο γεννητόρων του V µπορεί πάντα να εξαχθεί µια βάση.  
– Θεµ.Θεώρηµα ΓΑ-1: dim(N(A))+ rank(A)=n, dim(C(A)=dim(R(A))=rank(A). 
– Αν W, U υποχώροι του V : dim(U)+dim(W) = dim(W+U)+dim(W∩U). Αν V=W+V και W∩U=∅ ⇒  
V=U⊕W (ευθύ άθροισµα).Αν W υποχ. τουV, ∃ U υποχ. του V: V=U⊕W. 

♦ Ορίζουσες 
– Ιδιότητες. Αν Α∈Rn×n: αν P απλή µετάθεση γραµµής/στήλης: det(PA)=det(AP)=-det(A), αν P 
σύνθετη µετάθεση: det(PA)=det(AP)=(-1)kdet(A), det(I)=1, det(Α)=det(AΤ), αν c∈R: det(cA)=cndet(A). 
– Γραµµικότητα. Αν Ε, D µητρώα µετασχ. γραµµών και στηλών αντίστοιχα: det(EA)=det(AD)=det(A), 
det(AB)=det(A)det(B), 
– Υπολογισµός. (α) det(A)=det(U)=(-1)kdet(L), U: γραµµοϊσοδύναµο α.τ.µ. ή κ.τ.µ. του Α, k=αριθµός 

εναλλαγών γραµµών.  (β) 1
det( )

n

ik ikk
A a C

=
= ∑ , Cik=αλγεβρικό συµπλήρωµα = (-1)i+jdet(Aij).  

(γ) Μεγάλος Τύπος: det(A)= 1 2 2det( ) ...aA a a aβ ω= ±∑ (άθροισµα ως προς όλες τις n! µεταθέσεις 
στηλών (δ) µε συστηµατική χρήση τέλειας επαγωγής.  

-Εφαρµογές. (α) Αντίστροφος από ορίζουσα: 
1 1( ) ,

det( ) det( )

T
ji

ij

C C
A A

A A
− −= = , (C: µ. αλγεβρικών 

συµπληρωµάτων).  

(β)Μέθοδος Cramer – λύση του Αx=b: Αν Αi=[α1,…ai-1,b,ai+1,…,αn], τότε 
det( )

, 1,...,
det( )

i
i

A
x i n

A
= = . 

♦ Εσωτ. Γινόµενο – Ορθογωνιότητα 
– Συνθήκη ορθογωνιότητας για διαν/τα: <x,v>=0. Στον Rn: xΤv=0. Μήκος: ||v||=(<v,v>)1/2, µοναδιαίο 
διάνυσµα: v/||v||. 
– ∆ιάνυσµα ορθογώνιο σε χώρο V: αν x∈Ν(AΤ):ή ΑΤx=0, όπου το Α περιέχει µια βάση του V.  
– Ορθογώνιο Συµπλήρωµα.  Αν S⊆V, S┴={v∈V | <v, s>=0, ∀s∈S}: ορθογώνιο συµπλήρωµα του S. 
– Ορθ/ση Gram-Schmidt. Για κάθε δ.χ. µορεί να κατασκευασθεί µια αρθοκανονική βάση: Αν {vi} 
(i=1,…,n) µια βάση, τότε µια ορθογώνια βάση δίνεται:  

 u1=v1,  u2=v2-(<v2-u1>/||u1||2)u1, u3=v3-(<v3-u2>/|| u2||2)u2- (<v3-u1>/|| u1||2)u1,…  

– Θεµ. Θεώρηµα ΓΑ-2: 

N(A)┴R(A), N(AT)┴C(A), N(A)=R(A)┴, N(AT)=C(A)┴ και 
 Rn = C(AT) ⊕ C(AT)┴ = C(AT) ⊕ N(A), Rm = C(A) ⊕ C(A)┴ = C(A) ⊕ N(AT) 
– Θεµελίωση προβολών:  

∀x∈Rn: x=xr+xN, µε µοναδικό τρό̟ο, όπου xr∈R(A), xN∈Ν(A) 
∀x∈Rm: y=yc+yN, µε µοναδικό τρό̟ο, όπου yc∈C(A), yN∈Ν(AT) 

– Ορθογώνια µητρώα: QΤQ=I, Ορθοκανονική βάση: ορθογώνια µε µοναδιαία διανύσµατα, QΤQ=I. 
Ορθογώνια βάση: QΤQ=diag(d).    

♦ Ορθογώνιες Προβολές  
– Προβολή επί ευθείας Προβολή p διανύσµατος b σε ευθεία S=<α>: p=Pb=(aaΤ/aΤa)b (P=µητρώο 
προβολής). Mητρώα προβολής επί ευθείας S: όλα τα συµµετρικά µητρώα τάξης 1 P=uuΤ, µε ||u||=1.  
– Προβολή επί ∆.χ. Αν V=<α1,…,αn> και Α=[α1…αn], τότε η προβολή του β επί του V είναι: p=Ac, 
όπου c λύση του συστήµατος ΑΤAc=AΤβ. Μητρώο προβολής: P=A(ΑΤA)-1AΤ. Ιδιότητες µητρώων 
προβολής P: P2=P, PT=P. Με χρήση ορθ/κής βάσης Q είναι P=QQT. 
– Μεθ. Ελαχ. Τετραγώνων Γενικός τύπος: αν Αx=b µη επιλύσιµο, επιλύεται η ΑΤΑc=ΑΤb, συνθήκη: 
ελαχιστοποίηση σφάλµατος Ε2=||Αc-b||2.  
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♦ Ιδιοποσά και ∆ιαγωνιοποίηση 
– Ορισµός: Αν Α∈Rn×n: Αv=λv µε v≠0 ⇒ λ: ιδιοτιµή, v: ιδιοδιάνυσµα. Υπολογισµός λ: φΑ(λ)=det(A-
λΙ)=0. Υπολογισµός v: στοιχείο βάσης του Ν(Α-λI). 
– Βασικές ιδιότητες: (α) Αν (λ, v)  ιδιοποσά του Α: (λp+q, v) ιδιοποσά του pA+qI,  (λk, v) ιδιοποσά του 
Αk, (P(λ), v) ιδιοποσά του P(A), όπου P=πολυώνυµο. (β) trace(A)=λ1+…+λn, (γ) det(A)= λ1λ2…λn. (δ) λ 
ιδιοτιµή Α ⇔ λ ιδιοτιµή ΑΤ. (γ) Θ. Caley-Hamilton: φΑ(Α)=0.  
– ∆ιαγωνιοποίηση. Μετασχηµατισµός: Α=VΛV-1, V=βάση ιδιοδιανυσµάτων, Λ: διαγώνιο µε τις 
ιδιοτιµές. Α διαγωνοποιήσιµο: ∃ πλήρης βάση ιδιοδιανυσµάτων. Τότε ισχύει: Α=VΛV-1. Ιδιότητα: 
Αk=VΛkV-1 (µέθοδος υπολογισµού του Αk). Οµοιότητα: Α, Β όµοια ⇔ υπάρχει αντ/µος Μ: Β=Μ-1ΑΜ. 
Αν Α, Β όµοια, έχουν ίδιες ιδιοτιµές.  Α=VΛV-1: µετασχηµατισµός οµοιότητας. 
– Βασικά Θεωρήµατα. (α) Αν Α έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές, τότε διαγωνιοποιείται. (β) Αν Α έχει k 
ιδιοτιµές λ1,…,λk µε πολλαπλότητες n1,…,nk (n1+ …+nk=n), τότε διαγωνιοποιείται αν dim(V(λi)) = 
N(A-λiΙ)=ni.  
– Συµµετρικά Μητρώα-Φασµατικό Θεώρηµα Αν Q συµµετρικό, έχει πραγµατικές ιδιοτιµές και 
δέχεται πλήρες σύνολο ορθογώνιων ιδιοδιανυσµάτων. Μετασχηµατισµός: A=QΛQΤ. Σε διαφορετικές 
ιδιοτιµές αντιστοιχούν ορθογώνια ιδιοδιανύσµατα. 
– Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών: Αν Α∈Rm×n: Α=UΣVT, U, V µητρώα ορθοκανονικών βάσεων των 
χώρων C(A), N(AT) και R(A), N(A) αντίστοιχα, Σ∈Rm×n διαγώνιο µε τις ιδιοτιµές του ΑΤ

Α (ΑΑΤ) κατά 
φθίνουσα διάταξη. Συνοπτικά: οι βάσεις του U και V λαµβάνoνται από τα ορθογώνια ιδιοδιανύσµατα 
του ΑΑΤ και ΑΤ

Α αντίστοιχα, µε κανονικοποίηση. 
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Σύντοµες Ερωτήσεις και Απαντήσεις 
 

 

1. Αν V είναι δ.χ., {v1, v2, …, vn}µια βάση του και u∈V, τότε το u µπορεί να παραχθεί από διαφορετικούς 
γραµµικούς συνδυασµούς των στοιχείων της; 

Α̟. Όχι: Το u δίνεται από ένα µοναδικό γραµµικό συνδυασµό [v1, v2, …, vn]x των διανυσµάτων της βάσης: το 
σύστηµα u=[v1, v2, …, vn]x έχει µοναδική λύση x αφού τα v1, v2, …, vn είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (βλ. $??$ 
Π1.2.1.) 

2. ∆ίνεται ένα µητρώο πραγµατικών 3×3 µε µηδενική διαγώνιο και µη µηδενικά τα υπόλοιπα στοιχεία. Είναι 
ιδιάζον; 

Α̟. Εξαρτάται: Η µηδενική διαγώνιος δεν επηρεάζει την αντιστρεψιµότα. Για να είναι ιδιάζον πρέπει οι στήλες 
ή γραµµές να είναι γ.ε., οπότε η απαλοιφή να δώσει ένα α.τ.µ. U µε ένα ui=0, κλπ.  

3. Αν ένα τετραγωνικό πραγµατικό µητρώο A πολλαπλασιασθεί µε ένα αριθµό d, τότε διαφοροποιείται και 
πως η ορίζουσα;  

Α̟. Η ορίζουσα διαφοροποιείται: αν Α∈Rn×n , τότε det(dA)= dn det(A). 

4. Αν Α, Β∈Rn×n είναι συµµετρικά, τότε είναι και το ΑΒ συµµετρικό; 

Α̟. Λ.  Είναι (ΑΒ)Τ=ΒΤΑΤ=ΒΑ και γενικά ισχύει ΒΑ≠AB. Εποµένως γενικά το ΑΒ δεν είναι συµµετρικό 
(άλλωστε δεν προκύπτει από τις γνωστές ιδιότητες των πράξεων µε µητρώα τέτοια ιδιότητα…). 
Αντι̟αράδειγµα: για τα συµµετρικά µητρώα A=[1 1; 1 0] και B=[0 0; 0 1] είναι AB=[0 1; 0 0], που είναι µη 
συµµετρικό. Άρα η πρόταση είναι ψευδής.  

5. Αν Α, Β∈Rn×n είναι συµµετρικά, τότε ̟ότε είναι και το ΑΒ συµµετρικό; 

Α̟. Είναι (ΑΒ)Τ=ΒΤΑΤ=ΒΑ. Γενικά ισχύει ΒΑ≠AB. Ασφαλώς είναι συµετρικό όταν Α=Β: (ΑΒ)Τ=(Α2)Τ 
=ΑΤΑΤ=ΑΑ=Α2. Γενικότερα όµως, ισχύει όταν ΑΒ=ΒΑ.  Πότε συµβάνει αυτό; Αν ανατρέξουµε στις 
ιδιότητες των ιδιοδιανυσµάτων, έχουµε ΑΒ=ΒΑ όταν τα Α και Β έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα.    

6.  (Σ/Λ) Αν Α∈Rn×n είναι συµµετρικό και αντιστρέψιµο, τότε και το Α-1 είναι συµµετρικό. 

Α̟. Από την ιδιότητα (Α-1)T=(ΑΤ)-1 έχουµε (Α-1)T=(ΑΤ)-1=(Α)-1=Α-1, δηλ. το Α είναι συµµετρικό. Άρα η 
πρόταση είναι αληθής.   

7.  (Σ/Λ) Η βάση του χώρου στηλών ενός µητρώου Α∈Rn×n περιλαµβάνει τις ανεξάρτητες στήλες της α.κ.µ. 
R., ή ενός γραµµοϊσοδυνάµου του κλιµακωτού U. 

Α̟. Λ. Η βάση του χώρου στηλών ενός µητρώου περιλαµβάνει τις στήλες του Α που αντιστοιχούν στις 
ανεξάρτητες στήλες της α.κ.µ. R ή ενός γραµµοϊσοδυνάµου του κλιµακωτού U.  

8.  (Σ/Λ) Σε κάθε µητρώο Α∈Rm×n αντιστοιχεί ένα µοναδικό σύνολο οδηγών. 

Α̟. Λ. Τα σύνολα οδηγών είναι άπειρα. Εξαρτώνται από το είδος και τη σειρά των σ.µ.γ. που θα εκτελεθούν 
κατά την απαλοιφή. Επίσης, αν {u1,…,un} ένα σύνολο οδηγών, τότε  και κάθε {α1u1,…,α1un}, µε αi≠0, οµοίως 
είναι σύνολο οδηγών.  

9.  (Σ/Λ) Αν οι γραµµές ενός τετραγωνικού µητρώου είναι ανεξάρτητες, το ίδιο συµβάινει και µε τις στήλες 
του. 

Α̟. Σ. Ως γνωστόν για κάθε µητρώο Α ισχύει αριθµός ανεξαρτήτων στηλών = αριθµός ανεξαρτήτων γραµµών = 
rank(A). Αυτό σηµαίνει ότι αν το Α είναι τετραγωνικό µεγέθους n, στην περίπτωση αυτή θα είναι rank(A)=n.  

10.  (Σ/Λ) ∆ύο γραµµοισοδύναµα (ή στηλοϊσοδύναµα) µητρώα έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές . 
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Α̟. Λ. Η απαλοιφή δεν προσδιορίζει τις ιδιοτιµές. Αντιπαράδειγµα: Το α.τ.µ. U που προκύπτει κατά την 
απαλοιφή είναι γραµµοϊδύναµο µε το αρχικό µητρώο Α και έχει ιδιοτιµές τα διαγώνια στοιχεία ui, δηλ. τους 
οδηγούς.  Όµως οδηγοί και ιδιοτιµές δεν ταυτίζονται.  
Η διαφορετικά: Αν Β γραµµοϊσοδύναµο του Α, τότε γράφεται Β=ΕΑ, όπου Ε αντιστρέψιµος, γινόµενο 
µητρώων απαλοιφής. Τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά πολυώνυνα φ(λ)=(-1)ndet(EA-λΙ) και (-1)ndet(A-λΙ) όµως, 
ούτε συµπίπτουν, ούτε έχουν τις ίδιες ρίζες.  

11  (Σ/Λ) Για ένα µητρώο Α∈Rm×n µπορούν να προσδιορισθούν κατά την απαλοιφή περισσότερες της µιας 
α. κ. µορφές. 

Α̟. Λ. Οι κλιµακωτές µορφές είναι άπειρες, αλλά η α.κ.µ. είναι µοναδική και ανεξάρτητη της σειράς µε την 
οποία θα εκτελεσθούν οι µετασχηµατισµοί γραµµών. [Για τυ̟ική α̟όδειξη βλ. διαλέξεις]  

12  (Σ/Λ) Όλα τα αντιστρέψιµα (µη αντιστρέψιµα) µητρώα είναι (µη) διαγωνιοποιήσιµα. 
Α̟. Λ. Το είπαµε ήδη. Η αντιστρεψιµότητα δεν καθορίζει τη διαγωνιοποίηση.  Η αλγεβρική πολλαπλότητα 
κάθε ιδιοτιµής πρέπει να είναι ίση µε τη γεωµετρική. Π.χ. το ιδιάζον µητρώο[ 1 -2; 2 -4] διαγωνιοποιείται 
(πως?). Ενώ ένα 3×3 µητρώο (βρείτε ένα!) µπορεί να έχει διπλή ιδιοτιµή µε αντίστοιχο ιδιοχώρο διάστασης 1. 

13  Εξετάστε αν το µητρώο Α=[2,  -4; 1,  -2] διαγωνιοποιείται και τεκµηριώστε γιατί. 
Α̟. Από την ειδική µορφή του Α (τάξης 1) διαπιστώνουµε ότι έχει διπλή ιδιοτιµή (0) και ότι το [2, 1]Τ είναι 
συγχρόνως ιδιοδιάνυσµα και του χώρου στηλών και του µηδενοχώρου αφού [2, 1]Τ[1,-2]=0. Συνεπώς δεν 
υπάρχει δεύτερο ιδιοδιάνυσµα και το Α δεν διαγωνιοποιείται.   

14  Τα ιδιοποσά ενός µητρώου Α συµπίπτουν µε αυτά του ΑΤ.  
Α̟. Λ. Οι ιδιοτιµές ταυτίζονται αφού τα χαρακτηριστικά πολυώνυµα συµπίπτουν det(A-λΙ)=det((A-
λΙ)Τ)=det(AΤ-λΙ). Τα ιδιοδιανύσµατα όµως όχι αφού οι ιδιοχώροι N(A-λΙ), Ν(ΑΤ-λΙ) είναι διαφορετικοί.    

15  Αν ένα ΑΒ=0, τότε τουλάχιστον ένα από τα δύο µητρώα είναι 0.  
Α̟. Λ.  Προφανώς λάθος. Αντιπαράδειγµα: Α=[1, 1, 2], Β= [-2, 1, 1]Τ.  

16  Αν οι γραµµές ενός τετραγωνικού µητρώου είναι ανεξάρτητες, το ίδιο είναι και οι στήλες.  
Α̟. Σ. Αποτέλεσµα του θεµελιώδους θεωρήµατος: τάξη γραµµών = τάξη στηλών = rank(A) = αριθµός 
οδηγών = n = dim(C(A))=dim(R(A)).    
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Βιβλιογραφία 
  

  

Στη βιβλιογραφία που παρατίθεται µπορούν να αναζητηθούν εκτενέστερες πηγές και υλικό σχετικά µε τα 
θέµατα που παρουσιάστηκαν εδώ.  

Οι πλέον βασικές αναφορές είναι οι [1], [2] και [3], ενώ πολύ χρήσιµες είναι και οι [4], [6]. Για θέµατα που 
αναφέρονται στην Αριθµητική Γραµµική Άλγεβρα και στις συναφείς αριθµητικές υπολογιστικές µεθόδους, 
χρήσιµες είναι οι [14]-[17], [22] και [23].   

Τέλος, οι [22] και [24]-[26] προτείνονται σε όσους επιθυµούν να ασχοληθούν µε προβλήµατα της Γραµµικής 
Άλγεβρας και αριθµητικών υπολογιστικών µεθόδων στο Matlab. 
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