
ÌÜèçìá 2

ÁÍÁËÕÔÉÊÇ ÃÅÙÌÅÔÑÉÁ

Óôï ÌÜèçìá áõôü èá äïèïýí ïé êõñéüôåñåò Ýííïéåò ôçò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò,

ðïõ èåùñïýíôáé áðáñáßôçôåò ãéá ôá åðüìåíá. Ï áíáãíþóôçò, ãéá ìéá åêôåíÝóôå-

ñç ìåëÝôç, ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá [1, 2, 3, 4].

2.1 Åõèåßá

2.1.1 ÓõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò åõèåßáò

Ïñéóìüò 2.1.1 - 1. ¸óôù ôï ïñèïãþíéï óýóôçìá áîüíùí Oxy êáé ìßá åõèåßá

å. Áí � åßíáé ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé ï Üîïíáò Ox, üôáí ðåñéóôñáöåß ãýñù

áðü ôï óçìåßï M êáôÜ ôç äåîéüóôñïöç öïñÜ, Ýùò üôïõ óõìðÝóåé ìå ôçí å,

ôüôå ç åöáðôïìÝíç ôçò ãùíßáò è ïñßæåé ôïí óõíôåëåóôÞ äéåýèõíóçò ôçò å,

Ýóôù �, äçëáäÞ � = tan � (Ó÷. 2.1.1 - 1).

Ðñüôáóç 2.1.1 - 1. Áí M1 (x1; y1), M2 (x2; y2) åßíáé äýï ôõ÷üíôá óçìåßá

ìéáò ìç ðáñÜëëçëçò ðñïò ôïõò Üîïíåò åõèåßáò, ôüôå ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò

� ôçò åõèåßáò éóïýôáé ìå

� =
y2 − y1
x2 − x1

: (2.1.1 - 1)
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Ó÷Þìá 2.1.1 - 1: ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò � = tan � ôçò åõèåßáò M1M2.

Áðüäåéîç. Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï KM1M2 (Ó÷. 2.1.1 - 1) Ý÷ïõìå

� = tan � =
|KM2|
|M1K|

=
y2 − y1
x2 − x1

;

äçëáäÞ ç áðïäåéêôÝá.

ÐáñáôÞñçóç 2.1.1 - 1

Áí ç åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôïí

i) x-Üîïíá, ôüôå

� = 0; (2.1.1 - 2)

ii) y-Üîïíá, åßíáé

� = lim
�→ �

2

tan � =∞: (2.1.1 - 3)

2.1.2 Ãùíßá äýï åõèåéþí

Ðñüôáóç 2.1.2 - 1. ¸óôù ïé åõèåßåò å1, å2 ìå óõíôåëåóôÝò äéåýèõíóçò �1,

�2 áíôßóôïé÷á. Ôüôå, áí ! åßíáé ç êõñôÞ ãùíßá ôùí, éó÷ýåé üôé (Ó÷. 2.1.2 -

1)

tan! =
�2 − �1
1 + �1�2

: (2.1.2 - 1)
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Ó÷Þìá 2.1.2 - 1: ç ãùíßá ! ôùí åõèåéþí å1 êáé å2.

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðüñéóìá 2.1.2 - 1. ¸óôù å1 êáé å2 äýï åõèåßåò ìå óõíôåëåóôÝò äéåýèõíóçò

�1, �2 áíôßóôïé÷á. Ôüôå éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç, Ýôóé þóôå ïé åõèåßåò

áõôÝò íá åßíáé

• ðáñÜëëçëåò åßíáé

�1 = �2; (óõíèÞêç ðáñáëëçëßáò) (2.1.2 - 2)

• êÜèåôåò åßíáé

�1 �2 = −1: (óõíèÞêç êáèåôüôçôáò) (2.1.2 - 3)

Ïñéóìüò 2.1.2 - 1. Ïñßæåôáé ùò óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò åíüò äéáíýóìá-

ôïò ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò ôçò åõèåßáò ðïõ ïñßæåé.

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé êõñéüôåñåò ìïñöÝò ôçò åîßóùóçò ìßáò åõèåßáò óôï

åðßðåäï, áíôßóôïé÷á óôïí ÷þñï. Óçìåéþíåôáé üôé óôï åîÞò ïé üñïé äéáíõóìáôéêÞ,

áíôßóôïé÷á ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç, üôáí ÷ñçóéìïðïéïýíôáé, åßíáé éóïäýíáìïé.
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Ó÷Þìá 2.1.3 - 1: ç åõèåßá MN ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü óçìåßï M êáé åßíáé

ðáñÜëëçëç ðñïò ôï äéÜíõóìá á üðïõ r = ON êáé r1 = OM.

2.1.3 Åõèåßá áðü óçìåßï ðáñÜëëçëç ðñïò äéÜíõóìá

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¸óôù üôé æçôåßôáé ç åîßóùóç ìéáò åõèåßáò, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü Ýíá óçìåßï, Ýóôù

M êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò Ýíá äéÜíõóìá, Ýóôù á (Ó÷. 2.1.3 - 1). Áí r1 ôï

áêôéíéêü äéÜíõóìá ôïõ óçìåßïõM êáéN Ýíá Üëëï ôõ÷üí óçìåßï ôçò åõèåßáò ìå

áêôéíéêü äéÜíõóìá r, ôüôå, åðåéäÞ ôá äéáíýóìáôá ÌÍ êáé á åßíáé ðáñÜëëçëá,

èá ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.1.1 - 1 íá õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò

t (ðáñÜìåôñïò), Ýôóé þóôå ÌÍ = tá. ÁëëÜ r = r1 +ÌÍ, ïðüôå Ý÷ïõìå ôçí

ðáñáêÜôù äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç ôçò åõèåßáò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

r = r1 + tá; (2.1.3 - 1)

üôáí ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R.
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ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç óôïí ÷þñï

¸óôù á = ⟨á1; á2; á3⟩ êáé Ì (x1; y1; z1). Ôüôå ç (2:1:3− 1) ãñÜöåôáé

(x− x1) i + (y − y1) j+ (z − z1)k

= tá1i + tá2j+ tá3k;

ïðüôå åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí i; j; k êáé óôç óõíÝ÷åéá áðáëåßöïíôáò

ôï t, ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò åõèåßáò

óôïí ÷þñï åßíáé ç
x− x1
á1

=
y − y1
á2

=
z − z1
á3

: (2.1.3 - 2)

ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç óôï åðßðåäï

Ç (2:1:3− 1) óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãñÜöåôáé

(x− x1) i+ (y − y1) j = tá1i+ tá2j;

ïðüôå üìïéá ôåëéêÜ áðïäåéêíýåôáé üôé ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò

åõèåßáò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ç

x− x1
á1

=
y − y1
á2

Þ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

x1 y1 1

á1 á2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0: (2.1.3 - 3)

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 2.1.3 - 1. Áí Ýíá äéÜíõóìá á = ⟨a1; a2⟩ åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ìßá

åõèåßá å, ðïõ äåí åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôïí Üîïíá Oy, ôüôå ï óõíôåëåóôÞò

äéåýèõíóçò ôçò å åßíáé

� =
á2
á1
:

Ìå ôï MATHEMATICA ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðáñáðÜíù åõèåßáò

ãßíåôáé ìå ôéò åíôïëÝò:
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Ðñüãñáììá 2.1.3 - 1 (åõèåßáò ðáñÜëëçëçò óå äéÜíõóìá)

L1 = Arrow[{{0.0, 0, 0}, {1.5, 1.5, 2.5}}];

f1 = Graphics3D[{Red, Thick, L1}];

L2 = Arrow[{{0.0, 0, 0}, {2.5, 3.7, 0.95}}];

f2 = Graphics3D[{Red, Thick, L2}];

L3 = Line[{{0.5, 1.5, 2.5}, {4, 3, 1.5}}];

f3 = Graphics3D[{Blue, Thick, L3}];

L4 = Arrow[{{2, 2.7, 2.5}, {3, 4.2, 1.45}}];

f4 = Graphics3D[{Brown, Thick, L4}];

f5 = Show[{Graphics3D[Text[\[Alpha], {2.75, 2.75, 2.85}]],

Graphics3D[Text[M, {1.5, 1.5, 2.85}]],

Graphics3D[Text[N, {2.5, 3.7, 1.2}]]}];

fgr = Show[f1, f2, f3, f4, f5, Boxed -> False,

Axes -> {True, True, True}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"},

BaseStyle -> {FontFamily -> "Arial", FontSize -> 14}]

2.1.4 Åõèåßá áðü äýï óçìåßá

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¸óôù Ì1, Ì2 äýï ôõ÷üíôá óçìåßá ôçò åõèåßáò ìå äéáíõóìáôéêÝò áêôßíåò

r1 = ⟨x1; y1; z1⟩, r2 = ⟨x2; y2; z2⟩ áíôßóôïé÷á êáéM ôõ÷üí Üëëï óçìåßï ôçò ìå

áêôéíéêü äéÜíõóìá, Ýóôù r = ⟨x; y; z⟩. Ôüôå ç ðåñßðôùóç áõôÞ áíÜãåôáé óôçí
áíôßóôïé÷ç ôçò ÐáñáãñÜöïõ 2.1.3 èÝôïíôáò á = r2−r1, ïðüôå ç äéáíõóìáôéêÞ
åîßóùóç èá åßíáé

r = r1 + t (r2 − r1) ; (2.1.4 - 1)

üôáí ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R.
Ç (2:1:4− 1) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò áíáëõôéêÝò åêöñÜóåéò r1 = x1i+ y1j+

z1k êáé r2 = x2i+ y2j+ z2k, ôåëéêÜ ãñÜöåôáé

x(t)i+ y(t)j+ z(t)k = [tx2 + (1− t)x1] i+ [ty2 + (1− t)y1] j

+ [tz2 + (1− t)z1]k; (2.1.4 - 2)

üôáí ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R. Ç (2:1:4− 2) åßíáé ãíùóôÞ êáé ùò ç ðáñáìåôñéêÞ

åîßóùóç ôçò åõèåßáò óôïí ÷þñï.
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Ó÷Þìá 2.1.4 - 1: ðáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç åõèåßáò áðü äýï óçìåßáM1 êáéM2.

Óçìåßùóç 2.1.4 - 1

• ¼ôáí t ∈ [0;1], ç (2:1:4− 2) ïñßæåé ôçí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôïõ

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò Ì1Ì2 (Ó÷. 2.1.4 - 1).

• Ç (2:1:4− 2) óôï åðßðåäï ãñÜöåôáé

x(t)i+ y(t)j = [tx2 + (1− t)x1] i

+ [ty2 + (1− t)y1] j; (2.1.4 - 3)

üôáí åðßóçò ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R, ðïõ åßíáé ãíùóôÞ ùò ç ðáñáìåôñéêÞ

åîßóùóç ôçò åõèåßáò óôï åðßðåäï.

ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç óôïí ÷þñï

¸óôù Ì1 (x1; y1; z1), Ì2 (x2; y2; z2). Ôüôå ç (2:1:4− 2) ãñÜöåôáé

(x− x1) i + (y − y1) j+ (z − z1)k

= t (x2 − x1) i + t (y2 − y1) j+ t (z − z1)k;
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ïðüôå åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí i; j; k êáé óôç óõíÝ÷åéá áðáëåßöïíôáò

ôï t, ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò åõèåßáò

óôïí ÷þñï åßíáé ç
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

: (2.1.4 - 4)

ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç óôï åðßðåäï

¼ìïéá áðü ôçí (2:1:4− 3) ðñïêýðôåé üôé ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí

ôçò åõèåßáò óôï åðßðåäï åßíáé ç

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

Þ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0: (2.1.4 - 5)

¼ìïéá óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 2.1.4 - 1 Ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï

M (x0; y0) êáé Ý÷åé óõíôåëåóôÞ äéåýèõíóçò � äßíåôáé áðü ôçí åîßóùóç

y − y0 = � (x− x0) : (2.1.4 - 6)

Ìå ôï MATHEMATICA ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðáñáðÜíù åõèåßáò

ãßíåôáé ìå ôéò åíôïëÝò:

Ðñüãñáììá 2.1.4 - 1 (åõèåßáò áðü 2 óçìåßá)

L1 = Arrow[{{0.0, 0, 0}, {1.5, 1.5, 2.5}}];

f1 = Graphics3D[{Red, Thick, L1}];

L2 = Arrow[{{0.0, 0, 0}, {2.5, 3.7, 0.9}}];

f2 = Graphics3D[{Brown, Thick, L2}];

L3 = Line[{{0.5, 1.5, 2.5}, {5.5, 3, 1.5}}];

f3 = Graphics3D[{Blue, Thick, L3}];

L4 = Arrow[{{0, 0, 0}, {4.5, 4.2, 0.6}}];

f4 = Graphics3D[{Red, Thick, L4}];

f5 = Show[{Graphics3D[Text[Subscript[r, 1], {1.2, 1.2, 1.5}]],

Graphics3D[Text[Subscript[r, 2], {4.0, 1.2, 1.5}]],

Graphics3D[Text[r, {2.5, 1.2, 1.5}]],

Graphics3D[Text[Subscript[M, 1], {1.5, 1.5, 2.85}]],

Graphics3D[Text[M, {2.5, 3.7, 1.2}]],
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Graphics3D[Text[Subscript[M, 2], {4.5, 4.2, 0.9}]]}];

fgr = Show[f1, f2, f3, f4, f5, Boxed -> False,

Axes -> {True, True, True}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"},

BaseStyle -> {FontFamily -> "Arial", FontSize -> 14}]

2.1.5 ÃåíéêÞ ìïñöÞ åîßóùóçò åõèåßáò óôï åðßðåäï

Áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 2.1.5 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò áíáëõôéêÞò åîßóùóçò ôçò åõèåßáò

óôï åðßðåäï åßíáé

Áx+ Ây + Ã = 0; (2.1.5 - 1)

üôáí |Á|+ |Â| ̸= 0 êáé áíôßóôñïöá.

Áðüäåéîç. Åõèý. Áðü ôçí (2:1:4−5) - üìïéá áðïäåéêíýåôáé áðü ôçí (2:1:3−
3) - áíáðôýóóïíôáò ôçí ïñßæïõóá ðñïêýðôåé üôé ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò äéáäï÷éêÜ

ãñÜöåôáé

x

∣∣∣∣∣∣ y1 1

y2 1

∣∣∣∣∣∣− y
∣∣∣∣∣∣ x1 1

x2 1

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣∣ = 0

Þ

x (y1 − y2)− y (x1 − x2) + (x1y2 − x2y1) = 0;

äçëáäÞ ç áðïäåéêôÝá ìå

Á = y1 − y2; Â = x2 − x1 êáé Ã = x1y2 − x2y1: (2.1.5 - 2)

Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò.

Áðü ôéò (2:1:5− 2) êáé (2:1:1− 1) ðñïêýðôåé üôé:

Ðüñéóìá 2.1.5 - 1. Ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò � ôçò åõèåßáò Áx+Ây+Ã =

0 éóïýôáé ìå

� = −Á
Â
: (2.1.5 - 3)

Äéåñåýíçóç ôçò åîßóùóçò Áx+ Ây + Ã = 0, üôáí |Á|+ |Â| ̸= 0

Äéáêñßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
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i) Á ̸= 0, Â = 0

Ôüôå áðü ôçí (2:1:5 − 1) ðñïêýðôåé üôé x = −Ã=Á, ðïõ ðáñéóôÜíåé

åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (−Ã=Á; y) êáé åßíáé ðáñÜëëçëç
ðñïò ôïí Üîïíá Oy. Áí êáé Ã = 0, ôüôå ç åõèåßá óõìðßðôåé ìå ôïí Üîïíá

Oy.

ii) Á = 0, Â ̸= 0

Ôüôå áðü ôçí (2:1:5 − 1) ðñïêýðôåé üôé y = −Ã=Â, ðïõ ðáñéóôÜíåé

åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (x; −Ã=Â) êáé åßíáé ðáñÜëëçëç
ðñïò ôïí Üîïíá Ox. Áí êáé Ã = 0, ôüôå ç åõèåßá óõìðßðôåé ìå ôïí Üîïíá

Ox.

iii) Ã = 0

Ç (2:1:5−1) ðáñéóôÜíåé åõèåßá, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

iv) Á; Â; Ã ̸= 0

Ç (2:1:5− 1) ãñÜöåôáé

− x

Ã=Á
− y

Ã=Â
= 1;

äçëáäÞ
x

a
+
y

b
= 1 (2.1.5 - 4)

üðïõ ôá a = −Ã=Á êáé b = −Ã=Â ëÝãïíôáé êáé óõíôåôáãìÝíåò åðß

ôçí áñ÷Þ ôçò (2:1:5− 1).

Ðñüôáóç 2.1.5 - 2. ¸óôù ïé åõèåßåò å1, å2 êáé å3 ìå áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò

A1x+B1y + Ã1 = 0; A2x+B2y + Ã2 = 0 êáé A3x+B3y + Ã3 = 0:
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P

Ε

P0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
x

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

y

Ó÷Þìá 2.1.6 - 1: ç áðüóôáóç d (P0; å) = P0P ôïõ óçìåßïõ P0 (x0; y0) áðü

ôçí åõèåßá å : Ax+By + Ã = 0.

Ôüôå éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç Ýôóé þóôå ïé åõèåßåò íá äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï

ßäéï óçìåßï, åßíáé ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A1 B1 Ã1

A2 B2 Ã2

A3 B3 Ã3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0: (2.1.5 - 5)

2.1.6 Áðüóôáóç óçìåßïõ áðü åõèåßá

¸óôù ç åõèåßá å ìå åîßóùóç

å : Ax+By + Ã = 0

êáé ôõ÷üí óçìåßï ôçò P0 (x0; y0). Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé ç áðüóôáóç P0P

ôïõ óçìåßïõ P0 áðü ôçí å äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (Ó÷. 2.1.6 - 1)

d (P0; å) =
|Ax0 +By0 + Ã|√

A2 +B2
: (2.1.6 - 1)
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ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

i) Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò åðß ôçí áñ÷Þ 3 êáé −5,

ii) Ý÷åé ôåôìçìÝíç åðß ôçí áñ÷Þ 4 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôï äéÜíõóìá

a = (1;−3),

iii) äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí x − y = 7, x + 2y = 5 êáé

åßíáé êÜèåôç óôçí åõèåßá 2x− 5y + 3 = 0,

iv) äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1; 1) êáé ó÷çìáôßæåé ãùíßá �=4 ìå ôçí åõèåßá

x− 7y + 5 = 0.

2. Íá õðïëïãéóôåß ç ãùíßá ôùí åõèåéþí 2x− y = 4 êáé 3x+ y = 1.

3. ¸óôù ôï ôñßãùíï ìå êïñõöÝò ôá óçìåßá (1; 2), (3; 4) êáé (−2;−3). Íá

õðïëïãéóôïýí:

i) ïé åîéóþóåéò ôùí äéáãùíßùí, ôùí õøþí êáé ôùí äé÷ïôüìùí ôïõ,

ii) ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò.

4. Íá õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ ë, Ýôóé þóôå ç åõèåßá ëx+y+1 = 0

íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï êïéíü óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí 2x − y + 1 = 0 êáé

x− y + 5 = 0.

ÁðáíôÞóåéò

1. (i) Ôýðïò (2:1:5− 4) üðïõ a = 3 êáé b = −5. (ii) ¼ìïéá ìå (i).

(iii) Áðü ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò x− y = 7; x+2y = 5 ðñïêýðôåé üôé ôï êïéíü óçìåßï ôùí

åõèåéþí åßíáé ôï P0 (x0; y0) = (19=3;−2=3). Ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò ôçò 2x−5y+3 = 0

åßíáé � = 5=2, ïðüôå óýìöùíá ìå ôç óõíèÞêç êáèåôüôçôáò (2:1:2 − 3) ï óõíôåëåóôÞò

äéåýèõíóçò ôçò æçôïýìåíçò åõèåßáò èá åßíáé �1 = −5=2. ¢ñá áðü ôçí (2:1:4− 6) ðñïêýðôåé

ôåëéêÜ üôé ç åîßóùóç åßíáé ç 6y + 15x = 91.

(iv) ¸óôù � ï óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò ôçò æçôïýìåíçò åõèåßáò, �1 ôçò åõèåßáò x−7y+5 = 0

êáé ! ç êõñôÞ ãùíßá ôùí. Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (2:1:5 − 3) åßíáé �1 = 1
7
, ïðüôå áðü ôçí

(2:1:5− 3) ðñïêýðôåé ôüôå üôé

tan
�

4
=

�− 1
7

1 + �
7

äçëáäÞ � =
4

3
:
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M

O

M1

z

x

y

 

!

Ó÷Þìá 2.2.1 - 1: åðßðåäï áðü óçìåßï M ðáñÜëëçëï ðñïò ôá äéáíýóìáôá á

êáé â.

Áí (x0; y0) = (1; 1), ôüôå áðü ôçí (2:1:4 − 6) ðñïêýðôåé üôé ç åîßóùóç ôçò æçôïýìåíçò

åõèåßáò åßíáé 4x− 3y − 1 = 0.

2. ¼ìïéá, áí ! ç êõñôÞ ãùíßá ôùí, ôüôå ãéá ôéò åõèåßåò 2x−y = 4 êáé 3x+y = 1 óýìöùíá

ìå ôçí (2:1:5 − 3) åßíáé �1 = 2 êáé �2 = −3, ïðüôå ôåëéêÜ ! = tan−1(−1) = 3�
4
: ¼ìïéá

êáé ïé õðüëïéðåò áóêÞóåéò.

2.2 Åðßðåäï

2.2.1 Åðßðåäï áðü óçìåßï êáé ðáñÜëëçëï ðñïò 2 äéáíýóìáôá

¸óôù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßïÌ (x1; y1; z1) êáé åßíáé ðáñÜëëç-

ëï ðñïò ôá äéáíýóìáôá á = ⟨á1; á2; á3⟩ êáé â = ⟨â1; â2; â3⟩, üôáí ôá á, â

õðïôßèåôáé üôé äåí åßíáé ðáñÜëëçëá ìåôáîý ôïõò (Ó÷. 2.2.1 - 1).
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ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

ÅðåéäÞ ôá äéáíýóìáôá á êáé â äåí åßíáé ðáñÜëëçëá ìåôáîý ôïõò, èá ðñÝðåé íá

ôÝìíïíôáé óå Ýíá óçìåßï, Ýóôù M1. Ôüôå, åðåéäÞ ôá äéáíýóìáôá MM1 êáé á,

â åßíáé óõíåðßðåäá, èá õðÜñ÷ïõí ðáñÜìåôñïé u; v ∈ R, Ýôóé þóôå1

MM1 = uá+ v â: (2.2.1 - 1)

¸óôù r = OM êáé r1 = OM1 ïé äéáíõóìáôéêÝò áêôßíåò ôùí óçìåßùí M êáé

M1 áíôßóôïé÷á. Ôüôå ðñïöáíþò éó÷ýåé üôé

r = r1 +MM1: (2.2.1 - 2)

Áðü ôéò (2:2:1− 1) êáé (2:2:1− 2) ðñïêýðôåé ôüôå ç ðáñáêÜôù äéáíõóìáôéêÞ

åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ

r = r1 + uá+ v â; (2.2.1 - 3)

üôáí u; v ∈ R.

ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç

Ç (2:2:1− 3) ãñÜöåôáé

xi+ yj+ zk = (x1 + uá1 + vâ1) i

+(y1 + uá2 + vâ2) j+ (z1 + uá3 + vâ3)k;

ïðüôå åîéóþíïíôáò ôéò áíôßóôïé÷åò óõíôåôáãìÝíåò ôùí i; j êáé k Ý÷ïõìå

x = x1 + uá1 + vâ1 ; y = y1 + uá2 + vâ2 ; z = z1 + uá3 + vâ3;

äçëáäÞ

á1 u+ â1 v = x1 − x

á2 u+ â2 v = y1 − y

á3 u+ â3 v = z1 − z; (2.2.1 - 4)

1ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 1.
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ðïõ ïñßæåé Ýíá óýóôçìá 3 åîéóþóåùí ìå 2 áãíþóôïõò ôá u, v. Åßíáé ãíùóôü üôé

ç ëýóç ôùí óõóôçìÜôùí óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðáéôåß ç ëýóç ôùí 2 åîéóþóåùí

íá åðáëçèåýåé êáé ôçí 3ç åîßóùóç Þ üðùò äéáöïñåôéêÜ ëÝãåôáé ôï óýóôçìá íá

åßíáé óõìâéâáóôü.2 Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí (2:2:1− 4), åðåéäÞ ôá äéáíýóìáôá

á êáé â Ý÷åé õðïôåèåß üôé äåí åßíáé ðáñÜëëçëá ìåôáîý ôïõò, èá ðñÝðåé ãéá íá

åßíáé ôï óýóôçìá óõìâéâáóôü, ìéá ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôéò ðïóüôçôåò

á1â2 − á2â1; á2â3 − á3â2; á3â1 − á1â3

íá åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

ÅðïìÝíùò ôï óýóôçìá (2:2:1 − 4) èá åßíáé óõìâéâáóôü, ôüôå êáé ìüíïí

üôáí: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
á1 á2 á3

â1 â2 â3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

x1 y1 z1 1

á1 á2 á3 1

â1 â2 â3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.2.1 - 5)

ðïõ ïñßæåé ôåëéêÜ êáé ôçí áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ.

2.2.2 Åðßðåäï áðü äýï óçìåßá êáé ðáñÜëëçëï ðñïò äéÜíõóìá

¸óôù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá Ì1 (x1; y1; z1), Ì2 (x2; y2; z2)

êáé åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ôï äéÜíõóìá á = ⟨á1; á2; á3⟩.

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

Ç ðåñßðôùóç áõôÞ áíÜãåôáé óôçí áíôßóôïé÷ç ôçò ÐáñáãñÜöïõ 2.2.1 èÝôïíôáò

á =Ì1Ì2 = r2 − r1;

üôáí r1 êáé r2 åßíáé ïé äéáíõóìáôéêÝò áêôßíåò ôùí óçìåßùíÌ1 êáéÌ2 áíôßóôïé÷á.

¢ñá ç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ åßíáé

r = r1 + u (r2 − r1) + vá; (2.2.2 - 1)

üôáí u; v ∈ R.
2¼ìïéá âëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 3.



70 ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç

¼ìïéá áðü ôçí (2:2:2 − 1) ãéá ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ôõ÷üíôïò óçìåßïõ

M(x; y; z) ôïõ åðéðÝäïõ Ð Ý÷ïõìå:

u (x2 − x1) + v á1 = x1 − x;

u (y2 − y1) + v á2 = y1 − y;

u (z2 − z1) + v á3 = z1 − z

ðïõ ôåëéêÜ äßíåé ùò áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôçí

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
á1 á2 á3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

á1 á2 á3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0: (2.2.2 - 2)

2.2.3 Åðßðåäï áðü ôñßá óçìåßá

¸óôù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßáÌ1 (x1; y1; z1),

Ì2 (x2; y2; z2) êáé Ì3 (x3; y3; z3).

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¼ìïéá ç ðåñßðôùóç áõôÞ áíÜãåôáé óôçí áíôßóôïé÷ç ôçò ÐáñáãñÜöïõ 2.2.1

èÝôïíôáò

á =Ì1Ì2 = r2 − r1; â =Ì1Ì3 = r3 − r1;

üôáí r1, r2 êáé r3 åßíáé ïé äéáíõóìáôéêÝò áêôßíåò ôùí óçìåßùí Ì1, Ì2 êáé Ì3

áíôßóôïé÷á. ¢ñá ç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé

r = r1 + u (r2 − r1) + v (r3 − r1) : (2.2.3 - 1)
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ÁíáëõôéêÞ åîßóùóç

¼ìïéá ãéá ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ôõ÷üíôïò óçìåßïõ M(x; y; z) ôïõ åðéðÝäïõ

Ý÷ïõìå

x = x1 + u (x2 − x1) + v (x3 − x1) ;

y = y1 + u (y2 − y1) + v (y3 − y1) ;

z = z1 + u (z2 − z1) + v (z3 − z1)

ðïõ ôåëéêÜ äßíåé ùò áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôçí

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0: (2.2.3 - 2)

2.2.4 ÃåíéêÞ ìïñöÞ åîßóùóçò åðéðÝäïõ

Áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 2.2.4 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò áíáëõôéêÞò åîßóùóçò ôïõ åðéðÝäïõ

åßíáé

Áx+ Ây + Ãz +Ä = 0 (2.2.4 - 1)

êáé áíôßóôñïöá.

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1; 1)

êáé ôÝìíåé êÜèåôá ôçí ôïìÞ ôùí åðéðÝäùí 3x−5y+2 = 0 êáé 2x+3z+1 = 0.

2. ¸óôù ôá åðßðåäá 2x+3y+4z−6 = 0 êáé 4x+6y+8z+24 = 0. Æçôåßôáé

i) íá äåé÷èåß üôé åßíáé ðáñÜëëçëá,

ii) íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ ôÝìíåé ôá åðßðåäá áõôÜ

êÜèåôá.
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2.3 ÊùíéêÝò ôïìÝò

2.3.1 Êýêëïò

Ïñéóìüò 2.3.1 - 1. Ïñßæåôáé ùò ðåñéöÝñåéá êýêëïõ (circle) ï ãåùìåôñéêüò

ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ, ðïõ áðÝ÷ïõí ßóç áðüóôáóç, Ýóôù R, áðü

Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ, Ýóôù K.

Ç áðüóôáóç R ëÝãåôáé áêôßíá, åíþ ôï óçìåßï O êÝíôñï ôïõ êýêëïõ.

Ó÷åôéêÜ ìå ôéò èÝóåéò ôïõ êÝíôñïõK ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí

åíüò ïñèïãùíßïõ óõóôÞìáôïò Oxy äéáêñßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù äýï ðåñéðôþóåéò:

• ôï K óõìðßðôåé ìå ôï O. Ôüôå, áí M(x; y) åßíáé ôõ÷üí óçìåßï ôçò

ðåñéöÝñåéáò, ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò ðåñéöÝñåéáò åßíáé

x2 + y2 = R2; (2.3.1 - 1)

åíþ, üôáí

• ôï êÝíôñï åßíáé óôï óçìåßï (á; â), ôüôå

(x− á)2 + (y − â)2 = R2: (2.3.1 - 2)

Åîßóùóç åöáðôïìÝíçò

Ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò ðåñéöÝñåéáò óå Ýíá óçìåßï ôçò, ÝóôùÌ (x0; y0),

áðïäåéêíýåôáé üôé äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

(x− x0) (x− á) + (y − y0) (y − â) = R2: (2.3.1 - 3)

Áðü ôéò (2:3:1 − 1) êáé (2:3:1 − 2) ðñïêýðôåé üôé ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò

áíáëõôéêÞò åîßóùóçò ôùí óçìåßùí ôçò ðåñéöÝñåéáò ôïõ êýêëïõ åßíáé

x2 + y2 +Áx+ Ây + Ã = 0 (2.3.1 - 4)

üðïõ ôï êÝíôñï ïñßæåôáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðü ôéò óõíôåôáãìÝíåò:

Ê

(
−Á

2
;−Â

2

)
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êáé ç áêôßíá áðü ôç ó÷Ýóç

R =
(
Á2 + Â2 − 4Ã

)1=2
:

Áíôßóôñïöá, êÜèå åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (2:3:1 − 4) ðáñéóôÜíåé ðåñéöÝñåéá

êýêëïõ. ÐñÜãìáôé ç (2:3:1− 4) ãñÜöåôáé(
x+

Á

2

)2

+

(
y +

Â

2

)2

=
Á2 + Â2 − 4Γ

4
: (2.3.1 - 5)

Ôüôå ç (2:3:1− 5):

• áí Á2 + Â2 − 4Ã ≥ 0, ðáñéóôÜíåé åîßóùóç êýêëïõ ìå êÝíôñï, Ýóôù

K (−Á=2;−Â=2) êáé áêôßíá R =
√
Á2 + Â2 − 4Γ=2. ÅéäéêÜ, üôáí

éó÷ýåé ç éóüôçôá, ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ åßíáé ìçäÝí (óçìåßï).

• Áí Á2 + Â2 − 4Ã < 0, ôüôå äåí õðÜñ÷ïõí x; y ∈ R ðïõ íá ôçí

åðáëçèåýïõí, ïðüôå óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äåí õðÜñ÷åé ðåñéöÝñåéá êýêëïõ.

ÅðïìÝíùò Ý÷åé áðïäåé÷èåß ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 2.3.1 - 1. Ç x2 + y2 + Áx + Ây + Ã = 0 ðáñéóôÜíåé åîßóùóç

ðåñéöÝñåéáò êýêëïõ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí Á2 + Â2 − 4Ã > 0.

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¸óôù üôé ôïO óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷Þ åíüò ïñèïãùíßïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝ-

íùí. Ôüôå, áí M(x; y) åßíáé ôõ÷üí óçìåßï ôçò ðåñéöÝñåéáò, ç äéáíõóìáôéêÞ

åîßóùóç åßíáé ôçò ìïñöÞò

r = x i+ y j = ⟨x; y⟩ (2.3.1 - 6)

üðïõ

x = x(t) = R cos t;

y = y(t) = R sin t; üôáí t ∈ [0; 2�); (2.3.1 - 7)

åíþ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï êÝíôñï ôïõ åßíáé ôï óçìåßï Ê(á; â) Ý÷ïõìå (Ó÷.

2.3.1 - 1)

x = x(t) = á +R cos t;

y = y(t) = â +R sin t; üôáí t ∈ [0; 2�): (2.3.1 - 8)
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Ó÷Þìá 2.3.1 - 1: ðáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç êýêëïõ ìå êÝíôñï ôï óçìåßïK(á; â)

êáé áêôßíá R.

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç áêôßíá êáé ôï êÝíôñï ôùí ðáñáêÜôù ðåñéöåñåéþí:

i) x2 + y2 + 4x+ 4y + 9 = 0,

ii) x2 + y2 − 6x+ 10y = 0.

2. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò ðåñéöÝñåéáò êýêëïõ, üôáí

i) Ý÷åé êÝíôñï ôï óçìåßï (1;−2) êáé åöÜðôåôáé óôçí åõèåßá x−2y+5 = 0,

ii) äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá (3;−2), (1; 2) êáé (−1;−2),

iii) äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá (3; 1), (−1; 3) êáé Ý÷åé êÝíôñï óôçí åõèåßá 3x−
2y − 2 = 0,

iv) åßíáé åããåãñáììÝíç óôï ôñßãùíï ìå êïñõöÝò ôá óçìåßá (1;−2), (2; 3)
êáé (4; 1).

2.3.2 ¸ëëåéøç

Ïñéóìüò 2.3.2 - 1. Ïñßæåôáé ùò Ýëëåéøç (ellipse) ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò

ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ïðïßùí ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷üíôïò
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Ó÷Þìá 2.3.2 - 1: ç Ýëëåéøç ìå åóôßåò óôá óçìåßá F1(−c; 0) êáé F2(c; 0).

óçìåßïõ ôçò, Ýóôù M , áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá F1 êáé F2 åßíáé óôáèåñü (Ó÷.

2.3.2 - 1).

Ôá óçìåßá F1(−c; 0) êáé F2(c; 0) ëÝãïíôáé åóôßåò (focus).

Óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 2.3.2 - 1 åßíáé F1M +F2M = 2a óôáèåñÜ. Ôüôå

ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò Ýëëåéøçò, èåùñïýìå Ýíá

ïñèïãþíéï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy óôï ïðïßï ç áñ÷Þ O äé÷ïôïìåß ôçí

áðüóôáóç F1F2, ùò Üîïíá ôùí x ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá F1

êáé F2 êáé ùò Üîïíá ôùí y ôçí êÜèåôç óôçí F1F2 ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï O.

¸óôù |F1F2| = 2c. Ç âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí óçìåßùí ôçò Ýëëåéøçò åêöñÜæå-

ôáé ãéá ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ôõ÷üíôïò óçìåßïõM(x; y) ìå ôç ó÷Ýóç |MF1|+
|MF2| = 2a, äçëáäÞ√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a: (2.3.2 - 1)

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ìå ôåôñáãùíéóìü êáé ôùí äýï ìåëþí ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé

ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò Ýëëåéøçò åßíáé

x2

a2
+
y2

b2
= 1; üôáí b2 = a2 − c2: (2.3.2 - 2)
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Éäéüôçôåò

i) Ç (2:3:2−2) äåí ìåôáâÜëëåôáé, üôáí ôåèåß óôç èÝóç ôïõ (x; y) ôï (−x; y)
Þ ôï (x;−y) Þ ôï (−x;−y), äçëáäÞ ç Ýëëåéøç åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò
ôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí O.

ii) Áðü ôçí (2:3:2 − 2) ðñïêýðôåé üôé y2=b2 = 1 − x2=a2 ≥ 0, äçëáäÞ

−a ≤ x ≤ a. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé −b ≤ y ≤ b. ¢ñá ç Ýëëåéøç

ðåñéëáìâÜíåôáé óôï ïñèïãþíéï ìå ðëåõñÝò x = ±a êáé y = ±b.

ÂáóéêÜ óôïé÷åßá

• Ç åõèåßá ðïõ åíþíåé ôéò åóôßåò ôçò Ýëëåéøçò, ëÝãåôáé êýñéïò Üîïíáò.

Ï êýñéïò Üîïíáò ôÝìíåé ôçí Ýëëåéøç óôá óçìåßá A(a; 0) êáé A′(−a; 0),
ðïõ ïñßæïõí ôéò êýñéåò êïñõöÝò ôçò. Ôüôå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá AA′

ïñßæåé ôïí ìåãÜëï Üîïíá (major axis) ôçò Ýëëåéøçò, ðïõ Ý÷åé ìÞêïò

2a. Ï Üîïíáò ôùí óõíôåôáãìÝíùí Ox Ý÷åé ôç äéåýèõíóç AA′, åíþ ôï

óçìåßï O åßíáé óôï ìÝóïí ôïõ AA′. Ï Üîïíáò Oy ôÝìíåé ôçí Ýëëåéøç óôá

óçìåßá B(0; b) êáé B′(0;−b), ðïõ ëÝãïíôáé êáé äåõôåñåýïõóåò êïñõöÝò
ôçò Ýëëåéøçò. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá BB′ ïñßæåé ôïí ìéêñü Üîïíá

(minor axis) ôçò Ýëëåéøçò ìå ìÞêïò 2b. Ôüôå ôá |OA| = a êáé |OB| =
b ïñßæïõí ôá ìÞêç ôïõ ìåãÜëïõ áíôßóôïé÷á ôïõ ìéêñïý çìéÜîïíá ôçò

Ýëëåéøçò.

• Åêêåíôñüôçôá (eccentricity) ôçò Ýëëåéøçò ïñßæåôáé ï ëüãïò e = c=a

êáé ðñïöáíþò åßíáé e < 1.

Åîßóùóç åöáðôïìÝíçò

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò Ýëëåéøçò óôï óçìåßï ôçò

Ì (x0; y0) äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

xx0
a2

+
yy0
b2

= 1 : (2.3.2 - 3)
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ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¼ìïéá åßíáé ôçò ìïñöÞò (2:3:1− 6), äçëáäÞ

r = x i+ y j = ⟨x; y⟩

üðïõ

x = x(t) = a cos t;

y = y(t) = b sin t; üôáí t ∈ [0; 2�): (2.3.2 - 4)

Ç åíôïëÞ ðïõ ó÷çìáôßæåé ìßá Ýëëåéøç ìå ôï MATHEMATICA åßíáé

Show[Graphics[Circle[{x_0,y_0},r]]]

üðïõ (x0; y0) ôï êÝíôñï êáé r ç áêôßíá, åíþ ãéá ôçí Ýëëåéøç

Show[Graphics[Circle[{x_0,y_0},{a,b}]]]

üðïõ a ï ìåãÜëïò êáé b ï ìéêñüò çìéÜîïíÜò ôçò.

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò Ýëëåéøçò óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

i) ç åóôéáêÞ áðüóôáóç åßíáé ßóç ìå 6 êáé ç åêêåíôñüôçôá å = 3=5,

ii) ï ìéêñüò Üîïíáò åßíáé ßóïò ìå 6 êáé ç åêêåíôñüôçôá å = 4=5.

2. Íá õðïëïãéóôïýí ïé åîéóþóåéò ôùí åöáðôüìåíùí áðü ôï óçìåßï (2;−1)
óôçí Ýëëåéøç x2 + 9y2 = 9. Óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç ãùíßá ôùí

åöáðôüìåíùí êáé ôï ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò ôçò Ýëëåéøçò, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá

óçìåßá åðáöÞò ôùí åöáðôüìåíùí.

3. ¸óôù ç Ýëëåéøç
x2

a2
+
y2

b2
= 1 :

Ôüôå ïé åõèåßåò ìå åîéóþóåéò 3

d : x = ±a
2

c

ïñßæïõí ôéò äéåõèåôïýóåò (directrices) ôçò. Äåßîôå üôé

3ÂëÝðå Ó÷. 2.3.2 - 1 üðïõ ç äéåõèåôïýóá d Ý÷åé åîßóùóç x = a2

c
:
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i) ïé äéåõèåôïýóåò åßíáé êÜèåôåò óôïí ìåãÜëï Üîïíá ôçò Ýëëåéøçò,

ii) ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷üíôïò óçìåßïõ ôçò Ýëëåéøçò áðü ôçí åóôßá

êáé ôç äéåõèåôïýóá åßíáé óôáèåñüò êáé éóïýôáé ìå ôçí åêêåíôñüôçôá ôçò

Ýëëåéøçò.4

ÁðáíôÞóåéò

1. (i) Åßíáé F1F2 = 2c = 6, ïðüôå c = 3, åíþ å = c
a
= 3

5
. ¢ñá a = 5, ïðüôå áðü ôç ó÷Ýóç

b2 = a2 − c2 ðñïêýðôåé üôé b2 = 16. ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç åßíáé:

x2

25
+

y2

16
= 1:

(ii) Åßíáé 2b = 6, ïðüôå b = 3, åíþ å = c
a
= 4

5
, äçëáäÞ c = 4a

5
. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí

b2 = a2 − c2 Ý÷ïõìå 9 = á2 − 16a2

25
, ïðüôå a2 = 25. ¢ñá ç åîßóùóç åßíáé:

x2

25
+

y2

9
= 1:

2. Ç åîßóùóç ôçò Ýëëåéøçò ãñÜöåôáé

x2

9
+ y2 = 1: (2.3.2 - 1)

¢ñá a2 = 9 êáé b2 = 1. Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (2:3:2− 3) ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò

Ýëëåéøçò óôï óçìåßï ôçò (x0; y0) ãñÜöåôáé

xx0

9
+ y y0 = 1: (2.3.2 - 2)

ÅðåéäÞ ç åõèåßá (2:3:2−2) äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (x; y) = (2;−1), èá ðñÝðåé ïé óõíôåôáãìÝíåò

ôïõ íá ôçí åðáëçèåýïõí, äçëáäÞ 2 x0
9

− y0 = 1, áðü ôçí ïðïßá ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé:

y0 =
2x0

9
− 1: (2.3.2 - 3)

¼ìïéá åðåéäÞ ôï óçìåßï (x0; y0) áíÞêåé óôçí Ýëëåéøç, ç (2:3:2− 1) ãñÜöåôáé
x2
0
9

+ y20 = 1,

ïðüôå áíôéêáèéóôþíôáò óå áõôÞ ôçí (2:3:2− 3) ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé ôá óçìåßá åðáöÞò ôùí

åöáðôüìåíùí å1 êáé å2 ìå ôçí Ýëëåéøç åßíáé:

P1 : (x1; y1) = (0;−1) êáé P2 : (x2; y2) =

(
36

13
;
59

13

)
:

Ôüôå ç áðüóôáóç åßíáé: |P1P2| =
√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 = 36
√

5
13

≈ 6:192 188, åíþ ç

ãùíßá ! õðïëïãßæåôáé óýìöùíá ìå ôçí (2:1:1− 1) áðü ôç ó÷Ýóç tan! = �1−�2
1+�1�2

üðïõ

�1 =
y − y1
x− x1

= 0 êáé �1 =
y − y2
x− x2

=
36

5
:

4¼ìïéá âëÝðå Ó÷. 2.3.2 - 1 üðïõ |MF2| = |MD|.
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¢ñá tan! = − 36
5
, ïðüôå ! ≈ −− 1:432 79 rad.

3. (i) ÐñïöáíÞò, åðåéäÞ êÜèå åîßóùóç ôçò ìïñöÞò x = x0 ðáñéóôÜíåé åîßóùóç åõèåßáò

êÜèåôçò óôïí x-Üîïíá óôï óçìåßï x0.

(ii) Èá äåé÷èåß üôé
|MF2|
|MD| = å: (2.3.2 - 4)

Óýìöùíá ìå ôï Ó÷. 2.3.2 - 1 êáé ôéò (2:3:2− 1) - (2:3:2− 2) Ý÷ïõìå üôé ç áðüóôáóç |MF2|
åßíáé

|MF2|2 = (x− c)2 + y2 = (x− c)2 + b2
(
1− x2

a2

)
; (2.3.2 - 5)

åíþ áðü ôïí ôýðï ðñïêýðôåé üôé ç áðüóôáóç |MD| áðü ôç äéåõèåôïýóá ìå åîßóùóç x− a2

c
= 0

åßíáé

|MD| =
∣∣∣∣x− a2

c

∣∣∣∣ : (2.3.2 - 6)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò (2:3:2− 5) êáé (2:3:2− 6) óôçí (2:3:2− 4) ìåôÜ áðü ôåôñáãùíéóìü êáé

ôùí äýï ìåëþí ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç áðïäåéêôÝá.

2.3.3 ÕðåñâïëÞ

Ïñéóìüò 2.3.3 - 1. Ïñßæåôáé ùò õðåñâïëÞ (hyperbola) ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò

ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ïðïßùí ç äéáöïñÜ ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷üíôïò

óçìåßïõ ôçò, Ýóôù M , áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá F1 êáé F2, ðïõ ëÝãïíôáé

åóôßåò, åßíáé óôáèåñÞ (Ó÷. 2.3.3 - 1).

Ôá óçìåßá F1 êáé F2 ëÝãïíôáé åóôßåò (focus).

¸óôù üôé F2M − F1M = 2a óôáèåñÜ. ¼ìïéá, üðùò óôçí Ýëëåéøç,

èåùñþíôáò Ýíá ïñèïãþíéï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy óôï ïðïßï ôï O

äé÷ïôïìåß ôçí áðüóôáóç F1F2, ùò Üîïíá ôùí x ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü

ôéò åóôßåò, óýìöùíá êáé ìå ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí óçìåßùí ôçò õðåñâïëÞò

Ý÷ïõìå ãéá ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ôõ÷üíôïò óçìåßïõ M(x; y) ôç ó÷Ýóç√
(c+ x)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = 2a:

Ôüôå ìå ôåôñáãùíéóìü êáé ôùí äýï ìåëþí ðñïêýðôåé ôåëéêÜ, üôé ç áíáëõôéêÞ

åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò õðåñâïëÞò åßíáé

x2

a2
− y2

b2
= 1; üôáí b2 = c2 − a2: (2.3.3 - 1)
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Ó÷Þìá 2.3.3 - 1: ç õðåñâïëÞ ìå åóôßåò óôá óçìåßá F1(c; 0) êáé F2(−c; 0).

Éäéüôçôåò

i) Ç (2:3:3− 1) äåí ìåôáâÜëëåôáé, üôáí èÝóïõìå óôç èÝóç ôïõ ôï (−x; y)
Þ ôï (x;−y) Þ ôï (−x;−y), äçëáäÞ ç õðåñâïëÞ åßíáé óõììåôñéêÞ (con-
gruent) ùò ðñïò ôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

ii) Áðü ôçí (2:3:3− 1) ðñïêýðôåé üôé

y2

b2
=
x2

a2
− 1 ≥ 0; äçëáäÞ |x| ≥ a:

¢ñá ç õðåñâïëÞ âñßóêåôáé óôá äåîéÜ ôçò åõèåßáò ìå åîßóùóç x = a êáé

áñéóôåñÜ ôçò åõèåßáò ìå åîßóùóç x = −a. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìåôáîý

ôùí åõèåéþí x = a êáé x = −a äåí õðÜñ÷ïõí óçìåßá ôçò õðåñâïëÞò.

ÂáóéêÜ óôïé÷åßá

• Ï Üîïíáò Ox ëÝãåôáé ðñùôåýùí Üîïíáò (major axis). Ï ðñùôåýùí

Üîïíáò ôÝìíåé ôçí õðåñâïëÞ óôá óçìåßá A êáé A′. Ôüôå ç (AA′) ïñßæåé

ôï ìÞêïò ôïõ ðñùôåýïíôá Üîïíá. Ï Üîïíáò Oy ëÝãåôáé äåõôåñåýùí
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Üîïíáò (minor axis), åíþ ôï O ïñßæåé ôï êÝíôñï ôçò õðåñâïëÞò. Áí

åðß ôïõ Üîïíá Oy èåùñÞóïõìå ôá óçìåßá B(0; b) êáé B′(0;−b), ôüôå ç
(BB′) ïñßæåé ôï ìÞêïò ôïõ äåõôåñåýïíôá Üîïíá.

• Åêêåíôñüôçôá ôçò õðåñâïëÞò ïñßæåôáé ï ëüãïò e = c=a, üðïõ ðñïöáíþò

e > 1.

Åîßóùóç åöáðôïìÝíçò

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò ôçò õðåñâïëÞò óôï óçìåßï ôçò

Ì (x0; y0) äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

xx0
a2
− yy0

b2
= 1 : (2.3.3 - 2)

Óõæõãåßò õðåñâïëÝò

¸óôù ç õðåñâïëÞ ìå ðñùôåýïíôá Üîïíá ôïí Ox êáé åîßóùóç

x2

a2
− y2

b2
= 1: (2.3.3 - 3)

Áí óôçí (2:3:3− 3) èåùñçèåß ùò ðñùôåýùí Üîïíáò ï Oy Ý÷ïõìå (Ó÷. 2.3.3 -

2)
x2

a2
− y2

b2
= −1: (2.3.3 - 4)

Ïé õðåñâïëÝò (2:3:3−3) êáé (2:3:3−4), ðïõ ï ðñùôåýùí Üîïíáò ôçò ìéáò åßíáé

äåõôåñåýùí Üîïíáò ôçò Üëëçò, ëÝãïíôáé óõæõãåßò (conjugate hyperbolae).

Áóýìðôùôåò õðåñâïëÞò

Áðü ôçí (2:3:3− 1) ðñïêýðôåé

y = ± b
a
x

√
1− a2

x2

¢ñá, üôáí ôï x ôåßíåé óôï Üðåéñï êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ, ôï y ôåßíåé åðßóçò óôï

Üðåéñï, åíþ ï ëüãïò y=x åßíáé ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò êáé óõãêåêñéìÝíá éóïýôáé

ìå

y =
b

a
x êáé y = − b

a
x : (2.3.3 - 5)
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Ó÷Þìá 2.3.3 - 2: ç õðåñâïëÞ h1 ìå åîßóùóç x
2 − y2 = 1 êáé ç óõæõãÞò ôçò

h2 ìå åîßóùóç x
2 − y2 = −1.

Ç (2:3:3 − 5) ðáñéóôÜíåé ôüôå äýï åõèåßåò ðñïò ôéò ïðïßåò, óýìöùíá ìå ôá

ðáñáðÜíù, ôåßíåé ç õðåñâïëÞ üôáí ôï x → ±∞. Ïé åõèåßåò áõôÝò ëÝãïíôáé

áóýìðôùôåò (asymptotes)ôçò õðåñâïëÞò.5

ÉóïóêåëÞò õðåñâïëÞ

Ïñéóìüò 2.3.3 - 2. Áí óå ìßá õðåñâïëÞ ôï ìÞêïò ôïõ ðñùôåýïíôá êáé ôïõ

äåõôåñåýïíôá Üîïíá åßíáé ßóá, ôüôå ç õðåñâïëÞ ëÝãåôáé éóïóêåëÞò êáé ç

åîßóùóÞ ôçò ãñÜöåôáé

x2 − y2 = a2: (2.3.3 - 6)

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé áóýìðôùôåò åßíáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ðïõ ó÷çìáôßæïõí

ïé Üîïíåò.

5ÂëÝðå äéáêåêïììÝíåò åõèåßåò óôï Ó÷. 2.3.3 - 1 êáé êüêêéíåò åõèåßåò óôï Ó÷. 2.3.3 - 2.
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ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

Áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò (2:3:1− 6), äçëáäÞ

r = x i+ y j = ⟨x; y⟩

üðïõ

x = x(t) = a cosh t;

y = y(t) = b sinh t (2.3.3 - 7)

üðïõ ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R.

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò õðåñâïëÞò óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

i) ç åóôéáêÞ áðüóôáóç åßíáé ßóç ìå 8 êáé ç åêêåíôñüôçôá å = 5=4,

ii) ïé åîéóþóåéò ôùí áóýìðôùôùí åßíáé y = ±4x=3 êáé ç åóôéáêÞ áðüóôáóç
åßíáé ßóç ìå 20.

2. Íá õðïëïãéóôåß ç ãùíßá ôùí áóýìðôùôùí ôçò õðåñâïëÞò ðïõ Ý÷åé åêêåíôñüôçôá

å = 1:5.

3. ¸óôù ç õðåñâïëÞ 9x2 − 4y2 = 36. Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäüí ôïõ

ôñéãþíïõ, ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ôéò áóýìðôùôÝò ôçò êáé ôçí åõèåßá 9x+2y−
24 = 0.

4. Íá äåé÷èåß üôé êÜèå åöáðôïìÝíç õðåñâïëÞò ó÷çìáôßæåé ìå ôéò áóýìðôùôÝò

ôçò ôñßãùíï óôáèåñïý åìâáäïý.

5. ¸óôù ç õðåñâïëÞ
x2

a2
− y2

b2
= 1 :

Ôüôå ïé åõèåßåò

x = ±a
2

c

ëÝãïíôáé äéåõèåôïýóåò ôçò õðåñâïëÞò. Äåßîôå üôé:

i) ïé äéåõèåôïýóåò åßíáé êÜèåôåò óôïí ìåãÜëï Üîïíá ôçò õðåñâïëÞò,
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Ó÷Þìá 2.3.4 - 1: ç ðáñáâïëÞ ìå åóôßá óôï óçìåßï F êáé äéåõèåôïýóá ôçí

åõèåßá d : BC.

ii) ïé äéåõèåôïýóåò äåí ôÝìíïõí ôçí õðåñâïëÞ,

iii) ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷üíôïò óçìåßïõ ôçò õðåñâïëÞò áðü ôçí åóôßá

êáé ôç äéåõèåôïýóá åßíáé óôáèåñüò êáé éóïýôáé ìå ôçí åêêåíôñüôçôá ôçò

õðåñâïëÞò.

2.3.4 ÐáñáâïëÞ

Ïñéóìüò 2.3.4 - 1. Ïñßæåôáé ùò ðáñáâïëÞ (parabola) ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò

ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ïðïßùí ç áðüóôáóç áðü óôáèåñü óçìåßï, Ýóôù

F êáé óôáèåñÞ åõèåßá d åßíáé óôáèåñÞ (Ó÷. 2.3.4 - 1).

Ôï óçìåßï F ëÝãåôáé åóôßá (focus), åíþ ç åõèåßá d äéåõèåôïýóá (directrix).

Ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò ðáñáâïëÞò,

èåùñïýìå Ýíá ïñèïãþíéï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy óôï ïðïßï ôï O åßíáé

åðß ôçò êÜèåôçò åõèåßáò, ðïõ öÝñåôáé áðü ôçí åóôßá, Ýóôù F , óôç äéåõèåôïýóá

d êáé óôï ìÝóï ôçò, åíþ ùò Üîïíáò ôùí x ïñßæåôáé ç êÜèåôç áõôÞ åõèåßá.
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Ôüôå, óýìöùíá ìå ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí óçìåßùí ôçò ðáñáâïëÞò, ãéá ôï

ôõ÷üí óçìåßï M(x; y) åßíáé |MB| = |MF |, ïðüôå, áí p = |CF |, Ý÷ïõìå

x+
1

2
p = |MF |: (1)

ÁëëÜ

|MF |2 = y2 +

(
x− 1

2
p

)2

: (2)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôç (2) óôçí (1) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé ç áíáëõôéêÞ åîßóùóç

ôùí óçìåßùí ôçò ðáñáâïëÞò åßíáé

y2 = 2px: (2.3.4 - 1)

Éäéüôçôåò

i) Ç (2:3:4 − 1) äåí ìåôáâÜëëåôáé, üôáí èÝóïõìå óôç èÝóç ôïõ (x; y) ôï

(x;−y), äçëáäÞ ç ðáñáâïëÞ åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïí Üîïíá Ox.

ii) Áðü ôçí (2:3:4− 1) ðñïêýðôåé üôé y2 = 2px ≥ 0, äçëáäÞ x ≥ 0. ¢ñá ç

ðáñáâïëÞ âñßóêåôáé óôï äåîéü ìÝñïò ôïõ Üîïíá Oy.

ÂáóéêÜ óôïé÷åßá

Ï Üîïíáò Ox ôÝìíåé ôçí ðáñáâïëÞ óôï óçìåßï O, ðïõ ëÝãåôáé êïñõöÞ, åíþ

ôï p ëÝãåôáé çìéðáñÜìåôñïò.

Åîßóùóç åöáðôïìÝíçò

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç åîßóùóç ôçò åöáðôïìÝíçò óôï óçìåßï ôçò Ì (x0; y0)

äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

−yy0 = p (x+ x0) : (2.3.4 - 2)

ÄéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò (2:3:1− 6), äçëáäÞ

r = x i+ y j = ⟨x; y⟩
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üðïõ

x(t) = t;

y2(t) = 2 p t (2.3.4 - 3)

üðïõ ç ðáñÜìåôñïò t ∈ R.

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ç åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

i) Ý÷åé åóôßá óôï óçìåßï êáé äéåõèåôïýóá y + 3 = 0,

ii) äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (5; 7), åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí

y êáé Ý÷åé êïñõöÞ ôï óçìåßï (0; 0).

2. Íá õðïëïãéóôïýí ïé åöáðôüìåíåò ôçò ðáñáâïëÞò y2 = 2x, ðïõ äéÝñ÷ïíôáé

áðü ôï óçìåßï (−4;−1).
3. ¸óôù ç ðáñáâïëÞ y2 = 2px. Íá ðñïóäéïñéóôåß ç éêáíÞ êáé áíáãêáßá

óõíèÞêç, Ýôóé þóôå ç åõèåßá y = êx+ ë íá åöÜðôåôáé ôçò ðáñáâïëÞò.

2.3.5 Ãåíéêü ðñüâëçìá êùíéêþí ôïìþí

Ç Ýëëåéøç, ç õðåñâïëÞ êáé ç ðáñáâïëÞ ëÝãïíôáé êáé êùíéêÝò ôïìÝò (conic

sections), åðåéäÞ åßíáé äõíáôüí íá ðñïêýøïõí áðü ôçí ôïìÞ åíüò êõêëéêïý

êþíïõ åê ðåñéóôñïöÞò, Ýóôù K, ìå Ýíá åðßðåäï (Ó÷. 2.3.5 - 1). Åéäéêüôåñá

Ý÷ïõìå:

i) áí ôï åðßðåäï, ÝóôùÐ , äåí åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò êáìéÜ áðü ôéò ãåíÝôåéñåò

ôïõ êþíïõ, ôüôå ç ôïìÞ ôïõ åðéðÝäïõ ìå ôïí êþíï èá äþóåé ìßá Ýëëåéøç

(Ó÷. 2.3.5 - 1 b), åíþ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé êÜèåôï óôïí

Üîïíá ôïõ êþíïõ, ç ôïìÞ åßíáé êýêëïò (Ó÷. 2.3.5 - 1 a),

ii) áí ôï åðßðåäï åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò äýï ãåíÝôåéñåò, ç ôïìÞ åßíáé õðåñâïëÞ

(Ó÷. 2.3.5 - 1 c) êáé,

iii) áí åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò Ýíá åöáðôüìåíï åðßðåäï ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ

êþíïõ, ç ôïìÞ åßíáé ðáñáâïëÞ (Ó÷. 2.3.5 - 1 d).
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Ó÷Þìá 2.3.5 - 1: ãåíéêü ðñüâëçìá êùíéêþí ôïìþí.
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ÅéäéêÜ üôáí ôï åðßðåäï äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï O, ç ôïìÞ óõìðßðôåé ìå ìßá Þ

äýï ãåíÝôåéñåò ôïõ êþíïõ Þ ðåñéïñßæåôáé óôï óçìåßï O.

Ðñüôáóç 2.3.5 - 1. Ç ãåíéêÞ åîßóùóç ôùí êùíéêþí ôïìþí, üôáí ôï óýóôçìá

ôùí óõíôåôáãìÝíùí äåí Ý÷åé ìåôáôïðéóôåß ðáñÜëëçëá Þ óôñáöåß, åßíáé ôçò

ìïñöÞò

Ax2 +By2 + Cx+Dy + E = 0; üôáí |A|+ |B| ̸= 0 (2.3.5 - 1)

êáé áíôßóôñïöá.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ôï åõèý ðñïêýðôåé Üìåóá ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò óôéò (2:3:2−2),
(2:3:3− 1) êáé (2:3:4− 1), áñêåß íá äåé÷èåß ôï áíôßóôñïöï.

Äéáêñßíïíôáé ïé ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

1. AB ̸= 0. Ôüôå ç (2:3:5− 1) ãñÜöåôáé

A

(
x2 +

C

A
x

)
+B

(
y2 +

D

B
y

)
+ E = 0

êáé ôåëéêÜ ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò

1

B

(
x+

C

2A

)2

+
1

A

(
y +

D

2B

)2

=
BC2 +AD2 − 4ABE

4A2B2
= k; (2.3.5 - 2)

üðïõ k óôáèåñÜ. Ôüôå:

1-I. Áí k ̸= 0, ç (2:3:5− 2) ãñÜöåôáé

1

kB

(
x+

C

2A

)2

+
1

kA

(
y +

D

2B

)2

= 1: (2.3.5 - 3)

1-Ia. Áí AB > 0, áðü ôçí (2:3:5− 3) Ý÷ïõìå

1-Ia.i. áí k ïìüóçìï ðñïò ôá A êáé B, ç (2:3:5 − 3) êáé êáôÜ

óõíÝðåéá ç (2:3:5−1) ðáñéóôÜíåé Ýëëåéøç, åíþ óôçí åéäéêÞ

ðåñßðôùóç üðïõ A = B > 0 êýêëï.

1-Ia.ii. Áí k åôåñüóçìï ðñïò ôá A êáé B, ç (2:3:5 − 3) åßíáé

áäýíáôç.
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1-Ib. Áí AB < 0, ç (2:3:5 − 3) êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç (2:3:5 − 1)

ðáñéóôÜíåé õðåñâïëÞ.

1-II. Áí k = 0, ç (2:3:5− 3) ãñÜöåôáé

A

(
x+

C

2A

)2

+B

(
y +

D

2B

)2

= 0: (2.3.5 - 4)

1-IIa. Áí AB > 0, ç (2:3:5− 4) åðáëçèåýåôáé ãéá

x = − C

2A
êáé y = − D

2B
:

1-IIb. Áí AB < 0, ôï ðñþôï ìÝëïò ôçò (2:3:5 − 4) áíáëýåôáé óå

ãéíüìåíï äýï ðñùôïâÜèìéùí üñùí ùò ðñïò x êáé y, ïðüôå ç

(2:3:5− 4) ðáñéóôÜíåé äýï åõèåßåò.

2. Áí AB = 0. Ôüôå:

2-É. Áí A = 0 êáé B ̸= 0, ç (2:3:5− 1) ãñÜöåôáé

B

(
y +

D

2B

)2

= −Cx− E +
D2

4B
: (2.3.5 - 5)

Ôüôå

2-Ia. Áí C ̸= 0, ç (2:3:5− 5) ôåëéêÜ ãñÜöåôáé(
y +

D

2B

)2

= −C
B

(
x+

D2 − 4BE

4BC

)
; (2.3.5 - 6)

äçëáäÞ ðáñéóôÜíåé ðáñáâïëÞ.

2-Ib. Áí C = 0, ç (2:3:5− 6) ãñÜöåôáé(
y +

D

2B

)2

=
D2 − 4BE

4B
; (2.3.5 - 7)

ïðüôå, áí

2-Ib.i. D2−4BE > 0, ç (2:3:5−7) êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç (2:3:5−1)
ðáñéóôÜíåé äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôïí x-Üîïíá,

2-Ib.ii. D2−4BE = 0, ç (2:3:5−7) ðáñéóôÜíåé ìéá åõèåßá ðáñÜëëç-
ëç óôïí x-Üîïíá, êáé
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2-Ib.iii. D2 − 4BE < 0, ç (2:3:5− 7) åßíáé áäýíáôç.

2-II. Áí A ̸= 0 êáé B = 0, ôüôå ç (2:3:5− 1) ãñÜöåôáé

A

(
x+

C

2A

)2

= −Dy − E +
C2

4A
: (2.3.5 - 8)

¼ìïéá ôüôå ç (2:3:5− 8), áí

• D ̸= 0 ðáñéóôÜíåé ðáñáâïëÞ, åíþ üôáí

• D = 0, ðáñéóôÜíåé äýï Þ ìßá åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôïí y-

Üîïíá Þ ôåëéêÜ åßíáé áäýíáôç.

Áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 2.3.5 - 2. Ç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôùí êùíéêþí ôïìþí, üôáí ôï óýóôç-

ìá óõíôåôáãìÝíùí Ý÷åé ìåôáôïðéóôåß Þ Ý÷åé óôñáöåß Þ êáé ôá äýï, åßíáé

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey +K = 0 (2.3.5 - 9)

êáé áíôßóôñïöá êÜèå åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (2:3:5−9), äåí äýíáôáé íá ðáñéóôÜíåé
ðÝñáí ôùí êùíéêþí ôïìþí, ôßðïôå Üëëï åêôüò áðü öáíôáóôéêÝò åõèåßåò êáé

åëëåßøåéò.

Ç (2:3:5−9) ÷áñáêôçñßæåé ôüôå ôç ãåíéêÞ åîßóùóç ôùí êáìðõëþí 2ïõ âáèìïý.
Ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýðôåé ôþñá åßíáé ï ôñüðïò ðñïóäéïñéóìïý ôïõ åßäïõò

ôçò êùíéêÞò ôïìÞò áðü ôçí (2:3:5 − 9). Áñ÷éêÜ åîåôÜæåôáé ôï ðñüóçìï ôçò

ðáñÜóôáóçò

Ä = B2 − 4AC:

Ôüôå, áí:

i) Ä > 0 ç êáìðýëç åßíáé õðåñâïëÞ, åíþ, áí Ä < 0 Ýëëåéøç.

Óôç óõíÝ÷åéá, èÝôïõìå óôçí (2:3:5−9) ôïõò ôýðïõò (1:2:2−2) áëëáãÞò

óõíôåôáãìÝíùí ìå ðáñÜëëçëç ìåôáôüðéóç óôï óçìåßï (a; b), äçëáäÞ ôïõò

x = x′ + a êáé y = y′ + b
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êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôá a, b.

Óôç óõíÝ÷åéá, áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò ôùí a êáé b óôçí (2:3:5−9)
ðñïêýðôåé ìßá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

A
(
x′
)2

+Bx′y′ + C
(
y′
)2

+D = 0; (2.3.5 - 10)

ïðüôå áðü ôïí ôýðï

tan � =
B

A− C
(2.3.5 - 11)

ðñïóäéïñßæåôáé ç ãùíßá óôñïöÞò ôùí áîüíùí.

ii) Ä = 0 ç êáìðýëç åßíáé ðáñáâïëÞ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé

ìüíïí ï ôýðïò (2:3:5− 11).

ÐáñÜäåéãìá 2.3.5 - 1

Íá ðñïóäéïñéóôåß ôï åßäïò ôçò êáìðýëçò

xy − 2y − 4x = 0: (1)

Ëýóç. Åßíáé

B2 − 4AC = 1 > 0;

ïðüôå ðñüêåéôáé ãéá õðåñâïëÞ.

ÈÝôïíôáò óôçí (1) ôïõò ôýðïõò

x = x′ + a êáé y = y′ + b

Ý÷ïõìå

x′y′ + (b− 4)x′ + (a− 2)y′ + ab− 2b− 4a = 0

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé b− 4 = 0 êáé a− 2 = 0.

¢ñá

b = 4 êáé a = 2;

ïðüôå ïé áñ÷éêïß Üîïíåò Ý÷ïõí ìåôáôïðéóôåß óôï óçìåßï (2; 4).

Ôüôå ç (1) ãñÜöåôáé

x′y′ = 8; (2)
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ïðüôå ç õðåñâïëÞ Ý÷åé áóýìðôùôåò ôïõò Üîïíåò O′x′ êáé O′y′.

Áðü ôçí (2:3:5− 11) ðñïêýðôåé ôüôå üôé

tan 2� → +∞; äçëáäÞ � =
�

4
:

ÈÝôïíôáò ôçí ôéìÞ áõôÞ óôïõò ôýðïõò (1:2:2 − 4) ôçò óôñïöÞò ôùí áîüíùí

êáôÜ ïñéóìÝíç ãùíßá, äçëáäÞ óôïõò

x = x′ cos � − y′ sin �

y = −x′ sin � + y′ cos �

ðñïêýðôåé üôé

x′ =
1√
2

(
x′′ − y′′

)
êáé y′ =

1√
2

(
x′′ + y′′

)
; (3)

üðïõ O′x′′y′′ ïé Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí ìåôÜ ôç ìåôáôüðéóç êáé ôç óôñïöÞ.

Ôüôå ç (2) óýìöùíá ìå ôçí (3) ãñÜöåôáé(
x′′
)2 − (y′′)2 = 16

äçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá éóïóêåëÞ õðåñâïëÞ.

ÐáñÜäåéãìá 2.3.5 - 2

¼ìïéá ôï åßäïò ôçò êáìðýëçò

x2 + 2xy + y2 + 4x− 10y + 5 = 0: (4)

Ëýóç. Åßíáé

B2 − 4AC = 0;

ïðüôå ðñüêåéôáé ãéá ðáñáâïëÞ.

Ôüôå áðü ôçí (2:3:5− 11) ðñïêýðôåé üôé

tan 2� → +∞; ïðüôå � =
�

4
:

¼ìïéá èÝôïíôáò ôçí ôéìÞ áõôÞ óôïõò ôýðïõò (1:2:2− 4) ôçò óôñïöÞò ôùí

áîüíùí êáôÜ ïñéóìÝíç ãùíßá, äçëáäÞ óôïõò

x = x′ cos � − y′ sin �

y = −x′ sin � + y′ cos �
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ðñïêýðôåé üôé

x =
1√
2

(
x′ − y′

)
êáé y =

1√
2

(
x′ + y′

)
;

üðïõ Ox′y′ ïé Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí ìåôÜ ôç óôñïöÞ.

¢ñá ç (4) ãñÜöåôáé(
x′ − 3

2
√
2

)2

=
7√
2

(
y′ − 11

28
√
2

)
;

äçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá ðáñáâïëÞ ìå êïñõöÞ ôï óçìåßï
(
3=2
√
2; 11=28

√
2
)
êáé

ðáñÜëëçëç óôïí Üîïíá Oy′.

ÁóêÞóåéò

1. Íá ðñïóäéïñéóôåß ôï åßäïò ôùí ðáñáêÜôù êùíéêþí ôïìþí:

i) y2 + 3x− 4y + 9 = 0,

ii) y2 + 4xy + 4x2 + 2y + 4x− 36 = 0,

iii) 8y2 + 4xy + 5x2 + 16y + 4x− 28 = 0,

iv) 3xy + 5x+ 10y = 0.

2. Äßíåôáé ç êáìðýëç 4x2−4xy+ y2+6x+1 = 0. Æçôåßôáé íá ðñïóäéïñéóôåß

ç èÝóç ôçò åõèåßáò y = ëx ùò ðñïò ôçí êáìðýëç ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ë.

ÁðáíôÞóåéò

1. i) Ä = 0 ðáñáâïëÞ, ii) Ä = 16 > 0 õðåñâïëÞ, iii) Ä = −144 Ýëëåéøç,

iv) Ä = 9 > 0 õðåñâïëÞ.
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