
Σηµειώσεις στις ακολουθίες 
 

2.1 Η έννοια της ακολουθίας 

Ας ρίξουµε µια µατιά στην επόµενη παράθεση αριθµών: 

7,   11,   15,   19,   23,   27,   31,  …….. 

Όπως καταλαβαίνει κανείς, υπάρχουν άπειροι αριθµοί που διαδέχονται ο ένας τον άλλο, µε 

κάποια λογική σειρά. Συγκεκριµένα, κάθε αριθµός προκύπτει απ’ τον προηγούµενό του αν 

προσθέσουµε σ’ αυτόν το 4. Έτσι ο όγδοος αριθµός, ο οποίος δεν αναγράφεται είναι το 35, ο 

ένατος το 39 κ.ο.κ.  

Στο επόµενο παράδειγµα θεωρούµε τους πρώτους αριθµούς, δηλαδή τους θετικούς ακεραίους 

που διαιρούνται µόνον από τον εαυτό τους και τη µονάδα1: 

2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23, ..... 

Κατ’ αρχάς υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί; Η απάντηση είναι ναι και η απόδειξή της 

είναι γνωστή από την αρχαιότητα και οφείλεται στον Ευκλείδη.  

Αν και στα προηγούµενα παραδείγµατα χρησιµοποιήσαµε µόνον ακέραιους αριθµούς, 

καταλαβαίνει κανείς πως αυτό δεν είναι ο κανόνας. Έτσι, µπορούµε να θεωρήσουµε την 

άπειρη διαδοχή αριθµών: 1, 1
2

, 1
3

, 1
4

,…. 

Τί είναι λοιπόν µια ακολουθία; Μια ακολουθία είναι µια άπειρη διαδοχή αριθµών2. Κάθε 

αριθµός λέγεται όρος της ακολουθίας. Οι τελείες στο τέλος της γραφής, π.χ. της 

 7,   11,   15,   19,   23,   27,   31,  …….. 

δηλώνουν πως ακολουθούν και άλλοι (άπειροι) όροι και συνεπώς, η διαδικασία αυτή δεν 

έχει τέλος.  

Όταν σ’ ένα µαθηµατικό πρόβληµα είµαστε υποχρεωµένοι να αναφερθούµε σε µια 

συγκεκριµένη ακολουθία πολλές φορές, ο συµβολισµός µε αναγραφή ορισµένων αρχικών 

όρων είναι εξαιρετικά δύσχρηστος. Γιατί δεν είναι πάντοτε εύκολο να βρεί κανείς τον 

επόµενο όρο, αφού δεν υπάρχει πάντα κάποιος καλά καθορισµένος κανόνας για την εύρεσή 

του. Έτσι υιοθετούµε ακριβέστερους και συντοµότερους συµβολισµούς.  

Μια ακολουθία θα συµβολίζεται µε κάποιο γράµµα του ελληνικού ή λατινικού αλφαβήτου, 

π.χ. α, β, c, ω κτλ. Είναι σαφές ότι αν σε ένα πρόβληµα έχουµε να αντιµετωπίσουµε 

                                                           
1 Ο αριθµός 1, παρ’ όλο που έχει αυτή την ιδιότητα, δεν θεωρείται πρώτος. 
2 Είναι προφανές πως αυτός δεν είναι αυστηρός ορισµός της ακολουθίας. 
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περισσότερες από µία ακολουθίες, τότε χρησιµοποιούµε διαφορετικό σύµβολο για κάθε µια 

απ’ αυτές.  

Κάθε όρος της ακολουθίας ορίζεται από δύο πράγµατα: Την ακολουθία στην οποία ανήκει 

και τη θέση που καταλαµβάνει στην ακολουθία αυτή.  

Έτσι, αν ονοµάσουµε α την ακολουθία 1, 1
2

, 1
3

, 1
4

,…., ο πρώτος όρος (το 1) θα 

συµβολίζεται µε 1α , ο δεύτερος (το 1
2 ) µε 2α , ο τρίτος (το 1

3 ) µε 3α  κ.ο.κ. Ο αριθµός που 

δηλώνει τη θέση του όρου µέσα σε µια ακολουθία λέγεται δείκτης.  

Συνήθως δεν ενδιαφερόµαστε για κάποιον συγκεκριµένο όρο, αλλά για τον οποιονδήποτε 

όρο µιας ακολουθίας. Έτσι υιοθετούµε ένα σύµβολο (συνήθως το n) για να παραστήσουµε 

τον γενικό δείκτη. Ο γενικός ή n-στός όρος της ακολουθίας α είναι ο nα .  

Στο προηγούµενο παράδειγµα έχουµε 
1

nα =
n

. Αυτός είναι ο γενικός τύπος της ακολουθίας, 

δηλαδή µια σχέση που µας παρέχει άµεσα τον n-στό όρο nα  συναρτήσει του δείκτη n. Στην 

περίπτωση αυτή γράφουµε: η ακολουθία nα , n = 1,2,…  (π.χ. η ακολουθία 1 , 1,2,n
n

= …) ή η 

ακολουθία =1( )n nα ∞  ή πιο απλά, η ακολουθία ( )nα .  

Ας συµπληρώσουµε την ορολογία που θα χρησιµοποιήσουµε στις ακολουθίες: Ο επόµενος 

του nα  όρος είναι προφανώς ο όρος που βρίσκεται στην επόµενη θέση, δηλαδή ο n+1α . Αν 

τώρα 1n > , τότε ο προηγούµενος του nα  είναι ο όρος −n 1α .  

Στην ακολουθία  

1,  4,  13,  40,  121,  364, ........, 

κάθε όρος προκύπτει από τον προηγούµενο αν τον πολλαπλασιάσουµε επί 3 και στη συνέχεια 

προσθέσουµε το 1. Αυτό συµβολικά µεταφράζεται στη σχέση n+1 nα = 3α + 1 . Έτσι, αν 

γνωρίζουµε τον αρχικό όρο 1α  (που στην περίπτωσή µας είναι ο 1) βρίσκουµε τον επόµενο 

όρο από τη σχέση 2 13 1 3 1 1 4α α= + = ⋅ + =  και τον 3 23 1 3 4 1 13α α= + = ⋅ + =  κ.ο.κ. Λέµε ότι 

η ακολουθία ορίζεται µε βάση την αρχική συνθήκη 1 1α =  και την αναδροµική σχέση 

1 3 1n nα α+ = + . Αν αλλάξουµε την αρχική συνθήκη και θέσουµε π.χ. 1 4α = − , τότε 

διατηρώντας την ίδια αναδροµική σχέση 1 3 1n nα α+ = + , θα πάρουµε µια άλλη ακολουθία: –4, 

–11, –32, –95,…… 
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2.2  Όριο ακολουθίας 

 

Θεωρούµε την ακολουθία µε γενικό τύπο: 
3

3
2 4( 1) 3

1

n

n
n na

n n
+ − +

=
− +

. Παρακάτω δίνουµε έναν 

πίνακα µε τους αρχικούς όρους της ακολουθίας αυτής (µε ακρίβεια 6 δεκαδικών): 

 

 

 

 

 

 

   

Παρατηρούµε ότι οι όροι της ακολουθίας αυτής πλησιάζουν ολοένα και περισσότερο προς 

τον αριθµό 2. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η ακολουθία συγκλίνει στο 2 ή ότι το όριό της 

είναι ο αριθµός 2. (Ισοδύναµες εκφράσεις: η ακολουθία «τείνει» στο 2 ή «προσεγγίζει» το 2). 

Ας δούµε ένα άλλο παράδειγµα: 1 2b =  και 1
1 2
2n n

n
b b

b+
 

= + 
 

. Με ένα απλό πρόγραµµα 

µπορούµε να βρούµε αρκετούς όρους της ακολουθίας ( )nb . 

 

 

 

 

 

 

«Φαίνεται» ότι η ακολουθία ( )nb  προσεγγίζει ταχύτατα κάποιον αριθµό, αφού τα αρχικά 

ψηφία των όρων της σταθεροποιούνται πολύ γρήγορα. ∆εν γνωρίζουµε όµως ποιος είναι 

αυτός ο αριθµός και γιατί συµβαίνει αυτό. Με την αριθµοµηχανή του υπολογιστή µας 

βρίσκουµε ότι 2 = 1,4142135623730950488016887242097...... Υπάρχουν λοιπόν κάτι 

παραπάνω από βάσιµες υπόνοιες ότι ο αριθµός αυτός πρέπει να είναι ο 2 !! 

Και πάλι όµως δεν είµαστε σε θέση να εξηγήσουµε γιατί συµβαίνει αυτό. Επειδή µάλιστα 

φράσεις όπως «φαίνεται», «βάσιµες υπόνοιες» και άλλα γκρίζα και σκοτεινά δεν έχουν θέση 

στα µαθηµατικά, θα προσπαθήσουµε να ξεκαθαρίσουµε το τοπίο. 

α1 1
α2 3,857143
α3 1,8
α4 2,409836
α5 1,92562
α6 2,175355
α7 1,961424
α8 2,09703
α9 1,976422
α10 2,061554

α11 1,984103
α12 2,042516
α13 1,988558
α14 2,031124
α15 1,991372
α16 2,023769
α17 1,993261
α18 2,018745
α19 1,994591
α20 2,015161

b1 2 
b2 1,5 
b3 1,4166666666666666666666666666667
b4 1,414215686274509803921568627451 
b5 1,4142135623746899106262955788901
b6 1,4142135623730950488016896235025
b7 1,4142135623730950488016887242097
b8 1,4142135623730950488016887242097
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Χρειαζόµαστε έναν ακριβή ορισµό του τι σηµαίνει «όριο ακολουθίας» για να µπορούµε να 

δουλέψουµε µε ασφάλεια. 

Μια πρώτη απόπειρα θα ήταν να πούµε ότι ένας αριθµός a είναι όριο µιας ακολουθίας ( )na  

όταν η απόσταση | |na a−  των όρων της ακολουθίας ( )na  από το a συνεχώς µικραίνει. 

Αλλά τι πάει να πει «συνεχώς µικραίνει»; Ίσως ότι η απόσταση 1| |na a+ −  του επόµενου όρου 

1na +  από το a είναι µικρότερη από την απόσταση | |na a−  του na  από το a. ∆ηλαδή, 

1| | | |n na a a a+ − < − .  

Ένας τέτοιος «ορισµός» θα ήταν ατυχής για πολλούς λόγους: Θα απέκλειε τις σταθερές 

ακολουθίες, επειδή η απόσταση των όρων µιας τέτοιας ακολουθίας από το προφανές όριο 

είναι σταθερή (ίση µε µηδέν). Θα επέτρεπε την ύπαρξη πολλών ορίων σε µια ακολουθία, 

κάτι που η διαίσθησή µας δεν το επιτρέπει. Ας δούµε το παρακάτω σχήµα: 

5α

2α 3α 4α1α 210

 
Στο σχήµα αυτό παριστάνονται ορισµένοι από τους όρους της ακολουθίας 11

2n na = − , 

1,2,n = …  Είναι σαφές (σύµφωνα µε το σχήµα) ότι η ακολουθία τείνει στο 1. Η απόσταση 

| 1|na −  συνεχώς µικραίνει, αλλά και η απόσταση −n| a 2 |  των όρων της ακολουθίας από 

το 2 επίσης µικραίνει!! (και από κάθε αριθµό που βρίσκεται δεξιότερα του 1). Αλλά το 2 δεν 

µπορεί να είναι όριο! 

Γιατί άραγε το 2 δεν µπορεί να είναι όριο της παραπάνω ακολουθίας; Γιατί, µπορεί µεν η 

απόσταση | 2 |na −  να µικραίνει, ποτέ όµως δεν γίνεται µικρότερη του 1 (ή π.χ. του 0,5).  

Τίθεται λοιπόν το ρώτηµα: πόσο µικρή απαιτείται να γίνει η απόσταση | |na a−  των όρων της 

ακολουθίας από το υποψήφιο όριο a; Η απάντηση είναι άµεση: όσο θέλουµε! Τί εννοούµε µε 

αυτό; Εννοούµε ότι όσο µικρή και αν απαιτήσουµε να γίνει η απόσταση | |na a− , λόγου 

χάρη, µικρότερη από ε = 0,0000000000001 (ή καλύτερα 1310− , ένα ασύλληπτα µικρό 

νούµερο), θα υπάρχει όρος na  της ακολουθίας που να απέχει από το a απόσταση µικρότερη 

και από αυτόν τον τόσο µικρό αριθµό ε. 

Άραγε µας αρκεί να βρούµε έναν µόνον τέτοιο όρο; Αν οι επόµενοι όροι δεν απέχουν από το 

a το πολύ το ίδιο µικρή απόσταση, θα είµαστε ικανοποιηµένοι; Ας δούµε το εξής παράδειγµα: 

Η ακολουθία ( 1)n− , 1,2,n = …  παίρνει τις τιµές 1−  (για τα µονά n) και 1 (για τα ζυγά n). 

Μπορούµε να βρούµε όρους της ακολουθίας που να απέχουν από το 1 πολύ µικρή απόσταση, 
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για την ακρίβεια να ταυτίζονται µε το 1. Αλλά τι να το κάνουµε όταν, π.χ. ο επόµενος του 

2a  (ή του 4a  ή του 6a ) εκτινάσσεται σε απόσταση από το 1 ίση µε 2;  

Θα απαιτήσουµε λοιπόν από το υποψήφιο όριο:  
Όσο µικρή απόσταση 0ε >  (µεγάλη προσέγγιση) και αν θεωρήσουµε, θα υπάρχει όρος 

0na  της 

ακολουθίας ( )na  ο οποίος, τόσο αυτός όσο και οι επόµενοι απ’ αυτόν όροι, να απέχουν από 

το a απόσταση µικρότερη από ε. 

 

2.2.1  Ορισµός  

Θεωρούµε µια ακολουθία ( )na . Έστω a ένας πραγµατικός αριθµός.  

Θα λέµε ότι η ακολουθία ( )na  τείνει ή συγκλίνει στο a, όταν για κάθε 0ε >  (οσοδήποτε 

µικρό) υπάρχει θετικός ακέραιος 0n , τέτοιος ώστε | |na a ε− < , για όλους τους θετικούς 

ακεραίους 0n n≥ . 

Αυτό το γεγονός το παριστάνουµε συµβολικά ως εξής: na a→ . 

 

Είναι µοναδικό το όριο; 

Η διαίσθησή µας λέει ότι το όριο, αν αυτό υπάρχει, πρέπει να είναι µοναδικό. Ίσως αυτό να 

φαίνεται προφανές, αλλά όσο προφανές και αν φαίνεται, θα πρέπει να απορρέει από τον 

ορισµό που µόλις τώρα δώσαµε. Αυτό θα ενισχύσει την πεποίθησή µας ότι η επιλογή του 

συγκεκριµένου ορισµού ήταν επιτυχής.  

Στόχος µας λοιπόν είναι να αποδείξουµε την επόµενη πρόταση: 

2.2.2 Πρόταση (Μοναδικότητα του ορίου)  

Έστω ότι na a→  και na a′→ . Τότε a a′= . 

Απόδειξη:  Μπορούµε να υποθέσουµε ότι a a′< . Θα καταλήξουµε σε άτοπο. Για το λόγο 

αυτό, θεωρούµε ένα 0ε >  τέτοιο, ώστε οι περιοχές ( , )a aε ε− +  και ( , )a aε ε′ ′− +  να µην 

έχουν κοινό σηµείο.  

εε

a-ε

a+ε = a΄-ε

a΄+ε

a΄a

 



 6

Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι ο µεγαλύτερος τέτοιος ε, όπως φαίνεται στο σχήµα, είναι 

ίσος µε 
2

a a′ − . (Το µισό της απόστασης του a από το a΄). 

Εφόσον na a→ , από τον ορισµό του ορίου, υπάρχει 0n  µε | |na a ε− < , για κάθε 0n n≥ . 

Οµοίως, υπάρχει 0n′  µε | |na a ε′− < , για κάθε 0n n′≥ .  

Έστω 0 0max{ , }m n n′=  (= ο µεγαλύτερος από τους 0n  και 0n′ ). Τότε, κάθε όρος na  της 

ακολουθίας, ο οποίος έπεται του ma  (δηλαδή n m≥ ), θα έπεται και του 
0na  (δηλαδή 0n n≥ ), 

και του 
0na ′  (δηλαδή 0n n′≥ ). Εποµένως θα αληθεύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις: 

| |na a ε− <  και | |na a ε′− < , 

δηλαδή ( , )na a aε ε∈ − +  και ( , )na a aε ε′ ′∈ − + . Αλλά τα διαστήµατα ( , )a aε ε− +  και 

( , )a aε ε′ ′− +  δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. Έτσι πετυχαίνουµε λογική αντίφαση. 

Με αλγεβρικό τρόπο θα µπορούσε κανείς να πει ότι   

2 | | | ( ) ( ) | | | | | 2n n n na a a a a a a a a a a aε ε ε ε′ ′ ′ ′= − = − = − − − ≤ − + − < + = , δηλαδή 2 2ε ε< , 

άτοπο.   ■ 

 

2.2.3 Παρατήρηση 

Η προηγούµενη πρόταση µας επιτρέπει να µιλάµε για το όριο µιας ακολουθίας και όχι απλά 

για ένα όριο αυτής. Το όριο (αν ασφαλώς υπάρχει) µιας ακολουθίας ( )na  συµβολίζεται µε 

lim na . 

 

2.2.3 Παραδείγµατα (απλοί υπολογισµοί ορίων) 

1. Ας θεωρήσουµε την ακολουθία µε γενικό τύπο 1
n n

α = . Θα αποδείξουµε ότι lim 0nα = . 

Απόδειξη: Σύµφωνα µε τον ορισµό που δώσαµε, αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε 0ε >  

υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε την ιδιότητα 10n n n
α α ε− = = <  για κάθε 0n n≥ . 

Η σχέση 1
n

ε<  είναι ισοδύναµη µε την 1 n
ε
< . Θεωρούµε τον ελάχιστο θετικό ακέραιο n µε 

αυτή την ιδιότητα. Όπως γνωρίζουµε, αυτός είναι ο 1 1
ε
  +  

, όπου 1
ε
 
  

 είναι το ακέραιο 

µέρος του αριθµού 1
ε

. (Για παράδειγµα, αν 60,000003 3 10ε −= = ⋅ , τότε 
61 10

3ε
= =  
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333333,333....= , οπότε 1 333333
ε
  =  

 και εποµένως 1 1 333334
ε
  + =  

). Θέτουµε λοιπόν 

0
1 1n
ε
 = +  

. Τότε 0
1 n
ε
<  και  εποµένως, αν 0n n≥ ,  θα ισχύει  1 1n

n
ε

ε
< ⇒ < .  Άρα  

1
na

n
ε= < . 

Πράγµατι λοιπόν, έχουµε lim 0na = . 

 

Σηµείωση: Μια ακολουθία µε όριο το µηδέν λέγεται µηδενική. Άρα η ακολουθία του 

παραδείγµατoς 1 είναι µηδενική.  

 

2. Ας θεωρήσουµε τις ακολουθίες µε γενικούς τύπους 3
2n nβ =  και 1

n n
γ = . Θα 

αποδείξουµε ότι οι ακολουθίες ( )nβ  και ( )nγ είναι µηδενικές.  

Απόδειξη: α) Η ακολουθία ( )nβ : Αρχικά, θα αποδείξουµε ότι 2 3n n>  για κάθε 4n ≥ .  

Για 4n =  έχουµε 42 2 16n = =  και 3 3 4 12n = ⋅ = . Άρα η πρόταση ισχύει για 4n = . 

Έστω ότι 2 3k k> . Τότε 12 2 2 3 3 3 3 3( 1)k k k k k k k+ = + > + ≥ + = +  και άρα η πρόταση ισχύει 

για κάθε 4n ≥ . 

Εποµένως 3 3 1
2 3n n n n

β = < = , για κάθε 4n ≥ . Έστω λοιπόν 0ε > . Από το προηγούµενο 

παράδειγµα προκύπτει ότι υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα 1
n

ε<  για κάθε 0n n≥ . Αν λοιπόν 

0 0max{ ,4}n n′ = , τότε θα έχουµε 3 1
2n n n

β ε= < <  για κάθε 0n n′≥ . 

β) Η ακολουθία ( )nγ : Έστω 0ε > . Η σχέση 1| |n n
γ ε= <  είναι ισοδύναµη µε τη σχέση 

2
1 n
ε

< . Θέτουµε 0 2

1 1n
ε
 = +  

 και τελειώσαµε. 

3. Ας θεωρήσουµε την ακολουθία µε γενικό τύπο 3 2
2 1n
n
n

δ −
=

+
. Τότε 3lim

2nδ = . 

Απόδειξη: Κατ’ αρχάς έχουµε: 3 3 2 3 7 7 7
2 2 1 2 2(2 1) 2(2 1) 2 1n

n
n n n n

δ − −
− = − = = < <

+ + + +
 

7 7
2n n

< . Έστω 0ε > . Τότε και 0
7
εε ′ = > . Άρα υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα 1

n
ε ′<  για κάθε 

0n n≥ . Εποµένως 3 7 7
2n n

δ ε ε′− < < = , για κάθε 0n n≥ . 



 8

Σηµείωση: Αν στο προηγούµενο παράδειγµα παίρναµε ε αντί 
7
εε ′ = , θα καταλήγαµε σε µια 

σχέση της µορφής 3 7
2nδ ε− < . Αυτό όµως που έπρεπε να αποδείξουµε (σύµφωνα µε τον 

ορισµό) ήταν 3
2nδ ε− < . 

4. Ας θεωρήσουµε την ακολουθία µε γενικό τύπο 1nd n n= + − . Τότε lim 0nd = . Θα 

δείξουµε ότι η ακολουθία αυτή είναι µηδενική. 

Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι 
( ) ( )2 2

1 11
1 1n

n n n nd n n
n n n n

+ − + −
= + − = = =

+ + + +
 

1 1
1n n n

= <
+ +

 και προφανώς 0nd > . (Γιατί 1n n+ > ).  

Έστω 0ε > . Επειδή 1lim 0
n
= , (βλέπε παράδειγµα 2.2.3.2 (β)) υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα 

 1
n

ε< , για κάθε 0n n≥ . Άρα και 1| |n nd d
n

ε= < < , για κάθε 0n n≥ .  

5. Η ακολουθία ( 1) , 1,2,n
n nα = − = …  που θεωρήσαµε στη σελίδα ... δεν συγκλίνει.  

Απόδειξη: Πράγµατι, αν η ( )nα  συνέκλινε σ’ έναν πραγµατικό αριθµό α, τότε για 1
2

ε = , θα 

υπήρχε 0n  µε την ιδιότητα 1( 1)
2

n
nα α α− = − − <  για κάθε 0n n≥ . Αλλά αν 0n n≥ , τότε  

θα έχουµε 01n n+ > . Θα ισχύουν λοιπόν οι σχέσεις: 1( 1)
2

n α− − <  και 1 1( 1)
2

n α+− − < . 

Εποµένως 1 1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) | ( 1) | | ( 1) | 1
2 2

n n n n n nα α α α+ + +− − − = − − + − − ≤ − − + − − < + = . 

Αλλά, 1( 1) ( 1) ( 1) (1 ( 1)) 2 | ( 1) | 2n n n n+− − − = − − − = − = . Συνεπώς 2 1< , άτοπο.   

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να αποδείξετε µε τη βοήθεια του ορισµού του ορίου ότι οι παρακάτω ακολουθίες είναι 

µηδενικές: 

i)  2

1
1n n

 
 − + 

,   ii) 1
2 !n

 
 
 

,    iii) 
2

3

2 1n n

 
  + − 

, iv) ( )2lim 4 2 2n n+ −  

2. Να βρείτε µε τη βοήθεια του ορισµού του ορίου τα όρια: 

i)  3lim
3 1
n
n

− +
−

,   ii) 
2

2

6 3 1lim
3 2 4

n n
n n

− +
+ −

. 

3. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία ( )( 2)n−  δεν συγκλίνει. 
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2.3 Φραγµένες ακολουθίες 

2.3.1 Ορισµός 

i) Μια ακολουθία ( )nα  λέγεται άνω φραγµένη αν υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός s µε 

την ιδιότητα n sα ≤ , για κάθε 1,2,n = …  Ο αριθµός s λέγεται άνω φράγµα της ακολουθίας 

( )nα . 

ii) Μια ακολουθία ( )nα  λέγεται κάτω φραγµένη αν υπάρχει κάποιος πραγµατικός αριθµός t µε 

την ιδιότητα nt α≤ , για κάθε 1,2,n = …  Ο αριθµός t λέγεται κάτω φράγµα της ακολουθίας 

( )nα . 

iii) Μια ακολουθία ( )nα  λέγεται φραγµένη αν είναι άνω και κάτω φραγµένη, δηλαδή υπάρχουν 

πραγµατικοί αριθµοί t και s µε την ιδιότητα nt sα≤ ≤ , για κάθε 1,2,n = …  

 

2.3.2 Παρατήρηση  

Το άνω φράγµα, αν υπάρχει δεν είναι µοναδικό. Αν ο s είναι ένα άνω φράγµα, τότε και κάθε 

αριθµός µεγαλύτερος του s είναι επίσης ένα άνω φράγµα της ακολουθίας ( )nα . 

Οµοίως, το κάτω φράγµα µιας κάτω φραγµένης ακολουθίας δεν είναι µοναδικό. 

 

2.3.3 Παραδείγµατα  

1. Η ακολουθία 11 , 1,2,
2n n nα = − = …  είναι άνω φραγµένη και ένα άνω φράγµα είναι ο 

αριθµός 1. Είναι δε και κάτω φραγµένη και ένα κάτω φράγµα είναι το 1
2

. Εποµένως η ( )nα  

είναι φραγµένη. 

2. Η ακολουθία cos , 1,2,nb n n= = …   είναι φραγµένη γιατί 1 cos 1n− ≤ ≤  για κάθε 

1,2,n = … .  

3. Η ακολουθία 2n
nc = , 1,2,n = …  είναι κάτω φραγµένη (π.χ. από το 2). ∆εν είναι όµως άνω 

φραγµένη, καθώς το 2n  µπορεί να πάρει οσοδήποτε µεγάλες τιµές. 

 

2.3.4 Ορισµός 

Μια ακολουθία ( )nα  λέγεται απολύτως φραγµένη αν υπάρχει πραγµατικός (µη αρνητικός) 

αριθµός l µε την ιδιότητα | |n lα ≤ , για κάθε 1,2,n = …   
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2.3.5 Πρόταση  

Μια ακολουθία είναι φραγµένη αν και µόνον αν είναι απολύτως φραγµένη. 

Απόδειξη: Επειδή | |n nl l lα α≤ ⇔ − ≤ ≤ , µια απολύτως φραγµένη ακολουθία είναι 

φραγµένη.  

|s|=s|t|
|t|

-t = max{|s|, |t|}

O

s

t

 

Αποµένει να δείξουµε ότι µια φραγµένη ακολουθία είναι και απολύτως φραγµένη.  

Έστω nt sα≤ ≤ , για κάθε 1,2,n = …  Θέτουµε max{| |,| |}l s t= . Τότε | |l t t≥ ≥ −  και συνεπώς 

nl t α− ≤ ≤ . Επίσης, | | nl s s α≥ ≥ ≥ . Άρα | |n nl l lα α− ≤ ≤ ⇔ ≤ .■ 

 

Η επόµενη πρόταση συνδέει την έννοια της συγκλίνουσας ακολουθίας µε αυτήν της 

φραγµένης. 
 

2.3.6 Πρόταση  

Μια ακολουθία που συγκλίνει σ’ έναν πραγµατικό αριθµό είναι φραγµένη. 

Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι nα α→ . Ας θεωρήσουµε ένα 0ε >  (π.χ. 1ε = ). Τότε υπάρχει 

0n  µε την ιδιότητα | |nα α ε− < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως nε α α ε− < − < ⇔  

nε α α ε α− + < < + , για κάθε 0n n≥ . 

Έστω 
01 1max{| |, ,| |,| |,| |}nl α α α ε α ε−= − +… .  

Αν 01 1n n≤ ≤ − , τότε | |n lα ≤ .  

Έστω τώρα 0n n≥ . Τότε, η σχέση | |l α ε α ε≥ − ≥ − +  (από τον ορισµό του l) συνεπάγεται ότι 

l ε α− ≤ − + . Αλλά  γνωρίζουµε ότι nε α α− + < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως nl α− < . 

Οµοίως, έχουµε | | nl α ε α ε α≥ + ≥ + > , δηλαδή n lα < . Εποµένως  | |n nl l lα α− ≤ ≤ ⇔ ≤ .■ 
  

2.3.7 Παρατήρηση 

Το αντίστροφο της πρότασης 2.3.6 δεν ισχύει. Για παράδειγµα, η ακολουθία 

( 1) , 1,2,n
n nα = − = …  είναι φραγµένη (εφόσον | | 1nα = ) αλλά, όπως είδαµε στο παράδειγµα 

2.2.3.5 δεν συγκλίνει. 
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2.3.8 Παραδείγµατα 

1. Να αποδειχθεί ότι οι ακολουθίες µε γενικούς τύπους  

i) 
2

2

3 2
1n

n n
n n

α + +
=

− +
     και     ii) ( ) ( ) ( )2 11 1 1

2 2 21 n
nβ

−
= + − + − + + −  

είναι φραγµένες. 

Απόδειξη: i) Έχουµε 2 1 ( 1) 1 1 0n n n n− + = − + ≥ > , για κάθε 1,2,n = … . Εποµένως 
2

2

3 2
1n

n n
n n

α + +
=

− +
, για κάθε 1,2,n = … .  Η ( )nα  είναι λοιπόν κάτω φραγµένη. Θα δείξουµε ότι 

είναι και άνω φραγµένη: Αν 
2

2

3 20
1n

n n
n n

α σ+ +
≤ = ≤

− +
, για κάποιον αριθµό σ, τότε 

2 23 2 (n n nσ+ + ≤ 21) ( 3) ( 1) 2 0n n nσ σ σ− + ⇔ − − + + − ≥ . Για 1n =  παίρνουµε 6σ ≥ .  

Θέτουµε 6σ = . Θα αποδείξουµε ότι 
2

2

3 2 6
1n

n n
n n

α + +
= ≤

− +
. Έχουµε 

2

2

3 2 6
1

n n
n n

+ +
≤ ⇔

− +
 

2 2 23 2 6( 1) 3 7 4 0n n n n n n⇔ + + ≤ − + ⇔ − + ≥ . Τώρα, το τριώνυµο 23 7 4x x− +  έχει ρίζες 

το 1 και το 4 2
3
< . Εποµένως, για 2n ≥  θα έχουµε 23 7 4 0n n− + > , ενώ για 1n =  έχουµε 

23 7 4 0n n− + = . 

ii) Ξέρουµε ότι ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2 1 21 1 1 1

2 2 2 21
2

1 21 1
1 3

n
n n

nβ
− − −  = + − + − + + − = = − − − −

.  

Εποµένως ( )1 1
2 2

2 21 1
3 3

n n
nβ  = − − ≤ + − = 

2 1 2 41 (1 1)
3 2 3 3n
 + < + =  

. 

2. ∆ίνονται οι αναδροµικές ακολουθίες:   

i) 1
2 3
3 2

n
n

n

α
α

α+

+
=

+
 και 1

1
2

α = .       ii) 1 2n nα α+ = +  και 1
3
2

α = . 

Να δειχθεί ότι αυτές είναι φραγµένες. 

Απόδειξη: i) Κατ’ αρχάς 0nα > , για κάθε 1,2,n = …  Ακόµη, 1
1 3
2 2

α = < . Έστω 3
2nα < . 

Τότε 
2 2 4
3 3 3

1 0

3 2 32 3 2 5 1 2 5 1 30
3 2 3 2 3 3 3 2 3 3 2 2n

nn
n

n n n
α

αα
α

α α α+ >

⋅ + ⋅ + −+
< = = = + ⋅ < + ⋅ =

+ + +
. Εποµένως 

3
2nα < , για κάθε 1,2,n = … .  

ii)  Έστω ότι nα σ< . Για να είναι το σ ένα άνω φράγµα θα πρέπει και 1 2n nα α σ+ = + < . 

Εφόσον 2 2nα σ+ < + , αρκεί να έχουµε: 22 2 0σ σ σ σ+ ≤ ⇒ − − ≥ ⇔  

( 2)( 1) 0σ σ⇔ − + ≥ ⇔ 1 2σ− ≤ ≤ .  
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Θέτουµε λοιπόν 2σ = . Παρατηρούµε ότι: 1
3 2
2

α σ= < = . Αν τώρα 2nα < , τότε 

1 2n nα α+ = + < 2 2 2+ = . Άρα 2nα < , για κάθε 1,2,n = …  

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. ∆ίνονται οι ακολουθίες 
2

2

3 2 1
2 2n
n n
n n

α + −
=

− +
και 2 2 22 ( 1)

3 9 3
n

n nβ = − + − + − , 1,2,n = …  Να 

δείξετε ότι είναι φραγµένες. 

2. ∆ίνονται οι ακολουθίες που ορίζονται από τις σχέσεις: i) 1
5 1
2 5

n
n

n

α
α

α+

+
=

+
, 1 1α =  και ii) 

1 1 2n nβ β+ = + , 1 2β = . Να δείξετε ότι είναι φραγµένες. 

 

 

2.4 Κανόνες υπολογισµού ορίων ακολουθιών 

 

Το να υπολογίζει κανείς όρια ακολουθιών µε βάση τον ορισµό του ορίου, είναι συνήθως µια 

αρκετά επίπονη διαδικασία. Στην παράγραφο αυτή θα γνωρίσουµε κάποιους βασικούς 

κανόνες, οι οποίοι απλουστεύουν τα πράγµατα.  

 

2.4.1 Πρόταση  

i) Αν nα α= ∈  για κάθε 1,2,n = … , τότε lim nα α= . 

ii) Αν lim nα α=  και lim nβ β= , τότε lim( )n nα β α β+ = + . 

iii) Αν lim nα α=  τότε lim | | | |nα α= . 

iv) Αν lim nα α=  και λ∈ , τότε lim( )nα αλ λ= . 

Απόδειξη: i) Η απόδειξη είναι άµεση, αφού | | 0nα α ε− = <  για κάθε 1,2,n = …  

ii) Παρατηρούµε ότι | ( ) ( ) |n nα β α β+ − + = | ( ) ( ) | | | | |n n n nα α β β α α β β− + − ≤ − + − .  

Έστω 0ε > . Θα πρέπει να επιλέξουµε το n, ώστε | | | |n nα α β β ε− + − < , για κάθε 

αρκούντως µεγάλο n. Αν καθένας από τους όρους | |nα α−  και || |nβ β−  είναι µικρότερος 

του / 2ε , τότε θα έχουµε επιτύχει το επιθυµητό αποτέλεσµα. Γι’ αυτό, θέτουµε / 2 0ε ε′ = > .  

Εφόσον lim nα α= , υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε | |nα α ε ′− < , για κάθε 0n n≥ .  

Οµοίως υπάρχει θετικός ακέραιος 0n′  µε | |nβ β ε ′− <  για κάθε 0n n′≥ .  
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Αν 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= , τότε για κάθε 0n n′′≥ , θα ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις | |nα α ε ′− <  

και | |nβ β ε ′− < . Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε | | | |n nα α β β ε ε ε′ ′− + − < + = , για 

κάθε 0n n′′≥ . 

iii) Έστω 0ε > . Τότε υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε | |nα α ε− <  για κάθε 0n n≥ . Από τη 

σχέση | | | | | |n nα α α α− ≤ −  προκύπτει ότι  || | | ||nα α ε− <  για κάθε 0n n≥ . 

iv) Αν 0λ =  τότε lim( ) lim0 0nα αλ λ= = = .  

Αν 0λ ≠ , θεωρούµε 0ε > . Τότε 0
| |
εε
λ

′ = >  και υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε 

| |nα α ε ′− < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως | | | || | | |n nλα λα λ α α λ ε ε′− = − < = , για κάθε 

0n n≥ .■ 
 

2.4.3 Λήµµα 

Αν η ακολουθία ( )nα  είναι φραγµένη και η ακολουθία ( )nβ   είναι  µηδενική, τότε η ακολουθία  

( )n nα β  είναι µηδενική. 

Απόδειξη: Εφόσον η ( )nα  είναι φραγµένη, υπάρχει 0l >  µε | |n lα ≤  για κάθε 1,2,n = …  

Θεωρούµε ένα 0ε > . Τότε 0
l
εε ′ = > . Επειδή η ( )nβ  είναι µηδενική, υπάρχει 0n , τέτοιο 

ώστε nβ ε ′< , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως | | | || |n n n n lα β α β ε ε′= < = , για κάθε 0n n≥ .■ 

 

2.4.4 Πρόταση  

i) Αν lim nα α=  και lim nβ β= , τότε lim( )n nα β αβ= . 

ii) Αν lim nα α=  και lim nβ β= , µε 0nβ ≠  και 0β ≠ , τότε lim n

nβ β
α α 

= 
 

. 

iii) Αν lim nα α= , µε 0nα ≥ , για κάθε 1,2,n = …  και 0α ≥ ,  τότε  lim nα α= . 

Γενικότερα,   αν   k  είναι  ένας  σταθερός  θετικός   ακέραιος,   τότε lim kk
nα α= . 

Απόδειξη: i) Η ( )nα  είναι συγκλίνουσα και άρα φραγµένη (πρόταση 2.3.6).  

Εφόσον nβ β→ , η ( )nβ β−  είναι µηδενική.  

Από το λήµµα 2.4.3 συµπεραίνουµε ότι lim[ ( )] 0n nα β β− = .  

Επίσης, lim[( ) ] lim[ ] 0n nα α β α αβ− = − =  (πρόταση 2.4.1.vi).  

Εποµένως lim( ) lim[ ( )] lim[( ) ] 0 0 0n n n n nα β αβ α β β α α β− = − + − = + =  και άρα lim( )n nα β =  

αβ= . 
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*[ii)  Παρατηρούµε ότι | |
| || |

n n n

n nβ β
α βα αβα

β β
−

− = . Το όριο του αριθµητή είναι | | 0βα αβ− =  

((ii) και (iv) της πρότασης 2.4.1) και συνεπώς, ο αριθµητής µπορεί να γίνει όσο θέλουµε 

µικρός. Η ύπαρξη όµως του | |nβ  στον παρανοµαστή δηµιουργεί δυσκολίες καθώς, για να 

είναι το κλάσµα µικρότερο του ε, θα πρέπει το | |nβ  να είναι µεγαλύτερο από κάποιον 

αριθµό. Ας δούµε το επόµενο σχήµα: 

βn
-|β|/2

β
O

|β|/2
 

Εφόσον lim nβ β= , οι όροι της ακολουθίας ( )nβ  συσσωρεύονται σε ένα ανοικτό διάστηµα  

που δεν περιέχει το µηδέν. Μια ικανή απόσταση από το µηδέν είναι ο αριθµός | | 0
2
β

> . 

Εφόσον λοιπόν lim nβ β= , υπάρχει 0n , τέτοιο ώστε | | / 2nβ β β− < , για κάθε 0n n≥ . Αλλά 

n n nβ β β β β β− ≤ − ≤ −  και εποµένως / 2 / 2n nβ β β β β− < ⇔ < , για κάθε 

0n n≥ . Τώρα συνυπολογίζουµε και το γεγονός ότι 0n nβα αβ− → . Υπάρχει λοιπόν 0n′ , 

τέτοιο ώστε 2| | | | / 2n nβα αβ β ε− < . (Η χρήση του συντελεστή 2| | / 2β  δικαιολογείται στη 

συνέχεια).  

Αν λοιπόν 0n n′′≥ , όπου 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= , τότε 
2| | | | / 2

| || || | | |
2

n n n

n nβ β
α βα αβα β ε ε

ββ β β

−
− = < =  και 

τελειώσαµε. 

iii)  Εδώ διακρίνουµε δύο περιπτώσεις: α) 0α = : Έστω 0ε > . Eφόσον, 0nα → , υπάρχει 0n  

µε 0 k k
n nα ε α ε≤ < ⇔ < , για κάθε 0n n≥ . Άρα lim 0k

nα = . 

β) 0α > : Χρησιµοποιούµε την ταυτότητα:  
1 2 3 2 2 1( )( )k k k k k k kx y x y x x y x y xy y− − − − −− = − + + + + + . 

Αν θέσουµε k
nx α=  και ky α= , θα πάρουµε: 

1 2 3 2 2 1( )( )kk k k k kk k k k kk
n n n n n nα α α α α α α α α α α α− − − − −− = − + + + + + . 

Εφόσον lim nα α= , θα υπάρχει 0n , τέτοιο ώστε 
2n
αα α− < , για κάθε 0n n≥ . Από τη σχέση 

αυτή παίρνουµε, όπως στο όριο πηλίκου, 
2n
αα > , για κάθε 0n n≥ .   

Αν λοιπόν i είναι ένας ακέραιος από 0 έως 1k − , τότε θα έχουµε: 
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1 1 1 1
1

1 1 µεγαλώνουµε
τον παρονοµαστή2

2 22 2n

k k kk i k k k
k i i ik k
n k i k kk i kαα

α α α αα α α
− − − − −

− −
− − − −>

> = ≥ = , για κάθε 0n n≥ . 

Εποµένως, 1 2 3 2 2 1

2
kk k k k kk k k k

n n n n
kα α α α α α α α− − − − −+ + + + + ≥ 1k kα − , απ’ όπου  

1 2 2 2 1 1| | | || | | |
2

k kk k k k kk kk k kk k
n n n n n n

kα α α α α α α α α α α α α− − − − −− = − + + + + ≥ −  και 

εποµένως 
1

2 | || |k nk
n k kk

α α
α α

α −

−
− ≤ , για κάθε 0n n≥ . Σχεδόν τελειώσαµε! 

Έστω τώρα 0ε > . Υπάρχει 0n′ , τέτοιο ώστε nα α− < 11
2

k kkε α − , για κάθε 0n n′≥ . Θέτουµε 

0 0 0max{ , }n n n′′ ′= . Τότε, για κάθε 0n n′′≥  θα έχουµε: 

0 0

1

1 1

122 | | 2| |
k k

k nk
n k kk kn n n n

k

k k

ε αα α
α α ε

α α

−

− −′≥ ≥

⋅−
− ≤ < = .■] 

 

Η συνθήκη 0α ≥  στο iii) της πρότασης 2.4.4 είναι περιττή, όπως προκύπτει από την επόµενη 

πρόταση: 

 

2.4.5 Πρόταση 

Υποθέτουµε ότι n nα β≥ ,  για κάθε n m≥ , όπου  m  σταθερός  θετικός ακέραιος. Αν lim nα α=   

και lim nβ β= , τότε α β≥ .  

Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι α β< . Θέτουµε 0
2

β αε −
= >  (δείτε την απόδειξη της πρότασης 

2.2.2). Εφόσον lim nα α= , υπάρχει ένας 0n , τέτοιος ώστε | |nα α ε− < , για κάθε 0n n≥ . 

Παρόµοια, υπάρχει ένας 0n′  τέτοιος ώστε nβ β ε− <  για κάθε 0n n′≥ . Θέτουµε 

0 0 0max{ , , }n n n m′′ ′= . Τότε, για κάθε 0n n′′≥ , θα συναληθεύουν οι σχέσεις: | |nα α ε− < , 

nβ β ε− <  και n nα β≥ .  

Αλλά, από τις σχέσεις | |nα α ε− <  και nβ β ε− <  προκύπτουν αντίστοιχα οι σχέσεις 

nα α ε< +  και nε β β− + < . Εποµένως 2 0n nβ α β ε α ε β α ε− > − − − = − − = . Άρα 

n nβ α> , το οποίο όµως είναι άτοπο γιατί ξέρουµε ότι n nα β≥ , για κάθε n m≥ .■ 

 

Αν θέσουµε 0nβ =  στην πρόταση 2.4.5, θα πάρουµε lim 0nα ≥ . Η συνθήκη λοιπόν 0α ≥  

στο iii) της πρότασης 2.4.4 είναι περιττή. 

Η επόµενη πρόταση µας επιτρέπει να συµπεράνουµε τη σύγκλιση µιας ακολουθίας, όταν 

αυτή εγκλωβίζεται µεταξύ δύο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών. 
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2.4.6 Πρόταση (Κριτήριο παρεµβολής) 

Έστω ότι n n nγ βα ≤ ≤  για κάθε n m≥ , όπου m σταθερός θετικός ακέραιος. Υποθέτουµε επίσης 

ότι nα α→  και nβ α→ . Τότε, nγ α→ .  

Απόδειξη: Έστω 0ε > . Εφόσον lim nα α= , υπάρχει ένας 0n , τέτοιος ώστε | |nα α ε− <  για 

κάθε 0n n≥ . Άρα, αν  0max{ , }n n m≥ , τότε n n nγ α α α α α ε− ≥ − ≥ − − > − . 

Εφόσον lim nβ α= , υπάρχει ένας 0n′ , τέτοιος ώστε | |nβ α ε− <  για κάθε 0n n′≥ . Άρα 

| |n n nγ α β α β α ε− ≤ − ≤ − < , για κάθε 0max{ , }n n m′≥ . 

Αν τώρα 0 0 0max{ , , }n n n m′′ ′=  και 0n n′′≥ , τότε θα ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις nγ α ε− > −  

και nγ α ε− < , δηλαδή | |n nε γ α ε γ α ε− < − < ⇔ − < .■ 

 

2.4.7 Παραδείγµατα 

1. Να υπολογιστεί το 1lim kn
, όπου k θετικός ακέραιος. 

Λύση: Έχουµε 1 10 kn n
< ≤ . Γνωρίζουµε όµως από το παράδειγµα 2.2.3.1 ότι 1lim 0

n
= . 

Σύµφωνα µε το κριτήριο παρεµβολής, θα έχουµε 1lim 0kn
= . 

2. Να υπολογιστεί το coslim n
n

. 

Λύση: Έχουµε | cos | 1n ≤ , για κάθε 1,2,n = … , δηλαδή η ακολουθία (cos )n  είναι φραγµένη. 

Επειδή η ακολουθία 1
n

 
 
 

 είναι µηδενική, έπεται ότι και η ακολουθία cos n
n

 
 
 

 είναι µηδενική 

(λήµµα 2.4.3), δηλαδή, coslim 0n
n

= . 

3. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια: 

i)  7 4lim
3 1

n
n

− +
+

,  ii) 
2

2

3 5 7lim
4 2 1
n n
n n
− +
+ −

 , iii)  
3 2

3

6 11 10lim
2 3

n n
n n
+ −
+ +

, 

iv)  
23 2lim n

n
− 

 
 

, v)  2

1 2lim
1

n
n

+ + +
+

, vi)  2

( 1)lim
2 1

n n
n
−

−
, 

vii) cos 3sin 4lim
2 1
n n

n
+

−
 , viii) 

2

2

4 1lim
9 2

n n
n n

+ −
− +

 , ix)  3
27 1lim
8 3

n
n
−
+

, 

x) ( )2 2lim 1 1n n n+ − − + , xi) ( )lim 1n n n + −   xii)  1lim ( 1 )
2

n n n
 

+ + − 
 

, 

xiii) ( )3 3lim 1n n+ −    

Λύση: i) Για να υπολογίσουµε το όριο 7 4lim
3 1

n
n

− +
+

 θα πρέπει να εφαρµόσουµε τον κανόνα 

του πηλίκου. Επειδή όµως οι ακολουθίες ( 7 4)n− +  και (3 1)n +  δεν  συγκλίνουν,  
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(απειρίζονται αρνητικά και θετικά αντίστοιχα)  χρειάζεται  µια µικρή τροποποίηση στο 

κλάσµα. Έχουµε λοιπόν: 

4 47 77 4lim lim lim 113 1 33

n
n n n
n n

nn

 − + − + − +  = =
+   ++ 

 

.  

Επειδή 4 1lim lim 0
n n
= = , (είναι 4lim 0

n
=  γιατί 1lim 0

n
= , σύµφωνα µε το (iv) της πρότασης 

2.4.1) 7 4lim
3 1

n
n

− +
=

+

4 4lim 7 7 lim 7 0 7
11 3 0 33 limlim 3

n n

nn

 − + − +  − +  = = = −
+  ++ 

 

. 

ii) Την ίδια µέθοδο ακολουθούµε και εδώ:  
2

2 2 2

2
2

22

5 7 5 73 33 5 7lim lim lim 2 12 14 2 1 44

n
n n n n n n
n n n

n nn n

 − + − + − +  = = =
+ −   + −+ − 

 

2

2

5 73 lim lim

2 14 lim lim

n n

n n

− +
=

+ −
 

3 0 0 3
4 0 0 4
− +

= =
+ −

, γιατί 1lim kn
 (παράδειγµα 2.4.7.1). 

iii) 
3 2 3 3

3

2 3 2 3

11 10 11 106 6 lim lim6 11 10 6lim lim 31 3 1 32 3 22 2 lim lim

n n n n n n
n n

n n n n

+ − + −+ −
= = = =

+ + + + + +
. 

iv)  
2 2 2

23 2 3 2 2lim lim 3 lim 3 9n n
n n n
− −     = = − = =     

     
. 

v) Γνωρίζουµε ότι ( 1)1 2
2

n nn +
+ + + = . Εποµένως, 2 2

1 2 ( 1)lim lim
1 2( 1)

n n n
n n

+ + + +
= =

+ +
  

2

2

2

111 1 1 1 0 1lim lim 12 1 2 2 1 0 21

n n n
n

n

++ +
= = = ⋅ =

+ ++
. 

Σηµείωση: Όπως είδαµε στα παραδείγµατα (i)-(v), το όριο ρητής παράστασης του n, όπου ο 

βαθµός του αριθµητή και του παρονοµαστή είναι ίσοι, είναι ίσο µε το πηλίκο των 

συντελεστών των µεγιστοβάθµιων όρων. 

vi)   2

2

( 1)
( 1)lim lim 12 1 2

n

n n n
n

n

−
−

=
− −

.      Επειδή   η  ακολουθία ( 1) , 1,2,n n− = …    είναι   φραγµένη    

και η 1 , 1,2,n
n

= …  µηδενική, θα έχουµε ( 1)lim 0
n

n
−

=  (λήµµα 2.4.3). Εποµένως 

2

( 1)lim
2 1

n n
n
−

=
−

2

( 1)lim

12 lim

n

n

n

−

−

0 0
2 0

= =
−

. 
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vii) 

cos sin 4 cos sin 43 lim 3lim
cos 3sin 4lim lim 1 12 1 2 2 lim

n n n n
n n n n n n

n
n n

+ +
+

= =
− − −

. Επειδή οι ακολουθίες 

(cos )n  και (sin 4 )n  είναι φραγµένες και η 1
n

 
 
 

 µηδενική, θα έχουµε 

cos sin 4lim lim 0n n
n n

= = . Εποµένως cos 3sin 4 0 3 0lim 0
2 02 1

n n
n
+ + ⋅

= =
−−

. 

Σηµείωση: Αν στο παραπάνω κλάσµα διαιρούσαµε αριθµητή και παρονοµαστή µε το n αντί 

του n , τότε, παίρνοντας το όριό τους, και οι δύο όροι του κλάσµατος θα µηδενίζονταν, µε 

αποτέλεσµα να πάρουµε κλάσµα της µορφής 0
0

 που δεν ορίζεται (απροσδιοριστία). 

viii) 
2 2

2 2

4 1 4 1lim lim
9 2 9 2

n n n n
n n n n

+ − + −
=

− + − +
 (πρόταση 2.2.4 (iii)). Τώρα, 

2

2

4 1lim
9 2

n n
n n

+ −
=

− +
4
9

, 

σύµφωνα µε τη σηµείωση µετά το παράδειγµα (v). Άρα 
2

2

4 1 4 2lim
9 2 9 3

n n
n n

+ −
= =

− +
. 

ix) 3 3 3
27 1 27 1 27 3lim lim
8 3 8 3 8 2

n n
n n
− −

= = =
+ +

. 

x) Εδώ εφαρµόζουµε το τέχνασµα του πολλαπλασιασµού µε τη συζυγή παράσταση: 

( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 22 2

1 1 1 1
lim 1 1 lim

1 1

1 1 ( 1) ( 1) 2lim lim lim
1 1 1 1 1 1

2 2 21 1 1 lim
lim lim

1 1 1 11 1 1 1 1 lim 11 1

n n n n n n
n n n

n n n

n n n n n n n
n n n n n n n n n

n
n n n

n
n n nn n n

+ − − + + − + +
+ − − + = =

+ − + +

+ − − + + − − + −
= = =

+ − + + + − + + + − + +
 − − − 
 = = =

 
+ − + + ++ − + + 

 
2 2

2 22 2

1 1lim 1

1 0 1 1
1 1 1 1 0 0 1 01 1 1 1 lim lim 1 limlim 1 lim 1

1
2

n n n

n n nn n n

− + +

−
= = =

+ − + +    + − + ++ − + +   
   

=

 

xi) ( ) ( ) ( )( )2 2

2

2
lim 1 lim lim

n n n n n n
n n n n n n

n n n

+ − + +
 + − = + − = =  + +

 

( )2
2 2

2 2

2 2 2
lim lim lim lim

11 1

n n n n n n n n
n n n n n n n n n n

n

+ − + −
= = = = =

 + + + + + + + + 
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1 1 1 1lim
21 1 1 0 11 1 1 lim 1

n n

= = = =
+ +

+ + + +
 

xii) 
2 21 1 ( 1) ( ) 1 1( 1 )

2 2 21 1
n n n nn n n n n

n n n n
+ − + −

+ + − = + = + =
+ + + +

1
2

1

n

n n

+

+ +
.  

∆ιαιρούµε αριθµητή και παρονοµαστή µε n  και παίρνουµε 

11 1 0 12
21 1 0 11 1

n

n

+ +
→ =

+ +
+ +

. 

xiii) Εδώ χρησιµοποιούµε την ταυτότητα: 
3 3

2 2

x yx y
x xy y

−
− =

+ +
, όπου 3 1x n= +  και 3y n= . 

Έχουµε: ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
3 3

3 3
2 2

3 3 3 3

1
lim 1 lim

1 1

n n
n n

n n n n

+ −
+ − = =

+ + + +
  

( ) ( )2 23 23 3

( 1)lim
1

n n

n n n n

+ −
= =

+ + + + ( ) ( )2 23 23 3

1lim
1n n n n

=
+ + + +

  

3 2

2 3 23

3 3 2

1

lim
1 1

n
n n n

n n

= =
 + +

+ + 
 

2

3

2

3 3

1

lim
1 11 1 1

n

n n

 
 
  =

 
+ + + + 

 

 

2

3

2

3 3

1lim

1 1lim 1 lim 1 1

n

n n

 
 
 = =

 
+ + + + 

 
( )

2

2
3 3

0 0 .
1 0 1 0 1

=
+ + + +

 

4. Να δειχθεί ότι: 

2 2 2

1 1 1lim 1
1 2n n n n

 
+ + + = 

+ + + 
. 

Απόδειξη:  

Έχουµε:
2 2 2 2 2 2 2

φορές

1 1 1 1 1 1
1 2

n

n
n n n n n n n n n n n n

+ + + ≥ + + + =
+ + + + + + +

. 

Επίσης, 
2 2 2 2 2 2 2

φορές

1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1

n

n
n n n n n n n n

+ + + ≤ + + + =
+ + + + + + +

. 

Παρατηρούµε ότι 
2

1lim lim 1
11

n
n n

n

= =
+ +

 και 
2

2

1lim lim 1
11 1

n
n

n

= =
+ +

. 

Με βάση λοιπόν το κριτήριο παρεµβολής παίρνουµε: 
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2 2 2

1 1 1lim 1
1 2n n n n

 
+ + + = 

+ + + 
. 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να υπολογίσετε τα επόµενα όρια: 

i) 
3 2

3

3 2 1lim
1

n n
n n

− + −
+ +

,  ii) 2lim 3
3n

 + 
 

, iii)  
2

3lim
n n+

    iv) 2 1lim
4 4

n
n

− +
+

   

v).  ( )2 2lim 2 1 2n n n n+ − − + και vi) 2 2 2 2

1 1 1 1lim
( 1) ( 2) (2 )n n n n

 
+ + + + + + 

. 

2. Να υπολογίσετε τα επόµενα όρια: 

i)  3 5lim
6 2

n
n
+
−

,  ii) 
2

2

2 2lim
2 1

n n
n n
⋅ + −
− +

 , 

iii) 
22

2

1lim
2 5

n n
n

 + −
 + 

 iv) 
4 3 2

4 3

3 4 9lim
5 2 1
n n n
n n n
− + +
+ + +

 

v) 
2 2 2

3 2

1 2lim
1

n
n n
+ + +

+ +
,  vi) 3 4lim

2 1
n
n

− +
+

, 

vii) 
32 5lim

2
n
n
+ 

 − + 
 , viii)  

2

3

( 1)lim
4 1

n n
n
−

−
 

ix) 
3

sin(3 ) cos(2 )lim
6
n n
n n
−
−

 x) 
2

2

16 5lim
9 3 2

n
n n

+
− +

 

xi) 
3

3
3

125lim
27 6 2

n n
n n

+
− +

 xii) 
3 2

5
3 2

32 3 2 1lim
243 7 5
n n n

n n
+ − −

− +
 

xiii) ( )lim 2 1 3n n n + + −  , xiv) ( )2 2 2lim 1 3 1 3n n n n n + + + − +  
 

xv) 4 2lim 1n n + − 
 

 

 

3. Να βρεθεί το όριο: 2 2 2 2

1 2 3 1lim
( 1) ( 2) (2 )

n
n n n n

 +
+ + + + + + 

. 

4. Να βρεθεί το όριο: 2 2 2 2lim
1 2 3

n n n n
n n n n n

 + + + + + + + + 
. 
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2.5 Ειδικές µορφές ορίων 

Η ανισότητα του Bernoulli (παράδειγµα 1.8.1.5), παίζει σηµαντικό ρόλο στον υπολογισµό 

ορίων ειδικής µορφής. 

 

2.5.1 Πρόταση  

Υποθέτουµε ότι ο θ είναι ένας πραγµατικός αριθµός µε 1θ > − . Τότε, για κάθε 1,2,n = …  

ισχύει:  (1 ) 1n nθ θ+ ≥ + . 

 

2.5.2 Πρόταση  

Έστω x ένας πραγµατικός αριθµός µε | | 1x < . Τότε lim( ) 0nx = . 

Απόδειξη: Αν 0x = , τότε 0nx = , για κάθε 1,2,n = …  Άρα lim( ) 0nx = .  

Έστω | | 0x > . Εφόσον | | 1x <  θα έχουµε 1 1
| |x

> . Εποµένως ο αριθµός 1 1
| |x

θ = −  είναι 

θετικός.  

Έχουµε: 1 (1 ) 1
| |

n
n n n

x
θ θ θ= + ≥ + > , σύµφωνα µε την ανισότητα του Bernoulli. Άρα 

1 10 | |nx
nθ

< < ⋅ . Αλλά 1 1 1 1lim lim 0
n nθ θ

 ⋅ = = 
 

. Με βάση το κριτήριο παρεµβολής, 

παίρνουµε lim | | 0nx = . Αυτό, απ’ τον ορισµό του ορίου είναι ισοδύναµο µε το ότι 

lim( ) 0nx = .■ 

 

2.5.3 Παραδείγµατα 

1. Να υπολογιστούν τα όρια: i) 
2

2

3 1lim
4 1 3

n

n

n n
n n

 −  − + −   + +   
 και ii) 

1

1

2 ( 5)lim
7 ( 1)

n n

n n

−

+

 + −
 + − 

. 

Λύση: i) 
2

2

113 1 3 1lim lim lim lim1 14 1 3 4 31

n n

n n

n

n n n
n n

n n

− −    − + − = − + − =     + +      + +
 

1 00 0 0
1 0 0

−
= − + ⋅ =

+ +
. 

ii)  ∆ιαιρούµε αριθµητή και παρονοµαστή µε τη δύναµη µε τη µεγαλύτερη βάση. Έχουµε: 

1

1

2 1 5 2 1 5lim lim
2 ( 5) 0 07 5 7 7 5 7lim lim 0
7 ( 1) 7 01 17 7 lim

7 7

n n n n

n n

n nn n

−

+

        − − − − −         + − −        = = = =   + − +     + − + −         

. 
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2. Θεωρούµε την ακολουθία ( )na , που ορίζεται από την αναδροµική σχέση 1
1 2
3n na a+ = − +  

και την αρχική συνθήκη 1 1a = . Να βρεθεί το όριό της. 

Λύση: Θέτουµε στο n διαδοχικά τις τιµές 1, 2, 3, ...., n και παίρνουµε τις επόµενες σχέσεις: 
1

2 13
1

3 23

1
1 23

1
13

1
1 3

2

2

2

2

2

n n

n n

n n

a a

a a

a a

a a

a a

− −

−

+

 = − +


= − +


 = − +
 = − +
 = − +

 

Πολλαπλασιάζουµε την προτελευταία σχέση µε 1
3− , την αµέσως προηγούµενη µε ( )21

3− , την 

προηγούµενη απ’ αυτή µε ( )31
3−  κτλ, για να καταλήξουµε στη δεύτερη σχέση που θα την 

πολλαπλασιάσουµε µε ( ) 21
3

n−
−  και την πρώτη µε ( ) 11

3
n−

− . (Ο κανόνας είναι: ο εκθέτης του 

1
3−  συν τον δείκτη του όρου στο δεξί µέλος της αντίστοιχης σχέσης να ισούται µε n). 

Παίρνουµε έτσι τις σχέσεις: 

( ) 11
23

n
a

−
− ( ) ( )

( )

11 1
13 3

21
33

2
n n

n

a

a

−

−

= − + ⋅ −

− ( ) 11
23

n
a

−
= − ( )

( )

21
3

21
13

2
n

na

−

−

+ ⋅ −

− ( )31
23 na −= − ( )21

3

1
3

2

na

+ ⋅ −

− ( )21
13 na −= − ( )1

3

1
1 3

2

n na a+

+ ⋅ −

= − 2














+

 

Προσθέτοντας κατά µέλη και διαγράφοντας τους κοινούς όρους, παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 2 11 1 1 1 1
1 13 3 3 3 3

1
2 2 1 31 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 1
3

2 2 2 2 2

1
2 1 2

1

n n n
n

n
n n n n

a a
− −

+

− −

= − + + − + − + + − + − =

− −
= − + − + − + + − + − = − + ⋅

− −

 

Θέτοντας 1n −  αντί n, παίρνουµε ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 11 1

1 13 31 1
3 31

3

1 1
2

31

n n
n n

na
− −

− −− − − −
= − + ⋅ = − +

− −
. 

Εποµένως, ( ) ( ) 11
1 31

3

1 lim 1lim lim
3 3

n
n

na
−

− − −
= − + =  (επειδή ( ) 11

3lim 0
n−

− = ).  

3. ∆ίνεται η ακολουθία ( )nα , η οποία ορίζεται από τις σχέσεις: 1α α= , 2α β=  και 

2 12 n n nα α α+ += + . Να βρεθεί το lim nα . 
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Λύση: Έχουµε 2 1 2 1 2 1 12 2 2 2n n n n n n n n n nα α α α α α α α α α+ + + + + + += + ⇔ − = ⇔ − = − . Αν 

θέσουµε 1n n nδ α α+= − , θα πάρουµε 1 1
12
2n n n nδ δ δ δ+ += − ⇔ = − . Η ( )nδ  είναι λοιπόν 

γεωµετρική πρόοδος µε λόγο 1
2

−  και πρώτο όρο 1δ β α= − . Ο γενικός τύπος της είναι 

11 ( )
2

n

nδ β α
−

 = − − 
 

. 

Ακόµη, 1 1 2 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( )n n n n n n nα α α α α α α α δ δ δ α− − − − −= − + − + + − + = + + + + =  
2 3 21 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

n n n

β α β α β α β α α
− − −       = − − + − − + + − − + − + = − +       

       
 

31 1 1 ( )
2 2

n

β α α
−    − + + − + − +   

    

12 11
3 2

n−  = − −  
   

( )β α α− + .    

Συνεπώς lim nα =
12 11 lim

3 2

n−  − −  
   

2 2( ) ( )
3 3

β αβ α α β α α +
− + = − + = . 

4. ∆ίνεται η ακολουθία του Fibonacci: 1 2 1a a= =  και 2 1n n na a a+ += + . Να υπολογιστεί το 

όριο 1lim n

n

a
a
+ . 

Λύση: Υπάρχουν διάφορες τεχνικές για τον υπολογισµό του γενικού όρου µιας τέτοιας 

ακολουθίας. Εµείς εδώ θα επιστρατεύσουµε κάποια στοιχεία Γραµµικής Άλγεβρας. Στον 

τύπο 2 1n n na a a+ += +  επισυνάπτουµε τον µάλλον «αθώο» (και τετριµµένο) τύπο 1 1n na a+ += , 

για να πάρουµε το σύστηµα:  

2 1

1 1

n n n

n n

a a a
a a

+ +

+ +

= +
 =

, 

το οποίο, σε µορφή πινάκων γράφεται: 

2 1

1

1 1
1 0

n n

n n

a a
a a

+ +

+

    
=    
    

. 

Αν θέσουµε 1n
n

n

a
H

a
+ 

=  
 

 και 
1 1
1 0

A  
=  
 

, θα πάρουµε την αναδροµική σχέση 

1n nH AH+ = . 

Ο τύπος αυτός µοιάζει µε τον αναδροµικό τύπο της γεωµετρικής προόδου, µόνο που, αντί για 

αριθµούς έχουµε διανύσµατα και αντί για τον λόγο λ, έχουµε τον πίνακα Α. Όπως στην 

γεωµετρική πρόοδο, έτσι και δω θα πάρουµε (µε µια απλή επαγωγή) τον τύπο 
1

1
n

nH A H−= , 
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όπου 2
1

1

1
1

a
H

a
   

= =   
  

. Εποµένως το πρόβληµα ανάγεται στον υπολογισµό της δύναµης του 

πίακα Α, κλασσικό πρόβληµα Γραµµικής Άλγεβρας. 

Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α: 21 1
( ) 1

1
λ

φ λ λ λ
λ

− −
= = − −

−
 µε 

ρίζες 1
1 5

2
ρ +

=  και 2
1 5

2
ρ −

= . (Άρα ο πίνακας διαγωνιοποιείται, εφόσον έχει 

διαφορετικές ιδιοτιµές). Αν ρ είναι κάποια από τις ιδιοτιµές 1ρ  και 2ρ , τότε για το 

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα 
x
y
 
 
 

 θα έχουµε:  

1 1 (1 ) 0 (1 ) 0
1 0 0

x x x y x y
y y x y x y

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

− + = − + =      
= ⇔ ⇔       − = =       

. 

Από τη 2η εξίσωση του συστήµατος µε αντικατάσταση στην πρώτη παίρνουµε ταυτότητα, 

γιατί 2 2(1 ) ( 1) ( 1) 0y y y yρ ρ ρ ρ ρ ρ− + = − + = − − − = , εφόσον το ρ είναι ρίζα της εξίσωσης 

2 1 0λ λ− − = . Η σχέση x yρ=  παρέχει τα ιδιοδιανύσµατα , 0
1

y y
ρ 

≠ 
 

. Συµπεραίνουµε ότι 

αν θέσουµε 1 2

1 1
P

ρ ρ 
=  
 

, τότε 11

2

0
0

P AP
ρ

ρ
−  

=  
 

 και άρα 1 1

2

0
0

A P P
ρ

ρ
− 

=  
 

.  

Εποµένως,  1 1

2

0

0

n
n

n
A P P

ρ

ρ
−

 
=  

  
. Άρα η σχέση 1

1
n

nH A H−=  γράφεται 

1n

n

a
a
+ 

= 
 

11
1 1 2 21 2 1 2

1 1 1
11 22 1 2

0 11 11
11 1 1 1 1 10

n n n

n n n

ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
ρρ ρρ ρ ρ

−−

− − −

    −        
= =            −−              

 

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 21 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2
1 1

1 2 1 2 1 2

11 1
1

(1 ) (1 )1
(1 ) (1 )

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

n n

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− − − − − − − −

− −

   − − − + − 
= = =    − −− − − + −       

 − − −
=  

− − − −  

 

Εφόσον 1 2 1ρ ρ+ = , έπεται ότι 2 11 ρ ρ− =  και 1 21 ρ ρ− = .  

Εποµένως, 1n

n

a
a
+ 

= 
 

1 1
1 2

1 2 1 2

1 n n

n n

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

+ + −
 

− −  
 και άρα 

na = 1 2
1 2

1 1 1 5 1 5( )
2 25

n n
n nρ ρ

ρ ρ

    + − − = −      −      
. 

Προφανώς 1 2| | | |ρ ρ>  και άρα 2

1

| | 1
| |
ρ
ρ

< . 

Εποµένως,  



 25

2 2
1 2 1 21 1

1 11 1 2 1 2
1

1 2 2 2

1 1

lim
0 1 5lim lim lim

1 0 2
1 1 lim

n n

n n
n

n nn n
n

a
a

ρ ρρ ρ ρ ρ
ρ ρρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

+ +
+

   
− −   

− − ⋅ +   = = = = = =
− −   

− −   
   

. 

Σηµείωση: Ο αριθµός 1 1 5lim
2

n

n

a
a
+ +
=  είναι γνωστός από την αρχαιότητα και παριστάνει τον 

περίφηµο λόγο της χρυσής τοµής. Συµβολίζεται διεθνώς µε το γράµµα φ3. Έχει πάρα πολλές 

εφαρµογές στην Τέχνη, την Αρχιτεκτονική (π.χ. οι διαστάσεις του Παρθενώνα έχουν λόγο χρυσής 

τοµής) αλλά και την ίδια τη φύση. (Λέγεται ότι ένα ανθρώπινο σώµα µε ιδανικές αναλογίες χωρίζεται 

από τον οµφαλό σε λόγο χρυσής τοµής!). Η σύνδεσή του µε την ακολουθία του Fibonacci µάλλον δεν 

είναι τυχαία. Τα µικροσκοπικά ανθάκια που αποτελούν το κέντρο της µαργαρίτας σχηµατίζουν 

δεξιόστροφες και αριστερόστροφες ελικοειδείς γραµµές. Οι αριθµοί των γραµµών αυτών είναι πάντα 

διαδοχικοί όροι της ακολουθίας Fibonacci! Το ίδιο φαινόµενο παρατηρείται στον κώνο του 

κουκουναριού, στις φολίδες του καρπού του ανανά και στα φύλλα πολλών δένδρων. 

 

5. Έστω ( )na  µια ακολουθία µε 0na ≠  για κάθε 1,2,n = …  Αν 1lim 1n

n

a
a
+ < , να δειχθεί ότι η 

ακολουθία ( )na  είναι µηδενική. 

Απόδειξη: Έστω 1lim n

n

ar
a
+= . Τότε 10 1

2
rr +

≤ < < . (Οι σχέσεις 1
2

rr +
<  και 1 1

2
r +

<  

προκύπτουν άµεσα από τη σχέση 1r < ). 

Αν 1 1 0
2 2

r rrε + −
= − = > , τότε υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε την ιδιότητα 1n

n

a r
a

ε+ − < , 

για κάθε 0n n≥ . Άρα 1 1 1
2

n n

n n

a a rr r
a a
+ + −
− ≤ − < ⇒ 1 1

2
n

n

a r
a
+ +

<  και εποµένως 

1
1| | | |

2n n
ra a+
+

< , για κάθε 0n n≥ . 

Aν λοιπόν 0n n≥ , τότε 
2

1 2
1 1 1| | | | | | | |

2 2 2

n m

n n n m
r r ra a a a

−

− −
+ + +   < < < <   

   
. 

Αλλά 
1 1

2

1 1 1 1lim | | | | lim | | 0 0
2 2 2 2

n m m n m

m m mr

r r r ra a a
− − −

+
<

 + + + +       = = ⋅ =        
         

. Από το 

κριτήριο παρεµβολής παίρνουµε lim lim | | 0n na a= = .  

6. Να υπολογιστούν τα όρια: i) 3lim( )nn x , όπου | | 1x <  και ii) 3lim
!

n

n
.        

                                                           
3 Προς τιµή του Φειδία. 
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Λύση: i) Αν 0x = , τότε προφανώς 3lim( ) 0nn x = .  

Έστω 0x ≠ . Παρατηρούµε ότι 
33 1

3

( 1) 1lim | | lim 1 | | 1 | | 1
n

n

n x x x x
n x n

++  = + = ⋅ = < 
 

. Σύµφωνα µε 

το προηγούµενο παράδειγµα, θα έχουµε: 3lim( ) 0nn x = .  

ii) Παρατηρούµε ότι 

13
3( 1)!lim lim 0

3 1
!

n

n
n

n
n

+

+ = =
+

. Σύµφωνα µε το παράδειγµα 5, θα έχουµε: 

3lim 0
!

n

n
= .  

7. Έστω ( )na  µια ακολουθία µε 0na ≥  για κάθε 1,2,n = …  Αν lim 1n
na < , να δειχθεί ότι η 

ακολουθία ( )na  είναι µηδενική. 

Απόδειξη: Έστω lim 1n
nr a= < . Τότε 10 1

2
rr +

≤ < < .  

Αν 1 1 0
2 2

r rrε + −
= − = > , τότε υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε την ιδιότητα n

na r ε− < , 

για κάθε 0n n≥ . Άρα 1
2

n n
n n

ra r a r −
− ≤ − < ⇒

1
2

n
n

ra +
<  και εποµένως 1

2

n

n
ra + <  

 
, 

για κάθε 0n n≥ . Επειδή 1lim 0
2

nr +  = 
 

, προκύπτει ότι lim 0na =  

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να υπολογιστούν τα όρια: 
2

2

2 3 2 7lim
3 5 2 1 3 17

n

n

n n
n n

  + −  
− −    + + +    

 και 1

6 5lim
8 2

n n

n n+

−
−

. 

2. Να βρείτε τα όρια της ακολουθιών που ορίζονται απ’ τις σχέσεις: i) 1
12
3n nα α+ = − , 1 3α =  και 

ii) 1
3 7

5
n

n
β

β +

− +
= , 1 1β = . 

3. ∆ίνεται η ακολουθία: 2 12n n nα α α+ += ⋅ − , 1 2α =  και 2 1α = . Αφού βρείτε το γενικό της τύπο 

να υπολογίσετε το όριό της. 

4. ∆ίνεται η ακολουθία: 2 16 5n n nα α α+ += − , 1 2 1α α= = . Να υπολογίσετε το όριο 1lim n

n

α
α

+ .  

5. Να υπολογιστούν τα όρια: 
3

1

3lim
4

n

n

n
− , 

2( !)lim
(2 )!
n

n
, 2 !lim

n

n

n
n

 και 2

2( !)lim
2n

n . 

6. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία ( )nα  ικανοποιεί την αναδροµική σχέση 2 19 6n n nα α α+ += − − . Να 

δείξετε ότι αυτή είναι µηδενική.  
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2.5.4 Πρόταση 

i) Έστω α ένας θετικός πραγµατικός αριθµός. Τότε lim( ) 1n α = . 

ii) Ισχύει lim( ) 1n n = . 

Απόδειξη: i) Αρχικά υποθέτουµε ότι 1α ≥ . Εποµένως 1n α ≥ , για κάθε 1,2,n = …  Θέτουµε 

1 0n
nθ α= − ≥ . Αρκεί να δείξουµε ότι lim 0nθ = . 

Από τη σχέση 1n
nθ α= −  παίρνουµε 1n

nα θ= +  και άρα (1 )n
nα θ= + . Εφαρµόζουµε τώρα 

την ανισότητα Bernoulli και παίρνουµε: (1 ) 1n
n n nn nα θ θ θ= + ≥ + > . Άρα n n

αθ < . Αλλά 

lim 0
n
α
=  οπότε, από το κριτήριο παρεµβολής προκύπτει lim 0nθ = .  

Έστω τώρα ότι 0 1α< < . Τότε 1 1α − > . Εποµένως 1lim 1n α− = . Αλλά 
1

1n
n

α
α −

= ⇒  

1

1lim 1
lim

n
n

α
α −

= = .  

ii) Έχουµε 1n ≥  και εποµένως, 1n n ≥ . Προσοχή! ∆εν θέτουµε τώρα 1n
n nθ = − , αλλά 

παρατηρούµε πρώτα ότι  2 1n nn n= ≥ . Τώρα θέτουµε 2 1 0n
n nθ = − ≥ .  

Από τη σχέση 2 1n
n nθ = −  παίρνουµε (1 ) 1n

n n nn n nθ θ θ= + ≥ + > . Εποµένως 1
n n

θ < . 

Αλλά 1lim 0
n
=  οπότε, από το κριτήριο παρεµβολής παίρνουµε lim 0nθ = . Συνεπώς 

2lim 1n n =  και άρα ( )2
2lim lim 1n nn n= = . (Τι θα συνέβαινε αν είχαµε θέσει 1n

n nθ = − , 

αντί 2 1n
n nθ = − ;)■ 

 

2.5.5 Παραδείγµατα 

1. Να υπολογιστούν τα όρια: i)  lim 2 3n n n+ , ii) 3 2lim 2 3 1n n n n− + +  και iii) lim
2n

n .  

Λύση: i) 2
32 3 3 1 ( )n n n nn+ = + . Αλλά 2

33 3 1 ( ) 3 2n nn≤ + ≤ .  

Επίσης, lim 2 1n = , οπότε, από το κριτήριο παρεµβολής, ( )2
3lim 2 3 lim 3 1 nn n n n + = ⋅ + = 

 
 

3= .  

ii) 3 2 3 3 3 3 32 3 1 3 1 3 5n n n nn n n n n n n n n− + + < + + ≤ + + = . Ακόµη,  
3 2 2

για 2
2 3 1 ( 2) 3 1 3 1 3n n nn

n
n n n n n n n n

≥
− + + = − + + ≥ + > .  

Τελικά έχουµε: 3 2 33 2 3 1 5n nn n n n n n< − + + < , για κάθε 2n ≥ . 

Υπολογίζουµε τα όρια 3lim 5n n  και lim 3n n . 
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( )33lim 5 lim 5 lim 1 1 1n n nn n= = ⋅ =  και lim 3 lim 3 lim 1 1 1n n nn n= = ⋅ = . Από το κριτήριο 

παρεµβολής προκύπτει ότι και 3 2lim 2 3 1 1n n n n− + + = . 

iii) Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου (παράδειγµα 2.5.3.5). 
1( 1) / 2 1 1lim lim

/ 2 2

n

n

n n
n n

++ +
= =  

1 1
2

= < . Εποµένως lim 0
2n

n
= .  

2. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία ( )nα  τείνει στο α. Τότε και ο αριθµητικός µέσος 

1 2 n
n n

α α α
α

+ + +
=  τείνει και αυτός στο α. 

*Απόδειξη: Έστω 0ε > . Επειδή lim nα α= , υπάρχει 0n  µε | |
2n
εα α− < , για κάθε 0n n≥ . 

Εποµένως, αν 0n n≥  τότε  1 2| | n
n n

α α α
α α α

+ + +
− = − =   

0 0

0 0 0

0 0

1 2 1

1 1 1

1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| | | | | | | | | | | |

| | | | | | | | ( )
2

n n n

n n n n

n n n

n

n n
n n

n n n

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α ε

+

+

+

− + − + + − + − + + −
= ≤

− + + − + − + + − − + + −
≤ = +

− + + − − + + − −
+ < + <

 

01| | | |
2

n

n
α α α α ε− + + −

< + . Αλλά 01| | | |
lim 0n

n
α α α α− + + −

= . Υπάρχει λοιπόν 0n′  µε 

την ιδιότητα 01| | | |
2

n

n
α α α α ε− + + −

< , για κάθε 0n n′≥ . Έστω τώρα 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= . 

Τότε, για κάθε 0n n′′≥  θα έχουµε: | |nα α− < 01| | | |
2 2 2

n

n
α α α α ε ε ε ε

− + + −
+ < + = . 

 

3. Να βρεθεί το όριο 
31 2 3lim

n n
n

+ + + + . 

Λύση: Είναι lim 1n n = . Σύµφωνα µε τo προηγούµενο παράδειγµα, έχουµε  
31 2 3lim 1

n n
n

+ + + +
= . 

 

4. Αν 1lim( )n nx x a+ − =  να αποδειχθεί ότι και lim nx a
n
= .  

Λύση: Με βάση παράδειγµα 2.5.5.2, 2 1 3 2 1( ) ( ) ( )lim n nx x x x x x a
n

+− + − + + −
= . Αλλά 

2 1 3 2 1 1 1 1 11( ) ( ) ( )lim lim lim lim limn n n n nx x x x x x x x x xx
n n n n n

+ + + +− + − + + − − +
= = − + = .  

Άρα 1lim nx a
n
+ =  και 1 1 1lim lim lim lim 1

1
n n nx x x n a a

n n n n
+ + +

= = = ⋅ =
+
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5. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία ( )nα  αποτελείται από θετικούς όρους και τείνει στο 0α > . 

Τότε και ο γεωµετρικός µέσος 1 2
n

n nγ α α α=  τείνει στο α. 

Απόδειξη: Εφόσον nα α→ , έχουµε 1 1
nα α− −→ . Με βάση παράδειγµα 2.5.5.2, 

1 1 1
11 2 n

n
α α α

α
− − −

−+ + +
→  και εποµένως 1 1 1

1 2 n

n α
α α α− − − →

+ + +
.  

Από την ανισότητα του Cauchy έχουµε: 1 1 1
1 2 n

n
α α α− − − ≤

+ + + 1 2
n

nα α α  

1 2 n

n
α α α+ + +

≤ .  

Επειδή 1 1 1
1 2

lim
n

n
α α α− − − =

+ + +
1 2lim n

n
α α α

α
+ + +

= , από το κριτήριο παρεµβολής 

παίρνουµε 1 2lim n
nα α α α= . 

 

6. Να βρεθεί το όριο !lim
5 9 (4 1)

n
n

n⋅ +
. 

Λύση: ! 1
5 9 (4 1) 5 9 13 4 1

1 2 3

n

n

n
n n

n

=
⋅ + +

⋅ ⋅
.  

Αλλά 4 1lim 4n
n
+

= , οπότε, σύµφωνα µε το παράδειγµα 2.5.5.5 και  ο  γεωµετρικός µέσος  

5 9 13 4 1
1 2 3

n
n
n
+

⋅ ⋅  τείνει στο 4. Εποµένως ! 1lim
5 9 (4 1) 5 9 13 4 1lim

1 2 3

n

n

n
n n

n

= =
⋅ + +

⋅ ⋅
 

1
4

= . 

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να υπολογίσετε τα όρια: i) 3

2

lim3 n
−

, ii) lim 6 7 8n n n n+ + ,  iii) 
2

3lim
[(2 )!]

nn
n

,   

iv) 5 4 2lim 6 4 5 3n n n n n+ − + +  και  v) 9lim 2 5
2

n
n n n + −  

. 

2. Να υπολογίσετε τα όρια: 
3 2

4 2

3 2 1lim
2 3

n
n n n
n n
+ + +
+ +

 και 
2 4 3 2lim 2 1n n n n− + + . 

3. Να υπολογίσετε τα όρια: i) 

3 5 7 2 1
1 2 3lim

n
n

n

+
+ + + +

, ii) 3 6 9 (3 )lim
( 1)!

n
n

n
⋅ ⋅

+
 . 
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2.6 Μονότονες ακολουθίες 

 

2.6.1 Ορισµός 

Μια ακολουθία, της οποίας οι όροι αυξάνουν συνεχώς, θα λέγεται γνησίως αύξουσα. ∆ηλαδή, 

η ( )nα  είναι γνησίως αύξουσα αν 1n nα α +< , για κάθε 1,2,n = …  Αν, αντί 1n nα α +< , θέσουµε 

1n nα α +≤ , τότε η ακολουθία θα λέγεται απλά, αύξουσα. 

Αν 1n nα α +> , για κάθε 1,2,n = … , τότε η ακολουθία ( )nα  λέγεται γνησίως φθίνουσα. Αν 

1n nα α +≥ , για κάθε 1,2,n = … , τότε η ακολουθία ( )nα  λέγεται φθίνουσα.  

Μια ακολουθία που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα λέγεται γνησίως µονότονη. 

Μια ακολουθία που είναι αύξουσα ή φθίνουσα λέγεται µονότονη.  

 

Για παράδειγµα, η ακολουθία µε γενικό τύπο 
1n

n
n

α =
+

 είναι γνησίως αύξουσα. Πράγµατι, 

1
1 1 0
2 1 ( 2)( 1)n n

n n
n n n n

α α+

+
− = − = >

+ + + +
, οπότε 1n nα α+ > . 

Σε µια γνησίως αύξουσα ακολουθία, κάθε όρος είναι µεγαλύτερος από τον προηγούµενό του, 

ενώ σε µια αύξουσα, µπορεί να είναι και ίσος µε αυτόν. Έτσι, οι σταθερές ακολουθίες 

µπορούν να θεωρηθούν αύξουσες, χωρίς φυσικά να είναι γνησίως αύξουσες. Μια γνησίως 

αύξουσα ακολουθία είναι αύξουσα, ενώ µια αύξουσα δεν είναι πάντα γνησίως αύξουσα.  

Προφανώς, µια αύξουσα ακολουθία είναι κάτω φραγµένη από τον 1ο όρο της, ενώ µια 

φθίνουσα είναι άνω φραγµένη (πάλι απ’ τον 1ο όρο). 

 

2.6.2 Παραδείγµατα 

 

1. Να δειχθεί ότι η ακολουθία !
n

n
n

 
 
 

 είναι γνησίως φθίνουσα.  

Λύση: Παρατηρούµε ότι 
1

1

( 1)!
( 1)( 1) 1! ( 1) ( 1)

n nn

n n

n

n
n n nn

n n n
n

+

+

+
++ = = <
+ +

. Άρα 1

( 1)! !
( 1)n n

n n
n n+

+
<

+
, δηλαδή η 

ακολουθία είναι γνησίως φθίνουσα.  

2. Να εξεταστεί ως προς τη µονοτονία η ακολουθία ( )nα  µε γενικό όρο 
2

7n n

nα = . 
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Λύση: α΄ τρόπος 1
1
7

α =  και 2 1
4 1

49 7
α α= < = . Θα αποδείξουµε ότι η ακολουθία αυτή είναι 

γνησίως φθίνουσα: 

 
2 2

2 1 2 2 2 2
1 1

( 1) 7 ( 1) 7 ( 1) 7 6 2 1 0
7 7

n n
n n n n

n n n n n n n nα α +
+ +

+
< ⇔ < ⇔ + < ⇔ + < ⇔ − − > .  

Το τριώνυµο 26 2 1x x− −  έχει ρίζες 1 7
6
± , µικρότερες του 1. Εφόσον 1n ≥ , έπεται ότι 

26 2 1 0n n− − >  και τελειώσαµε. 

β΄ τρόπος 
2 1 2 2 2 2

1
12 2 2

( 1) / 7 1 2 1 1 2 4 1
/ 7 7 7 7

n
n

n nn
n

n n n n n n
n n n

α
α α

α

+
+

+

+ + + + +
= = < = < ⇒ < . 

3. Να εξεταστεί ως προς τη µονοτονία η ακολουθία ( )nα  που ορίζεται από τις σχέσεις: 
2

1 3 3n n nα α α+ = − +  και 1 4α = . 

Λύση: Σχηµατίζουµε τη διαφορά 2
1 4 3n n n nα α α α+ − = − + . Το τριώνυµο 2 4 3x x− +  έχει 

ρίζες 1 και 3. Εφόσον 11 3 4α< < = , προκύπτει ότι 2 1 2 10α α α α− > ⇔ > . Για να δείξουµε 

λοιπόν ότι η ακολουθία ( )nα  είναι γνησίως αύξουσα, αρκεί να δείξουµε ότι 3 nα<  για κάθε 

1,2,n = …  

Για 1n =  προφανώς ισχύει. Έστω ότι 3 kα< . Τότε 2
1 3 3 ( 3) 3 3k k k k kα α α α α+ = − + = − + > , 

εφόσον 3 0kα − > . 

4. Να δειχθεί ότι η ακολουθία ( )nα  που ορίζεται από τις σχέσεις 1
11
2n nα α+ = +  και 

1
1
2

α = , είναι γνησίως αύξουσα. 

Λύση: Παρατηρούµε ότι 2 1
1 5 11
4 2 2

α α= + = > = . Έστω ότι 1n nα α+ > . Τότε 1
11
2 nα ++ >  

1 2 1
1 1 11 1 1
2 2 2n n n n nα α α α α+ + +> + ⇒ + > + ⇔ > .  

Επαγωγικά λοιπόν συµπεραίνουµε ότι 1n nα α+ > , για κάθε 1,2,n = …   

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να εξεταστούν ως προς τη µονοτονία οι ακολουθίες: i) 
2

, 1, 2,
5n n

n n nα +
= = … ,  

ii) 2
1 8 10n n nβ β β+ = − + − , 1 0β =  και iii) 1

12
3n nγ γ+ = + , 1 5γ = . 

2. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία (2 )!
n

n
n

 
 
 

 είναι γνησίως αύξουσα. 

(Υπόδειξη: Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Bernoulli, δείξτε ότι 1
1( 1)

n

n

n
nn

≥
++

). 
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2.7 Υπακολουθίες µιας ακολουθίας 

 

2.7.1 Ορισµός 

Θεωρούµε µια ακολουθία ( )nα  και µια γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικών ακεραίων 

1 2 3 nλ λ λ λ< < < < < . Τότε ορίζεται µια ακολουθία ( )nβ  µε τύπο 
nn λβ α= , για κάθε 

1,2,n = …  Η ( )nβ  λέγεται υπακολουθία της ( )nα .  

 

Συνήθως δεν χρησιµοποιούµε διαφορετικό σύµβολο και έτσι µιλάµε για την υπακολουθία 
( )

nλ
α  της ( )nα . 

 

2.7.2 Παραδείγµατα 
1. Αν n n kλ = + , όπου k ένας σταθερός θετικός ακέραιος, τότε η υπακολουθία ( )

nλ
α  είναι η 

ακόλουθη: 1 2 3( , , , )k k kα α α+ + + , δηλαδή η ακολουθία που προκύπτει από την ( )nα  αν 

διαγράψουµε τους k αρχικούς όρους της. 
2. Αν 2n nλ = , τότε η υπακολουθία ( )

nλ
α  είναι η ακόλουθη: 2 4 6( , , , )α α α , δηλαδή η 

ακολουθία των αρτίων όρων της ( )nα . 

3. Αν 2 1n nλ = − , τότε η υπακολουθία ( )
nλ

α  είναι η ακόλουθη: 1 3 5( , , , )α α α , δηλαδή η 

ακολουθία των περιττών όρων της ( )nα .  

4. Αν 2n
nλ = , τότε η υπακολουθία ( )

nλ
α  είναι η ακόλουθη: 2 4 8 16( , , , , )α α α α . 

5. Έστω 1, 1,2,
2n

n n
n

α +
= = …  Βρείτε τις υπακολουθίες: 5( )nα + , 2 1( )nα − , 2( )nα , 

2
( )nα  και 

3 2( )nα + . 

Λύση: 5
6

2 10n
n
n

α +

+
=

+
, 2 1

2
4 2n

n
n

α − =
−

, 2
2 1

4n
n

n
α +

= , 12

2 1
2n

n

nα +

+
=  και 3 2

3 3
6 4n

n
n

α +

+
=

+
. 

 

Προφανώς µια ακολουθία είναι υπακολουθία του εαυτού της. (Για n nλ = ). 

 

2.7.3 Πρόταση  

Αν µια ακολουθία ( )nα  συγκλίνει σ’ έναν πραγµατικό αριθµό α, τότε και κάθε υπακολουθία της 

συγκλίνει στο α. 
Απόδειξη: Θεωρούµε µια υπακολουθία ( )

nλ
α . Αρχικά θα δείξουµε ότι n nλ ≥ , για κάθε 

1,2,n = …  Γνωρίζουµε ότι η ( )nλ  είναι γνησίως αύξουσα. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή.  



 33

Για 1n = , 1 1λ ≥  γιατί το 1λ  είναι θετικός ακέραιος. 

Έστω ότι k kλ ≥ . Τότε 1k kλ λ+ >  και εποµένως 1 1 1k k kλ λ+ ≥ + ≥ + . 

Έστω τώρα 0ε > . Τότε υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε την ιδιότητα | |nα α ε− < , για κάθε 

0n n≥ . Αλλά τότε 
0 0n n nλ λ≥ ≥ . Εποµένως | |

nλ
α α ε− < , για κάθε 0n n≥ .■ 

 

Η προηγούµενη πρόταση µας επιτρέπει να δείχνουµε ότι µια ακολουθία δεν συγκλίνει. Έτσι, 

η ακολουθία , 1,2,n n nα = = …  δεν συγκλίνει γιατί, αν συνέκλινε σ’ έναν αριθµό α, τότε και 

η υπακολουθία 1( )nα +  θα συνέκλινε στο α. Αλλά τότε 1lim( ) 0n nα α α α+ − = − = . Είναι όµως 

1 1n nα α+ − = , για κάθε 1,2,n = … , άτοπο. 

Οι υπακολουθίες των αρτίων και των περιττών όρων έχουν ιδιαίτερη σηµασία. Σε ορισµένα 

προβλήµατα, ενώ δεν είµαστε σε θέση να αποδείξουµε απ’ ευθείας ότι µια ακολουθία ( )nα  

συγκλίνει σ’ έναν αριθµό α, µπορούµε εντούτοις να αποδείξουµε ότι οι υπακολουθίες 2( )nα  

και 2 1( )nα −  συγκλίνουν στο α. Χρειαζόµαστε λοιπόν την ακόλουθη πρόταση: 

 

2.7.4 Πρόταση  

Αν οι υπακολουθίες 2( )nα  και 2 1( )nα −  των αρτίων και των περιττών όρων αντίστοιχα 

συγκλίνουν στον ίδιο πραγµατικό αριθµό α, τότε και η ακολουθία ( )nα  συγκλίνει στο α. 

*Απόδειξη: Εφόσον 2lim nα α= , υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα 2| |nα α ε− < , για κάθε 0n n≥ . 

Αντίστοιχα, υπάρχει 0n′  µε την ιδιότητα 2 1| |nα α ε− − < , για κάθε 0n n′≥ . Έστω 

0 0 02max{ , }n n n′′ ′= . Τότε, για κάθε 0n n′′≥ , θα έχουµε: 

α) Αν ο n  είναι άρτιος, της µορφής 2n k= , τότε 0 02 2max{ , }k n n′≥ ⇒  0 0 0max{ , }k n n n′≥ ≥ . 

Εποµένως 2| | | |n kα α α α ε− = − < , γιατί 0k n≥ . 

β) Αν ο n  είναι περιττός, της µορφής 2 1n k= − , τότε 0 0 02 1 2max{ , } 2k n n n′ ′− ≥ ≥ >  

02 1n′> − ⇒  0k n′> . Εποµένως 2 1| | | |n kα α α α ε−− = − < , γιατί 0k n′> . 

Σε κάθε περίπτωση παίρνουµε λοιπόν | |nα α ε− < , για κάθε 0n n′′≥ . ■ 
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2.8 Το αξίωµα πληρότητας των πραγµατικών αριθµών 

 

Κατ’ αρχάς γενικεύουµε τα όσα αναπτύξαµε στην παράγραφο 2.3. 

 

2.8.1 Ορισµός 

Ένα µη κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών Α λέγεται άνω φραγµένο αν υπάρχει κάποιος 

πραγµατικός αριθµός s µε την ιδιότητα x s≤ , για κάθε x A∈ . Ο αριθµός s λέγεται άνω 

φράγµα του συνόλου Α. 

Ένα µη κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών Α λέγεται κάτω φραγµένο αν υπάρχει κάποιος 

πραγµατικός αριθµός t µε την ιδιότητα t x≤ , για κάθε x A∈ . Ο αριθµός t λέγεται κάτω 

φράγµα του συνόλου Α. 

Ένα µη κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών Α λέγεται φραγµένο αν είναι άνω και κάτω 

φραγµένο, αν δηλαδή υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί t και s µε την ιδιότητα t x s≤ ≤ , για κάθε 

x A∈ .  

Ένα µη κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών Α λέγεται απολύτως φραγµένο αν υπάρχει 

πραγµατικός (µη αρνητικός) αριθµός l µε την ιδιότητα  | |x l≤ , για κάθε x A∈ .  

 

Ακολουθώντας κανείς την απόδειξη της πρότασης 2.3.5, µπορεί να αποδείξει εύκολα ότι ένα 

σύνολο είναι φραγµένο αν και µόνον αν είναι απολύτως φραγµένο.  

Ας µελετήσουµε τώρα καλύτερα την περίπτωση ενός άνω φραγµένου συνόλου. Αν ο αριθµός 

s είναι ένα άνω φράγµα του Α, τότε και κάθε αριθµός s′  µεγαλύτερος του s θα είναι επίσης 

ένα άνω φράγµα του Α. ∆ιαισθητικά αντιλαµβανόµαστε ότι το σύνολο των άνω φραγµάτων 

του Α θα πρέπει να είναι ένα άπειρο προς τα δεξιά διάστηµα.  

το ελάχιστο άνω
φράγµα

το σύνολο των άνω
φραγµάτων του ΑA

 

Από την άλλη, το διάστηµα αυτό θα φράσσεται από τα αριστερά από κάθε στοιχείο του Α, 

γιατί x s≤  για κάθε άνω φράγµα s του Α και κάθε στοιχείο x του Α. Είναι δηλαδή το 

διάστηµα των άνω φραγµάτων του Α κάτω φραγµένο από οποιοδήποτε στοιχείο του Α. 
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Ποιά διαστήµατα µπορούµε να σκεφτούµε, τα οποία να είναι άπειρα προς τα δεξιά και κάτω 

φραγµένα; Μόνον διαστήµατα της µορφής ( , )s +∞  ή [ , )s + ∞ , όπου s ένας πραγµατικός 

αριθµός. Θα αποκλείσουµε την περίπτωση ( , )s + ∞ . 

Αν το σύνολο των άνω φραγµάτων του Α ήταν της µορφής ( , )s +∞ , τότε ο αριθµός s δεν θα 

ήταν άνω φράγµα του Α. Εποµένως, θα υπήρχε x A∈  µε s x< . Αλλά τότε 
2

s xs x+
< <  και 

εποµένως ( , )
2

s x s+
∈ +∞ , δηλαδή ο αριθµός 

2
s x+  θα ήταν ένα άνω φράγµα του συνόλου 

Α. Επειδή x A∈ , θα είχαµε 
2

s xx +
< , αντίφαση.  

Εποµένως, το σύνολο των άνω φραγµάτων του Α είναι της µορφής [ , )s + ∞ . Το άνω φράγµα 

s είναι λοιπόν το ελάχιστο άνω φράγµα του Α και λέγεται supremum του Α. 

Το σύνολο των ρητών αριθµών Q , παρ’ όλο που έχει τις ίδιες ιδιότητες µε το σύνολο των 

πραγµατικών R  όσον αφορά τις πράξεις και τη διάταξη των στοιχείων του, δεν έχει εν 

τούτοις την παραπάνω ιδιότητα.  

Για παράδειγµα, το σύνολο των ρητών αριθµών 2{ | 0 και 2}A x x x= ∈ > <Q  είναι µη κενό 

(γιατί 1 A∈ ) και άνω φραγµένο (π.χ. από το 5). Αν το σύνολο των ρητών άνω φραγµάτων 

του Α είχε ελάχιστο στοιχείο, τότε (αποδεικνύεται) ότι αυτό θα ήταν το 2 . Αλλά το 2  

δεν είναι ρητός! 

Έτσι, δεχόµαστε ως αξίωµα: 

 

2.8.2 Αξίωµα (Αξίωµα πληρότητας των πραγµατικών αριθµών) 

Κάθε µη κενό άνω φραγµένο υποσύνολο Α των πραγµατικών αριθµών έχει ένα (προφανώς 

µοναδικό) ελάχιστο άνω φράγµα. Το ελάχιστο αυτό άνω φράγµα λέγεται supremum του Α και 

συµβολίζεται µε supA. ■ 

 

Οι συνέπειες του αξιώµατος 26 είναι καταλυτικές. Ας δούµε πρώτα µια άµεση συνέπεια: 

 

2.8.3 Πρόταση (Ύπαρξη µέγιστου κάτω φράγµατος) 

Κάθε µη κενό κάτω φραγµένο υποσύνολο Α των πραγµατικών αριθµών έχει ένα (προφανώς 

µοναδικό) µέγιστο κάτω φράγµα. Το µέγιστο αυτό κάτω φράγµα λέγεται infimum του Α και 

συµβολίζεται µε infA. 
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Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο { | }B x x A= − ∈ . Αν t είναι ένα κάτω φράγµα του Α, τότε 

t x≤ , για κάθε x A∈ . Εποµένως x t− ≤ − , για κάθε x A∈ , δηλαδή το t−  είναι ένα άνω 

φράγµα του συνόλου Β. Σύµφωνα µε το αξίωµα πληρότητας, υπάρχει το ελάχιστο άνω 

φράγµα του Β, το οποίο ας το συµβολίσουµε µε s. Ισχυριζόµαστε ότι το s−  είναι µέγιστο 

άνω φράγµα του Α.  

Κατ’ αρχάς το s−  είναι ένα κάτω φράγµα του Α. Πράγµατι, από τη σχέση x s− ≤ , για κάθε 

x A∈ , παίρνουµε s x− ≤ , για κάθε x A∈ . 

Αν τώρα t είναι ένα κάτω φράγµα του Α µε s t− < , τότε s t x− < ≤  για κάθε x A∈  και 

εποµένως x t s− ≤ − <  για κάθε x A∈ , δηλαδή το t−  θα ήταν ένα άνω φράγµα του Β, 

µικρότερο απ’ το ελάχιστο άνω φράγµα αυτού. Άτοπο. ■ 

 

2.8.4 Παρατήρηση 

Σηµειώνουµε ότι το supremum ή το infimum ενός συνόλου Α δεν είναι κατ’ ανάγκην 

στοιχείο του Α. Για παράδειγµα, όπως έχουµε δει, το σύνολο 1{1 | 1,2, }
2nA n= − = …  είναι 

άνω φραγµένο απ’ το 1. Το 1 δεν ανήκει προφανώς στο Α. Θα δείξουµε ότι 1 sup A= .  

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα άνω φράγµα s του Α µε 1s < . Τότε ο αριθµός 1 sε = −  είναι  

θετικός. Επειδή  όµως 1 0
2n → , θα υπάρχει 0n  µε 1 1

2n sε< = − , για κάθε 0n n≥ . Άρα  

11
2ns < − , για κάθε 0n n≥ , το οποίο είναι άτοπο, αφού το s είναι άνω φράγµα του Α. 

 

2.8.5 Πρόταση* 

Έστω Α και Β δύο µη κενά υποσύνολα του R . Υποθέτουµε ότι A B⊆ . Τότε, 

i) sup supA B≤  και ii) inf infA B≥ . 

Απόδειξη: i) Έστω sups B= . Τότε x s≤ , για κάθε x B∈ . Επειδή A B⊆ , θα έχουµε x s≤ , 

για κάθε x A∈ . Το s είναι λοιπόν ένα άνω φράγµα του συνόλου Α. Εποµένως, µε βάση τον 

ορισµό του supremum του Α, sup A s≤ . 

ii) Η απόδειξη του (ii) είναι παρόµοια. (Συµπληρώστε την απόδειξη, θέτοντας inft A= ).■ 

 

Στη συνέχεια ασχολούµαστε µε τις εφαρµογές του αξώµατος πληρότητας των πραγµατικών 

αριθµών στη µελέτη της σύγκλισης ακολουθιών.  



 37

Έστω λοιπόν ( )nα  µια άνω φραγµένη ακολουθία. Το supremum της ( )nα  ορίζεται να είναι 

το supremum του συνόλου { | 1,2, }n nα = … . Αυτό συµβολίζεται  µε  sup nα .  

Αντίστοιχη ορολογία και συµβολισµό υιοθετούµε και για τις κάτω φραγµένες ακολουθίες. 

Η επόµενη πρόταση παίζει ρόλο-κλειδί στη µελέτη της σύγκλισης ακολουθιών. 

 

2.8.6 Πρόταση   

i) Έστω ( )nα  µια αύξουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι η ( )nα  είναι 

άνω φραγµένη. Τότε αυτή συγκλίνει και µάλιστα lim supn nα α= . 

ii) Έστω ( )nα  µια φθίνουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι η ( )nα  είναι 

κάτω φραγµένη. Τότε αυτή συγκλίνει και µάλιστα lim infn nα α= . 

*Απόδειξη: i) Έστω sup ns α= . Αν 0ε > , τότε ο αριθµός s sε− <  δεν είναι άνω φράγµα 

της ( )nα . Άρα υπάρχει 0n  µε 
0ns sε α− < ≤ . Επειδή η ( )nα  είναι αύξουσα, θα έχουµε 

0n ns ε α α− < ≤ , για κάθε 0n n≥ . Επειδή όµως ο αριθµός s είναι άνω φράγµα της ( )nα , θα 

έχουµε επίσης n sα ≤ , για κάθε 0n n≥ . Τελικά, ns sε α− < ≤ , για κάθε 0n n≥ . Απ’ την 

τελευταία αυτή σχέση προκύπτει (αν τη συµπληρώσουµε σε ns s sε α ε− < ≤ < + ) ότι 

| |n sα ε− < , για κάθε 0n n≥ . 

ii) Η ακολουθία ( )nα−  είναι αύξουσα και άνω φραγµένη. Άρα συγκλίνει στο supremum 

αυτής. Εποµένως και η ( )nα  συγκλίνει και lim lim( )n nα α= − − = sup( )nα− − = inf( )nα . (Στην 

απόδειξη της πρότασης 2.8.3 είδαµε ότι sup{ | } infx x A A− − ∈ = ). ■ 

 

2.8.7 Παραδείγµατα 

1. ∆ίνεται η ακολουθία ( )nα  που ορίζεται απ’ τις σχέσεις: 1 2α =  και 1
2 1

3
n

n
α

α +

+
= . Χωρίς 

να βρεθεί ο γενικός της όρος, να δειχθεί ότι συγκλίνει και να βρεθεί το όριό της.  

Λύση: Παρατηρούµε ότι 1
2 1

2 1 5 2
3 3

αα α+
= = < = . Επαγωγικά θα δείξουµε ότι η ( )nα  είναι 

γνησίως φθίνουσα. Έστω ότι 1k kα α+ < . Τότε 1
2 1

2 1 2 1
3 3

k k
k k

α α
α α+

+ +

+ +
< ⇔ < . Άρα η ( )nα  

είναι γνησίως φθίνουσα. Επειδή αποτελείται από θετικούς όρους είναι και κάτω φραγµένη 

απ’ το 0.  

Άρα συγκλίνει. Έστω lim nx α= . Τότε 1lim nx α += =
2 1 2 1lim

3 3
n xα + +

= . Εποµένως 1x = . 
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2. Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία ( )nα  που ορίζεται απ’ τις σχέσεις 1 1α =  και 

1 1 3n nα α+ = +  συγκλίνει. Να βρεθεί το όριό της. 

Λύση: α΄ τρόπος) Παρατηρούµε ότι 2 11 3 2 1α α= + = > = . Επαγωγικά θα δείξουµε ότι η 

( )nα  είναι γνησίως αύξουσα.  

Έστω ότι 1k kα α+ > . Τότε 1 1 2 11 3 1 3 1 3 1 3k k k k k kα α α α α α+ + + ++ > + ⇒ + > + ⇔ > . 

Αναζητούµε ένα άνω φράγµα της ακολουθίας. Εφόσον 1 1α =  και η ( )nα  είναι γνησίως 

αύξουσα, θα πρέπει 1σ > .  

Τότε nα σ< ⇒ 1 1 3 1 3n nα α σ+ = + < + . Αν λοιπόν 1 3σ σ+ ≤ , τότε θα έχουµε 1nα σ+ < . 

Η σχέση 1 3σ σ+ ≤  γίνεται 20 3 1σ σ≤ − − = 3 13 3 13
2 2( )( )σ σ− +− − ⇔  

3 13 3 13 ή 
2 2

σ σ− +
≤ ≥ . Ο αριθµός 3 13

2
+  είναι προφανώς µεγαλύτερος της µονάδας. 

Θέτουµε λοιπόν 3 13
2

σ +
= . (Κάποιος που δεν βολεύεται µε τα ριζικά θα µπορούσε να 

επιλέξει έναν ρητό µεγαλύτερο του 3 13
2

+ ).  

Έχουµε: 1 1α = <
3 13

2
+ .  

Έστω ότι kα <
3 13

2
+ . Τότε 1

3 13 11 3 13 22 6 131 3
2 2 2kα +

+ + +
= + < = =   

2 2 23 ( 13) 2 3 13 (3 13) 3 13
2 2 2

σ
+ + ⋅ ⋅ + +

= = = = .  

Η ακολουθία ( )nα  ως αύξουσα και άνω φραγµένη θα συγκλίνει στο supremum της. Έστω 

lim nx α= . Τότε και 1lim n xα + =  (πρόταση 2.7.3).  

Επειδή 1 1 0α = > , θα είναι lim 1 0nx α= ≥ >  (πρόταση 2.4.5).  

Εποµένως 2
1lim 1 3lim 1 3 1 3n nx x x xα α+= = + = + ⇒ = +  και επειδή 0x > , έπεται ότι 

3 13
2

x +
= .  

Σηµείωση: Ο αριθµός 3 13
2

+  είχε βρεθεί προηγουµένως, ως ο ελάχιστος θετικός σ µε την 

ιδιότητα 1 3σ σ+ ≤ . 

β΄ τρόπος) Αν η ακολουθία συγκλίνει τότε 2
1lim 1 3lim 1 3n nx x xα α+= = + = + ⇒ =  

1 3x= + . Άρα 3 13
2

x ±
= . Επειδή 0nα > , θα πρέπει lim 0nx α= ≥ . Άρα 3 13

2
x +
= . Θα 

αποδείξουµε ότι πράγµατι lim nα =
3 13

2
+  ως εξής: 
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Έχουµε 

2

2
1

1 διαφορά
1τετραγώνων

1

3 13
2 | 2(1 3 ) (11 3 13) |3 13

2 3 13 2 3 13
2

n

n
n

n
n

α
α

α
αα

+

+
+

+

 +
−  
  + − ++

− = = =
+ + +

+
  

1

| 2 3 13 | 2 3 13
22 3 13 3 13

n
n

n

α
α

α +

− − +
= ≤ −

+ + +
.  

Από τη σχέση 1
3 13

2nα +

+
−

2 3 13
23 13 nα

+
≤ −

+
 παίρνουµε  

3 13
2nα

+
− ≤

1

1
2 3 13

23 13

n

α
−

+ 
− = + 

1
2 1 13

23 13

n−
+ 

 + 
.  

Εφόσον 20 1
3 13

< <
+

, είναι 
1

2lim 0
3 13

n−
 

= + 
.  

Εποµένως 3 13lim 0
2nα

+
− =  και συνεπώς lim nα =

3 13
2

+ . 

3. ∆ίνεται η ακολουθία ( )nb  που ορίζεται απ’ τις σχέσεις: 1 2b =  και 1
1 2
2n n

n

b b
b+

 
= + 

 
.  Να 

δειχθεί ότι συγκλίνει και να βρεθεί το όριό της.  

Λύση: Θα δείξουµε ότι η ακολουθία ( )nb  είναι γνησίως φθίνουσα, δηλαδή 

1
1 2
2n n n

n

b b b
b+

 
= + < 

 
. Αυτό είναι ισοδύναµο µε τη σχέση 22 nb<  .  

Για 1n =  έχουµε 2
1 4 2b = > , που ισχύει.  

Έστω ότι 2 2kb > . Τότε 2 2
1 2

1 4 4 2
4k k

k

b b
b+

 
= + + > ⇔ 

 
 

2
2

2

4 24 0k k
k k

b b
b b

 
+ > ⇔ − > 

 
, που 

ισχύει. (Γενικά ισχύει 
2

2 0k
k

b
b

 
− ≥ 

 
, αλλά επειδή υποθέσαµε ότι 2 2kb > , έπεται ότι 

2 0k
k

b
b

− > , απ’ όπου 
2

2 0k
k

b
b

 
− > 

 
).  

Προφανώς η ( )nb  είναι κάτω φραγµένη απ’ το µηδέν. Εποµένως συγκλίνει και 

lim inf 0n nb b= ≥ .  

Έστω 1lim limn nx b b += = . Τότε 1
1 2 1 2lim lim
2 lim 2n n

n

x b b x
b x+

   = = + = +   
  

.  

Άρα 2

0
2 2

x
x x

>
= ⇔ = . 

4. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι ακολουθίες:  

i) 
2

1
2

2
αα
α+ =

+
n

n
n

, 1 1α = , ii) 
2

1
3
1

ββ
β+

+
=

+
n

n
n

, 1 2β =  και iii) 1
21n
n

γ
γ+ = + , 1 1γ = . 
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Λύση: i) Προφανώς η ακολουθία ( )αn  αποτελείται από θετικούς όρους. Εξετάζουµε τη 

µονοτονία της: Έχουµε 
2 2

1
2 2 ( 2)

2 2 2
α α α α αα α α
α α α+

− −
− = − = =

+ + +
n n n n n

n n n
n n n

. Επειδή 1 1 2α = < , 

έχουµε 2 1α α< . Για να είναι γνησίως φθίνουσα αρκεί να δείξουµε ότι 2α <n , για κάθε 

1,2,n = …  

Έστω 2α <n . Τότε 
2

2 2
1

22 2 2 4 2 2 0
2
αα α α α α
α+ < ⇔ < ⇔ < + ⇔ − − <

+
k

k k k k k
k

. Το τριώνυµο 

2 2x x− −  έχει ρίζες το 1−  και το 2. Από την επαγωγική υπόθεση έχουµε 1 0 2α− < < <k . 

Εποµένως 2 2 0α α− − <k k  και συνεπώς η ακολουθία είναι γνησίως φθίνουσα. 

Η ( )αn  ως φθίνουσα και κάτω φραγµένη (απ’ το µηδέν), συγκλίνει. Έστω lim nx α= . Τότε 

0x ≥ . Ακόµη, 
2 2

1
2lim 2lim

2 lim 2
n

n
n

α xx α
α x+= = =

+ +
. Εποµένως ( 2) 0 0 ή 2x x x x− = ⇔ = = . 

Αλλά 1 1 2x α≤ = < , επειδή η ( )αn  είναι γνησίως φθίνουσα. Εποµένως lim 0nα x= = . 

ii) Έχουµε: 1
3
1

ββ β
β+

−
− =

+
n

n n
n

. Επειδή 1 2 3β = < , έχουµε 2 1β β> . Για να είναι γνησίως 

αύξουσα αρκεί να δείξουµε ότι 3β <n , για κάθε 1,2,n = …  

Έστω 3β <k . Τότε 
2

2
1

33 3 3 3 3 ( 3) 0
1

ββ β β β β
β+

+
< ⇔ < ⇔ + < + ⇔ − <

+
k

k k k k k
k

. Αλλά 

0 3β< <k . Εποµένως ( 3) 0β β − <k k 1 3β +⇔ <k . H ( )βn  είναι λοιπόν γνησίως αύξουσα.  

Η ( )βn , όντας άνω φραγµένη (απ’ το 3), συγκλίνει.  

Έστω lim nx β= . Τότε 
2 2

1
3 lim 3lim 3 0 3
1 lim 1

n
n

n

β xx β x x
β x+

+ +
= = = ⇔ − = ⇔ =

+ +
. 

iii) Παρατηρούµε ότι όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι θετικοί. Επίσης 

2 1
1

21 1 2 3 1α α
α

= + = + = > = . Μια πρώτη απόπειρα θα ήταν να αποδείξουµε ότι η ακολουθία 

είναι αύξουσα. Έχουµε 
2

1
221 n n

n n n
n n

α α
α α α

α α+

− −
− = + − = − .  

Το τριώνυµο 2 2x x− −  έχει ρίζες το 1−  και το 2. Για να είναι αύξουσα η ακολουθία θα 

πρέπει να έχουµε 1 2nα− ≤ ≤ . Αυτό ισχύει για τον πρώτο όρο, αλλά δεν ισχύει για τον 

δεύτερο. Έτσι, αναγκαζόµαστε να χωρίσουµε την ακολουθία στις υπακολουθίες των αρτίων 

και των περιττών όρων.  

Αποδεικνύουµε µε επαγωγή ότι 2 1 2nα − <  και 2 2nα > . Για 1n =  οι παραπάνω σχέσεις 

ισχύουν όπως έχουµε ήδη δεί. Υποθέτουµε ότι 2 1 2kα − <  και 2 2kα > . Τότε, από τη δεύτερη 

σχέση παίρνουµε: 
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2 2 1
2 2

2 22 1 1 2k k
k k

α α
α α+> ⇔ < ⇔ = + < . Εποµένως 2 2

2 1 2 1

2 21 1 2k
k k

α
α α+

+ +

> ⇔ = + > . 

Συνεπώς οι σχέσεις αυτές ισχύουν για κάθε 1,2,n = …  

Σχηµατίζουµε τη διαφορά 2
1

21n n n
n

α α α
α+

+

− = + − .  

Γνωρίζουµε όµως ότι 1
1

2 21
1n n

n n

α α
α α+

+

= + ⇔ =
−

 (είναι 1
21 1n

n

α
α+ = + > ).  

Συµπεραίνουµε ότι 
2

1 1
2

1 1 1 1

22 21
1 ( 1)

n n
n n

n n n n

α α
α α

α α α α
+ +

+
+ + + +

− −
− = + − =

− −
. 

Εποµένως 
2
2 2

2 1 2 1
2 2

2 0
( 1)

n n
n n

n n

α α
α α

α α+ −

− −
− = >

−
, γιατί δείξαµε ότι 2 2nα > . Άρα η ακολουθία 

2 1( )nα −  είναι γνησίως αύξουσα.  

Επίσης 
2
2 1 2 1

2 2 2
2 1 2 1

2 0
( 1)

n n
n n

n n

α α
α α

α α
+ +

+
+ +

− −
− = <

−
, γιατί 2 10 2nα +< < . Άρα η ακολουθία 2( )nα  είναι 

γνησίως φθίνουσα. Οι ακολουθίες 2 1( )nα −  και 2( )nα  ως µονότονες και φραγµένες 

( 2 10 2nα −< <  και 2 2 2nα α≥ > ) συγκλίνουν.  

Έχουµε 2 1
2 1

2 2 1

2 1

3 22 21 1 2 21

n
n

n n

n

α
α

α α
α

−
+

−

−

+
= + = + =

++
. Εποµένως, αν 2 1lim nx α −= , τότε 

3 2
2

xx
x
+

=
+

, δηλαδή 2 2 0 1  ή  2x x x x− − = ⇔ = − = . Επειδή 0x ≥ , έπεται ότι 

2 1lim 2nx α −= = . 

Με τον ίδιο τρόπο συνάγουµε ότι και 2lim 2nα = . Σύµφωνα µε την πρόταση 2.7.4, 

lim 2nα = . 

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να βρείτε το όριο της ακολουθίας:  1 1 2n nα α+ = +  και 1 1α = . 

2. Να βρείτε το όριο της ακολουθίας:  1
13
2n nα α+ = +  και 1 3α = . 

3. Να βρείτε τo όριo της ακολουθίας: 
 ριζικά

2 2 2n

n

α = + + . 

4. Να βρείτε το όριο της ακολουθίας 1
3 1

4
n

n
α

α +

−
= − , 1 6α = − , χωρίς να βρείτε τον γενικό της όρο. 

5. Έστω 0λ > . Θεωρούµε την ακολουθία ( )nα , µε 1
1
2n n

n

λα α
α+

 
= + 

 
 και 1 2α λ= . Να 

αποδείξετε ότι η ( )nα  συγκλίνει στο λ . 

6. Να ελέγξετε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία: 
2

1
3 1
3
α

α
α+

+
=

+
n

n
n

, 1
1
3

α = . 
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7. Το ίδιο να κάνετε για την ακολουθία: 
2

1 3
β

β
β+ =

−
n

n
n

, 1 1β = .  

8. Το ίδιο να κάνετε για την ακολουθία: 1
12γ
γ+ = +n

n

, 1 1γ = .  

 

  2.9  Ο αριθµός e 

 

Στην παράγραφο αυτή θα γνωρίσουµε έναν πολύ σηµαντικό αριθµό, ο οποίος παίζει 

ιδιαίτερο ρόλο στο Λογισµό. 

 

2.9.1 Πρόταση  

Θεωρούµε τις ακολουθίες µε γενικούς όρους 11
n

na
n

 = + 
 

 και 
111

n

nb
n

+
 = + 
 

 

Τότε ισχύουν τα εξής: 

i) Ισχύει n na b<  για κάθε 1,2,n = …  

ii) H ακολουθία ( )na  είναι γνησίως αύξουσα και η ακολουθία ( )nb  γνησίως φθίνουσα. Οι δύο 

ακολουθίες ισοσυγκλίνουν σ’ έναν αριθµό που συµβολίζεται µε το γράµµα e. 

Απόδειξη: (i) Προφανώς 1 1 11 1 1
n n

n na b
n n n

     = + < + + =     
     

. 

(ii) Παρατηρούµε ότι: 
1

2
1

2

1 21
1 2 21 11 11 1 ( 1)11

n n

n

n
n

n

n
a n n nn n

na n n n
nn

+

+

  + +     + ++    += = + = =     ++ + +     +    

2 ανισότητα
Bernoulli

2 11
1 ( 1)

n
n
n n

 +
− ≥ + + 

  

2 3 2 3 3

2 2 3 3 3

2 2 1 3 3 2 ( 1) 1 ( 1)1 1
1 ( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

n n n n n n n n n n
n n n n n n n

 + + + + + + + + + +
≥ − = ⋅ = = > = + + + + + + + 

. 

Άρα 1n na a+ > , για κάθε 1,2,n = …  

Επίσης,  
1 1

1 12

2 2 2
1

1 11
1 1 2 1 1 1122 2 2 2 211 11

n n

n n
n

n
n

n
b n n n n nn n

nb n n n n n n n
nn

+ +

+ +

+
+

  + +     + + + + +   = = ⋅ = ⋅ = ⋅ + ≥     ++ + + + +     +  + + 

  

2 3 2

2 2 3 2ανισότητα
Bernoulli

1 1 1 3 1 4 4 11 1
2 2 2 2 4 4

n n n n n n n n
n n n n n n n n n
+ + + + + + + + ≥ ⋅ + = ⋅ = > + + + + + + 

. 

Άρα 1n nb b +> , για κάθε 1,2,n = …   
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Επειδή 1n na b b< ≤  και 1 n na a b≤ < , η ακολουθία ( )na  είναι άνω φραγµένη και η ακολουθία 

( )nb  κάτω φραγµένη. Εποµένως οι ακολουθίες αυτές συγκλίνουν.  

e b4

b3 b2 b1=4

a4a3

a2a1=2

1

 

Είναι δε lim nb =
11 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim

n n

na
n n n

+
     + = + + =     
     

.■ 

 

Ο αριθµός e εµφανίζεται πολύ συχνά στην Ανάλυση. Είναι άρρητος και µάλιστα 

υπερβατικός, δηλαδή δεν είναι ρίζα ενός πολυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές, όπως 

ακριβώς συµβαίνει και µε τον άλλο σπουδαίο αριθµό τον π. Μάλιστα οι δυο τους συνδέονται 

µέσω πάµπολλων σχέσεων, η σηµαντικότερη από τις οποίες είναι ο φηµισµένος τύπος του 

Euler: 1 0ie π + = , όπου i η φανταστική µονάδα των µιγαδικών. 

Μια προσεγγιστική τιµή του e είναι: e = 2,7182818284590452353602874713527…… 

 

2.9.2 Παραδείγµατα 

1. Να βρεθούν τα όρια:  

i) 2lim 1
n

n
 + 
 

 ii) 1lim 1
n

n
 − 
 

 iii) lim
!n

n
n

 

Λύση: i) 2 2 2 1 2lim 1 lim lim lim lim
1 1

n n n n nn n n n e
n n n n n

+ + + +         + = = = ⋅ =         + +         
   

1 1
21 2 1lim lim 1 lim 1

2 1 1

n nn n e e e e e
n n n

+ ++ +   = ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ =   + + +   
. 

ii) 
1 1

1

1 1 1 1lim 1 lim 1 lim
1 1 1lim

n n n

n

n
n n n en

n

+ +

+
     − = − = = =     + +      + 

 
 

. 

iii) Έστω 11
n

na
n

 = + 
 

. Εφόσον lim na e= , τότε µε βάση το παράδειγµα 2.5.5.5, και ο 

γεωµετρικός µέσος 1 2
n

n na a aγ =  τείνει στο e.  

Αλλά 1 2
2n

n na a aγ = =
23

1
⋅

22

34
⋅

33
( 1)n

n

n
n
+ ( 1) 1

1 2 !

n
n n

n

n n
n n

+ +
= =

⋅
. 

Εφόσον 1lim
!n

n e
n
+

= , τότε και 1lim lim lim
1! !n n

n n n e
nn n

+
= =

+
. 
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2. Έστω tx
s

=  ένας ρητός αριθµός, όπου ,t s∈Z  και 1s ≥ . Να αποδειχθεί ότι  

lim 1
n

xx e
n

 + = 
 

. 

*Απόδειξη: Αρχικά υποθέτουµε ότι x t= ∈Z . ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

i) 0t ≥ . Θα αποδείξουµε µε επαγωγή επί του t ότι lim 1
n

tt e
n

 + = 
 

. 

Για 0t = , έχουµε 00lim 1 lim1 1
n

e
n

 + = = = 
 

. 

Έστω ότι για κάποιο 0t ≥  ισχύει lim 1
n

tt e
n

 + = 
 

. 

Τότε, 1 1 1 1lim 1 lim lim lim
1

n n n nt t n t n n
n n n n
+ + + + + +       + = = ⋅ =       +       

 

1 1

1

1 1lim lim lim 1 1 lim 1
1 1 1

.

n n n
t

t

t n n t te e e e e
n t n n n

e

+ +

+

+ + +     = ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ = + ⋅ = ⋅ =     + + + +     
=

 

ii) 0t < . Τότε t k= − , όπου 1,2,k = … . Θα αποδείξουµε ότι lim 1
n

kk e
n

−− + = 
 

. 

Έχουµε  lim 1 lim 1 lim lim lim
n n k n k n kk k n n n

n n k n k n k n k

+ +− −         + = + = = =         + + + +         
 

1 1 1lim lim 1
lim lim 1

k k
k

n n k

n n e
n k n k en k k

n n

−   = ⋅ = ⋅ = ⋅ =   + +   +   +   
   

,  

γιατί  lim 1
n

kk e
n

 + = 
 

, όπως δείξαµε στην προηγούµενη περίπτωση. 

Έστω τώρα tx
s

= , όπου ,t s∈Z  και 1s ≥ . Εφόσον lim 1
n

tt e
n

 + = 
 

, θα έχουµε  

lim 1
sn

tt e
sn

 + = 
 

, σύµφωνα µε την πρόταση 2.7.3.  

Εποµένως, /lim 1 lim 1 lim 1 lim 1
n n sn sn

s t t s xs s
x t t t e e e
n sn sn sn

       + = + = + = + = = =       
       

. 

 

Η ακολουθία 11
n

na
n

 = + 
 

 συγκλίνει πολύ αργά στον e. Mια εναλλακτική µορφή του e είναι 

ως το όριο της ακολουθίας 
0

1 1 1 1 11
1! 2! 3! ! !

n

n
k

s
n k=

= + + + + + =∑ , η οποία συγκλίνει πολύ πιο 

γρήγορα. Έχουµε λοιπόν την επόµενη πρόταση: 
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2.9.3 Πρόταση 

Έστω 1 1 1 11
1! 2! 3! !ns

n
= + + + + + . Τότε lim ns e= . 

*Απόδειξη: Αρχικά αποδεικνύουµε τον εξής ισχυρισµό: ns e≤ , για κάθε 1,2,n = … . 

Απόδειξη του ισχυρισµού: Για να αποφύγουµε πιθανή σύγχιση θα χρησιµοποιήσουµε το 

σύµβολο m αντί του n και θα δείξουµε ότι ms e≤  για κάθε θετικό ακέραιο m.  

Για κάθε n m≥  θα έχουµε: 

11 1 0

1 1

1 1 1 1 ( 1) ( 1)1 1 1 1
!

( 1) ( 1) 1 2 1 11 1 1 1 1 .
! !

n

n m n m m m

n k
k

m m

k
k k

n n n ka
n n n n k n

n n n k k
k n n n n k

−

+ >
=

= =

− − +       = + = + + ≥ + = =       
       

− − + −    = + = + − − −    
    

∑

∑ ∑
 

Επειδή το m είναι σταθερό θα έχουµε: 

1

1 2 1 1lim 1 lim 1 1 1
!

m

n
k

ke a
n n n k=

−    = ≥ + − − − =    
    

∑  

1 1 0

1 1 2 1 1 11 lim 1 lim 1 lim 1 1
! ! !

m m m

m
k k k

k s
k n n n k k= = =

−     = + − − − = + = =     
     

∑ ∑ ∑ ,  

γιατί 1 2 1lim 1 lim 1 lim 1 1k
n n n

−     − = − = = − =     
     

, για κάθε 1, 2, ,k m= … . 

Προχωράµε τώρα στην απόδειξη της πρότασης 2.9.3. 

Η ακολουθία ( )ns  είναι προφανώς γνησίως αύξουσα. ∆είξαµε ότι ns e≤  για κάθε 1,2,n = … , 

δηλαδή ότι η ακολουθία ( )ns  είναι άνω φραγµένη απ΄τον αριθµό e. Άρα η ( )ns  συγκλίνει και 

µάλιστα lim ns e≤ . 

Αλλά, 
0 1

1 ( 1) ( 1) 1 1 2 1 11 1
! !

n n n

n k
k k

n n n k n n n ka
n k n n n n k= =

− − + − − − + = + = = + ≤ 
 

∑ ∑   

1

11
!

n

n
k

s
k=

≤ + =∑ . Με βάση την πρόταση 2.4.5, έχουµε lim limn ne a s= ≤ . 

Τελικά λοιπόν έχουµε: lim ns e= .■ 

 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να βρείτε τα όρια: i) 3lim 1
n

n
 + 
 

, ii) 3lim 1
5

n

n
 − 
 

 και iii) 
2 3

2 3

1 2 3lim
4 5 6 ( 3)

n

n
n

n
n

⋅ ⋅
⋅ ⋅ +

. 
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2.10 Απειριζόµενες ακολουθίες 

 

Στην παράγραφο αυτή αναφερόµαστε στις ακολουθίες που οριακά (καθώς το n παίρνει 

µεγάλες τιµές) αυξάνονται πάρα πολύ, δηλαδή µπορούν να πάρουν οσοδήποτε µεγάλες 

θετικές τιµές ή µειώνονται πάρα πολύ, δηλαδή µπορούν να πάρουν οσοδήποτε µεγάλες κατ’ 

απόλυτη τιµή αρνητικές τιµές. Τέτοιες ακολουθίες είναι, για παράδειγµα, οι ( )n , 2( )n− , (2 )n  

κτλ. 

 

2.10.1 Ορισµός  

i) Μια ακολουθία ( )nα  λέµε ότι τείνει στο +∞  αν για κάθε θετικό αριθµό ε υπάρχει δείκτης 

0n , τέτοιος ώστε nα ε>  για κάθε 0n n≥ . 

ii) Μια ακολουθία ( )nα  λέµε ότι τείνει στο −∞  αν για κάθε θετικό αριθµό ε υπάρχει δείκτης 

0n , τέτοιος ώστε nα ε< −  για κάθε 0n n≥ . 

 

Σηµείωση: Ο αριθµός ε στην περίπτωση των απειριζοµένων ακολουθιών θεωρείται ότι 

µπορεί να πάρει πολύ µεγάλες τιµές, σε αντίθεση µε ότι συνέβαινε µέχρι τώρα, όπου το ε 

λαµβάνονταν πολύ µικρό.  

 

Για παράδειγµα, η ακολουθία , 1,2,n n nα = = …  τείνει στο +∞ , ενώ η ακολουθία  
2 , 1,2,n n nβ = − = …  τείνει στο −∞ . 

Μια απειριζόµενη ακολουθία προφανώς δεν είναι φραγµένη. Αν τώρα µια ακολουθία είναι 

µονότονη και µη φραγµένη θα πρέπει να απειρίζεται. 

 

2.10.2 Πρόταση  

Έστω ( )nα  µια µη φραγµένη ακολουθία. 

i) Αν η ( )nα  είναι αύξουσα τότε lim nα = +∞ . 

ii) Αν η ( )nα  είναι φθίνουσα τότε lim nα = −∞ . 

Απόδειξη: i) Επειδή η ( )nα  είναι αύξουσα είναι και κάτω φραγµένη (από τον πρώτο όρο 

της). Ως µη φραγµένη δεν µπορεί να είναι λοιπόν άνω φραγµένη. Έστω τώρα 0ε > . Τότε 
υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα 

0nα ε> . Εποµένως 
0n nα α ε≥ > , για κάθε 0n n≥ .  
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Η απόδειξη του (ii) είναι πανοµοιότυπη. ■ 

 

Για παράδειγµα, η ακολουθία ( )n  των θετικών ακεραίων είναι αύξουσα και µη φραγµένη και 

συνεπώς απειρίζεται θετικά. 

 

2.10.3 Πρόταση  

Υποθέτουµε ότι n nα β≤ , για κάθε n m≥ , όπου m ένας θετικός ακέραιος. Τότε: 

i) Αν lim nα = +∞  τότε και lim nβ = +∞ . 

ii) Αν lim nβ = −∞  τότε και lim nα = −∞ . 

Απόδειξη: i) Έστω 0ε > . Τότε υπάρχει 0n , τέτοιος ώστε nα ε> , για κάθε 0n n≥ . Αν 

0 0max{ , }n n m′ = , τότε και nβ ε> , για κάθε 0n n′≥ . (Γιατί n nβ α ε≥ > ). Η απόδειξη του (ii) 

είναι παρόµοια. ■ 

 

Για παράδειγµα, 2n n≥  και limn = +∞ . Άρα και 2lim n = +∞ . 

Χρειαζόµαστε κανα-δυο προτάσεις ακόµα, χρήσιµες στον καθορισµό άπειρων ορίων. 

 

2.10.4 Πρόταση  

i) Έστω lim limn nα β= = +∞ . Τότε lim( ) lim( )n n n nα β α β+ = = +∞ . 

ii) Αν η ( )nα  είναι κάτω φραγµένη και lim nβ = +∞ , τότε lim( )n nα β+ = +∞ .Ειδικότερα, αν η 

( )nα  συγκλίνει στο R  και lim nβ = +∞ , τότε lim( )n nα β+ = +∞ . 

iii) Αν lim nα α= ∈R  και lim nβ = +∞  τότε: 

,   αν  0
,   αν  0

lim( )
δεν µπορούµε να 
αποφανθούµε, αν 0

n n

α
α

α β

α

+∞ >
−∞ <= 

 =

 

iv) Αν lim nα = +∞  τότε 1lim 0
nα
= . 

v) Αν lim 0nα =  και 0nα >  για κάθε 1,2,n = … , τότε 1lim
nα
= +∞ . 

Απόδειξη: i) Έστω 0ε > . Τότε υπάρχει 0n , τέτοιος ώστε / 2nα ε> , για κάθε 0n n≥ . 

Επίσης, υπάρχει 0n′  τέτοιος ώστε / 2nβ ε> , για κάθε 0n n′≥ . Αν θέσουµε 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= , 

τότε / 2 / 2n nα β ε ε ε+ > + = , για κάθε 0n n′′≥ . Άρα lim( )n nα β+ = +∞ . 

Για να δείξουµε ότι lim( )n nα β = +∞  αρκεί να επιλέξουµε το 0n  ώστε  1nα > , για κάθε 

0n n≥  και το 0n′  ώστε nβ ε> , για κάθε 0n n′≥ . 



 48

ii) Εφόσον η ( )nα  είναι κάτω φραγµένη, θα υπάρχει s∈R  µε την ιδιότητα ns α≤ , για κάθε 

1,2,n = …  Έστω τώρα 0ε > . Εφόσον lim nβ = +∞ , υπάρχει 0n , τέτοιος ώστε | |n sβ ε> + , 
για κάθε 0n n≥ . Εποµένως 

| |
| |n n s s

s sα β ε ε
≥−

+ > + + = , για κάθε 0n n≥ . 

iii) Έστω ότι lim 0nα α= ≠ . Τότε υπάρχει 0n , τέτοιος ώστε | || |
2n
αα α− < , για κάθε 0n n≥ . 

Αν 0α > , η σχέση | |
2n
αα α− <  συνεπάγεται τη σχέση 

2n
αα > .  

Έστω τώρα 0ε > . Εφόσον lim nβ = +∞ , υπάρχει 0n′  τέτοιος ώστε 2 /nβ ε α> , για κάθε 

0n n′≥ . Εποµένως 2
2n n
α εα β ε

α
> ⋅ = , για κάθε 0n n′′≥ , όπου 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= . 

Αν 0α < , η σχέση | || |
2n
αα α− <  συνεπάγεται τη σχέση | |

2n
αα < − . Εφόσον lim nβ = +∞ , 

υπάρχει 0n′  τέτοιος ώστε 2 / | |nβ ε α> , για κάθε 0n n′≥ . Εποµένως | | 2
2 | |n n
α εα β ε

α
< − ⋅ = − , 

για κάθε 0n n′′≥ , όπου 0 0 0max{ , }n n n′′ ′= . 

Τώρα, αν lim 0nα =  δεν µπορούµε να αποφανθούµε για την ( )n nα β . Π.χ. αν 1
n n

α =  και 

n nβ = , τότε 1n nα β = . Αν όµως 1
n n

α =  και 2
n nβ = , τότε n n nα β = → +∞ . Ακόµη, αν 

2

1
n n

α =  και n nβ = , τότε 1 0n n n
α β = → . 

iv) Έστω 0ε > . Εφόσον lim nα = +∞ , υπάρχει 0n  τέτοιος ώστε 1/nα ε> , για κάθε 0n n≥ . 

Εποµένως 1

n

ε
α

< , για κάθε 0n n≥ . 

v) Έστω 0ε > . Εφόσον lim 0nα =  και 0nα >  για κάθε 1,2,n = … , υπάρχει 0n  τέτοιος ώστε 

0 1/nα ε< < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως 1

n

ε
α

> , για κάθε 0n n≥ .■ 

 

Αντίστοιχα για το −∞  έχουµε την ακόλουθη πρόταση, η απόδειξη της οποίας είναι παρόµοια 

µε αυτήν της προηγούµενης: 

 

2.10.5 Πρόταση  

i) Έστω lim limn nα β= = −∞ . Τότε lim( )n nα β+ = −∞  και lim( )n nα β = +∞ . 

ii) Αν η ( )nα  είναι φραγµένη και lim nβ = −∞  τότε και lim( )n nα β+ = −∞ . Ειδικότερα, αν η 

( )nα  συγκλίνει στο R  και lim nβ = −∞ , τότε lim( )n nα β+ = −∞ . 

 



 49

iii) Αν lim nα α= ∈R  και lim nβ = −∞  τότε: 

,   αν  0
,   αν  0

lim( )
δεν µπορούµε να 
αποφανθούµε, αν 0

n n

α
α

α β

α

−∞ >
+∞ <= 

 =

 

iv) Αν lim nα = −∞  τότε 1lim 0
nα
= . 

v) Αν lim 0nα =  και 0nα <  για κάθε 1,2,n = … , τότε 1lim
nα
= −∞ .■ 

 

2.10.6 Παραδείγµατα 

1. Να υπολογιστούν τα όρια: i) 
3 2

2

2 1lim
3 1

n n n
n n

− + − +
− −

, ii) 
22 3 2lim

5 10
n n
n n
− +
+ +

 και  

iii) 2lim(2 1)n n n− + −  

Λύση: i) Έχουµε 

3
3 2 2 3 2 3

2
2

22

2 1 1 2 1 11 12 1
1 11 13 1 33

n
n n n n n n n n nn

n n n
n nn n

 − − + − − + − − + − +  = = − ⋅
− −   − −− − 

 

.  

Αλλά 
2 3

2

2 1 11 1lim 01 1 33

n n n

n n

− + −
= >

− −
 και lim( )n− = −∞ . Σύµφωνα µε το (iii) της πρότασης 

2.10.5, θα έχουµε 
3 2

2

2 1lim
3 1

n n n
n n

− + − +
= −∞

− −
.  

ii) Έχουµε 
2 2

3 222 3 2
105 10 5

n n n nn
n

n

− +− +
= ⋅

+ +
. Είναι 

2
3 22 2lim 010 55

n n

n

− +
= >

+
 και lim( )n = +∞ . 

Σύµφωνα µε το (iii) της πρότασης 2.10.4, θα έχουµε 
22 3 2lim

5 10
n n
n n
− +

= +∞
+ +

.  

iii) 
2 2 2

2 2

2 2

( 1) 12 1 ( 1)
1 1

n n n nn n n n n n n n n
n n n n n n
− + − − +

− + − = + − + − = + = + =
+ + − + + −

 

2

11

1 11 1

nn

n n

− +
= +

+ + −
. Είναι 

2

11
lim 1

1 11 1

n

n n

− +
= − ∈

+ + −
R  και lim( )n = +∞ . Σύµφωνα µε το 

(ii) της πρότασης 2.10.4, θα έχουµε 
22 3 2lim

5 10
n n
n n
− +

= +∞
+ +

.  

 

2. Να δειχθεί ότι αν 0nα ≥  για κάθε 1,2,n = …  και lim nα = +∞ , τότε και lim nα = +∞ . 

Απόδειξη: Έστω 0ε > . Τότε και 2 0ε >  και εποµένως υπάρχει 0n  τέτοιος ώστε 2
nα ε> , για 

κάθε 0n n≥ . Άρα nα ε> , για κάθε 0n n≥ . 
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3. Να δειχθεί ότι lim !n n = +∞ . 

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι 2( !)
2

n

n

nn > , για κάθε 1,2,n = …   

Για 1n =  παίρνουµε τη σχέση 11
2

> , που προφανώς ισχύει.  

Υποθέτουµε ότι 2( !)
2

k

k

kk > .  

Τότε 2 2 2[( 1)!] ( 1) ( !)k k k+ = + >
2 2

2 ( 1) ( 1) 1( 1)
2 2 ( 1) 2 11

k k k k

kk k k k

k k k kk
k

k

+ ++ +
+ = =

+  + 
 

. Αλλά 

11 4
k

e
k

 + < < 
 

 (γιατί η ακολουθία 11
n

n
  +     

 είναι γνησίως αύξουσα και 1lim 1
n

e
n

 + = 
 

). 

Εποµένως 2[( 1)!]k +
2 2( 1) 1 ( 1) 1

2 2 411

k k

kk k

k k

k

+ ++ +
> > ⋅

 + 
 

2 1

1

( 1) 1 ( 1) 1
2 4 2 2

k k

k k

k k k+ +

+

+ + +
= ⋅ = ⋅ ≥  

1 1

1 1

( 1) ( 1)1
2 2

k k

k k

k k+ +

+ +

+ +
≥ ⋅ = . 

Τώρα, από τη σχέση 2( !)
2

n

n

nn >  παίρνουµε 2( !)
2

n nn > . Επειδή lim
2
n
= +∞ , από το (i) της 

πρότασης 2.10.3, θα έχουµε 2lim( !)n n = +∞ . Αλλά, µε βάση την προηγούµενη εφαρµογή, 

παίρνουµε lim !n n = +∞ . 

 

4. i) Έστω 1λ > . Τότε lim nλ = +∞ .  

ii) Έστω ( )αn  µια ακολουθία θετικών όρων. Υποθέτουµε ότι 1lim 1n

n

α
α
+ > . Τότε lim nα = +∞ . 

iii) Έστω ( )αn  µια ακολουθία µη αρνητικών όρων. Υποθέτουµε ότι lim 1n
nα > . Τότε 

lim nα = +∞ . 

iv) Να βρεθούν τα όρια: 
12 7lim

3 5

n

n n

−+
−

 και 3 1lim
2 1

nn
n
− 

 − 
. 

Λύση: i) Έστω 1λ θ= +  µε 0θ > . Τότε 
Bernoulli

(1 ) 1n nλ θ nθ nθ= + ≥ + > . Αλλά limn = +∞  και 

0θ > . Από το (iii) της πρότασης 2.10.4 προκύπτει ότι και lim( )nθ = +∞ . Τώρα, από το (i) 

της πρότασης 2.10.3 προκύπτει ότι lim nλ = +∞ .  

ii) Αν 1lim n

n

α
α
+ = +∞ , τότε για  = 2ε , προκύπτει ότι υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε 1 2n

n

α
α
+ > , 

για κάθε 0n n≥ .  
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Αν 1lim n

n

α λ
α
+ = ∈R  µε 1λ > , τότε για 1 0

2
λε −

= > , προκύπτει ότι υπάρχει θετικός ακέραιος 

0n  µε 1 1
2

n

n

α λλ
α
+ −
− < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως 1 1 1

2
n n

n n

α α λλ λ
α α
+ +  −

− − ≤ − < ⇒ 
 

 

1 1 1
2

n

n

α λ
α
+ +
> > , για κάθε 0n n≥ . 

Σε κάθε περίπτωση, υπάρχει 1µ >  µε 1n

n

α µ
α
+ > , για κάθε 0n n≥ . 

Αν 0n n≥ , τότε 0 00
0 0 0

0

11

1 2

n nn n nn n
n n n n

n n n

α αα αα α µ α µ
α α α µ

+ −−

− −

= > = . Αλλά lim nµ = +∞  (σύµφωνα 

µε το i)) και 0

0
0n

n

α
µ

> . Με βάση το (iii) της πρότασης 2.10.4, 0

0
lim nn

n

α
µ

µ
 

= +∞ 
 

. Τώρα, από 

το (i) της πρότασης 2.10.3 προκύπτει ότι lim nα = +∞ .  

iii) Όπως προηγουµένως, υπάρχει 1µ >  και θετικός ακέραιος 0n  µε >n
nα µ , για κάθε 

0n n≥ . Άρα n
nα µ> → +∞  κτλ. 

iv) Έχουµε: 
1

2 1 7
2 7 2 1 7 15 7 5
3 5 5 7 53 31 1

5 5

n

nn n

n nn n n

−
 +    +   = = +  −       − −   

   

. Εφόσον 7 1
5
> , 7lim

5

n
  = +∞ 
 

 

και επειδή 1 0
7
> , 1 7lim

7 5

n   = +∞  
   

. Ακόµη 2lim 0
5n = , οπότε 2 1 7lim

5 7 5

n

n

  + = +∞  
   

. 

Επίσης, 1 1lim 1 0
3 31 lim 1
5 5

n n= = − <
   − −   
   

 και εποµένως  

12 7lim
3 5

n

n n

−+
=

−
2 1 7 1lim
5 7 5 3 1

5

n

nn

 
    + = −∞         −     

. 

Για το 3 1lim
2 1

nn
n
− 

 − 
 παρατηρούµε ότι: 

133 1 3 1 3 112 1 2 1 22

n

n
n n n
n n

n

−− −  = = → > − −  −
. Σύµφωνα µε το 

(iii), θα πάρουµε 3 1lim
2 1

nn
n
−  = +∞ − 

. 

 

5. Θεωρούµε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α. Χωρίζουµε κάθε πλευρά σε τρία ίσα 

τµήµατα. Με βάση το µεσαίο τµήµα κατασκευάζουµε ισόπλευρο τρίγωνο που βρίσκεται στο 

εξωτερικό του αρχικού τριγώνου. ∆ηµιουργείται έτσι ένα νέο σχήµα (αστέρι). 
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Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία αυτή στις πλευρές του αστεριού και παίρνουµε το κάτω-

αριστερά σχήµα. Αν ξανακάνουµε αυτή τη διαδικασία στις πλευρές του νέου σχήµατος θα 

πάρουµε το κάτω-δεξιά σχήµα. Υποθέτουµε ότι αυτή η διαδικασία συνεχίζεται επ’ άπειρον. 

i) Να υπολογιστεί το µήκος της οριακής καµπύλης. 

ii) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του εσωτερικού της οριακής αυτής καµπύλης. 

 
Λύση: Ας είναι nk  το πλήθος των πλευρών του (µη κυρτού) πολυγώνου που προκύπτει µετά 

από 1n −  βήµατα, nα  το µήκος της πλευράς του, nΠ  η περίµετρός του και nΕ  το εµβαδόν 

του. 

Κάθε πλευρά του παλιού πολυγώνου δίνει 4 πλευρές του νέου. Άρα ισχύει 1 4n nk k+ =  και 

επειδή  1 3k = , θα πάρουµε 13 4n
nk −= ⋅ . Κάθε πλευρά του νέου πολυγώνου ισούται µε το 1

3
 

της πλευράς του παλιού, δηλαδή, 1
1
3n nα α+ = . Άρα 1

1
3n nα α−= . Εποµένως 1 1 1n n nk α+ + +Π = =  

1 44
3 3n n n nk kα α= ⋅ = =

4
3 nΠ . Από το (ii) του προηγούµενου παραδείγµατος προκύπτει ότι 

lim nΠ = +∞ . Η οριακή καµπύλη έχει λοιπόν άπειρο µήκος! 

Το εµβαδόν κάθε ισοπλεύρου τριγώνου που προσθέτουµε είναι 
2

23 1 3
4 3 36n nα α  = 
 

. Στο 

αρχικό εµβαδόν προσθέτουµε 13 4n
nk −= ⋅  ισόπλευρα τρίγωνα συνολικού εµβαδού 

1 2 2 23 33 4 4
36 3

n n
n nα α− −⋅ =

2 2
2 2

2 2 2 1

3 1 4 34
3 3 3

n
n

n n

αα
−

−
− −

⋅
= .  

Άρα 1n n+Ε = Ε +
2 2 2

2 1

4 3 3 43
3 16 9

nn

nn

α α−

−

⋅  = Ε +  
 

. 

Εποµένως  
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1 1 22 2 2 2 2

1 2 2

1

1 22 2 2 2

1 2

2

3 4 3 4 3 4 3 4 43 3 3 3
16 9 16 9 16 9 16 9 9

41
4 4 4 4 3 3 1 93 1 49 12 9 9 9 4 4 3 1

9

3 1 9 41
4 3 5 9

n n n

n n n

n

n n

α α α α

α α α

α

− − −

− −

−

− −

     Ε = Ε + = Ε + + = + +     
      

  −          + + Ε = + + + + + = + =               − 
  

= + −
1n−      

     

   

Εποµένως, 
12 2 23 1 9 4 3 1 9 8 3lim 1 lim

4 3 5 9 4 3 5 15

n

n
α α α−     Ε = + − = + =            

. 

Άλυτες ασκήσεις 

1. Να δείξετε ότι: i) 
2

2

2 3 5lim
3 1
n n
n n

− + +
= −∞

− −
 και  ii)  (2 )!lim

!
n

n
n

= +∞ .  

2. Να υπολογίσετε τα όρια: i) 
22 5lim

4 3

n

n n

−+
+

 και  ii)  lim
!

nn
n

. 

 

 

2.11 Το κριτήριο σύγκλισης του Cauchy* 

 

Στην παράγραφο αυτή θα µάθουµε για το κριτήριο σύγκλισης του Cauchy, το οποίο αποτελεί 

ένα µάλλον θεωρητικό εργαλείο για την ύπαρξη ορίου µιας ακολουθίας. Το κριτήριο αυτό θα 

το χρησιµοποιήσουµε στην επόµενη παράγραφο, όπου θα εισάγουµε την έννοια της δύναµης 

µε εκθέτη πραγµατικό (ενδεχοµένως άρρητο).  

Θεωρούµε µια φραγµένη ακολουθία ( )na . Τότε, για κάθε 1,2,n = … , η ουρά 

1 2{ , , , }n n na a a+ + …  της ακολουθίας ( )na  είναι φραγµένη.  

Θέτουµε 1 2inf{ , , , }n n n na a a a+ += …  και 1 2sup{ , , , }n n n na a a a+ += … . 

Εφόσον 1 2 3 1 2{ , , , } { , , , }n n n n n na a a a a a+ + + + +⊆… … , θα έχουµε  1 2 1inf{ , , , } inf{ ,n n n na a a a+ + +≤…   

2 3, , }n na a+ + …  και 1 2 3 1 2sup{ , , , } sup{ , , , }n n n n n na a a a a a+ + + + +≤… … . (Πρόταση 2.8.5). 

∆ηλαδή, 1n na a +≤  και 1n na a+ ≤ .  

Η ακολουθία ( )na , ως αύξουσα και άνω φραγµένη (από τον 1ο όρο της ( )na ), συγκλίνει. 

Η ακολουθία ( )na , ως φθίνουσα και κάτω φραγµένη (από τον 1ο όρο της ( )na ), συγκλίνει. 

Θέτουµε lim limn na a=  και lim limn na a= . 
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2.11.1 Ορισµός 

Ο αριθµός lim na  λέγεται κατώτερο όριο της ακολουθίας ( )na . Ο αριθµός lim na  λέγεται 

ανώτερο όριο της ( )na . 

 

2.11.2 Πρόταση 

(i) Ισχύει lim limn na a≤ , για κάθε φραγµένη ακολουθία ( )na .  

(ii) Ισχύει ισότητα στην παραπάνω σχέση αν και µόνον αν η ακολουθία ( )na  συγκλίνει. Στην 

περίπτωση αυτή έχουµε lim lim limn n na a a= = . 

Απόδειξη: (i) Έχουµε 1 2inf{ , , , }n n n na a a a+ += … 1 2sup{ , , , }n n n na a a a+ +≤ =…  και εποµένως 

lim na lim na≤ . 

(ii) Έστω ότι lim limn na a a= = . Θεωρούµε 0ε > . Τότε υπάρχει 0n  µε την ιδιότητα  

na aε− <  και na a ε< + , για κάθε 0n n≥ . 

Επειδή 1 2inf{ , , , }n n n n na a a a a+ += ≤ ≤… 1 2sup{ , , , }n n n na a a a+ + =… , θα πάρουµε na aε− < <  

| |na a aε ε+ ⇔ − < . 

Αντίστροφα, έστω ότι η ( )na  συγκλίνει και lim na a= . Αν 0ε > , τότε υπάρχει 0n  µε την 

ιδιότητα  | | / 2 / 2 / 2n na a a a aε ε ε− < ⇔ − < < + , για κάθε 0n n≥ . 

Εποµένως, 

/ 2a aε ε− < − ≤ 1 2 1 2inf{ , , , } sup{ , , , } / 2n n n n n n n na a a a a a a a a aε ε+ + + += ≤ = ≤ + < +… … , για 

κάθε 0n n≥ . Άρα | |na a ε− <  και | |na a ε− < , για κάθε 0n n≥ .■ 

 

2.11.3 Πρόταση (Κριτήριο του Cauchy) 

Έστω ( )na  µια φραγµένη ακολουθία. Η ακολουθία ( )na  συγκλίνει αν και µόνον αν: 

Για κάθε 0ε >  υπάρχει θετικός ακέραιος  0n  µε την ιδιότητα | |n ma a ε− < , για κάθε 

0,n m n≥ . 

Απόδειξη: Έστω ότι η ( )na  συγκλίνει και lim na a= . Αν 0ε > , τότε υπάρχει θετικός 

ακέραιος  0n  µε την ιδιότητα | | / 2na a ε− < , για κάθε 0n n≥ .  

Έστω 0,n m n≥ . Τότε | | | | | | / 2 / 2n m n ma a a a a a ε ε ε− ≤ − + − < + = . 

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι, για κάθε 0ε >  υπάρχει θετικός ακέραιος  0n  µε την ιδιότητα 

| |n ma a ε− < , για κάθε 0,n m n≥ . Η συνθήκη αυτή, µε / 2ε  στη θέση του ε, διατυπώνεται ως 



 55

εξής: Yπάρχει θετικός ακέραιος  0n  µε την ιδιότητα | | / 2n ma a ε− < , για κάθε 0,n m n≥ . 

Ειδικά για 0m n= , θα έχουµε: 
0

| | / 2n na a ε− < , για κάθε 0n n≥ .  

Εποµένως, 
0 0

/ 2 / 2n n na a aε ε− < < + , για κάθε 0n n≥  και συνεπώς  

0
/ 2n na aε− ≤

01 1inf{ , , } sup{ , , } / 2n n n n n n na a a a a a a ε+ +≤ = ≤ = ≤ +… … .  

Εποµένως, 
0

/ 2 lim limn n na a aε− ≤ =
0

lim lim / 2n n na a a ε≤ = ≤ + . Από τη σχέση αυτή 

προκύπτει ότι 
0

/ 2 lim n na aε− ≤ −  και 
0

lim / 2n na a ε− ≤ .  

Εποµένως, 
0 0

0 lim lim lim (lim ) / 2 / 2n n n n n na a a a a a ε ε ε≤ − = − − − ≤ + = . Επειδή η σχέση 

0 lim limn na a ε≤ − ≤  ισχύει για κάθε 0ε > , έπεται ότι lim limn na a= . (Αν lim limn na a>  

τότε, για 1
2 (lim lim ) 0n na aε = − > , θα είχαµε 0 2ε ε≤ ≤ , άτοπο). ■ 

 

2.12 ∆υνάµεις µε εκθέτη πραγµατικό 

 

Στην παράγραφο 1.6 εισάγαµε την έννοια της δύναµης µε βάση θετικό πραγµατικό και 

εκθέτη ρητό αριθµό. Τι νόηµα όµως θα µπορούσε να έχει η παράσταση 23 ; 

Μια σκέψη είναι να πάρουµε την ακολουθία (1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142,...) των (ρητών) 

δεκαδικών προσεγγίσεων του 2  και να κατασκευάσουµε στη συνέχεια την αντίστοιχη 

ακολουθία 12 , 1,42 , 1,412 , 1,4142 , 1,41422 ,... των δυνάµεων. Τι πιο φυσιολογικό, από το να 

ορίσουµε ως 23  το όριο της τελευταίας ακολουθίας; Κανείς όµως δεν µας εγγυάται ότι η 

ακολουθία 12 , 1,42 , 1,412 , 1,4142 , 1,41422 ,... πράγµατι συγκλίνει.  

Αν τώρα, αντί της αρχικής ακολουθίας των δεκαδικών προσεγγίσεων, παίρναµε µια άλλη 

ακολουθία ρητών, η οποία συνέκλινε στον 2 , π.χ. την ακολουθία ( )nb  της παραγράφου 

2.2, η αντίστοιχη ακολουθία 2 nb  θα συνέκλινε στον ίδιο αριθµό µε αυτόν της ακολουθίας 12 , 
1,42 , 1,412 , 1,4142 , 1,41422 ,...; 

Στην παράγραφο αυτή θα απαντήσουµε καταφατικά σ’ αυτά τα ερωτήµατα. 

 

2.12.1 Πρόταση  

Αν ,x y∈R  µε x y< , τότε υπάρχει ρητός mz
n

=  ( ,m n∈Z  και 0n > ) µε x z y< < . 
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Απόδειξη: Εφόσον η ακολουθία 1
n

 
 
 

 είναι µηδενική, υπάρχει θετικός ακέραιος n  µε 

1 y x
n
< − . Άρα 1 ny nx< − . Θέτουµε [ ] 1m nx= + . Τότε m nx>  και 1 1m nx ny− ≤ < − . 

Εποµένως, mnx m ny x y
n

< < ⇒ < < .■ 

 

2.12.2 Πόρισµα  

Για κάθε πραγµατικό αριθµό x υπάρχει ακολουθία ρητών αριθµών ( )nx  µε lim nx x= . 

Απόδειξη: Για κάθε θετικό ακέραιο n υπάρχει nx ∈Q  µε 1
nx x x

n
− < < . Εφόσον 

1lim x x
n

 − = 
 

, έπεται ότι lim nx x= . (Το ίδιο αποτέλεσµα θα παίρναµε αν επιλέγαµε 

1
nx x x

n
< < + ).■ 

 

2.12.3 Πρόταση  

Έστω 0a >  και ( )nx  µια ακολουθία ρητών αριθµών µε lim 0nx = . Τότε lim 1nxa = . 

*Απόδειξη: Η περίπτωση 1a =  είναι τετριµένη.  

Έστω 1a > . Θεωρούµε 0ε > . Εφόσον 1/lim lim 1n na a= =  και 1/lim 1na− = , υπάρχει 

θετικός ακέραιος 0n  µε 0 01/ 1/1 1n na aε ε−− < − < − < . Επειδή  lim 0nx = , υπάρχει θετικός 

ακέραιος 1n  µε 
0 0

1 1
nx

n n
− < < , για κάθε 1n n≥ . Εποµένως 0 01/ 1/nn x na a a− < < ⇒  

0 01/ 1/1 1 1 | 1|n nn x n xa a a aε ε ε−− < − < − < − < ⇒ − < , για κάθε 1n n≥ . 

Αν 1a < , τότε 1 1a− >  και εποµένως 1lim( ) 1nxa− = . Συνεπώς, 1
1lim 1

lim( )
n

n

x
xa

a−= = .■ 

 

2.12.4 Πρόταση  

Έστω 0a >  και ( )nx  µια ακολουθία ρητών αριθµών µε lim nx x= ∈R . Τότε η ακολουθία 

( )nxa  συγκλίνει. Επίσης, lim 0nxa > . 

*Απόδειξη: Για 1a = , lim 1nxa = .  

Έστω 1a > . Εφόσον η ( )nx  συγκλίνει, αυτή θα είναι άνω φραγµένη. Άρα υπάρχει 0M >  µε 

nx M< , για κάθε 1,2,n = …  Το Μ µπορεί να θεωρηθεί θετικός ακέραιος. (Αν το Μ δεν είναι 

ακέραιος παίρνουµε το max{[ ] 1,1}M M+ > , το οποίο είναι άνω φράγµα της ( )nx ).  
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Στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε το κριτήριο του Cauchy. Θεωρούµε 0ε > . Εφόσον 1/lim na =  
1/lim 1na−= = , υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε 0 01/ 1/1 1n na a

M M
ε ε−− < − < − < . 

Επειδή η ακολουθία ( )nx  συγκλίνει, από το κριτήριο Cauchy, υπάρχει υπάρχει θετικός 

ακέραιος 1n  µε 
0 0

1 1
n mx x

n n
− < − < , για κάθε 1,n m n≥ .  

Εποµένως 0 01/ 1/1 1 1n mn x x na a a
M M
ε ε− −− < − < − < − < , για κάθε 1,n m n≥ , δηλαδή 

| 1|n mx xa
M
ε− − < , για κάθε 1,n m n≥ . 

Εποµένως, | | | 1|n m m n mx x x x xa a a a M
M
ε ε−− = − < ⋅ = , για κάθε 1,n m n≥ . Με βάση το κριτήριο 

του Cauchy, η ακολουθία ( )nxa  συγκλίνει. 

Ας είναι τώρα N  ένα κάτω φράγµα της ( )nx . Το Ν µπορεί να ληφθεί ακέραιος. (Αν το Ν δεν 

είναι ακέραιος, τότε παίρνουµε το [ ]N , το οποίο είναι ένα κάτω φράγµα της ( )nx ). 

Εποµένως, nxNa a≤ , για κάθε 1,2,n = …  και συνεπώς 0 lim nxNa a< ≤ . 

Έστω 0 1a< < . Τότε 1
1

( )
n

n

x
xa

a−=  και, επειδή 1 1a− > , η 1(( ) )nxa−  συγκλίνει σ’ έναν θετικό 

αριθµό λ . Τότε και η ( )nxa  συγκλίνει στον αριθµό 1 0
λ
> .■ 

 

2.12.5 Πρόταση  

Έστω 0a >  και ( )nx , ( )ny  ακολουθίες ρητών αριθµών µε lim limn nx y x= = ∈R . Τότε 

lim limn nx ya a= .  

Απόδειξη: Εφόσον lim( ) 0n nx y− = , από την πρόταση 2.12.3 προκύπτει ότι lim 1n nx ya − = . 

Αλλά, limlim lim lim
lim

n
n n n n

n

x
x y x y

y
aa a a
a

− −= = . Εποµένως lim limn nx ya a= . 

 

Θέτουµε exp ( ) lim nx
a x a= , όπου ( )nx  είναι µια ακολουθία ρητών αριθµών µε lim nx x= . Με 

βάση την πρόταση 2.12.5, η παράσταση exp ( )a x  είναι ανεξάρτητη από την συγκεκριµένη 

ακολουθία ( )nx  που συγκλίνει στο x. ■ 

 

 

2.12.6 Πρόταση  

Έστω 0a >  και x y< . (i) Αν 1a > , τότε exp ( ) exp ( )a ax y< .  (ii) Αν 0 1a< < , τότε 

exp ( ) exp ( )a ax y> . 
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*Απόδειξη: (i) Έστω 1a > . Θεωρούµε δύο ρητούς 1z  και 2z  µε 1 2x z z y< < < . 

(Εφαρµόζουµε την πρόταση 2.12.1 για το ζευγάρι x y<  και βρίσκουµε έναν ρητό 1z  µε 

1x z y< < . Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε την ίδια πρόταση για το ζευγάρι 1z y< ). 

Έστω ( )nx  µια ακολουθία ρητών µε lim nx x= . Εφόσον 1x z< , υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  

µε 1| |
2n

z xx x −
− < , για κάθε 0n n≥ . Εποµένως 1 1

12 2n n
z x z xx x x z− +

− < ⇒ < <  και 

εποµένως 1nx za a< , για κάθε 0n n≥ . Άρα 1exp ( ) lim nx z
a x a a= ≤ .  

Παρόµοια παίρνουµε 2 exp ( )z
aa y≤ . Εφόσον τα  1z  και 2z  είναι ρητοί, θα έχουµε 1 2z za a< . 

Άρα 1 2exp ( ) exp ( )z z
a ax a a y≤ < ≤ . 

(ii) Έστω 0 1a< < . Τότε 1 1a− > . Θεωρούµε δύο ακολουθίες ρητών ( )nx  και ( )ny  µε 

lim nx x=  και lim ny y= . Τότε 1 1
1 1lim( ) exp ( ) exp ( ) lim( )n nx y

a aa x y a− −
− −= < = . Εποµένως, 

1 1
1 1exp ( ) exp ( )

lim( ) lim( )n na ax yx y
a a− −= > = .■ 

 

2.12.7 Πρόταση  

Έστω 0a >  και x∈Q . Τότε exp ( ) x
a x a= .  

Απόδειξη: Θεωρούµε τη σταθερή ακολουθία nx x= , 1,2,n = …  Τότε, exp ( ) lim x x
a x a a= = .  

                                                                                                                                                   ■ 

 

Η πρόταση 2.12.7 µας επιτρέπει να επεκτείνουµε τον εκθετικό συµβολισµό και για άρρητο 

εκθέτη. Θέτουµε exp ( )x
aa x= , για κάθε 0a >  και x∈R . 

Στη συνέχεια, θα επαληθεύσουµε τις γνωστές ιδιότητες των δυνάµεων στη γενική περίπτωση.  

 

2.12.8 Πρόταση  

Έστω 0a > . Ισχύουν τα εξής: 

(i) x y x ya a a+ = , (ii) 
x

x y
y

aa
a

− =  και (iii) ( )x y xya a= , για κάθε 0a >  και ,x y∈R . 

Απόδειξη: (i) και (ii) Θεωρούµε δύο ακολουθίες ρητών ( )nx  και ( )ny  µε lim nx x=  και 

lim ny y= . Τότε lim( )n nx y x y+ = +  και lim( )n nx y x y− = − . 

Εποµένως lim( ) lim limn n n nx y x yx y x ya a a a a a++ = = =  και lim( )n nx yx ya a −− = =  
limlim lim
lim

n
n n

n

x x
x y

y y
a aa a

aa
−= = = . 

Για το (iii) θα αποδείξουµε πρώτα ένα βοηθητικό λήµµα. 
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2.12.9 Λήµµα 

Έστω ( )nx  µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών (όχι απαραίτητα ρητών) µε lim nx x= ∈R . 

Τότε lim nx xa a= , όπου 0a > . 

*Απόδειξη: Έστω 1a > . Αρχικά υποθέτουµε ότι lim 0nx = . Έστω 0ε > . Εφόσον 1/lim na =  
1/lim 1na−= = , υπάρχει θετικός ακέραιος 0n  µε 0 01/ 1/1 1n na aε ε−− < − < − < . Επειδή  

lim 0nx = , υπάρχει θετικός ακέραιος 1n  µε 
0 0

1 1
nx

n n
− < < , για κάθε 1n n≥ . Με βάση το (i) 

της πρότασης 2.12.6, 0 01/ 1/nn x na a a− < < ⇒ 0 01/ 1/1 1 1nn x na a aε ε−− < − < − < − <  

| 1|nxa ε⇒ − < , για κάθε 1n n≥ . Άρα 0lim 1nxa a= = . 

Έστω τώρα lim nx x= ∈R . Τότε lim( ) 0nx x− = . Εποµένως lim 1nx xa − = . Σύµφωνα µε το (ii) 

της πρότασης 2.12.8 (που έχουµε ήδη αποδείξει), limlim lim
n n

n

x x
x x

x x
a aa
a a

− = = . Εποµένως 

lim 1 lim
n

n

x
x x

x
a a a

a
= ⇔ = .■ 

 

*Συνέχεια της απόδειξης της πρότασης 2.12.8: (iii) Αρχικά υποθέτουµε ότι το y είναι ρητός 

της µορφής ry
s

= , όπου ,r s∈Z  και 1s ≥ . Τώρα, αν ( )nx  είναι µια ακολουθία ρητών µε 

lim nx x= , τότε και η ( )nx y  είναι ακολουθία ρητών µε lim( )nx y xy= . 

Εποµένως,  
//( ) (lim ) (lim ) (lim ) lim ( ) lim limn n n n n nx x x x x s t x yx y y s t s s xyt ta a a a a a a a= = = = = = = . 

Αν το y είναι άρρητος και ( )ny  είναι µια ακολουθία ρητών µε lim ny y= , τότε η ( )nxy  είναι 

µια ακολουθία πραγµατικών (όχι απαραίτητα ρητών, γιατί το x µπορεί να είναι άρρητος) µε 
lim( )nxy xy= . Με βάση το προηγούµενο λήµµα, έχουµε: 

 ρητός
( ) lim(( ) ) limn n

n

y xyx y x

y
a a a= = =  

xya= .■ 

 

Κλείνουµε την παράγραφο αυτή µε την απόδειξη µιας ανισότητας, χρήσιµης στον 

υπολογισµό της παραγώγου της εκθετικής συνάρτησης. Πρώτα, ένα χρήσιµο λήµµα: 

 

2.12.10 Λήµµα 

Για κάθε πραγµατικό αριθµό ισχύει: lim 1
n

x xe
n

 = + 
 

. 
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*Απόδειξη: Στο παράδειγµα 2.9.2.2 έχουµε αποδείξει τη σχέση αυτή για ρητό x. 

Ας είναι 1 2z x z< < , για δύο ρητούς 1 2,z z . Τότε 1 21 1 1
n nnz zx

n n n
    + < + < +    

    
, για κάθε 

1,2,n = …  Εποµένως 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1
n n n n

z z z x xe
n n n n

       = + = + ≤ + ≤ + ≤      
      

 

22 2lim 1 lim 1
n n

zz z e
n n

   ≤ + = + =   
   

. 

Έστω lim 1
nxa

n
 = + 
 

 και lim 1
nxb

n
 = + 
 

. Αν ( )nx  και ( )ny  είναι δύο ακολουθίες ρητών µε 

n nx x y< <  και lim limn nx y x= =  (πόρισµα 2.12.2), τότε, µε βάση τα παραπάνω, 

n nx ye a b e≤ ≤ ≤ . Αλλά, lim limn nx y xe e e= = . Με βάση το κριτήριο του Cauchy, το 

lim 1
nx

n
 + 
 

 υπάρχει και ισούται µε xe .■ 

 

2.12.11 Πόρισµα 

Για κάθε x∈R  ισχύει: 1xe x≥ + . 

Απόδειξη: Από την ανισότητα Bernoulli έχουµε 1 1
nx x

n
 + ≥ + 
 

, για κάθε 1,2,n = …  

Παίρνοντας τα όρια, έχουµε lim 1 1
n

x xe x
n

 = + ≥ + 
 

.■ 

 

 


