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Προηγούμενη παρουσίαση...

Είδαμε

• τον αλγόριθμο του τριδιαγώνιου πίνακα (TDMA) και την μέθοδο

line-by-line TDMA

• Αρχίσαμε να βλέπουμε την εξίσωση της χρονικά μεταβαλλόμενης

διάχυσης

» Ρητό σχήμα (Explicit)



Οργάνωση παρουσίασης

Θα συνεχίσουμε εξετάζοντας την χρονικά μεταβαλλόμενη (unsteady) αγωγή

σε διδιάστατα προβλήματα

• Άρητο σχήμα (Implicit) 

• Σχήμα Crank-Nicholson

• Ακρίβεια και ευστάθεια των παραπάνω σχημάτων



Σύστημα διακριτών εξισώσεων

• Για διευκόλυνση έχουμε
διώξει τους εκθέτες (1)

• Προσέξτε τις παλιές τιμές
της μεταβλητής στο σύστημα
τον εξισώσεων

• Για να απλοποιήσουμε την
περιγραφή της εξίσωσης θα
τη μελετήσουμε για
συγκεκριμένες τιμές του
συντελεστή προσέγγισης του
χρόνουf (f = 0, 1, 0.5)



Ρητό σχήμα (Explicit)

• Explicit ονομάζεται το σχήμα που προκύπτει θεωρώντας f = 0

Προφίλ που υποτίθεται για
κάθε χρονικό βήμα



Άρητό σχήμα (Implicit)

• Άρητο (Implicit) ονομάζεται το σχήμα που προκύπτει θεωρώντας f = 1

Προφίλ που υποτίθεται για
κάθε χρονικό βήμα



Άρητο σχήμα (Implicit): Διακριτές εξισώσεις

• Νέο γραμμικό αλγεβρικό
σύστημα



Ιδιότητες του άρητου σχήματος

• Το γραμμικό σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων στο τρέχον χρονικό βήμα

πρέπει να λυθεί

• Όταν Δt→∞, ξαναβρίσκουμε τις εξισώσεις της μόνιμης κατάστασης

• Όταν η λύση γίνεται μόνιμη ισχύει ότι φP= φ0
P. Σε αυτό το όριο, 

ξαναβρίσκουμε τις σταθερές διακριτές εξισώσεις.

» Η μόνιμη κατάσταση (Steady state) δεν εξαρτάτε από την

ιστορία των προηγούμενων χρονικών βημάτων

Θα δείξουμε αργότερα ότι το σφάλμα αποκοπής είναι τάξης O(Δt)



Ιδιότητες του άρητου σχήματος (συνέχεια)

• Σημειώστε ότι:

• Αυτό δείχνει ότι η τιμή της φ είναι κλεισμένη από τις γειτονικές της στο τρέχον
χρονικό βήμα και από την τιμή στο προηγούμενο χρόνο, όπως αναμένεται για
παραβολικές εξισώσεις

• Το κριτήριο Scarborough ικανοποιείται

• Μπορεί να δειχθεί ότι το άρητο σχήμα είναι πάντοτε σταθερό (unconditionally 
stable). Μπορούμε να χρησιμοποιούμε όσο μεγάλα χρονικά βήματα θέλουμε και
η επαναληπτική μέθοδο πάντα να συγκλίνει

• Πρέπει να κρατάμε το χρονικό βήμα μικρό για να βρούμε ακριβείς λύσεις



Σχήμα Crank-Nicholson

• Το σχήμα Crank-Nicholson χρησιμοποιεί f = 0.5

Υποθέτουμε γραμμικό
προφίλ για την φ
μεταξύ των χρονικών
βημάτων



Σχήμα Crank-Nicholson: Διακριτές εξισώσεις

• Σύστημα διακριτών
εξισώσεων για το
τρέχων χρονικό βήμα



Ιδιότητες του σχήματος Crank-Nicholson

• Το γραμμικό αλγεβρικό σύστημα δημιουργείται στο τρέχων χρονικό βήμα –

άρα χρειάζεται γραμμικό επιλυτή.

• Όταν έχουμε μόνιμη ροή, φP= φ0
P. Σε αυτό το όριο καταλήγουμε στις σταθερές

διακριτές εξισώσεις.

» Η μόνιμη κατάσταση δεν εξαρτάτε από τα παλιότερα χρονικά

βήματα

» Περιμένουμε την ίδια λύση όπως όταν λύνουμε τις αρχικές εξισώσεις

μόνιμης κατάστασης με τη μέθοδο ‘time marching’

• Θα δούμε αργότερα ότι το λάθος αποκοπής είναι τάξης O(Δt2)



Ιδιότητες του σχήματος Crank-Nicholson (συνέχεια)

• Τι συμβαίνει αν

• Μπορεί να δειχθεί ότι η μέθοδος Crank-Nicholson είναι πάντα σταθερή. Όμως, 

αν το χρονικό βήμα είναι πολύ μεγάλο μπορεί να εμφανιστούν ασταθής λύσεις

(oscillatory solutions, oscillations)



Λάθος αποκοπής: Χωρικές προσεγγίσεις

• Έστω ότι η μέση τιμή του Je στην πλευρά του όγκου ελέγχου υπολογίζεται

στο μέσο την πλευράς

• Ο όρος πηγής υπολογίζεται από την τιμή στο μέσω του κελιού:

• Η κλίση στην πλευρά του κελιού για την ποσότητα φ υπολογίζεται από την

γραμμική μεταβολή της τιμής της στα γειτονικά κέντρα των κελιών:

• Ποιο είναι το λάθος αποκοπής αυτών των προσεγγίσεων;



Προσέγγιση μέσης τιμής

• Θεωρούμε την προσέγγιση σε μία διάσταση και για ομοιόμορφο πλέγμα.

• Ποιο είναι το λάθος του να υπολογίζουμε την μέση τιμή της ποσότητας στην
πλευρά (ή σε όλον όγκο) από τις τιμές στα κέντρα των κελιών; 

• Βρίσκουμε το λάθος αποκοπής αναλύοντας σε σειρές Taylor γύρω από το
σημείο P



Προσέγγιση μέσης τιμής (συνέχεια) 

• Ολοκληρώνουμε στον όγκο ελέγχου:



Προσέγγιση μέσης τιμής (συνέχεια)

• Προχωρούμε την ολοκλήρωση για να βρούμε:

• Διαιρώντας με Δχ:

• Άρα, η κάθε τιμή είναι δεύτερης τάξης ακρίβειας.



Προσέγγιση διαφορικού

• Για να υπολογίσουμε την ποσότητα αναλύουμε σε σειρά Taylor γύρω
από την πλευρά ‘e’

• Αφαιρώντας κατά μέλη βρίσκουμε:

• Άρα, η υπόθεση του γραμμικού προφίλ οδηγεί σε προσέγγιση δεύτερης τάξης



Λάθος αποκοπής χρονικής διακριτοποίησης: Σχήμα Implicit

• Η τιμή στο κέντρο του όγκου ελέγχου (ρφ) = (ρφ)P για δύο χρονικά

βήματα είναι:

» ίδια όπως η προσέγγιση μέσης τιμής

» άρα, αντιπροσωπεύει προσέγγιση δεύτερης τάξης

• Η τιμή του όρου πηγής στο τρέχον χρονικό βήμα υπερέχει από τα

προηγούμενα χρονικά βήματα

• Ποιο είναι το λάθος αποκοπής αυτού του όρου;



Λάθος αποκοπής του σχήματος Implicit (συνέχεια)

• Έστω ότι θέλουμε να ολοκληρώσουμε στο χρόνο την τιμή της μεταβλητής S(t):

• Αναλύουμε σε σειρά Taylor γύρω από την τιμή στο νέο χρονικό βήμα (1):



Λάθος αποκοπής του σχήματος Implicit (συνέχεια)

• Ολοκληρώνουμε στο χρόνο, και διαιρούμε με Δt:

• Άρα, υπολογίζοντας την μέση τιμή στο χρονικό βήμα από τη σχέση
είναι πρώτης τάξης προσέγγιση



Επίλογος

• Στη παρούσα διάλεξη

• Ολοκληρώσαμε την ανάλυση των 3 κυρίων σχημάτων χρονικής

ολοκλήρωσης

»Explicit

»Implicit

»Crank-Nicholson

• Είδαμε θέματα ακρίβειας για τα μόνιμα και τα χρονικά μεταβαλλόμενα

σχήματα



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


