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ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ Ι 

Συμπληρωματικές Σημειώσεις 

Δημήτριος Παντελής 

 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας ή πυκνότητας πιθανότητας των διαφόρων τυχαίων 

μεταβλητών χαρακτηρίζονται από κάποιες παραμέτρους. Παραδείγματος χάριν, η 

μέση τιμή και η διασπορά ( 2,  ) χαρακτηρίζουν τη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της κανονικής τυχαίας μεταβλητής, η μέση τιμή   τη συνάρτηση 

πιθανότητας της Poisson,  και η πιθανότητα επιτυχίας p  τη συνάρτηση πιθανότητας 

της διωνυμικής. Όταν αυτές οι παράμετροι είναι άγνωστες, εκτιμώνται από 

δειγματοληπτικές μετρήσεις, π.χ. η μέση τιμή του βάρους μιας συσκευασίας 

εκτιμάται από το μέσο βάρος της συσκευασίας σε ένα πεπερασμένο δείγμα. Η 

ανάλυση που ακολουθεί υποθέτει ότι η δειγματοληψία γίνεται με τυχαίο τρόπο, 

δηλαδή οι μετρήσεις του δείγματος είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. 

 

1. Σημειακή εκτίμηση 

Έστω   άγνωστη παράμετρος που χαρακτηρίζει μια τυχαία μεταβλητή X . Η 

παράμετρος αυτή εκτιμάται από τυχαίο δείγμα που αποτελείται από μετρήσεις 

1 2, , , nX X X . Οι τιμές του δείγματος είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με 

συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας ίδια με της X . Από τις τιμές αυτές προκύπτει  

μια εκτιμήτρια συνάρτηση ̂  η τιμή της οποίας δίνει μια εκτίμηση για την παράμετρο 

 . Ακολουθούν ορισμένα παραδείγματα εκτιμητριών. 

Μέση τιμή. Εκτιμάται από τη μέση τιμή του δείγματος X , όπου 

1 2 nX X X
X

n

  



. 

Διασπορά. Εκτιμάται από τη διασπορά του δείγματος 2S , όπου 

2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2( ) ( ) ( )

1 1
n nX X X X X X X X X nX

S
n n

         
 

 
 

. 

Ποσοστό. Έστω p  το ποσοστό του πληθυσμού με μια συγκεκριμένη ιδιότητα (π.χ. 

ποσοστό ελαττωματικών σε παραγωγική διαδικασία). Το ποσοστό αυτό εκτιμάται 
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από το αντίστοιχο ποσοστό στο δείγμα, το οποίο ισούται με ˆ np A n , όπου nA  ο 

αριθμός των μελών του δείγματος με αυτή την ιδιότητα. 

 

Ιδιότητες εκτιμητριών 

Η εκτίμηση βασίζεται σε μετρήσεις από ένα υποσύνολο του πληθυσμού (δείγμα), άρα 

είναι φυσικό να αποκλίνει από την πραγματική τιμή της παραμέτρου   με συνέπεια 

την ύπαρξη σφάλματος εκτίμησης ˆ| |  . Η μέση τιμή του τετραγώνου του 

σφάλματος εκτίμησης 2ˆE[( ) ]   ονομάζεται μέσο τετραγωνικό σφάλμα (mean 

squared error, MSE) και χαρακτηρίζει την ποιότητα της εκτιμήτριας: όσο μικρότερο 

το MSE, τόσο καλύτερη η εκτίμηση. 

Μια άλλη επιθυμητή ιδιότητα είναι η εκτιμήτρια να δίνει κατά μέσο την 

πραγματική τιμή της άγνωστης παραμέτρου, δηλαδή ˆE( )  . Μια τέτοια 

εκτιμήτρια ονομάζεται αμερόληπτη. Είναι φανερό από τον ορισμό του μέσου 

τετραγωνικού σφάλματος ότι για αμερόληπτες εκτιμήτριες ισχύει ˆMSE=var( ) . 

Ακολουθούν παραδείγματα αμερόληπτων εκτιμητριών. 

Μέση τιμή δείγματος. Έστω   η μέση τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής X .   

 1 2E( ) E( ) E( )
E( ) nX X X n

X
n n n

         
   

 
, 

άρα η X  είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της  .  

Έστω 2  η διασπορά της X . Επειδή οι τιμές του δείγματος είναι ανεξάρτητες 

τυχαίες μεταβλητές έχουμε 

2 2 2 2 2
1 2

2 2 2

var( ) var ( ) var ( )
MSE var( ) nX X X n

X
n n n n

         
    

 
. 

Διασπορά δείγματος. Η μέση τιμή της διασποράς του δείγματος ισούται με 

2 2 2 2
2 1 2E( ) E( ) E( ) E( )

E( )
1

nX X X n X
S

n

   





, 

όπου 

2 2 2 2E( ) var( ) [E( )] , 1, 2, ,i i iX X X i n       , 

2
2 2 2E( ) var( ) [E( )]X X X

n

     . 
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Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε 2 2E( )S  , άρα η 2S  είναι 

αμερόληπτη εκτιμήτρια της 2 .  

Ποσοστό σε  δείγμα. Έστω p  η πιθανότητα ένα μέλος του δείγματος να έχει μια 

συγκεκριμένη ιδιότητα. Άρα ο αριθμός nA  των μελών του δείγματος με αυτή την 

ιδιότητα είναι διωνυμική τυχαία μεταβλητή με E( )nA np  και var( ) (1 )nA np p  . 

Επομένως 

E( )
ˆE( ) nA np
p p

n n
   , 

άρα το p̂  είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του p . Επίσης 

2 2

var ( ) (1 ) (1 )
ˆMSE var( ) nA np p p p
p

n n n

 
    . 

 

Κατανομές εκτιμητριών 

Υπάρχουν περιπτώσεις εκτιμητριών για τις οποίες, εκτός από τη μέση τιμή και τη 

διασπορά τους, είναι εφικτό να προσδιοριστεί και η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας. 

Μέση τιμή δείγματος. 1) Αν η τυχαία μεταβλητή X  είναι κανονική με μέση τιμή   

και διασπορά 2 , η μέση τιμή του δείγματος, ως γραμμικός συνδυασμός κανονικών 

τυχαίων μεταβλητών, είναι επίσης κανονική τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή   και 

διασπορά 2 n , δηλαδή ~ (0,1)
X

N
n





. Αν όμως η διασπορά είναι άγνωστη, 

χρησιμοποιούμε την εκτιμήτριά της 2S  για την οποία ισχύει 1~ n

X
t

S n





, όπου 1nt   

είναι η κατανομή Student (ή κατανομή t ) με 1n   βαθμούς ελευθερίας. 

2) Αν το δείγμα είναι μεγάλο ( 30n  ), τότε λόγω του κεντρικού οριακού θεωρήματος 

και ανεξαρτήτως της κατανομής του πληθυσμού η μέση τιμή του δείγματος είναι 

προσεγγιστικά κανονική με μέση τιμή   και διασπορά 2 n . Η προσέγγιση ισχύει 

ακόμα και όταν η διασπορά 2  είναι άγνωστη, οπότε έχουμε ~ (0,1)
X

N
S n


. 
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Ποσοστό σε  δείγμα. Για μεγάλα δείγματα το ποσοστό p̂  είναι προσεγγιστικά 

κανονική τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή p  και διασπορά 
(1 )p p

n


. 

 

2. Διαστήματα εμπιστοσύνης 

Τα διαστήματα εμπιστοσύνης αποτελούν μια ευρύτερη μορφή εκτίμησης από τη 

σημειακή. Αντί η άγνωστη παράμετρος να εκτιμηθεί από μια συγκεκριμένη τιμή, 

υπολογίζεται ένα διάστημα που περιέχει την τιμή αυτής της παραμέτρου με μια 

προκαθορισμένη πιθανότητα. 

Ορισμός. Το διάστημα [ , ]a b  είναι ένα 100(1 )%  διάστημα εμπιστοσύνης για την 

παράμετρο   αν P( [ , ]) 1a b    . 

 

Διάστημα εμπιστοσύνης μέσης τιμής 

Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή X  είναι κανονική με γνωστή διασπορά 2 , άρα 

~ (0,1)
X

N
n





. Έστω επίσης 2z  η τιμή για την οποία ισχύει  2P
2

Y z


  , 

όπου Y  η τυποποιημένη κανονική τυχαία μεταβλητή. Για δεδομένο   η τιμή αυτή 

βρίσκεται από τον πίνακα της κανονικής κατανομής. Επομένως 

2 2

2 2

P 1

P 1

X
z z

n

X z X z
n n

 

 

 


  

 
      
 
       
 

 

Συγκρίνοντας την τελευταία σχέση με τον ορισμό του διαστήματος εμπιστοσύνης 

συμπεραίνουμε ότι το διάστημα 2 2,X z X z
n n

 
     

 είναι ένα 100(1 )%  

διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή  . 

Με παρόμοιο τρόπο μπορεί να δειχθεί ότι για κανονικό πληθυσμό με άγνωστη 

διασπορά ένα 100(1 )%  διάστημα εμπιστοσύνης  για τη μέση τιμή είναι το 

, 1 , 12 2
,

n n

S S
X t X t

n n
  

    
, όπου ,t   είναι η τιμή για την οποία ισχύει 

 ,P t t      και μπορεί να βρεθεί από τον πίνακα στο τέλος των σημειώσεων. 
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Τέλος, για μεγάλα δείγματα το αντίστοιχο διάστημα εμπιστοσύνης είναι της μορφής 

2 2

 ή  ή 
,

S S
X z X z

n n
 

     
. 

Το εύρος του διαστήματος εμπιστοσύνης έχει άμεση σχέση με το σφάλμα 

εκτίμησης X  . Συγκεκριμένα ισχύει 2

ή
P

S
X z

n


     
 

. Αν λοιπόν 

θέλουμε το σφάλμα εκτίμησης της μέσης τιμής να είναι μεγαλύτερο από d  με 

πιθανότητα το πολύ  , πρέπει το μισό του 100(1 )%  διαστήματος εμπιστοσύνης 

να είναι το πολύ d . Αυτό σημαίνει ότι το απαιτούμενο μέγεθος δείγματος είναι 

2

2 2z

d
 

 
 
 

 ή 
2

2 2z
S

d
 

 
 

 ανάλογα με το αν η διασπορά είναι γνωστή ή άγνωστη. Στη 

δεύτερη περίπτωση η διασπορά 2S  υπολογίζεται από κάποιο μικρό αρχικό δείγμα. 

 

Διάστημα εμπιστοσύνης ποσοστού 

Θεωρούμε την περίπτωση μεγάλων δειγμάτων για την οποία ισχύει 

ˆ
~ (0,1)

(1 )

p p
N

p p n




. Παρόμοια με την περίπτωση της μέσης τιμής προκύπτει 

διάστημα εμπιστοσύνης 2 2

(1 ) (1 )
ˆ ˆ,

p p p p
p z p z

n n 

  
  

 
, όπου όμως η 

παράμετρος p  είναι η άγνωστη παράμετρος που θέλουμε να εκτιμήσουμε. Το 

πρόβλημα παρακάμπτεται αντικαθιστώντας το (1 )p p  με το ˆ ˆ(1 )p p  και τελικά 

παίρνουμε διάστημα εμπιστοσύνης 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )
ˆ ˆ,

p p p p
p z p z

n n 

  
  

 
. 

Όσον αφορά το σφάλμα εκτίμησης p̂ p , αν θέλουμε να είναι μεγαλύτερο από 

d  με πιθανότητα το πολύ  , πρέπει το μισό του 100(1 )%  διαστήματος 

εμπιστοσύνης να είναι το πολύ d . Αυτό σημαίνει μέγεθος δείγματος τουλάχιστον ίσο 

με 
2

2 ˆ ˆ(1 )
z

p p
d
 

 
 

, όπου το ποσοστό p̂  υπολογίζεται από κάποιο μικρό αρχικό 

δείγμα. Εναλλακτικά, επειδή ˆ ˆ(1 ) 1 4p p  , μπορούμε ως απαιτούμενο μέγεθος 

δείγματος να πάρουμε το 
2

21

4

z

d
 

 
 

. 




