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Άςκθςθ 1
• Να βρείτε τθν περιοχι τιμϊν του b για τισ 

οποίεσ το ςφςτθμα είναι αιτιατό και 
ευςτακζσ:



Λφςθ 1

Πρϊτα, κα υπολογίςουμε τθ ςυνάρτθςθ 
μεταφοράσ του ςυςτιματοσ. Το κάνουμε, 
γράφοντασ τισ εξιςϊςεισ των δφο υπο-
ςυςτθμάτων
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Λφςθ 1 (ςυνζχεια)
Παίρνοντασ μεταςχθματιςμό Z και 

χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδιότθτα τθσ 
μετατόπιςθσ ςτο χρόνο, ζχουμε
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Λφςθ 1 (ςυνζχεια)

Συνδιάηοντασ τισ (1) & (2), παίρνουμε:

Το ςφςτθμα ζχει 3 πόλουσ:

Με πλάτοσ, αντίςτοιχα, 
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Λφςθ 1 (ςυνζχεια)

Για να είναι το ςφςτθμα ευςτακζσ και αιτιατό, 
πρζπει όλοι οι πόλοι του να βρίςκονται εντόσ 
του μοναδιαίου κφκλου, δθλαδι
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Άςκθςθ 2

Να αναπτφξετε ςε εκκετικι και τριγωνομετρικι 
ςειρά Fourier το παρακάτω περιοδικό ςιμα

όπου T0 και α είναι ςτακερζσ, T0>0, 0<α<1.

Να υπολογίςετε και να δϊςετε τθ γραφικι 
παράςταςθ του πλάτουσ και τθσ φάςθσ των 
ςυντελεςτϊν τθσ εκκετικισ ςειράσ Fourier για 
τθν περίπτωςθ α=0.25.
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Το ςιμα ζχει τθ μορφι:

Λφςθ 2
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Από τον οριςμό τθσ εκκετικισ ςειράσ Fourier 
περιοδικισ ςυνάρτθςθσ με βαςικι περίοδο 
T0, ζχουμε

Εφαρμόηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ για το 
ςιμα που μασ δίνεται, παίρνουμε

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Λφςθ 2 (ςυνζχεια)

    

    

    

 

















jn

e
e

jn

ee
jn

eee
jn

eeee
jn

c

jn
jn

jnjn

jnjnjn

TjnTjnTjn

n

2
2

22

222

0

1
12

2

1

11
2

1

1
2

1

2

1
000000

































Για n=0, ζχουμε

Η τριγωνομετρικι ςειρά Fourier προκφπτει από 
τθν εκκετικι ςειρά με βάςθ τισ ςχζςεισ

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Για α=0.25, οι προθγοφμενεσ ςχζςεισ γίνονται:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Το πλάτοσ και θ φάςθ των εκκετικϊν 
ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Οι πρϊτεσ τιμζσ των ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Οι πρϊτεσ τιμζσ των ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Οι πρϊτεσ τιμζσ των ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Οι πρϊτεσ τιμζσ των ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Οι πρϊτεσ τιμζσ των ςυντελεςτϊν είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)









 ,0,
7

2
,

6

2
,

5

2
,0,

3

2
,

2

2
,

2
,0


nc









 ,0,
4

3
,

2
,

4
,0,

4

3
,

2
,

4
,


nc



Οι αντίςτοιχεσ γραφικζσ παραςτάςεισ είναι:

Λφςθ 2 (ςυνζχεια)
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Άςκθςθ 3
Στο παρακάτω αιτιατό ςφςτθμα, να 
υπολογίςετε τθν ςυνάρτθςθ μεταφοράσ. 
Επίςθσ, να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του Κ το 
ςφςτθμα είναι ευςτακζσ.



Λφςθ 3
Θα δϊςουμε ςφμβολα ςτα ενδιάμεςα 
ςιματα, ωσ κάτωκι:
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Υπολογίηουμε τθ ςυνάρτθςθ μεταφοράσ ωσ 
εξισ:

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)
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Υπολογίηουμε τθ ςυνάρτθςθ μεταφοράσ ωσ 
εξισ:

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)
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Υπολογίηουμε τθ ςυνάρτθςθ μεταφοράσ ωσ 
εξισ:

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)
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Λφςθ 3 (ςυνζχεια)
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Για να είναι το ςφςτθμα ευςτακζσ, πρζπει οι 
πόλοι του να βρίςκονται ςτο αριςτερό 
μιγαδικό θμιεπίπεδο, δθλαδι Re(s1,2)<0.

Συνεπϊσ, μασ ενδιαφζρουν τα πρόςθμα των 
όρων

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)
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Περίπτωςθ 1: Κ>0

Αν

(ευςτακζσ)

Αν

(ευςτακζσ)

Περίπτωςθ 2: Κ0

Αν (αςτακζσ)

Αν

(αςτακζσ)

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)

222 4004 KKKKK 

0404 22  KKKKK
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Συνεπϊσ, για να είναι το ςφςτθμα ευςτακζσ, 
πρζπει Κ>0.

Λφςθ 3 (ςυνζχεια)



Άςκθςθ 4

A) Ζςτω το παρακάτω ευςτακζσ ΓΧΑ ςφςτθμα, 
με είςοδο x(t) που είναι απόλυτα 
ολοκλθρϊςιμθ.

Να δείξετε ότι
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Άςκθςθ 4 (ςυνζχεια)

B) Να υπολογίςετε τθν ελάχιςτθ ςυχνότθτα 
δειγματολθψίασ που επιτρζπει ανάκτθςθ 
από τα δείγματα του ςιματοσ
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Λφςθ 4

A) Η πρϊτθ μζκοδοσ είναι μζςω τθσ ςυνζλιξθσ:
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Λφςθ 4 (ςυνζχεια)

Εναλλακτικά, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε 
μεταςχθματιςμό Fourier:

Θζτωντασ

Με βάςθ τον οριςμό του μεταςχθματιςμοφ 
Fourier,

Από όπου προκφπτει το ηθτοφμενο
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Λφςθ 4 (ςυνζχεια)

B) Γνωρίηουμε το παρακάτω ηεφγοσ 
μεταςχθματιςμοφ Fourier:

και με βάςθ το κεϊρθμα ςυνζλιξθσ

Η ςυνζλιξθ δφο τετραγωνικϊν παλμϊν με 
βάςθ *-Ω0,+Ω0+ δίνει ζνα τριγωνικό παλμό με 
βάςθ *-2Ω0,+2Ω0]
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Λφςθ 4 (ςυνζχεια)

Η ςυνάρτθςθ f(t) μπορεί να γραφτεί ωσ

ιτοι, θ μζγιςτθ (κυκλικι) ςυχνότθτά τθσ είναι 
2Ω0=1200π

Το κεϊρθμα Nyquist απαιτεί ελάχιςτθ 
ςυχνότθτα δειγματολθψίασ τουλάχιςτον 
διπλάςια τθσ μζγιςτθσ ςυχνότθτασ του 
ςιματοσ, δθλαδι, Ωs2400π=>f s1200Hz.
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Άςκθςθ 5

Για τα παρακάτω ςυςτιματα, να υπολογίςετε 
και να εξθγιςετε αν είναι γραμμικά, αιτιατά, 
χρονικά αμετάβλθτα και ΦΕΦΕ ευςτακι.
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Λφςθ 5

• Αιτιατότθτα:

Παρατθροφμε ότι ςτο ςφςτθμα

θ ζξοδοσ κατά το χρόνο t, εξαρτάται από τθν 
είςοδο κατά το χρόνο (t+2), ςυνεπϊσ μη-
αιτιατό.

Για το ςφςτθμα , θ ζξοδοσ 
εξαρτάται από τθν είςοδο κατά τθν ίδια 
χρονικι ςτιγμι (t), ςυνεπϊσ αιτιατό. 

      0,2sin2   ttxty
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Αιτιατότθτα (ςυνζχεια):

Παρατθροφμε ότι ςτο ςφςτθμα

θ ζξοδοσ κατά το χρόνο n, εξαρτάται από τθν 
είςοδο κατά το χρόνο (1,…,n+1), ςυνεπϊσ 
μη-αιτιατό.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Χρονικι αμεταβλθτότθτα:

Για το ςφςτθμα

Θεωροφμε τθν είςοδο μετατοπιςμζνθ (χρονικά) 
κατά t0=2.

Η ζξοδοσ ςε αυτι τθν περίπτωςθ είναι

Ενϊ

Συνεπϊσ,                             , ιτοι μη χρονικά 
αμετάβλητο.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Χρονικι αμεταβλθτότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Ο όροσ              λειτουργεί όπωσ ο όροσ

του προθγοφμενου ςυςτιματοσ.

Συνεπϊσ, μη χρονικά αμετάβλητο.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Χρονικι αμεταβλθτότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Παρατθροφμε ότι το άκροιςμα ζχει 
μεταβλθτό αρικμό όρων. Ζςτω x[n]=n.

y[1] = x2[2]-x[1] = 4-1 = 3,

y[2] = x2[3]-x[2]+x2[2]-x[1] = 9-2+4-1 = 10.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Χρονικι αμεταβλθτότθτα (ςυνζχεια):

Θεωροφμε τθ μετατόπιςθ κατά 1

y’*2+y[1], Συνεπϊσ, μη χρονικά αμετάβλητο.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Γραμμικότθτα:

Για το ςφςτθμα

Συνεπϊσ, γραμμικό.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Γραμμικότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Με είςοδο x[n]=0

Συνεπϊσ, μη γραμμικό.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Γραμμικότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Ζχουμε ιδθ υπολογίςει τθν ζξοδο για x[n]=n.

y[1] = x2[2]-x[1] = 4-1 = 3.

Η ζξοδοσ για x’*n+=2x[n]=2n είναι

Συνεπϊσ, μη γραμμικό.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• ΦΕΦΕ ευςτάκεια:

Για το ςφςτθμα

Συνεπϊσ, ΦΕΦΕ ευσταθές.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Γραμμικότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Θεωροφμε τθν είςοδο x[n]=0. Εφόςον

Συνεπϊσ, μη ΦΕΦΕ ευσταθές.
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Λφςθ 5 (ςυνζχεια)

• Γραμμικότθτα (ςυνζχεια):

Για το ςφςτθμα

Θεωροφμε τθν είςοδο x[n]=2.

Συνεπϊσ, μη ΦΕΦΕ ευσταθές.
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