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ΤΕΣΤ ΠΡΟΟ∆ΟΥ  στο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ ΙΙ 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ 
 
 

ΘΕΜΑ 1  Να βρεθεί εντός τριγώνου ΑΒΓ (γνωστές οι πλευρές α,β,γ) σηµείο τέτοιο 
ώστε το γινόµενο των αποστάσεων του από τις τρεις πλευρές του τριγώνου να είναι 
µέγιστο. ( 1.5 Μ)  
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ( Ενδεικτική Λύση) 
Αν Κ το ζητούµενο σηµείο και x,y,z οι αποστάσεις του Κ από τις πλευρές α,β,γ 
αντίστοιχα του τριγώνου θέλω να βρω το µέγιστο για τη συνάρτηση W=xyz. Το 
εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι το άθροισµα των εµβαδών των τριγώνων  
(ΒΚΓ)= ½ αx , (ΑΚΓ)= ½ βy , (ΑΚΒ)= ½ γz.  Άρα Ε= ½ αx + ½ βy + ½ γz. Λύνοντας 
ως προς z θα έχουµε: z = 1/γ (2 Ε –αx – βy). Θέτοντας την τιµή του z στην W θα 
πάρουµε τη σχέση W= 1/γ(2Exy – αx2y – βxy2).  Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τη 
µεθοδολογία ακροτάτων για συνάρτηση 2 µεταβλητών και βρίσκουµε τελικά 
X =2E/3 α  , y=2E/ 3β ,  z= 2E/ 3γ. 
 
ΘΕΜΑ 2 Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου και της καθέτου ευθείας 
της επιφάνειας 2x2 + 3y2 + z2 = 6 , στο σηµείο Ρ(1,1,1). ( 0,75 Μ)  
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ( Ενδεικτική Λύση) 
 
Έστω η f(x,y,z)= 2x2 + 3y2 + z2 -6 = 0. Έχω fx=4x , fy=6y, fz=2z. Οι τιµές αυτών στο 
σηµείο Ρ(1,1,1) είναι 4,6,2. Με βάση λοιπόν τον τύπο η εξίσωση θα είναι  
2x+3y+z-6=0. Όµοια από τον τύπο για την εξίσωση της καθέτου ευθείας θα έχουµε 
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ΘΕΜΑ 3. Να υπολογιστεί το έργο της δύναµης ),( xyF −  όταν το σηµείο εφαρµογής 
της διαγράφει από το σηµείο Α(α,0) προς το σηµείο Β(0,α) ολόκληρο τον κύκλο  
x2 + y2 = α2. ( Βοήθεια: Το έργο δίνεται από τον τύπο W= F * dr)  (1.25 M) 
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ( Ενδεικτική Λύση) 
Το έργο δύναµης δίνεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ∫ ∫ −=

c c

xdyydxrdF . Η 

καµπύλη c είναι ο κύκλος x2 + y2 = α2. Παραµετρικοποιώ την καµπύλη c και έχω  
x=α συνt και y= αηµt, και dx= -αηµt dt , dy= ασυνt dt , t[ 0,2π]. Αντικαθιστώ στον 
τύπο του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος και έχω Ι= -2πα2.   
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ΘΕΜΑ 4. α)Έστω z = f( x2 y) , όπου f δυο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Να 

αποδείξετε ότι:  
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β) Αν η συνάρτηση W= f ( x + y,  x - y) , έχει συνεχείς µερικές παραγώγους ως 
προς το u = x + y και το v = x -y , δείξτε ότι: 22 )()(
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ ( Ενδεικτική Λύση) 

a) Η z είναι σύνθετη συνάρτηση άρα xy
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b) H W είναι πεπλεγµένη συνάρτηση και για αυτό θέτω x+y=u και x-y=v.  
H λύση δόθηκε στις φροντιστηριακές ασκήσεις του µαθήµατος. 
 
 
 
ΘΕΜΑ 5. Να βρεθούν οι 2i  και οι  3 1− .      ( 0.5+0.5   Μ)  
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ ( Ενδεικτική Λύση) 
 
α) Γράφουµε τον 2 2(cos sin )i w i w= + , όπου cos 0, sin 1w w= =  µε 0 2w π≤ < . 

Άρα 
2

w π
=  και εποµένως 2 2(cos sin )

2 2
i iπ π
= + . 

Οι τετραγωνικές ρίζες του 2i δίνονται από το τύπο  
2 2cos sinn w k w kz z i
n n

π π+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 0,1,2..., 1k n= −  

Άρα για 2 , 2,
2

z i n w π
= = = , έχουµε τις επόµενες δυο ρίζες: 
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, δηλ  είναι το σηµείο (1,1) 
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z i i iπ π ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, δηλ  είναι το σηµείο (-1,-1) 

 
β) 1 1 0 cos sini w i w− = − + = + , όπου cos 1,sin 0w w= − = , 0 2w π≤ < , άρα w π= . 
Και οι κυβικές ρίζες της µονάδας είναι (σύµφωνα µε το παραπάνω τύπο) 
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 πρόκειται για κορυφές ισόπλευρου τριγώνου 
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ΘΕΜΑ 6. α) Να υπολογισθεί ο log(1 )i−  και ο log( )i e− . ( 0.5+0.5   Μ) 
 β)  Ποιοι είναι οι µιγαδικοί αριθµοί (1 )ii−  και ii  ;  (0.5+0.5   Μ) 
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ ( Ενδεικτική Λύση) 
 
α) Γράφουµε τον ( )1 1 cos sini i iϕ ϕ− = − +  σε τριγωνοµετρική µορφή όπου 

1 2i− =  και 5
4
πϕ = , επειδή 1 2 1 2cos ,sin

2 22 2
ϕ ϕ= = = − = −  και 

0 2ϕ π≤ ≺ . Άρα 
5log(1 ) log 1 arg(1 ) log( 2)
4

i i i i i π
− = − + − = + . 

Όµοια, 3 3log( ) log arg( ) log 1
2 2

ie ie i ie e i iπ π
− = − + − = + = + . 

β) ) Ισχύει logw w zz e= .  

Εποµένως log(1 )( )i i ii i e −− =  και 7log(1 ) log 1 arg(1 ) log( 2)
4

i i i i i π
− = − + − = + , αφού 

1 2 2cos ,sin
2 22

ϕ ϕ= = = − , άρα 7
4
πϕ = =arg(1-i). 

 

Όµοια, log( )i i ii e=  και ( )log( ) log | | arg( )
2

i i i i i π= + = . 

 

ΘΕΜΑ 7. α) Να υπολογισθούν τα lim( 2cos 3sin )i z

z
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 ;    

(0.5+0.5 Μ ) 
β) ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ze  και sin z  είναι ολόµορφες (αναλυτικές)  (0.5+0.5 Μ ) 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ ( Ενδεικτική Λύση) 
 
α)  lim( 2cos 3sin ) 2cosi z i

z
e z z e π

π
π

→
+ − = + . 

Επειδή ο όρος  ( 3) ( 2)z z− −  µηδενίζεται στο z=2 παρατηρούµε ότι το όριο 
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β) Επειδή cos sinze iϕ ϕ= +  και cos ,sinϕ ϕ  είναι ολόµορφες συναρτήσεις τότε και η 

ze  είναι ολόµορφη (σαν άθροισµα ολόµορφων).  
Αν z x iy= +  τότε 
sin sin( ) sin cos( ) cos sin( ) sin cosh( ) cos sinh( )z x iy x iy x iy x y i x y= + = + = + , όπου 

cosh( )
2

x xe ex
−+

=  και sinh( )
2

x xe ex
−−

=  (όµοια αποτελέσµατα αν θέσουµε όπου 

,x z z= ∈C ). 
Άρα και η συνάρτηση sinz είναι ολόµορφη, αφού το πραγµατικό της µέρος 
sin cosh( )x y⋅  και το φανταστικό της µέρος cos sinh( )x y⋅  είναι ολόµορφες 
συναρτήσεις. 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 


