YAECELS

Opwopoc. 'Eoto 4 éva pn kevd covoro. Ovopalovpe oyéon R oto A, kdOe vmochvoro
TOV KOPTEGLOVOL YIVOUEVOL A XA, dNhadn R < Ax A (n R givan éva 6Hvoro
Swatetaypévov (evyav). Otav 6o atotyeia a kot b tov cuvorov A oyetilovtol HEow

pog oxéong R ypdopovpe aRb xat evvoodue 0Tt (a,b) eAxA.

Opopoc. M oyéon R oto ohvoro 4 Ha Aéyetan oéon 16o0dvvapiog oto 4, ov

KOVOTIO1EL TIC EMOUEVES 1010TNTEG:
i) R avaxiaotikn (1] avtonafne) < Va e 4 (a,a) € R
ii) R ooppetpukn) < ((o,f) e R = (B,a) € R)

iii) R perafatikn) < (av (o, B) € Rxor (B, c) € R =(a,c) € R)

Av R glvan oyéomn 1000vvapiog oto A T0Te 1| GLALOYN {be A | aRb } Aéyeton KAGOM TOL

otoryeiov a kot cupPorileton pe [a], nAadn [a]={be A | aRb }.

Hopadsrypa 1. 'Eoto R ekeivn n yvoot oyéon «<» oto cbvoro N 1tV puoik®dv

aplOp®v, Ao (a,b) e"<"< a<bh. Evkolo 10moTAOVOLE OTL TPOKELTAL YOl LLLCL

oyéon 1oduvapiog.

Hoapadsrypa 2. Opilovue 6to GHVOAO Z TV okepaimv pa oyxéon: R og e€ng:

oRb < 3|a-b (3 dwupei 10 a-b) (1)

10 omoio glvat 160dHVOO LE TO « Ol aképatol a Kot b dtopodevol pe to 3 apnvovy 1o
{310 vTOLOUTON.

[oyber howdv aRb < a-b=3k <> b=3k+a V a,b € Z xor emmiéov:

1) 3|a-a=0, dpa n avaKAAGTIKN 1GYVEL
i) av 3|a-b = 3|-(a-b) = 3|b-a = bRa, 1GYVEL 1] GOUUETPIKN WOOTNTA

3la=b , ,
iii) av aRb, bRc = 31 = 3](a—b)+(b—c):> 3la—c, wydetn petafotikn

—C

ot Ta



EMOUEVMG 1) TOPOATAVE TYEOM Elval (o oXEGM 1GO0SVVOING.
H «Adon tov tuyaiov a€ Z amoteieital and

[al={xe Z |/ x=3k+a, ke Z}
1 10odvvape ard OAOVG EKEIVOLG TOVG OKEPALOVS O 0TTOT01 dlapoVEVOL LE TO 3
APIVOLV TO 1010 VITOAOITO TOL APNVEL KO 0 o 6Ty dtonpebel pe 1o 3. emeldn og Yvwotd
T SuVaTA LIOAOTA TNG Olaipeon S evOog akepaiov pe o 3 eivau 1 0, M 1, 1 2 TpokvmTEL

OTL 01 HOVAOIKEG KAGOELS 1c0dVVapiag (wg Tpog T oyéon todvuvapiog (1) ) etvar ot

[0]= {x/x =3k,k e Z} , OAO1 01 0KEPOILOL TOV dlapovVTAL aKPPOS pe To 3
[1]= {x/x =3k+1ke Z} , OA01 o1 aKépatot Tov dtapovpevot pe 3 divovy vedrowro 1

[2]= {x/x =3k+2,ke Z} , OMot ot aKéPatot oL dopovpevol pe 3 divovv vtoroimo 2

Hoapatinpnon. Eoto R = pa oyéon wwodvvapiog oto 4 kot [a], [b], V0 KAAcES
oodvvapiog. Tote Oa copPaiver N [a]=[b], N} dev Ba £xovv Kavéva Kowd cTotyeio

peta&d tovg. (PAERE Ko mapadetypa 2).

[Tpaypatikd, av xe A kot x givon £va Kowvo ototyeio tov [a], [b], TOTe aRx ko xRb am’
omov (AOY® ¢ petafatikng Wwotrog) aRb oAl kol bRa. Emopévag oni.[a] < <[b]
kot [b] < [a] ko tehMkd [a]=[b]. Anhaodn dtav dV0 KAAGELS EXoVV £va KOO GToLyELD

avaykaoTikd tavtiovtal. Atapopetikd ivor EEveg LeTaED TOVG.

Agite v emPePainon oto mapdaderypa 2 (topamdve). Agv pmopovv m.y. ot KAdoelg [1]
Ko [2] va gtvan iogg yiati yio Toug aptfpong m.y. 7 kot -16 1oyvet : 7 =243 +1 ko
—-16=3(-6)+2 omote 7 €[l] xou —16 €[2], Onradn vEapyovv apiBuoi ol omoiol dgv
UTOPOLV VO AVIKOLV TOTOXPOVA 6TV 1010 KAAGT 160dvvapiag (to oroio B cuvéPatve

HoVo av denvay to 1010 VTOAOUTO TN SLOUPEST] TOVG LE TO 3).



Opopoc. Mo oyéon R oto un kevo ohvoro 4 Ba Aéyeton oyéon drdTaéng av

IKOVOTIO1EL TIC EMOUEVES 1010TNTEG:
i) Vxe A (o, a) ¢ R, (avIovoKAAGTIKY] 1010TNT)

ii) (x, ) € Rxar(y,z) € R =(x, z) € R (petofatikr drdmra)

‘Eto, av R eivar puo oxéon duataéne tote V (x, y) € R =(y, x) ¢ R, yiati aAldg Ha
énpemne (x, X) € R 10 omoio avtupdokel oty 1ot Ta. (1).
YvpPoAiilovpe pia oyéon ddragng pe « < » avti R. (dgite yioti oto endpevo

napaderypa) kon 1o (evyog (4,<) drureTaypévo covodo.

Mapddsrypa 1. H yvoot) d1dtoén 6Toug puotkovg aptfpovg 6mov yia 600

drapopetikovs apBpovg x, y € N 1oydet x<y 1 y<x eivar pa oyéom ddtaéng

(mpopavig amddeln).

Hapdderypa 2. H oxéon « & » 010 dvvapochvoro P(A4) evdg cuvorov A omotelel pio

oyéom dwitaéng oto P(A).

Opropdg : Av « <» givar o oxéon dtdtaéng 6to A ko x<y x,y€ 4 1o1e Aépe 611 T0 X

glvol TPONYOVUEVO_TOL Y KoL TO Y OTL Elval EMOUEVO TOV X .

Opwopdc : i) 'Eoto (A, <) éva datetaypévo ohvoro kot x € 4 To x Oa Aéyeton ELayoTo
oV A av 0ev ivan ETOUEVO KOVEVOS GTOTXEIOV TOL 4, dNANOTN OV LITAPYEL VE A 1 Y < X.
ii) To x Ba Aéyeton péyreTo ToV 4 av dev gival TPONYOVUEVO KAVEVOG GTOLYEIOL TOV A,
dnAadn dev vrhpyetye 4 : x <y.
iii) To x Ba Aéyetou APATO TOL A OV Elval TPONYOVUEVO OAWV TV GTOLYXEI®V TOV A,
oniadn av

Vyed:x<y nm x=y
iv) To x Ba Aéyeton TeAevTaio ToV 4 av givor endeEVo OA®V TV GToLYEI®V TOL A
oniadn

Vyed :y<x M x=y



Hopotnpiosic. o) Kdbe npoto ororyeio eivor kKou ehdyioto otoryeio.

B) Kdabe televtaio otoryeio elvan kot péyioto otoygio.

Y) Av vtdpyel TPAOTO 1) TEAELTOIO GTOLYXEID 6TO 4 VTO Elvarn KoL LOVOIIKO.

Opwopnoc. ‘Eva owtetaypévo ovvoro (A, <) Ba Aéyeton oMkd oSwatetaypévo (M

alvoida) av
Vxed Vyed : x=yqx<yNx>y

ONAadn 500 OTOONTOTE GTOLKELN TOV A GLVOEOVTUL OTIMGONTOTE LUE TN GYECT «<».

Hoapadsrypa Ta dwtetaypéva oovora (N, <), (Z, <), (R ,<) eivar odkd

dwteTaypéva cHVoALa.

Hapatipnon : “Evo oAikd dtotetayplévo GOVOAO dgv Umopet va £yel TOAAG PEYIGTA 1
eldyiota otoryeio. Av éxel EAdyioto, opeidel va ivorl Kot TpdTO KO oV EXEL LEYIGTO
otoyyeio avtd opeirel va givon Kot teElevtaio. Mmopel Opwg éva oAMKd dlateToryLévo
GUVOAO va punv €xet eEddyyioto m.y. to (a, b] o, b € R 1 va punv éxet péyioto m.y. 10
[-1,3). Opoc propet éva GOVoAo va Py gLy loto 1 HEYIoTo 6TotKElo ,aAAA va £xet

VTOGUVOAQ T OTTO10L VO £YOLV.

Oponoc : 'Eva dwatetaypévo ovvolro (A, <) Ba Aéyetor KaAG SLaTeTAYREVO 0V KAOE

Un Kevo LOGHVOAO TOV £)EL EAAYIOTO oTOLKELD

Hopatnpnosic :

o Kot kd0e vroochvoro evog KaAd dtatetayévov cuvorov Ba sivorl Kahd

OlOTETAYUEVO.
o Kdabe kaAd datetaypuévo givor Ko OMKE Stotetaypévo GhHVoLo

(0o Yo x,y €4 10 {x,y} €4 omdte N X<y N y<X).



