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Σηµειώσεις στις σειρές 
1.     ΟΡΙΣΜΟΙ - ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Στην Ενότητα αυτή παρουσιάζουµε τις βασικές-απαραίτητες έννοιες για την µελέτη των σειρών 

πραγµατικών αριθµών και των εφαρµογών τους. Έτσι, δίνονται συστηµατικά όλοι οι σχετικοί Ορισµοί 

καθώς και η απαραίτητη ορολογία.  

 Ας υποθέσουµε ότι ( )n na ∈N είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Με βάση αυτήν 

κατασκευάζουµε µια νέα ακολουθία ως εξής:  
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Το αντίστοιχο άπειρο άθροισµα  

1
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n
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+∞

=
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ονοµάζεται σειρά µε όρους αn ενώ ή ( )n ns ∈N  καλείται ακολουθία µερικών αθροισµάτων της σειράς.  

Όπως είναι φανερό, κάθε τέτοια σειρά, ακριβώς επειδή αποτελείται από άπειρους προσθετέους, 

δεν έχει πάντοτε ως άθροισµα έναν πεπερασµένο πραγµατικό αριθµό. Πρόκειται στην ουσία για ένα 

όριο, αυτό της ακολουθίας ( )n ns ∈N .  Έτσι, θα λέµε ότι η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑ : 

o Συγκλίνει στο s∈R  αν το όριο lim ns s=  υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός 

o Απειρίζεται θετικά (αντ. αρνητικά) αν lim ns = +∞  (αντ. −∞ ) 

o Κυµαίνεται αν το όριο lim ns δεν υπάρχει στο { },= ∪ +∞ −∞R R �  

o Συγκλίνει απολύτως αν συγκλίνει η σειρά των αντίστοιχων απόλυτων τιµών 
1

n
n

a
+∞

=
∑ .  

Τόσο στη δεύτερη όσο και στην τρίτη περίπτωση θα λέµε ότι η σειρά αποκλίνει.  

Σηµειώστε επίσης ότι   

η απόλυτη σύγκλιση είναι ισχυρότερη της απλής. 

Μια σχετικά απλή και γρήγορη απόδειξη του προηγούµενου ισχυρισµού επιτυγχάνεται µε τη 

χρήση της έννοιας της βασικής (Cauchy) ακολουθίας :  



 2

Ας συµβολίσουµε µε 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  την ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της 

1
n

n
a

+∞

=
∑  και µε 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  την αντίστοιχη ακολουθία µερικών αθροισµάτων της 

σειράς των απολύτων τιµών 
1

n
n

a
+∞

=
∑ . Παρατηρούµε τότε ότι  

1 2 1 2... ... ,n m n mn m m m n m m ns s a a a a a a s s s s  m n+ + + +− = + + + ≤ + + + = − = − ≤ .  (1) 

Αν όµως η υπό µελέτη σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της 

( ns ) ως συγκλίνουσα θα είναι και βασική. Εποµένως, lim 0n ms s− =  και από τη σχέση (1) έχουµε 

ότι και η (sn) είναι βασική :  

0 lim lim 0 lim 0.n mn m n ms s s s s s≤ − ≤ − = ⇒ − =  

Όµως, σύµφωνα και µε τα όσα αναφέρονται στο Κεφάλαιο των Ακολουθιών, κάθε βασική ακολουθία 

πραγµατικών αριθµών είναι και συγκλίνουσα. Έτσι, και η ακολουθία (sn) συγκλίνει, οπότε από τον 

ορισµό της σύγκλισης σειρών, το ίδιο ισχύει και για τη σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑ .  

Αποδείξαµε µε τον τρόπο αυτό ότι:  

Αν µια σειρά συγκλίνει απολύτως τότε θα συγκλίνει και απλά. 

Είναι σηµαντικό να τονισθεί εδώ ότι το αντίστροφο της προηγούµενης διαπίστωσης δεν ισχύει. Η 

απλή σύγκλιση µιας σειράς δεν εξασφαλίζει την απόλυτη σύγκλιση, όπως προκύπτει και από το 

τελευταίο από τα επόµενα παραδείγµατα.  

 

 

Παραδείγµατα Σειρών.  

o Η σειρά 
1

1 1 1 1 11 ... ...
2 3 1n n n n

+∞

=

= + + + + + +
+∑  η οποία κατασκευάζεται από την ακολουθία 

1 ,na  n
n

= ∈N , ονοµάζεται αρµονική σειρά και απειρίζεται θετικά (βλ. και Παράγραφο 2.2).  

o Η σειρά 
0

1 1 1 1 1( ) 1 ...
2 2 4 8 16

n

n

+∞

=

= + + + + +∑  κατασκευάζεται από την ακολουθία 1( ) ,
2

n
na  n= ∈N , 

ονοµάζεται γεωµετρική σειρά και συγκλίνει στον αριθµό 2 (βλ. και Παράγραφο 2.1).   
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o Η 
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( 1) 1 1 1 11 ...
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= − + − + −∑  κατασκευάζεται από την ακολουθία 

1( 1) ,
n

na  n
n

+−
= ∈N , 

ονοµάζεται εναλλάσσουσα σειρά και συγκλίνει (βλ. και Παράγραφο 2.4) ενώ δεν συγκλίνει απόλυτα 

αφού η 
1

1 1

( 1) 1n

n nn n

++∞ +∞

= =

−
=∑ ∑  είναι η αρµονική σειρά του πρώτου παραδείγµατος.  

 

Το βασικό ερώτηµα που µας απασχολεί στις σειρές είναι αν αυτές συγκλίνουν ή όχι. Ο προσδιορισµός 

του ορίου τους είναι ένα πρόβληµα εξετάζεται δευτερευόντως και σε κάθε περίπτωση αφού πρώτα 

εξασφαλιστεί η σύγκλιση τους.  Για τον έλεγχο της σύγκλισης ή µη σειρών πραγµατικών αριθµών 

παρουσιάζουµε στις επόµενες Ενότητες τα βασικότερα κριτήρια που χρησιµοποιούνται.  

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η σύγκλιση µιας σειράς, ως “τελική” έννοια, δεν επηρεάζεται από τους 

αρχικούς όρους της (όσο πολλοί κι αν είναι αυτοί) αλλά από την συµπεριφορά τους όταν n → +∞ . Έτσι,  

η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑  συγκλίνει ⇔  η 

0

n
n n

a
+∞

=
∑  συγκλίνει,  0 Nn ∈ .  

Επίσης, από τα αντίστοιχα συµπεράσµατα που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο των ακολουθιών, 

προκύπτει ότι :  

Αν οι σειρές 
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∑ , 
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∑  συγκλίνουν και λ R∈ , τότε και οι σειρές 
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Απόδειξη.  

Έστω 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της 
1

n
n

a
+∞

=
∑  και 

1 2 ... , ,β β β Nn ns  n= + + + ∈  αυτή της 
1

βn
n

+∞

=
∑ . Τότε η αντίστοιχη ακολουθία της ( )

1

βn n
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+∞

=

+∑  είναι η 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( ),β β β Nnn n ns s a a a  n+ = + + + + + + ∈ .  

Αφού οι σειρές 
1

n
n

a
+∞

=
∑ , 

1

βn
n

+∞

=
∑  συγκλίνουν, σύµφωνα µε τον Ορισµό που είδαµε στην αρχή της 

Ενότητας, το ίδιο θα ισχύει και για τις ακολουθίες των µερικών αθροισµάτων τους: lim ns s= ∈R , 
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lim ns s= ∈R . Εποµένως, και η ( )nn n
s s

∈
+

N
 συγκλίνει µε lim( )nns s s s+ = + ∈R , από όπου έχουµε ότι 

η σειρά 
1

( )βn n
n

a
+∞

=

+∑  συγκλίνει µε τελικό άθροισµα 

1 1 1

( ) lim( )β βnn n n n n
n n n

a s s s s a
+∞ +∞ +∞

= = =

+ = + = + = +∑ ∑ ∑ .  

Ανάλογα αποδεικνύεται και ο δεύτερος ισχυρισµός.  

 

 

2. ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΣΕΙΡΩΝ.  
 

 Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουµε ορισµένες ιδιαίτερες κατηγορίες σειρών για τις οποίες 

µπορούµε να έχουµε ασφαλή συµπεράσµατα σχετικά µε τη σύγκλιση ή/και το τελικό άθροισµα τους.  

 

2.1.  Γεωµετρικές Σειρές.  

 Γεωµετρική ονοµάζεται κάθε σειρά της µορφής: 

n

n 0

r
+∞

=
∑ , 

όπου r είναι πραγµατικός αριθµός. Πρόκειται δηλαδή για το άθροισµα άπειρων όρων της 

γεωµετρικής προόδου µε λόγο r. Μπορούµε, εποµένως, να προσδιορίσουµε ακριβώς τόσο τους 

όρους της ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων: 
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όσο και την τελική συµπεριφορά της σειράς: 
n 1

n
nn n

n 0

1 rr lim s lim
1 r

++∞

→+∞ →+∞
=

−
= =

−∑ .  

Λαµβάνοντας υπόψη µας τις ιδιότητες των ορίων ακολουθιών συµπεραίνουµε ότι: 
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• Η γεωµετρική σειρά n

n 0

r
+∞

=
∑  συγκλίνει όταν 1r <  (αφού τότε n 1

n
lim r 0+

→+∞
= ) και το τελικό 

άθροισµά της είναι ίσο µε 1
1 r−

. 

•  Απειρίζεται θετικά  όταν 1r ≥ , αφού τότε n 1

n
lim r +

→+∞
= +∞  και 

n 1

n

1 r 1lim
1 r 1 r

+

→+∞

− −∞
= = +∞

− −
. 

• Κυµαίνενται όταν  1r ≤ − ,  αφού τότε το όριο n 1

n
lim r +

→+∞
 δεν υπάρχει.  

 

Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
n

n 0

2
3

+∞

=

 
 
 

∑ συγκλίνει,  αφού 2 1
3
<  και το άθροισµά της είναι ίσο µε 1 321

3

=
−

.  

2. Η σειρά 
n

n 0

3
2

+∞

=

 
 
 

∑ απειρίζεται θετικά ,  αφού 3 1
2
> . 

3. Η σειρά ( )n

n 0

2
+∞

=

−∑ κυµαίνεται,  αφού 2 1− < − . Πράγµατι, αν υπολογίσουµε τους πρώτους όρους της 

ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων βλέπουµε ότι:   
0

0
0 1

1
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3
0 1 2 3 4

4

( 2) 1,

( 2) ( 2) 1 2 1,
( 2) ( 2) ( 2) 1 2 4 3,
( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 1 2 4 8 5,

( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 1 2 4 8 16 11.

s

s
s
s

s

= − = +

= − + − = − = −

= − + − + − = − + = +

= − + − + − + − = − + − = −

= − + − + − + − + − = − + − + = +

 

∆ηλαδή οι όροι της δεν συγκλίνουν προς κάποια συγκεκριµένη κατεύθυνση αλλά κυµαίνονται 

εναλλασσόµενοι µεταξύ αρνητικών και θετικών τιµών.  

 

Παρατήρηση. Προσοχή πρέπει να δείξει κανείς στις περιπτώσεις εκείνες που η υπό µελέτη σειρά έχει 

όρους που ξεκινάνε από τον δείκτη n=1, και όχι από n=0. Αν, για παράδειγµα, θεωρήσουµε την 
n

n 1

2
3

+∞

=

 
 
 

∑ , τότε ως προς την σύγκλιση της δεν υπάρχει καµία διαφοροποίηση (η σειρά συγκλίνει αφού 
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2 1
3
< ) αλλά υπάρχει αλλαγή στο τελικό άθροισµά αφού έχουµε έναν όρο λιγότερο, αυτόν που 

προκύπτει για n=0. Έτσι:  
n 0

n 1

2 1 2 3 1 223 31
3

+∞

=

   = − = − =   
   −

∑ .  

Γενικότερα ισχύει ότι:  

n

n 1

rr
1 r

+∞

=

=
−∑ , όταν r 1< . 

 

2.2. p-Σειρές.  

 Ιδιαίτερα χρήσιµη στη σύγκριση µε άλλες σειρές, και µέσω αυτής στον έλεγχο της σύγκλισής τους 

ή µη, είναι η κατηγορία των p-σειρών. Πρόκειται, συγκεκριµένα, για τις σειρές που έχουν την 

µορφή: 

p
n 1

1(p)
n

+∞

=

ζ =∑ ,  

οι οποίες συγκλίνουν όταν p>1 ενώ αποκλίνουν για p≤1.  

 Η σχετική απόδειξη ξεφεύγει από τον σκοπό και το πνεύµα του παρόντος υλικού και για τον λόγο 

αυτό δεν παρουσιάζεται εδώ.  

  

 Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
n 1

1
n

+∞

=
∑  (γνωστή και ως αρµονική σειρά) δεν συγκλίνει αφού είναι p-σειρά µε p=1. 

2. Η σειρά 2
n 1

1
n

+∞

=
∑  συγκλίνει αφού είναι p-σειρά µε p=2>1.  

 

2.3.  Τηλεσκοπικές Σειρές.  

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα, στις περισσότερες περιπτώσεις σειρών ο ακριβής προσδιορισµός 

του τελικού αθροίσµατος είναι µια αρκετά δύσκολη υπόθεση. Γι αυτό και το πρώτο ερώτηµα στο οποίο 

καλούµαστε να απαντήσουµε (αν η σειρά συγκλίνει ή όχι) είναι πολλές φορές και το τελευταίο.  

Υπάρχει όµως µια σηµαντική κατηγορία σειρών των οποίων το άθροισµα µπορεί να 

υπολογιστεί σχετικά εύκολα. Πρόκειται για τις σειρές 
1

n
n

a
+∞

=
∑ των οποίων οι όροι γράφονται στην 

µορφή: 
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1 ( )n n na b b  n+= − ∈N ,  

όπου bn είναι µια ακολουθία της οποίας η οριακή συµπεριφορά µπορεί να προσδιορισθεί. Μια 

τέτοια σειρά ονοµάζεται τηλεσκοπική σειρά.  

Ο έλεγχος της σύγκλισης καθώς και ο προσδιορισµός του τελικού αθροίσµατος των σειρών 

αυτών είναι σχετικά απλός αφού για την ακολουθία των µερικών αθροισµάτων ισχύει ότι: 

1 2 3 1

1 2 2 3 3 4 1 1

1 1

...
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

.

n n n

n n n n

n

s a a a a a
  b b b b b b b b b b
   =b b

−

− +

+

= + + + + + =
= − + − + − + + − + − =

−

 

Εποµένως η σειρά θα συγκλίνει αν και µόνο αν υπάρχει το όριο n 1n
lim b +→+∞

και το τελικό άθροισµά 

της θα είναι ίσο µε  

1 1
1

limn nn
n

a b b
+∞

+→+∞
=

= −∑ . 

 

 Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
( )( )1

1
1 2n n n

+∞

= + +∑   είναι τηλεσκοπική γιατί 
( )( )

1 1 1
1 2 1 2n n n n

= −
+ + + +

. Εποµένως, 

( )( )1

1 1 1 1 1lim 0
1 2 2 2 2 2

+∞

=

= − = − =
+ + +∑

n n n n
. 

2. Η σειρά 
1

1
(3 2)(3 1)n n n

+∞

= − +∑  είναι τηλεσκοπική γιατί 
1 11 3 3

(3 2)(3 1) 3 2 3 1n n n n
= −

− + − +
 και 

ισχύει ότι  

 

( )
1

1 11 1 11 lim 1 0
3 3 3(3 2)(3 1) 3 1n n n n

∞

=

 = ⋅ − = ⋅ − = − + + 
∑ . 

3. Η σειρά 2
1

1
4 1n n

+∞

= −∑  είναι τηλεσκοπική γιατί 
12

21
12

21
14

1
2 +

−
−

=
− nnn

//  και ισχύει ότι  

2
1

1 1 1/ 2 1 1lim 0
2 2 1 2 24 1

+∞

=

= − = − =
+−∑

n nn
.  
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 2.4. Εναλλάσσουσες Σειρές.  

Οι σειρές των οποίων οι όροι εναλλάσσουν το πρόσηµό τους συνεχώς ονοµάζονται 

εναλλάσσουσες. Πρόκειται, δηλαδή, για σειρές της µορφής: 

1

1
( 1)n

n
n

a
+∞

+

=

−∑ . 

Για την κατηγορία αυτή το επόµενο κριτήριο αποτελεί ένα πολύ ισχυρό “εργαλείο” για τον έλεγχο 

της τελικής συµπεριφοράς τους.  

Κριτήριο Leibnitz. Αν σε µία εναλλάσσουσα σειρά 1

1

( 1)n
n

n

a
+∞

+

=

−∑  η ακολουθία ( )n na ∈N  που την 

παράγει είναι θετική, φθίνουσα και έχει όριο το µηδέν, τότε η σειρά συγκλίνει και για το τελικό 

άθροισµά της s  ισχύει ότι  

1
1

1
( 1)

n
k

k n
k

s a a+
+

=

− − ≤∑ . 

∆ηλαδή, όταν προσεγγίσουµε  το άθροισµα της σειράς µε το µερικό άθροισµα των όρων µέχρι και 

τάξης n, το σφάλµα που προκύπτει δεν υπερβαίνει, κατ΄ απόλυτη τιµή, τον όρο της επόµενης τάξης 

n+1. 

 

Απόδειξη.  

Ας συµβολίσουµε µε sn το άθροισµα των n πρώτων όρων της σειράς :  

1

1
( 1)

n
k

n k
k

s a+

=

= −∑  

Παρατηρούµε τότε ότι :  

s2n+2 – s2n = -α2n+2 + α2n+1 ≥ 0 (αφού η ακολουθία αn είναι φθίνουσα από την υπόθεση), άρα η 

ακολουθία (s2n) είναι αύξουσα :  

s2n+2 ≥ s2n,  n∈ .  

Επίσης,  

s2n+1 – s2n-1 = α2n+1 – α2n ≤ 0, άρα η ακολουθία (s2n-1) είναι φθίνουσα :  

s2n+1 ≤  s2n-1,  n∈ .  

Από την άλλη µεριά, για οποιαδήποτε επιλογή φυσικών k, m ισχύει ότι :  

s2k ≤  s2m-1     (1) 
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Πράγµατι, αν επιλέξουµε έναν τρίτο φυσικό n µεγαλύτερο τόσο από τον k όσο και από τον m, 

τότε:  

s2k ≤  s2n ≤  s2n-1 ≤  s2m-1 .      

Η τελευταία σχέση µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η –αύξουσα- ακολουθία (s2n) είναι και άνω 

φραγµένη αφού, για παράδειγµα s2n≤ s1=α1. Άρα, σύµφωνα µε την Πρόταση **, είναι συγκλίνουσα 

ακολουθία και έστω α το όριο της : 2lim ns a= .  

Ανάλογα, η φθίνουσα ακολουθία s2n-1 είναι και κάτω φραγµένη, αφού s2n-1≥ s2 =α1-α2. Άρα είναι 

και αυτή συγκλίνουσα µε όριο έστω το β : 2 1lim βns − = .  

Από τη σχέση (1) έχουµε ότι  

2 2 1 α βn ns s −≤ ⇒ ≤ .  

Εποµένως,  

2 1 2 20 lim lim lim 0.β α αn n nx
s s− →∞

≤ − = − = =    (2) 

Εξασφαλίσαµε µε τον τρόπο αυτό ότι  

2 2 1lim limα βn ns s −= = = . 

Ιδιαίτερα:  

2 4 6 2 1 2 1 3 1... ... ...β n ns s s a s s s s+ −≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

Θα αποδείξουµε τώρα ότι αυτό το κοινό όριο των υποακολουθιών (s2n) και (s2n-1) αποτελεί το 

σηµείο σύγκλισης και της γενικής ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων (sn) της υπό µελέτης 

σειράς. Πράγµατι, για κάθε επιλογή θετικού αριθµού ε, από τη σχέση (2), θα υπάρχει φυσικός n0 

τέτοιος ώστε 
0 02 1 20 εn ns s−≤ − < . Έτσι, για κάθε n>2n0 έχουµε :  

 Αν n=2k>2n0, τότε,  

0 0 02 2 2 2 1 2α α α αn k k n n ns s s s s s−− = − = − < − < − ,  

 Αν n=2k+1>2n0, τότε  

0 0 02 1 2 1 2 1 2 1 2α α αn k k n n ns s s a s s s+ + − −− = − = − < − < − .  

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση,  

0 02 1 2α εn n ns s s−− < − <  

και άρα lim ns a= .  

Επίσης :  

2 2 2 1 2 2 1α αn n n n ns s s s a+ +− = − < − < , 
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2 1 2 1 2 1 2 2αn n n n ns s a s s a− − −− = − < − < . 

Άρα, σε κάθε περίπτωση έχουµε :  

1αn ns a +− <  

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί.  

  

Σηµείωση. Τα ίδια αποτελέσµατα ισχύουν και στη περίπτωση όπου η εναλλάσσουσα σειρά είναι 

της µορφής 
0

( 1)n
n

n

a
+∞

=

−∑  ή 
1

( 1)n
n

n

a
+∞

=

−∑  αφού οι τελευταίες µετατρέπονται, µε απλούς 

µετασχηµατισµούς, στην ακριβή µορφή που εµφανίζεται στο Κριτήριο Leibnitz:  

1 1
1 1

0 1 1
( 1) ( 1) ( 1)n n n

n n n
n n n

a a a
+∞ +∞ +∞

− +
− −

= = =

− = − = −∑ ∑ ∑ , 

1

1 1
( 1) ( 1)n n

n n
n n

a a
+∞ +∞

+

= =

− = − −∑ ∑ . 

 

 Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
0

1 1 1 1( 1) 1
1 2 3 4

n

n n

+∞

=

− = − + − +
+∑  πληρεί τις υποθέσεις που αναφέραµε προηγουµένως 

αφού είναι εναλλάσσουσα και η ακολουθία 1
1n +

 είναι θετική και φθίνουσα. Εποµένως 

συγκλίνει. Αν τώρα προσεγγίσουµε το άθροισµά της µε το µερικό άθροισµα τάξης 8 (αν 

κρατήσουµε δηλαδή τους όρους για n=0,1,2,..,8): 
8

0

1 1 1 1 1( 1) 1
1 2 3 4 9

n

n n=

− = − + − + +
+∑ , 

τότε το σφάλµα είναι µικρότερο ή ίσο του όρου τάξης 9: 1 0.1
9 1

=
+

 (προφανώς όχι και τόσο 

καλή εκτίµηση. Πρέπει να φτάσουµε µέχρι τον όρο µε  n=98 για να είµαστε βέβαιοι, ότι το 

σφάλµα είναι µικρότερο ή ίσο του 0.01).  

 

2. Η σειρά 
1

1( 1)n
p

n n

+∞

=

−∑  συγκλίνει για κάθε p>0 (σε αντίθεση µε τις p-σειρές που παρουσιάσαµε 

προηγουµένως). Πράγµατι, πρόκειται προφανώς, για µία εναλλάσσουσα σειρά ενώ η 

ακολουθία 1
p

nn ∈

 
 
  N

είναι φθίνουσα (αφού p>0): 



 11

1 1 1 1 1... ...
1 2 3 ( 1)p p p p pn n

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥
+

 

και µηδενική : 1lim 0pn
=  

3. Η εναλλάσσουσα σειρά 
0

( 1)
2 1

n

n n

+∞

=

−
+∑  συγκλίνει γιατί η ακολουθία 1

2 1na
n

=
+

 είναι θετική, 

φθίνουσα: 

1
1 1 ( )

2 3 2 1n na a  n
n n+ = ≤ = ∈
+ +

N  

και µηδενική :  1lim lim 0
2 1na

n
= =

+
.  

Επιπλέον, αν θέλουµε να πετύχουµε ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων, δηλαδή το σφάλµα της 

προσέγγισης να είναι µικρότερο του 0.01, θα πρέπει:  

2
1

1 110 48.5
2 3 100na n

n
−

+ < ⇔ < ⇒ >
+

. 

Εποµένως, θα πρέπει να υπολογίσουµε το άθροισµα τουλάχιστον των πρώτων 49 όρων της 

σειράς.  

 

Ασκήσεις.  
 

1. Βρείτε τα αθροίσµατα των επόµενων σειρών στις περιπτώσεις εκείνες που αυτές συγκλίνουν: 

 i.  
1

1
5n

n

+∞

=
∑    (Απάντηση: 1

4
) 

 ii.  1 1 11 ...
4 16 64

− + − +   (Απάντηση: 4
5

) 

 iii.  5 25 751 ...
3 9 27

+ + + +   (Απάντηση: αποκλίνει) 

 iv.  
1

3( )
2

n

n

+∞

=

−∑   (Απάντηση: κυµαίνεται) 

 v.  2 2
1

2 1
( 1)n

n
n n

+∞

=

+
+∑   (Απάντηση: 1) 

 vi.  
1

1
( 4)( 5)n n n

+∞

= + +∑   (Απάντηση: 1
5

) 

 

2. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις επόµενες σειρές: 
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i.   2

1

1( )
n n

+∞

=

−∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

ii.   
1

( 1)n
n

n

n
e

+∞

=

− ⋅∑   (Απάντηση: συγκλίνει) 

iii.   
1

1
n n

+∞

=
∑               (Απάντηση: αποκλίνει) 

iv.   
1

( 1)n

n n

+∞

=

−∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

v.   
1

( 1)n

n

n
+∞

=

− ⋅∑   (Απάντηση: αποκλίνει) 

vi.   5
1

5
n n

+∞

=
∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

vii.   1

1

ln( 1)
3 2

n

n

n
n

+∞
−

=

− ⋅
+∑   (Απάντηση: συγκλίνει) 

viii.   
1

1

( 1)
3

n

n
n

−+∞

=

−∑             (Απάντηση: αποκλίνει) 

 

 

3. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ 

Τα βασικότερα κριτήρια σύγκλισης σειρών, δηλαδή κανόνες που µας βοηθούν να αποφασίζουµε 

αν µια σειρά συγκλίνει ή όχι, παρουσιάζονται στην Ενότητα αυτή.  

 

3.1. Ένα πρώτο βασικό συµπέρασµα.  

Αρχικά µπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι για να υπάρχει πιθανότητα σύγκλισης µιας 

σειράς 
1

n
n

a
+∞

=
∑ , δεδοµένου ότι αυτή είναι µια άθροιση άπειρων αριθµών, θα πρέπει οι 

προσθετέοι να µικραίνουν συνεχώς τείνοντας στο µηδέν: 

Αν η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑ συγκλίνει, τότε lim 0αn = .  

Απόδειξη.  

Έστω 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς η 

οποία, σύµφωνα µε την υπόθεση, θα συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό αριθµό s. 

Παρατηρούµε τότε ότι  
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1n n na s s −= − , 

οπότε 1lim lim lim 0.n n na s s s s−= − = − =  

 

Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται στο γεγονός ότι το αντίστροφο συµπέρασµα δεν ισχύει:  
 

∆εν αρκεί η διαπίστωση ότι το όριο της ακολουθίας αn, που παράγει τη 

σειρά, είναι µηδέν για να εξασφαλίσουµε ότι η σειρά συγκλίνει.  
 

Υπάρχουν πολλά παραδείγµατα σειρών που δεν συγκλίνουν παρά το γεγονός ότι 

παράγονται από µηδενικές ακολουθίες. Το κλασικότερο από αυτά είναι η αρµονική σειρά 

n 1

1
n

+∞

=
∑  η οποία, όπως αναφέραµε στην Παράγραφο 2.2, δεν συγκλίνει αν και παράγεται από 

την µηδενική ακολουθία 1
n

.  

Σε κάθε περίπτωση όµως, το προηγούµενο συµπέρασµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για την διαπίστωση της µη σύγκλισης της σειράς αν η ακολουθία που την παράγει δεν 

τείνει στο µηδέν:  

Αν lim 0αn ≠ , τότε η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑ δεν συγκλίνει. 

 

Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
0

1( )
3

n

n

+∞

=
∑  έχει πιθανότητες να συγκλίνει αφού 1lim( ) 0

3
n = . Άλλωστε, όπως είδαµε 

στην Παράγραφο 2.1, η υπό µελέτη σειρά εντάσσεται στη κατηγορία των γεωµετρικών 

σειρών και συγκλίνει στον αριθµό 1 3
1 21
3

=
−

.  

2. Η 
2

2
0

1
2 1n

n
n

+∞

=

+
−∑  δεν συγκλίνει αφού 

2

2

1 1lim 0
22 1

n
n
+

= ≠
−

.  

3. Αν αn είναι ακολουθία µη µηδενικών αριθµών ώστε αn
2 + αn-1αn+1 = αnαn+1, τότε η σειρά 

n

n 1 n 1

∞

= +

α
α∑  δεν συγκλίνει. 

Πράγµατι, η υπόθεση δίνει ότι  

2 1
1 1 1 1

1 1

1n n n
n n n n n n n n

n n n

a a aa a a a a a a a      (1)
a a a

−
− + + −

+ +

+ = ⇒ + = ⇒ + = . 



 14

Έτσι αν υποθέσουµε ότι η σειρά n

n 1 n 1

∞

= +

α
α∑  συγκλίνει, θα πρέπει 1

1

lim lim 0
α α
α α

n n

n n

−

+

= =  κάτι 

που έρχεται σε αντίθεση µε την σχέση (1): Θα είχαµε τότε ότι 0+0=1.  

 

3.2. Κριτήρια Σύγκρισης Σειρών.  

  Παρουσιάζουµε εδώ δύο από τους βασικότερους κανόνες σύγκρισης σειρών. Πρόκειται για 

ιδιαίτερα αποτελεσµατικά κριτήρια σύγκλισης τα οποία µας δίνουν τη δυνατότητα να αποφασίσουµε 

για τη σύγκλιση ή µη µιας σειράς συγκρίνοντάς την µε άλλη της οποίας η οριακή συµπεριφορά είναι 

γνωστή.  

 

3.2.1. Ένα απλό Κριτήριο Σύγκρισης.  

Θεωρούµε δύο σειρές θετικών όρων: 
1

n
n

a
+∞

=
∑ , 

1
n

n

β
+∞

=
∑

 
για τις οποίες ισχύει ότι 

0 ( )n na M  nβ≤ ≤ ⋅ ∈N , όπου Μ θετικός πραγµατικός αριθµός. Τότε: 

(I)     Αν η σειρά των “µεγαλύτερων” όρων 
1

n
n

β
+∞

=
∑ συγκλίνει, τότε συγκλίνει και αυτή των 

“µικρότερων” 
1

n
n

a
+∞

=
∑ . 

(II)  Αν 
1

n
n

a
+∞

=

= +∞∑ , τότε και 
1

βn
n

+∞

=

= +∞∑ . 

(III) Αν 
1
βn

n

+∞

=

= −∞∑ , τότε και 
1
αn

n

+∞

=

= −∞∑ . 

  

Απόδειξη.  

(Ι)  Ας υποθέσουµε ότι 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  είναι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων 

της σειράς 
1

n
n

a
+∞

=
∑  και 1 2 ... , ,β β βn ns  n= + + + ∈N  αυτή της 

1

βn
n

+∞

=
∑ . Παρατηρούµε τότε ότι :  

               1 2 1 2... ... ( )β β β n mn m m m n m m ns s a a a M M M M s s+ + + +− = + + + ≤ ⋅ + ⋅ + + ⋅ = ⋅ − ,                 (1) 

για κάθε επιλογή φυσικών n m≥ .  

Έτσι, αν η σειρά 
1
βn

n

+∞

=
∑  συγκλίνει, η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της ( )ns  θα είναι 

βασική ως συγκλίνουσα : lim( ) 0n ms s− = . Εποµένως, βάσει της σχέσης (1),   
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0 lim lim( ) 0 lim 0n mn m n ms s M s s s s≤ − ≤ ⋅ − = ⇒ − = .  

∆ηλαδή και η ( )ns  είναι βασική ακολουθία πραγµατικών αριθµών, άρα και συγκλίνουσα. 

Αποδείξαµε µε τον τρόπο αυτό ότι πράγµατι η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑  συγκλίνει.  

(ΙΙ) Θεωρώντας και πάλι τις ακολουθίες των µερικών αθροισµάτων 1 2 ... , ,n ns a a a  n= + + + ∈N  

της 
1

n
n

a
+∞

=
∑  και 1 2 ... , ,β β βn ns  n= + + + ∈N  της 

1
βn

n

+∞

=
∑ , έχουµε από την υπόθεση ότι για κάθε 

επιλογή θετικού αριθµού ε, υπάρχει φυσικός n0 έτσι ώστε :  

1 2 0... ,εn ns a a a  n n= + + + > ≥ .  

Χρησιµοποιώντας τη σχέση ανισότητας µεταξύ των όρων των δύο σειρών βλέπουµε ότι :  

1 2 1 2 0... ... ,β β β εn n nM s M M M a a a  n n⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ ≥ + + + > ≥ . 

Εποµένως, lim( )nM s⋅ = +∞  και, αφού ο αριθµός Μ είναι θετικός από την υπόθεση, 

1
lim βn n

n

s
+∞

=

= = +∞∑ .  

(ΙΙΙ) Η απόδειξη είναι ανάλογη αυτής της περίπτωσης (ΙΙ).  

 

Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
3

4
n 1

3n 1
4n 1

+∞

=

+
−∑  δεν συγκλίνει γιατί:  

3 3

4 4

3 1 3 3 1
4 1 4 4

n n
n n n
+

> = ⋅
−

 , 

και όπως είδαµε η αρµονική σειρά 
n 1

1
n

+∞

=
∑  δεν συγκλίνει.  

2. Η 
0

3
5 1

n

n
n

+∞

= +∑  συγκλίνει γιατί:  

3 3 3
5 1 5 5

nn n

n n
 < =  +  

,  

και η 
0

3
5

n

n

+∞

=

 
 
 

∑ είναι γεωµετρική σειρά µε λόγο µικρότερο της µονάδας. Άρα τόσο αυτή όσο 

και η αρχική συγκλίνουν.  
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3. Η 2
0

2
1n

n
n

+∞

= +∑  δεν συγκλίνει γιατί: 

2 2 2 2

2 2 2 1 .
1 2

n n n
n n n n n

≥ = =
+ +

 

 Πρόκειται δηλαδή για σειρά µε όρους µεγαλύτερους από ότι η (αποκλίνουσα) αρµονική.  

 

4. Η σειρά 
5 n

n 5
n 1

n 5 2
(5 2) n

+∞

=

+ +
+ ⋅∑  συγκλίνει. Πράγµατι, παρατηρούµε αρχικά ότι 

5

5 5

5 2 1 1
(5 2) 5 2

n

n n

n
n n

+ +
= +

+ ⋅ +
. Εποµένως, αφού όλοι οι όροι είναι θετικοί,  

5 n

n 5 n 5
n 1 n 1 n 1

n 5 2 1 1
(5 2) n 5 2 n

+∞ +∞ +∞

= = =

+ +
= +

+ ⋅ +∑ ∑ ∑  

Όµως, και οι δύο επιµέρους σειρές που εµφανίσαµε συγκλίνουν γιατί:  

1 1 1( )
5 2 5 5

n
n n< =
+

 και η γεωµετρική σειρά n

n 1

1( )
5

+∞

=
∑  συγκλίνει, αφού 1 1

5
< ,  

η 5
n 1

1
n

+∞

=
∑  είναι p-σειρά µε p=5>1.  

 Έτσι, και η αρχική σειρά θα συγκλίνει ως άθροισµα συγκλινουσών σειρών.  

 

5. Για την σειρά 
23

0

1
1n

n
n

+∞

=

+
+∑  παρατηρούµε ότι: 

3 2 2/3 2/3

1/3

1 1 1
1 1 2 2

n n n
n n n n

+
> ≥ = ⋅

+ +
 για κάθε 0n > . 

Όµως, η σειρά 1/ 3
1

1(1/ 3)
n n

ζ
+∞

=

=∑  αποκλίνει, εποµένως και η αρχική σειρά αποκλίνει.  

 

6. Αντίστοιχα, για την 2
0

2
1n

n
n

+∞

= +∑  έχουµε: 32 2
2

2 2 12
1

n n
n n

n
< = ⋅

+
. Όµως, η 3/ 2

1

1(3/ 2)
n n

ζ
+∞

=

=∑  

συγκλίνει, εποµένως το ίδιο ισχύει και για την αρχική σειρά.  

 

7. Η σειρά 2 2
n 1

(n a)
b n

+∞

=

συν π
+∑  συγκλίνει για οποιεσδήποτε τιµές των πραγµατικών παραµέτρων a, b:  
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Ελέγχουµε την (ισχυρότερη) απόλυτη σύγκλιση συγκρίνοντας µε την συγκλίνουσα 

2
n 1

1(2)
n

+∞

=

ζ =∑ . Πράγµατι: 

2 2 2 2 2

( ) 1 1n a  
b n b n n

συν π
≤ <

+ +
.  

Εποµένως, η 2 2
n 1

(n a)
b n

+∞

=

συν π
+∑  συγκλίνει απολύτως άρα και απλά.  

 

3.2.2. Το Γενικευµένο Κριτήριο Σύγκρισης Σειρών.  

 Θεωρούµε δύο σειρές θετικών πραγµατικών αριθµών: 
1

n
n

a
+∞

=
∑ ,

1
n

n

β
+∞

=
∑  (ιδιαίτερα για την δεύτερη 

υποθέτουµε ότι n>0β ) για τις οποίες ισχύει ότι lim 0
β

n

n

a
c= > . Τότε οι δύο σειρές έχουν την ίδια 

συµπεριφορά ως προς τη σύγκλιση. ∆ηλαδή είτε συγκλίνουν είτε αποκλίνουν ταυτόχρονα.  
   

Απόδειξη.  

Από την υπόθεση ότι lim 0
β

n

n

a
c= >  και σύµφωνα µε τον ορισµό της σύγκλισης ακολουθιών, 

επιλέγοντας 0
2

ε c
= > , θα υπάρχει n0 φυσικός έτσι ώστε  

2
3

32 2 2 2 2
2

β αα α α
ε

β β β α β

n n
n n n

n n n
n n

    (Ι)c c c c c cc c
c     (ΙΙ)

 < ⋅− < = ⇒ − < − < ⇒ < < ⇒ 
 < ⋅


 

Έτσι, αν η σειρά 
1

n
n

a
+∞

=
∑  συγκλίνει, η σχέση (Ι) σε συνδυασµό µε το Κριτήριο Σύγκρισης σειρών 

που παρουσιάσαµε στην Παράγραφο 3.2.1, οδηγεί στο συµπέρασµα ότι και η 
1
βn

n

+∞

=
∑  θα 

συγκλίνει..  

 Από την άλλη µεριά, η σύγκλιση της 
1

βn
n

+∞

=
∑  σε συνδυασµό µε τη σχέση (ΙΙ) εξασφαλίζει τη 

σύγκλιση της 
1

n
n

a
+∞

=
∑ .  
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Παραδείγµατα.  
 

1. Η σειρά 2
n 1

n
3n 4

+∞

= −∑  δεν συγκλίνει γιατί αν συγκριθεί µέσω του Γενικευµένου Κριτηρίου µε την 

αρµονική σειρά 
n 1

1
n

+∞

=
∑  έχουµε:  

22

2

13 4 01 3 4 3

n
nn

n
n

− = → >
−

.  

 Έτσι, αφού η αρµονική σειρά δεν συγκλίνει, το ίδιο θα ισχύει και για την υπό µελέτη σειρά.  

 

2. Η σειρά n
n 1

1
3 a

+∞

= +∑  συγκλίνει γιατί  αν την συγκρίνουµε µε την (συγκλίνουσα) γεωµετρική σειρά 

n

n 1

1( )
3

+∞

=
∑  έχουµε:  

1
3 1 13lim lim lim 1 0

3 1 01 1
33

nn

n nn n n

n

a  aa
 

→+∞ →+∞ →+∞

+ = = = = >
+ +  + 

 

 

 

3. Για την 
n 1

1( )
n 1

+∞

=

ηµ
+∑  παρατηρούµε (χρησιµοποιώντας τον κανόνα de l’Hospital για τον 

υπολογισµό ορίων) ότι:  

1

0 0 0

1( ) ( ) ( ( ))lim lim lim lim 0 1 01

ηµ ηµ ηµ συν συν
x

n

x x x

x xn  x
x x

n

 
=

→ → →

′
= = = = = >

′
 

 Εποµένως η 
n 2 n 1

1 1( ) ( )
n n 1

+∞ +∞

= =

ηµ = ηµ
+∑ ∑  έχει την ίδια συµπεριφορά ως προς τη σύγκλιση µε την 

αρµονική σειρά, δηλαδή αποκλίνει.  

 

4. Η σειρά 
2

n 1

1
n (n n)

+∞

= ⋅ +
∑  συγκλίνει γιατί : 
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3

2 33 2 3

3 2 3 2

3 / 2 33

1 1
( ) 1lim lim lim lim lim 1 01 1 11

n
n n n nn n n  

n n n n
nn nn

 ⋅ + += = = = = >
+ + +

.  

 Εποµένως αφού ή 3
2n 1

1(3/ 2)
n

+∞

=

ζ =∑  συγκλίνει, το ίδιο θα ισχύει και για την αρχική σειρά. 

 

5. Αν 
1
αn

n

+∞

=
∑  είναι µια σειρά θετικών όρων ( 0αn > ) τότε  

η σειρά 
1
αn

n

+∞

=
∑  συγκλίνει ⇔  η 

1 1
α

α
n

n n

+∞

= +∑  συγκλίνει.  

Αν θέσουµε , ,
1

α
β

α
n

n
n

n= ∈
+

N  παρατηρούµε ότι :  

Αν η 
1
αn

n

+∞

=
∑  συγκλίνει, τότε lim 0αn =  και εποµένως 1 1lim lim 1.

1 0 1
β
α α

n

n n

= = =
+ +

 Συνεπώς, 

βάσει του γενικευµένου κριτηρίου σύγκρισης σειρών, και η 
1 1 1

α
β

α
n

n
n n n

+∞ +∞

= =

=
+∑ ∑  θα συγκλίνει.  

Αντίστροφα, η σύγκλιση της 
1
βn

n

+∞

=
∑  δίνει :  

1 1lim 0 lim 0 lim 0 lim(1 )11 1

1 1lim( ) lim 0 lim( ) lim 1
1

α
β

α α
α

β
α

α α α

n
n

n n

n

n
n

n n n

= ⇒ = ⇒ = ⇒ + = +∞ ⇒
+ +

= +∞ ⇒ = ⇒ = =
+

 

 Εποµένως, χρησιµοποιώντας και πάλι το γενικευµένο κριτήριο σύγκλισης σειρών, συµπεραίνουµε 

ότι και η σειρά 
1
αn

n

+∞

=
∑  συγκλίνει.  

 

 

3.3.  Το Κριτήριο Ρίζας (Cauchy).  

Έστω 
1

n
n

a
+∞

=
∑ σειρά πραγµατικών αριθµών. Τότε:  

(I) Αν 1n
na r≤ < , για κάθε φυσικό 0n n≥ ( 0n ∈N ), (ή, ειδικότερα, αν lim 1n

na < ), τότε η σειρά 

συγκλίνει. 
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(II)  Αν 1n
na ≥ , για άπειρο πλήθος δεικτών n (ή, ειδικότερα, αν lim 1n

na > ), τότε η σειρά δεν 

συγκλίνει στοR . 

(III) Αν  lim 1n
na = , τότε δεν µπορούµε να απαντήσουµε θετικά αν η σειρά συγκλίνει ή όχι µε βάση το 

Κριτήριο της Ρίζας. 

 

Απόδειξη. 

(I) Από την υπόθεση έχουµε : 0,nn
n na r a r  n n≤ ⇒ ≤ ≥ . Όµως η σειρά 

0

n

n n
r

+∞

=
∑  συγκλίνει ως 

γεωµετρική µε λόγο r<1 (Βλ. και Παράγραφο 2.1). Έτσι, βάσει του Κριτηρίου Σύγκρισης 

σειρών 3.2.1, το ίδιο θα ισχύει και για την 
0

n
n n

a
+∞

=
∑ . ∆ηλαδή αποδείξαµε ότι η υπό µελέτη σειρά 

συγκλίνει απόλυτα, άρα θα συγκλίνει και απλά. Επιπλέον, η σύγκλιση της 
0

n
n n

a
+∞

=
∑  είναι 

ισοδύναµη µε την σύγκλιση της 
1

n
n

a
+∞

=
∑ , όπως έχουµε ήδη σχολιάσει στην Ενότητα 1, και η 

απόδειξη αυτής της περίπτωσης έχει ολοκληρωθεί.   

(II) Η ισχύς της σχέσης  1 1n
n na a≥ ⇔ ≥  για άπειρο πλήθος δεικτών, εξασφαλίζει την ύπαρξη 

µιας υποακολουθίας ( )
nka  της οποίας όλοι οι όροι είναι απολύτως µεγαλύτεροι της µονάδας:  

1
nka ≥ . Έτσι, η υποακολουθία αυτή, καθώς και η πλήρης ακολουθία ( )na , δεν µπορεί  να 

συγκλίνουν στο µηδέν, όπως θα έπρεπε να συµβαίνει σε περίπτωση σύγκλισης της αρχικής 

σειράς. Εποµένως η 
1

n
n

a
+∞

=
∑  θα αποκλίνει.  

(III)  Πράγµατι, µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε δύο σειρές που ικανοποιούν την υπόθεση 

αλλά παρουσιάσουν διαφορετική συµπεριφορά ως προς τη σύγκλιση : 

 Η αρµονική σειρά 
1

1
n n

+∞

=
∑ , µε 1 1lim lim lim 1n n

n n
a

n n
= = = , αποκλίνει,  

 ενώ η 2
1

1
n n

+∞

=
∑ , µε 2

1 1lim lim lim 1n n
n n n

a
n n n

= = =
⋅

, συγκλίνει.  

 

Παραδείγµατα.  
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1. Η σειρά 
n

n
n 1

4
5

+∞

=
∑ συγκλίνει γιατί:  

4 4 1,
5 5

n
n n

n na = = <  για κάθε φυσικό 1n ≥ . 

 

2. Η σειρά 3 3 33
2 4 2n+ + + + +  συγκλίνει γιατί:  

Ο γενικός της όρος είναι 3
2n na =  και 3 3 1 1

2 2 2

n
n n

n na = = → < .  

 

3. Η σειρά 
2

0

32
5

n
n

n

+∞

=

 
 
 

∑ συγκλίνει γιατί:  

2

3 32 2 2 0 0 1
5 5

n n
nnn

na    = = ⋅ → ⋅ = <   
   

.  

 

4. Η 2
1

2n

n n

+∞

=
∑  δεν συγκλίνει γιατί:  

2

2 2 2 2 1
1 1

n
n n

n n n
a

n n n
= = → = >

⋅⋅
.  

 

5. Η σειρά 
1

3
7

n

n
n

n+∞

=

⋅∑  συγκλίνει γιατί:  

3 3 3 31 1
7 7 7 7

n
nn n

n n

na n⋅
= = ⋅ → ⋅ = < .  

 

6. Η σειρά 
1

3 2
2 1

n

n

n
n

+∞

=

+ 
 − 

∑  δεν συγκλίνει γιατί:  

3 2 3 2 3 1
2 1 2 1 2

n

n n
n

n na
n n
+ + = = → > − − 

.  

 

7. Η σειρά 
2n

n 1

1
n

+∞

=

α + 
 

∑ συγκλίνει όταν η παράµετρος α είναι αρνητική γιατί:  
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2

1 1
n n

nn
na e

n n
αα α   = + = + →   

   
 . 

Οπότε για να είναι το όριο µικρότερο της µονάδας θα πρέπει 01 0e e e aα α< ⇔ < ⇔ < .  

  

 

3.4. Το Κριτήριο Λόγου (d’ Alembert).  

Έστω 
1

n
n

a
+∞

=
∑  σειρά πραγµατικών αριθµών µε 0nα ≠ , για κάθε n p≥ , όπου p  σταθερός φυσικός 

αριθµός. Υποθέτουµε, µε άλλα λόγια, ότι το µηδέν δεν περιέχεται στους όρους της σειράς από 

κάποιον δείκτη και µετά. Τότε:  

(Ι) Αν 1 1n

n

a
r

a
+ ≤ < , για κάθε φυσικό 0n n≥  ( 0n p≥ ), (ή, ειδικότερα, αν 1lim 1n

n

a
a
+ < ), τότε η σειρά 

συγκλίνει. 

(ΙΙ)  Αν 1 1n

n

a
a
+ ≥ , για κάθε φυσικό 0n n≥ ( 0n p≥ ), (ή, ειδικότερα, αν 1lim 1n

n

a
a
+ > ), τότε η σειρά δεν 

συγκλίνει στοR , οπότε είτε θα απειρίζεται είτε θα κυµαίνεται.  . 

(ΙΙΙ) Αν  1lim 1n

n

a
a
+ = , τότε δεν µπορούµε να απαντήσουµε θετικά αν η σειρά συγκλίνει ή όχι µε βάση το 

Κριτήριο του Λόγου.  

 

Απόδειξη.  

(Ι) Η υπόθεση 1
1 0, ,n

n n
n

a
r a r a  n n

a
+

+≤ ⇔ ≤ ⋅ ≥  δίνει :  

0

0

0

0

2 3
1 2 3

0

...

, .

n n
n n n n n n

n
n

n
n n

a r a r a r a r a

r a r  n n
a

−
− − − −

−

≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ≤ ⋅ ⇒

≤ ≥
 

 Χρησιµοποιώντας το Κριτήριο Ρίζας (Cauchy) που είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, άµεσα 

συµπεραίνουµε ότι η σειρά 
0 0

0 00 0

n n

n n
n n n nn n n n

r ra a
a a

+∞ +∞

= =− −

= ⋅∑ ∑  συγκλίνει. Συνεπώς, αφού ο συντελεστής 

0

0

n

n n

r
a −

 είναι ένας σταθερός πραγµατικός αριθµός, η σειρά 
0

n
n n

a
+∞

=
∑  - άρα και η 

1
n

n
a

+∞

=
∑ - θα συγκλίνει. 
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(ΙΙ) Εργαζόµενοι όπως στην προηγούµενη περίπτωση, έχουµε :  

01 2 0... , .n n n n na a a a  n n− − −≥ ≥ ≥ ≥ ≥  

 Συνεπώς η ακολουθία ( )na  δεν συγκλίνει στο µηδέν, αφού ο όρος 
0n na −  από την υπόθεση είναι µη 

µηδενικός, και η υπό µελέτη σειρά αποκλίνει. 
 

(ΙΙΙ) Η απόδειξη είναι ακριβώς αυτή της περίπτωσης (ΙΙΙ) του κριτηρίου Cauchy αφού η υπόθεση 

ικανοποιείται τόσο από την αποκλίνουσα αρµονική σειρά 
1

1
n n

+∞

=
∑  όσο και από τη συγκλίνουσα 2

1

1
n n

+∞

=
∑ .   

 

Παραδείγµατα.  

1. Η σειρά 
n

n 1

2
(n 2)!

+∞

= +∑ συγκλίνει γιατί:  

1

1
1

2
2 ( 2)! 2 2 1( 3)! 1,

2 2 ( 3)! 3 4 2
( 2)!

n

n
n

n n
n

a nn
a n n

n

+

+
+ ++= = = ≤ = <

+ +
+

 για κάθε φυσικό 1n ≥ .  

Επίσης µπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι 1 2lim lim 0 1
3

n

n

a
a n
+ = = <

+
.  

2. Η σειρά 
n n

n
n 1

2 3
5

+∞

=

+∑ συγκλίνει γιατί:  

Την µετατρέπουµε αρχικά σε άθροισµα δύο, απλούστερων, σειρών: 
n n n n

n n n
n 1 n 1 n 1

2 3 2 3
5 5 5

∞ ∞ ∞

= = =

+
= +∑ ∑ ∑ .  

Κάθε µία από τις δύο νέες σειρές συγκλίνει γιατί: 
1

1

2
25 1
52

5

n

n

n

n

+

+
= <  και 

1

1

3
35 1
53

5

n

n

n

n

+

+
= < . 

Εποµένως, και το άθροισµά τους θα είναι συγκλίνουσα σειρά. Εναλλακτικά θα µπορούσαµε να 

παρατηρήσουµε ότι πρόκειται για δύο συγκλίνουσες γεωµετρικές σειρές µε λόγους απολύτως 

µικρότερους της µονάδας.  

3. Η σειρά n
n 1

3
2

+∞

=
∑ συγκλίνει γιατί:  
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11
1

3
3 2 12 1,3 3 2 2

2

nnn
n

n
n

a
a

+
+

+

⋅
= = = <

⋅
 για κάθε φυσικό n∈N . 

4. Η σειρά 2
1

2n

n n

+∞

=
∑  δεν συγκλίνει γιατί:  

1

1 22
1 2

2

2

2
2( 1) 2 ( ) .

2 2 ( 1) 1

n

n
n

n n
n

a n nn
a n n

n

+

+
+ ⋅+= = = ⋅

⋅ + +
 

Όµως το όριο της προηγούµενης παράστασης είναι µεγαλύτερο του 1 αφού:   

2 2lim 2 ( ) 2 lim( ) 2 1 2 1.
1 1

n n
n n

⋅ = ⋅ = ⋅ = >
+ +

 

    

5. Η σειρά 
1

10
!

n

n n

+∞

=
∑  συγκλίνει γιατί:  

1

1
1

10
10 ! 10 10 ! 10( 1)! 0 1

10 10 ( 1)! 10 ! ( 1) 1
!

n

n n
n

n n n
n

a n nn
a n n n n

n

+

+
+ ⋅ ⋅ ⋅+= = = = → <

⋅ + ⋅ ⋅ + +
.  

6. Η σειρά 
1

!
n

n

n
n

+∞

=
∑  συγκλίνει γιατί:  

1
1

1

( 1)!
( 1)! ! ( 1)( 1)

! ( 1) ! ( 1) ( 1) ! ( 1)

1 1 1 1 1
( 1) 1 11

n n nn
n

n n n
n

n

n n n

n

n
a n n n n n nn

na n n n n n n
n

n en
n n n

+
+

+

+
+ ⋅ ⋅ + ⋅+= = = = =
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= = = → <
+ +   +   

   

 

7. Η σειρά 
2

n 1

n
n!

+∞

=
∑ συγκλίνει γιατί:  

2

2
1 2 2

2 2

( 1)
( 1) ! 1 ! 1 1( 1)! ( ) ( ) 1 0 0 1

( 1)! ! ( 1) 1
!

n

n

n
a n n n n nn

na n n n n n n n
n

+

+
+ ⋅ + ++= = = ⋅ = ⋅ → ⋅ = <
⋅ + ⋅ + +

 . 
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8. Για την σειρά 
2

n
n 1

n (c 0)
c

+∞

=

>∑ παρατηρούµε ότι: 

2

211 2
2 2 1

( 1)
( 1) 1 1 1 1( ) 1

nnn
n

n
n

n
a n c nc

na n c n c c c
c

+
+

+

+
+ ⋅ +

= = = ⋅ → ⋅ =
⋅

. 

Εποµένως η υπό µελέτη σειρά συγκλίνει όταν c>1 (οπότε 1
c

<1) και αποκλίνει όταν 1c <  (οπότε 

1 1
c
> ). Αποκλίνει επίσης για c=1, αφού τότε η ακολουθία n2 που την παράγει δεν είναι µηδενική.  

9. Για την σειρά 
2 3

2 2 2

2 2 2 ...
2 3 4

+ + + παρατηρούµε ότι: 

Ο γενικός όρος της είναι 2

2
( 1)

n

n +
, αφού  

Για n=1:  
1

2 2 2

2 2 2
( 1) (1 1) 2

n

n
= =

+ +
,  

για n=2:  
2 2

2 2 2

2 2 2
( 1) (2 1) 3

n

n
= =

+ +
,  

για n=3:  
3 3

2 2 2

2 2 2
( 1) (3 1) 4

n

n
= =

+ +
, κ.ο.κ.   

Εφαρµόζοντας έτσι το Κριτήριο του Λόγου έχουµε: 
1

1 2 22
1

2 2

2

2
2 ( 1) 2 1( 2) 2 2 1 2 1

2 2 ( 2) 4 4
( 1)

n

n
n

n n
n

a n n nn
a n n n

n

+

+
+ ⋅ + + ++= = = ⋅ → ⋅ = >

⋅ + + +
+

, 

συνεπώς η σειρά αποκλίνει.  

 

Όπως γίνεται φανερό και από τα προηγούµενα παραδείγµατα, το Κριτήριο του Λόγου είναι 

ιδιαίτερα αποτελεσµατικό σε εκείνες τις περιπτώσεις σειρών όπου οι όροι τους na  είναι µορφής 

που οδηγεί σε απλοποιήσεις όταν κανείς θεωρήσει το πηλίκο 1n

n

a
a
+ .  Κυριότερες περιπτώσεις 

αυτής της κατηγορίας σειρών είναι εκείνες που εµφανίζουν παραγοντικά ή δυνάµεις του n.  
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Ασκήσεις. 
 

1. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις επόµενες σειρές χρησιµοποιώντας το Κριτήριο του Λόγου: 

i.   
1

( 1)( 2)
!n

n n
n

+∞

=

+ +∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

ii.   
2 1

2
1

3 n

n n n

−+∞

= +∑                           (Απάντηση: αποκλίνει) 

iii.   
3

1 (ln 2)n
n

n+∞

=
∑               (Απάντηση: αποκλίνει) 

iv.   
1

( 1) 2
!

n

n

n
n

+∞

=

+ ⋅∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

v.   
1

2
( 2)

n

n n n

+∞

= + ⋅∑               (Απάντηση: αποκλίνει) 

vi.   
1

2
2 1

n

n n

+∞

= −∑                           (Απάντηση: αποκλίνει) 

 

2. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις επόµενες σειρές χρησιµοποιώντας το Κριτήριο της Ρίζας: 

i.   
2

1
(ln )n

n n

+∞

=
∑                           (Απάντηση: συγκλίνει) 

ii.   
1

1

2n

n
n n

−+∞

=
∑                           (Απάντηση: συγκλίνει) 

iii.   2
1

( )
2

n

n

n
n

+∞

= +∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

iv.   
2

( 1)
( 1)n

n

n
n n

+∞

=

+
⋅ −∑               (Απάντηση: συγκλίνει) 

 

3. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις επόµενες σειρές χρησιµοποιώντας το Κριτήριο της Σύγκρισης: 

i.   3
2

1
1n n

+∞

= −∑                           (Απάντηση: συγκλίνει) 

ii.   2
1

2
n

n
n n

+∞

=

+
+∑                           (Απάντηση: αποκλίνει) 

iii.   
1

ln
p

n

n
n

+∞

=
∑                           (Απάντηση: συγκλίνει για p>2) 
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iv.   2
1 3 4n

n
n

+∞

= −∑               (Απάντηση: αποκλίνει) 

v.   
1

1
3 2n

n
n n

+∞

=

+
⋅ −

∑               (Απάντηση: αποκλίνει) 

 

 

 

 


