
Άλγεβρες Heyting και Boole 
 

Ορισµός 1. Έστω (L , ≤) ένα φραγµένο δικτυωτό. Αν για κάθε a, b∈L υπάρχει µέγιστο στοιχείο 

c τέτοιο ώστε a∧c ≤ b τότε το δικτυωτό L λέγεται άλγεβρα Heyting.  

Ορίζουµε το στοιχείο  

a b→  = ∨{x / a ∧ x ≤ b} 

Αν 0 συµβολίζει το ελάχιστο στοιχείο του L , ορίζουµε 

a¬ = a → 0 = ∨{x / a ∧ x ≤ 0} 

Ορισµός 2. Αν για κάθε στοιχείο a µιας άλγεβρας Heyting L ισχύει: 
a a¬¬ =  

τότε η άλγεβρα Heyting L λέγεται άλγεβρα Boole. 

 

Παράδειγµα 1. Η άλγεβρα  2={0,1} µε δύο στοιχεία 0, 1 και 0 ≤ 1 , είναι άλγεβρα  Boole  

Απάντηση. Πράγµατι, η 2 είναι δικτυωτό και υπάρχουν τα στοιχεία 

0→1 = ∨{ x / 0 ∧ x ≤ 1} = ∨{0 ,1} =1 

0→0=  ∨{ x / 0 ∧ x ≤ 0} = ∨{0 ,1} =1 

1→1=  ∨{ x / x ∧ 1 ≤ 1} = ∨{1} =1 

1→0=   ∨{ x / x ∧ 1 ≤ 0} = ∨{0 } =0 

Επίσης  

¬ 0= 0 → 0 =1  και ¬ ¬ 0 = ¬ 1 = 1→ 0 =0 , οπότε ¬ ¬ 0 = 0 

¬ 1 = 1 → 0 = 0  και ¬ ¬ 1 = ¬ 0 = 0 →1 =1, οπότε ¬ ¬ 1 = 1 

 

Παράδειγµα 2. Να δείξετε ότι το δικτυωτό L={0, 1, α, b} είναι µια άλγεβρα Boole.  

Απάντηση. Είναι 

a→0 = ∨{x / a∧x ≤ 0} =  ∨{0, b} = b  

άρα ¬ a = b, ¬ ¬ a =¬ b = b →0 = ∨{ x / b∧x ≤ 0 } = ∨{a , 0} = α, 

οπότε ¬ ¬ a = a. 

Ανάλογα δείχνουµε ότι ¬ ¬ b = b   
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Ακόµη ¬1 = 1 → 0 = ∨{ x /  x∧1 ≤ 0 } = ∨{ 0 } = 0 και 

¬ ¬ 1 = ¬0 = 0 → 0 =  ∨{ x /  x ∧ 0 ≤ 0 } = ∨{a , b, 1} = 1, άρα ¬ ¬1=1 

Εποµένως, το δικτυωτό { 0, a, b, 1} είναι άλγεβρα Boole  

 

Παράδειγµα 3. Να δείξετε ότι το Α={0, a, 1} είναι ένα επιµεριστικό δικτυωτό αλλά δεν είναι 

άλγεβρα Boole.  

 

Απάντηση 

To Α είναι επιµεριστικό δικτυωτό αφού π.χ. 

a ∨ (1 ∧ 0) = a∨0 = a   και   (a ∨ 1) ∧ (a ∨ 0) = 1 ∧ a= a. 

Έχουµε ότι 

a → 0 = ∨{ x /  x ∧  x ≤ o} = ∨{ 0} = 0 , οπότε ¬a = 0 

¬ ¬ a =   ¬0 =0→0 = ∨{ x /  x ∧  0 ≤ 0} =  ∨{ a , 0 ,1} = 1 

δηλαδή  ¬ ¬  a  = 1 ≠ a , άρα το {0,a , 1} δεν αποτελεί άλγεβρα Boole . 

 

 

Παράδειγµα 4. Η διάταξη του διπλανού σχήµατος αποτελεί άλγεβρα Heyting αλλά όχι Boole. 

 

Απάντηση. Ελέγχουµε την ύπαρξη των στοιχείων x y→ . 

Έχουµε για παράδειγµα: 

a → b = ∨{x / a ∧ x ≤ b} = ∨{0} = 0 

b → c = ∨{x /  x∧ b ≤ c} = ∨{a, b, c} = c 

∆ηλαδή αποτελεί άλγεβρα Heyting. 

Αλλά ισχύει  

{ }0 / 0 0c c x c x¬ = → = ∨ ∧ ≤ =  και 

{ }0 / 0 0 1c x x¬¬ = ¬ = ∨ ∧ ≤ = , δηλαδή c c¬¬ ≠ ,  

το οποίο σηµαίνει ότι η άλγεβρα του διπλανού σχήµατος δεν είναι Boole. 
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Ασκήσεις 
 

Άσκηση 1. Nα δείξετε ότι για ένα σύνολο Χ το {P(Χ ) , ∩  , ∪ } είναι άλγεβρα Heyting µε  

A B A B∧ = ∩  και A B A B∨ = ∪  και ¬A = X – A (το συµπληρωµατικό του Α) 

 

Απάντηση. Η επιµεριστική ιδιότητα της τοµής ως προς την ένωση συνόλων (αλλά και της 

ένωσης ως προς τη τοµή) ως γνωστό ισχύει. 

Ακόµη για ,A B X⊆  έχουµε 

A → B  = ∨{ C /  Α ∧ C ≤ Β} = ∨{ C / Α ∩ C ⊆  Β} = Β , αφού Α ∩ Β ⊆Β 

¬Α = Α→0 = ∨{ Β / Α ∩ Β ⊆ ∅} = Χ – Α (αφού Α ∩ Β=∅ , Β⊆ ∅ ) 

¬ ¬Α = ¬ (Χ-Α) =Α ,   A∀ ∈P(Χ), οπότε η άλγεβρα {P(Χ ) , ∩  , ∪ } είναι άλγεβρα Boole. 

 

 

Άσκηση 2. ∆είξτε ότι σε µια άλγεβρα Heyting  a ≤ b  αν και µόνον αν  1 ≤ a → b. 

 

Απάντηση. Έστω ότι  a ≤ b και θα δείξουµε ότι 1 ≤ a → b. 

Είναι 

a → b = ∨{x / a ∧ x ≤ b} = ∨{...., a , b, 1} =1, 

οπότε  1≤1 και ισχύει το ζητούµενο. 

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει 1 ≤ a → b. Θα δείξουµε τότε ότι a ≤ b. 

Έχουµε 

1 ≤ a → b = ∨{x /  a ∧ x ≤ b} = 1 , αφού 1= max της άλγεβρας. ∆ηλαδή 

1= { x /  a ∧ x ≤ b} , οπότε  a ∧ 1 ≤ b απ’ όπου προκύπτει a ≤ b. 

 

Άσκηση 3. Να δείξετε ότι σε µια άλγεβρα Heyting ισχύει πάντοτε  a = 1 → a. 

 

Απάντηση. Ως γνωστό ισχύει 

1→ a = { x / 1∧x ≤ a} = {x / x ≤ a }, 

οπότε  



∨{ x / x ≤ a} = a  και εποµένως  1→ a = a 

 

Άσκηση 4. Να δείξετε ότι σε µια άλγεβρα Heyting ισχύει a ≤ b → c  αν και µόνο αν  b ≤ a → c. 

 

Απάντηση.  Έχουµε 

a ≤ b → c = ∨{ x / b ∧ x ≤ c} 

Επειδή για κάθε x∈{ x / b ∧ x ≤  c}  είναι  x ≤ b → c  προκύπτει ότι και  

a∈{x / b ∧ x  ≤ c} b a a b c⇒ ∧ = ∧ ≤ ⇒  

{ }/b x a x c b a c∈ ∧ ≤ ⇒ ≤ → . 

Εύκολα προκύπτει και το αντίστροφο. 

 

 

Άσκηση 5. Να δείξετε ότι σε µια άλγεβρα  Heyting ισχύει : 

(i) ( ) ( ) ( )a b c a b a c→ ∧ = → ∧ →  

(ii) ( ) ( ) ( )a b c a c b c∨ → = → ∧ →  

 

Απάντηση.  

(i) Έχουµε 

α→(b∧ c) = ∨ { x / a∧ x ≤ b∧ c} = z, 

δηλαδή  

a∧ z ≤ b∧ c
b
c
⎧

≤ ⎨
⎩

  (1) 

Έτσι αν θέσουµε  

{ } 1/a b x a x b z→ = ∨ ∧ ≤ =  

{ } 2/a c x a x c z→ = ∨ ∧ ≤ =  

από τη σχέση (1) προκύπτει 1 2z z z≤ ∧  (2) 

Επίσης 



( )
( )

( )1 2 1 1 2
1 2

1 2 2 1 2

z z z a z z b
a z z b c

z z z a z z c

⎧ ⎫∧ ≤ ⇒ ∧ ∧ ≤⎪ ⎪⇒ ∧ ∧ ≤ ∧ ⇒⎨ ⎬
∧ ≤ ⇒ ∧ ∧ ≤⎪ ⎪⎩ ⎭

 

{ } { }1 2 1 2/ /z z x a x b c z z x a x b c z∧ ∈ ∧ ≤ ∧ ⇒ ∧ ≤ ∨ ∧ ≤ ∧ =  

το οποίο σηµαίνει ότι 1 2z z z∧ ≤ .  (3) 

Από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει 1 2z z z∧ = ,  δηλαδή το ζητούµενο. 

 

(ii)  Έστω z a b c= ∨ → . Τότε επειδή κάθε άλγεβρα Heyting είναι επιµεριστικό δικτυωτό 

έχουµε 

( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( )

1 2 /

/

z z z x a b x c

x a x b x c a z b z c

a z c b z cκαι

∧ = = ∨ ∨ ∧ ≤ =

∨ ∧ ∨ ∧ ≤ ⇒ ∧ ∨ ∧ ≤ ⇒

∧ ≤ ∧ ≤

 

Αν θέσουµε { } 1/a c x a x c z→ = ∨ ∧ ≤ =  και { } 2/b c x b x c z→ = ∨ ∧ ≤ = , τότε από τα 

παραπάνω προκύπτει 1 2καιz z z z≤ ≤  και εποµένως 1 2z z z≤ ∧ . 

Από την άλλη µεριά έχουµε  

( )
( )

( ) ( )1 21
1 2 1 2

2 1 2

a z z ca z c
a z z b z z c

b z c b z z c

⎧ ⎫∧ ∧ ≤∧ ≤ ⎫ ⎪ ⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ ⇒ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ≤⎬ ⎨ ⎬ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∧ ≤ ∧ ∧ ≤⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 

( ) ( ){ }1 2 /z z x a x b x c z⇒ ∧ ≤ ∨ ∧ ∨ ∧ ≤ =  

Έτσι τελικά 1 2z z z∧ = . 

 

 

Άσκηση 6. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 0a a¬ = →  σε µια άλγεβρα Heyting είναι αντιτονική. 

 

Απάντηση. Έστω Α µια άλγεβρα Heyting. Για να είναι η συνάρτηση A A¬⎯⎯→  µε a a→¬  

αντιτονική θα πρέπει για τυχαία ,a b A∈  µε a b≤  να προκύπτει b a¬ ≤ ¬ . ∆ηλαδή να ισχύει 

{ } { }/ 0 / 0x b x x a x∨ ∧ ≤ ≤ ∨ ∧ ≤ . 

Αν όµως { }/ 0x x b x∈ ∧ ≤ , τότε αφού a x b x∧ ≤ ∧  έπεται ότι { }/ 0x x a x∈ ∧ ≤ . Τελικά 

παίρνουµε το ζητούµενο b a¬ ≤ ¬ . 



Άσκηση 7. Να δείξετε ότι σε µια άλγεβρα Heyting ισχύει η εξής ταυτότητα (κανόνας De 

Morgan)  

( )a b a b¬ ∨ = ¬ ∧¬  

 

Απάντηση. Έχουµε µε τη βοήθεια της άσκησης 5 ότι 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0a b a b a b a b¬ ∨ = ∨ → = → ∧ → = ¬ ∧¬ . 

 

 

Άσκηση 8. Να δείξετε ότι σε µια άλγεβρα Boole ισχύουν 

( )
( )

1.

2.

a b a b

a b a b

∧ = ¬ ¬ ∨¬

∨ = ¬ ¬ ∧¬
 

 

Απάντηση. 1) Από το τύπο του De Morgan (ασκ. 7) έχουµε  

( )a b a b a b¬ ¬ ∨¬ = ¬¬ ∧¬¬ = ∧  

2) Με τη βοήθεια πάλι του τύπου του De Morgan και του γεγονότος ότι πρόκειται για άλγεβρα 

Boole παίρνουµε  

( ) ( ) ( )a b a b a b a b⎡ ⎤¬ ¬ ∧¬ = ¬ ¬ ∨ = ¬¬ ∨ = ∨⎣ ⎦ . 


