
1 SÔgklish pragmatik¸n akolouji¸n
Orismìc 1. Mia akoloujÐa (an) (dhl. mia sun�rthsh N → R, me pedÐo oris-
moÔ to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n) lègetai mhdenik    lème ìti sugklÐnei
sto mhdèn   ìti èqei ìrio to mhdèn kai gr�foume

lim
n→∞ an = 0

  apl� an → 0, an

∀ε ∈ R, ∃n0 ∈ N : |an| ≤ ε ∀n ≥ n0

dhlad , k�je for� pou epilègoume mia polÔ mikr  perioq  gÔrw apì to 0 (p�nw
ston �xona twn pragmatik¸n arijm¸n) tìte ìloi oi ìroi thc akoloujÐac, ektìc
enìc peperasmènou pl jouc ìrwn thc (ekeÐnwn me deÐkth < n0), sugkent-
r¸nontai mèsa se aut  th perioq , dhlad  ìloi oi ìroi an0 , an0+1, an0+2, . . ..
An to ìrio thc an eÐnai to 0, o orismìc, exasfalÐzei p�nta thn Ôparxh tou
deÐkth n0.

ParadeÐgmata.

1. An (an) = 1
n
tìte an → 0.

Pr�gmati, arkeÐ gia to tuqaÐo ε ∈ R na broÔme deÐkth n0, tètoio ¸ste
∀n ≥ n0 na sumbaÐnei |an| ≤ ε. 'Estw loipìn

|an| < ε ⇒ | 1
n
| = 1

n
< ε ⇔ 1

ε
< n

ArkeÐ epomènwc na dialèxoume san n0 =
[

1
ε

]
+1, ìpou [x], x ∈ R dhl¸nei

to akèraio mèroc tou x (to megalÔtero akèraio pou den uperbaÐnei ton
x).

2. H akoloujÐa (an) = (−1)n 1
n
eÐnai mhdenik .

Pr�gmati, epeid  |an| = 1
n
, arkeÐ na dialègoume wc n0 =

[
1
ε

]
+ 1 gia

k�je ε ∈ R

3. 'Omoia oi akoloujÐec 1
n2 , 1√

n
eÐnai mhdenikèc.

JewreÐste n0 =
[

1√
ε

]
+ 1 kai n0 =

[
1
ε2

]
+ 1 antÐstoiqa.
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2 Krit ria sÔgklishc pragmatik¸n
akolouji¸n

1. 'Estw limn→∞ an = a kai limn→∞ bn = b, tìte

(aþ)
lim

n→∞ (an + bn) = a + b = lim
n→∞ an + lim

n→∞ bn

(bþ)
lim

n→∞(λ an) = λ a = λ lim
n→∞ an gia k�je λ ∈ R

(gþ)
lim

n→∞ (an bn) = a b = lim
n→∞ an lim

n→∞ bn

(dþ)

lim
n→∞

an

bn

=
a

b
=

limn→∞ an

limn→∞ bn

2. An h akoloujÐa an sugklÐnei tìte kai h akoloujÐa |an| sugklÐnei, dhlad 
an

an → a ⇒ |an| → a

Parat rhsh. To antÐstrofo den isqÔei. Pr�gmati, an an = (−1)n,

tìte |an| → 1 en¸ h an den sugklÐnei. To antÐstrofo isqÔei mìno ìtan
an → 0, afoÔ tìte an an → 0 tìte kai −an → 0 dhlad  |an| → 0

3. Apì ton Orismì 1 thc mhdenik c akoloujÐac prokÔptei

lim
n→∞ an = a ⇔ lim

n→∞(an − a) = 0

4. An limn→∞ an = a kai an ≥ 0, gia k�je n ∈ N , tìte

lim
n→∞

√
an =

√
a =

√
lim

n→∞ an

5. An gia tic akoloujÐec an, bn, cn isqÔoun
{

bn ≤ an ≤ cn

limn→∞ bn = a = limn→∞cn
⇒ lim

n→∞ an = a
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2.1 Sqèsh sugklÐnousac akoloujÐac
me th monìtonh kai th fragmènh akoloujÐa

.
Mia akoloujÐa (an) eÐnai fragmènh an up�rqoun m, M ∈ R tètoioi

¸ste m ≤ an ≤ M , gia k�je n ∈ N . An isqÔei |an| ≤ M , tìte lème ìti h
akoloujÐa an eÐnai apolÔtwc fragmènh. EÐnai fanerì ìti k�je apolÔtwc
fragmènh akoloujÐa eÐnai kai apl� fragmènh.

An gia mia akoloujÐa sumbaÐnei an ≤ an+1 (ant.an ≥ an+1), gia k�je
n1 < n2, tìte h akoloujÐa lème ìti eÐnai aÔxousa (ant. fjÐnousa). Mia
akoloujÐa lègetai monìtonh an eÐnai aÔxousa   fjÐnousa. An ∀n ∈ N isqÔei
an < an+1   an > an+1 tìte lème ìti h akoloujÐa eÐnai gnhsi¸c monìtonh
(gnhsÐwc aÔxousa   gnhsÐwc fjÐnousa antÐstoiqa).

ShmeÐwsh. Gia na elègxoume an mia akoloujÐa (an) eÐnai monìtonh èqoume
3 trìpouc:

1. elègqoume to prìshmo thc diafor�c an+1−an. An an+1−an > 0 h (an)

eÐnai aÔxousa, en¸ an an+1 − an < 0 tìte h (an) eÐnai fjÐnousa. P.q.
oi akoloujÐec an = 1

ns , s ∈ N kai bn = n
n+1

eÐnai gnhsÐwc fjÐnousa kai
gnhsÐwc aÔxousa antÐstoiqa.

2. elègqoume an o lìgoc an+1

an
> 1 (ant. an an+1

an
< 1) opìte h (an) eÐnai

aÔxousa (ant. fjÐnousa). P.q. h an = 3n

n!
eÐnai fjÐnousa.

3. me th mèjodo thc epagwg c, an dhl. ∀n ∈ NsumbaÐnei an+1 > an

(opìte aÔxousa)   an+1 < an (opìte fjÐnousa). KurÐwc qrhsimopoioÔme
th mèjodo aut  ìtan h akoloujÐa dÐnetai me anadromik  sqèsh, p.q.
an+1 = a + a2

n kai a1 = a > 0, h opoÐa eÐnai gnhsÐwc aÔxousa.

IsqÔoun ta epìmena

• k�je sugklÐnousa akoloujÐa (an) → a eÐnai kai fragmènh.

Parat rhsh. Epomènwc, an mia akoloujÐa den eÐnai fragmènh den
mporeÐ na eÐnai sugklÐnousa (na sugklÐnei dhl. se k�poio pragmatikì
arijmì).

• IsqÔei ìti, an limn→∞ an = 0 kai bn eÐnai fragmènh, tìte h akoloujÐa
ginìmeno (an · bn) eÐnai mhdenik , dhlad  (an · bn) → 0.

3



• k�je monìtonh kai fragmènh akoloujÐa eÐnai sugklÐnousa.

Parat rhsh. An h (an) eÐnai aÔxousa (ant. fjÐnousa) kai fragmènh
tìte sugklÐnei. 'Estw limn→∞ an = a. Tìte o a eÐnai èna �nw (ant.
k�tw) fr�gma thc (an).

3 ParadeÐgmata
.

1. Na upologisjoÔn ta ìria:

lim
n→∞

n3 − n2 + 1

n5 + 2n4 − 3
kai lim

n→∞
n4 − 4n3 + n + 6

2n4 + 7n2 + 3n− 1

Ap�nthsh. 'Otan èqoume na upologÐsoume akolouji¸n thc morf c p(n)
qn

,
ìpou p(n), q(n) eÐnai polu¸numa tou fusikoÔ n, tìte ex�goume koinì
par�gonta apì ton arijmht  (ant. paronomast ) th megalÔterh dÔnamh
tou n me thn opoÐa emfanÐzetai se autìn (ant. ston paronomast ).
K�noume qr sh katìpin twn idiot twn (3) kai (4) kai tou gegonìtoc ìti
1

ns
→ 0. 'Etsi èqoume

lim
n→∞

n3 − n2 + 1

n5 + 2n4 − 3
= lim

n→∞
n3

(
1− 1

n
+ 1

n3

)

n5
(
1 + 2

n
− 3 1

n5

) =

lim
n→∞

1

n2
· lim

n→∞
1− 1

n
+ 1

n3

1 + 2
n
− 3 1

n5

→ 0

Me an�logo trìpo brÐskoume ìti

lim
n→∞

n4 − 4n3 + n + 6

2n4 + 7n2 + 3n− 1
= lim

n→∞
n4

(
1− 4 1

n
+ 1

n3 + 6 1
n4

)

n4
(
2 + 7 1

n2 + 2 1
n3 − 1

n4

) =
1

2

2. H akoloujÐa an = n−1
n

, n ∈ N eÐnai aÔxousa kai epeid  an = n−1
n

=

1− 1
n

< 1 eÐnai fragmènh (�nw) apì ton 1. 'Ara sÔmfwna me to krit ri-
o sÔgklishc h eÐnai an sugklÐnei se k�poio arijmì kai m�lista ≤ 1.
EpÐshc, epeid  1 ≤ an ≤ 1 prokÔptei ìti an → 1 (blèpe idiìthta 5).

4



3. AxioshmeÐwtec akoloujÐec wc proc th sÔgklis  touc eÐnai oi epìmenec:

(aþ) an |ω| < 1 tìte isqÔei
lim

n→∞ωn = 0

(bþ)
lim

n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ < 1 ⇒ an → 0

(gþ) an a ∈ R+ kai an = n
√

a tìte an → 1.
'Etsi, an = n

√
n → 1
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