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πληνκόηεξα Μνλνπάηηα
• Απόζηαζε ή θόζηνο ή βάξνο κνλνπαηηνύ ζε βεβαξεκέλα 

γξαθήκαηα:
– Άζξνηζκα ησλ βαξώλ ησλ εκπιεθνκέλσλ αθκώλ

• Αλάγθε ππνινγηζκνύ ησλ ζπληνκόηεξσλ απλών
κνλνπαηηώλ

• Σξηγσληθή αληζόηεηα:

w(x,y)  w(x,z) + w(z,y), (x,y),(x,z),(z,y)E

• Σερληθή σαλαπώζευρ ακμών:
– Γίδνληαη πξνζεγγίζεηο γηα ηηο απνζηάζεηο, νη νπνίεο, πξντόληνο ηνπ 

ρξόλνπ, βειηηώλνληαη, δνθηκάδνληαο κήπσο ε ρξήζε θάπνηαο 
αθκήο «ραιαξώλεη» ηελ αξρηθή εθηίκεζε γηα ηελ θνξπθή-απόιεμε

• Σερληθή σαλαπώζευρ μονοπαηιού:
– ε ρξήζε θάπνηαο αθκήο «ραιαξώλεη» ηελ αξρηθή εθηίκεζε γηα έλα 

κνλνπάηη
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πληνκόηεξα Μνλνπάηηα Μνλαδηθήο 

Πεγήο (ΜΜΠ)
• Το Ζηηούμενο

– Δύξεζε όισλ ησλ ζπληνκόηεξσλ κνλνπαηηώλ 

από κία θνξπθή-πεγή (source) v πξνο ηηο 

ππόινηπεο

– Σα αλσηέξσ κνλνπάηηα ζρεκαηίδνπλ ην δένδπο 

ΣΜΜΠ  κε ξίδα ηελ θνξπθή v
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Αιγόξηζκνο ηνπ Dijkstra

• Κιαζζηθό παξάδεηγκα αιγνξίζκνπ πνπ βαζίδεηαη ζηελ 
απσή ηηρ απληζηίαρ

• Μόλν γηα βεβαξεκέλα γξαθήκαηα θεηικού βάποςρ 
(κόζηοςρ)

• Γηαηεξεί κηα δηακέξηζε ηνπ ζπλόινπ V ησλ θνξπθώλ:
– ζε απηέο πνπ μέξνπκε αθξηβώο ηελ απόζηαζε (S), θαη 

– ζε απηέο πνπ ε γλώζε καο είλαη ειιηπήο θαη πξνζεγγηζηηθή (V-S)

• Δπαλαιεπηηθά,
– αθαηξεί ηελ «θνληηλόηεξε» θνξπθή v από ην δεύηεξν ζύλνιν, 

– εληάζζεη ηελ v ζην πξώην ζύλνιν, 

– δηελεξγεί ραιαξώζεηο επί ησλ εμεξρόκελσλ αθκώλ ηεο v κε 
απνιήμεηο θνξπθέο ηνπ V-S, ώζηε ηο ζύνολο παπςθήρ να είναι 
ενημεπυμένο
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Παξάδεηγκα Dijkstra
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Σημείωζη. Γηα ιόγνπο «νηθνλνκίαο» ρώξνπ, ζηελ νπξά δελ εηθνλίδνληαη νη αξρηθέο ηηκέο-

πξνζέγγηζε ∞ πξνο όιεο ηηο θνξπθέο 
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Απόδεημε Οξζόηεηαο
• Βαζίδεηαη ζηελ απνπζία αξλεηηθώλ αθκώλ:

– Όηαλ κία θνξπθή v επηιέγεηαη σο ε επόκελε πνπ ζα 
πξνζηεζεί, ηόηε ππάγμαηι η απόζηαζη ηηρ από ηην πηγή 
έσει ζςγκλίνει ζηην ηελική ηιμή

– Έζησ suv ην κνλνπάηη πνπ επηζηξέθεη ν 
αιγόξηζκνο. Αο ππνζέζνπκε όηη ππήξρε άιιν 
ζπληνκόηεξν κνλνπάηη γηα ηελ v: sxzv, ην νπνίν 
πεξηιακβάλεη θαη θνξπθέο πνπ εμεηάδεη ν Dijkstra
αξγόηεξα. 

– Άηνπν, γηαηί:
• dis(suv) ≤ dis(sxz) (ιόγσ ηξεμίκαηνο)

• dis(zv) > 0 (ζεηηθά βάξε)

s

v

S V-S

u

x z
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Φεπδνθώδηθαο
Algorithm DijkstraSSSP(graph g, double dis[], vertex s)

1.  pqueue pq = new pqueue();  // η οςπά πποηεπαιόηηηαρ

2.  for (v = 0; v < g.V; v++){ // απσικοποίηζη

3.   dis[v] = INFTY;          

4.   pq.insKey(v,dis[v]); 

5.  }

6.  dis[s] = 0.0; 

7.  pq.decKey(s,dis[s]);

8.  while (!pq.isEmpty()) {    // όζο ςπάπσοςν κοπςθέρ παπςθήρ

9.    v = pq.delmin();  // εκηελείηαι #V θοπέρ

10.   for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())  // έλεγσορ ηυν γειηονικών κοπςθών ηηρ v

11.      if ((dis[v] + x.weight) < dis[w = x.v]){ 

12.        dis[w] = dis[v] + x.weight;  // σαλάπυζη

13.        pq.decKey(w,dis[w]); // ενημέπυζη οςπάρ: #Ε θοπέρ, ηο πολύ

14.        g.T[w] = v;  // πποζθήκη ζηο δένδπο

15.      }

16. }

• Οκνηόηεηα κε Prim, όκσο δηαθνξά ζηνλ ζηόρν (ππνινγηζκό απνζηάζεσλ θαη όρη δέλδξνπ)

• Πολςπλοκόηηηα: κε δπσλπκηθή νπξά O(VlogV+ElogV)=O(ElogV), κε Fibonacci O(VlogV+E)
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

• Γνπιεύεη και κε αξλεηηθά βάξε

• ηεξίδεηαη ζηελ αξρή ραιαξώζεσο:

– Λόγσ αξλεηηθώλ βαξώλ, είλαη δπλαηόλ κία 
αθκή λα ραιαξώζεη πεξηζζόηεξεο από κία 
θνξέο

– Γη’ απηό θαη εθηειεί V-1 βήκαηα ραιάξσζεο, 
εμεηάδνληαο όλερ ηηο αθκέο

– Αλ θαηά ην V-ζηό βήκα ζεκεησζεί ραιάξσζε, 
ηόηε ςπάπσει απνηηικόρ κύκλορ
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Παξάδεηγκα Bellman-Ford
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Παξάδεηγκα Bellman-Ford (ζπλ.)

Καηά ηην διάπκεια 

ηος 3ος και 4ος

βήμαηορ 

σαλάπυζηρ (Σσ. 

(γ)-(δ)), δεν 

ζημειώνεηαι 

καμμία αλλαγή 
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Απόδεημε Οξζόηεηαο
• Με επαγσγή: 

– Καηά ην i-ζην βήκα, νη απνζηάζεηο πνπ 
αλαθαιύπηνληαη, δελ μεπεξλνύλ ηα ζπληνκόηεξα  
κνλνπάηηα ην πολύ i αθκώλ.

Απόδειξη. Έζησ όηη ην ζπληνκόηεξν κνλνπάηη από ηελ 
s πξνο ηελ w, ην πνιύ i αθκώλ, πεξλά από ηελ (v,w). 
Kαηά ην (i+1)-ζηάδην, δνθηκάδνπκε ραιάξσζε ηεο 
(v,w)

• Καμμία αλλαγή: 
– Σόηε, βάζεη επαγσγήο, ε dis(s,w) είλαη ην πνιύ ίζε κε ηελ ζπληνκόηεξε απόζηαζε 

κνλνπαηηνύ ην πνιύ i αθκώλ, άξα θαη ην πνιύ i+1αθκώλ

• Επιηςσήρ σαλάπυζη: 
– Σόηε, ην ζπληνκόηεξν κνλνπάηη από ηελ s ζηελ v έρεη ην πνιύ i αθκέο -

βάζεη επαγσγήο, ε dis(s,v), αθνύ νινθιεξώζεθε θαηά ην i-ζηό ζηάδην, 
πήξε ηηκή πνπ δελ μεπεξλά ην ζπληνκόηεξν κνλνπάηη i, ην πνιύ, αθκώλ

– Άξα, ε απόζηαζε dis(s,w)= dis(s,v) + βάξνο(v,w) δελ μεπεξλά ηελ ηηκή 
ηνπ ζπληνκόηεξνπ κνλνπαηηνύ i+1, ην πνιύ, αθκώλ
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Απόδεημε Οξζόηεηαο (ζπλ.)

– Δπνκέλσο, κεηά ηα V-1 ζηάδηα, όιεο νη 

απνζηάζεηο πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί δελ 

μεπεξλνύλ ην κήθνο ησλ ζπληνκόηεξσλ 

κνλνπαηηώλ V-1 αθκώλ, ην πνιύ (κέγηζην # 

αθκώλ)

– Δάλ θαηά ην V ζηάδην ζεκεησζεί θάπνηα 

κείσζε, ηόηε ζίγνπξα ππάξρεη αξλεηηθόο 

θύθινο, αθνύ ην κνλνπάηη ζα έρεη > V-1 αθκέο
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Φεπδνθώδηθαο
Algorithm BellmanFordSSSP(graph g, vertex s)

1.  double[] dis = new double[g.V];

2.  for (v = 0; v < g.V; v++){  // απσικοποίηζη

3.    dis[v] = INFTY;

4.    g.T[v] = -1;

5.  }

6.  dis[s] = 0;

7.  for (i = 0; i < g.V-1; i++) // Βήμα σαλάπυζηρ, #V-1 θοπέρ ζςνολικά

8.    for (x = 0; x < g.E; x++) // δοκιμή σαλάπυζηρ κάθε ακμήρ, #Ε θοπέρ ζςνολικά

9.      if ((dis[v = g.Edges[x].v]+g.Edges[x].weight) < dis[w = g.Edges[x].w]){

10. dis[w] = dis[v]+g.Edges[x].weight;

11.       g.T[w] = v;

12.     }

13. for (x = 0; x < g.E; x++) // Δοκιμή για απνηηικό κύκλο

14.  if ((dis[g.Edges[x].v]+g.Edges[x].weight) < dis[g.Edges[x].w])

15.    return "αρνητικός κύκλος";

16. return dis;

• Πολςπλοκόηηηα: O(VE)

• Καλύηεπη ςλοποίηζη με οςπά, γιαηί μόνον οι ακμέρ πος καηαλήγοςν ζε κοπςθέρ με 
ανανεωμένη πληποθοπία έσοςν πιθανόηηηα να βεληιώζοςν ηην γνώζη
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ΣΜΜΠ ΣΕ ΚΑΓ

• Σα ΚΑΓ επηηξέπνπλ, ζε γξακκηθό ρξόλν, ηνλ ππνινγηζκό 
ΜΜΠ κε πνιύ απιό ηξόπν:

– Οη θνξπθέο εμεηάδνληαη  θαηά ηνπνινγηθή ζεηξά, 
δνθηκάδνληαο γηα ραιάξσζε όιεο ηηο αθκέο εμόδνπ ηνπο

• Οξζόηεηα πεγάδεη από ηελ ηνπνινγηθή ζεηξά: 

– Δάλ θάπνην κνλνπάηη δελ ήηαλ ζσζηό, ηόηε έζησ v ε 
θνξπθή κε ιαλζαζκέλε απόζηαζε θαη ηνλ κηθξόηεξν 
αξηζκό ηνπνινγηθήο δηαηάμεσο

– Σόηε, εθ’ όζνλ ε απόζηαζε πξνο ηελ v δύλαηαη λα 
κεησζεί, έζησ όηη ην αιεζηλά ζπληνκόηεξν, γηα ηελ v,
κνλνπάηη έρεη ηειεπηαία αθκή ηελ (x,v)

– H x έρεη αξηζκό ηνπνινγηθήο δηαηάμεσο κηθξόηεξν από 
απηόλ ηεο v. Άξα, ην κνλνπάηη από ηελ s ζηελ x έρεη ηελ 
ζσζηή απόζηαζε θαη ε (x,v) δελ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα 
ραιάξσζε (άηνπν)

s x v
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Παξάδεηγκα ΜΜΠ ζε ΚΑΓ
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Φεπδνθώδηθαο

Algorithm dagSSSP(graph g, vertex s);

1.  int[] topsort = topSortList(g, new int[g.V]); // Ο(V+E)

2.  double[] dis = new double[g.V];

3.  for (v = 0; v < g.V; v++){ // # V θοπέρ

4.    dis[v] = INFTY;

5.    g.T[v] = -1;

6.  }

7.  dis[s] = 0.0;

8.  for (i = 0; i < g.V; i++) // σαλάπυζη καηά ηοπολογική διάηαξη

9.    for (x = g.List[v = topsort[i]]; x != null; x = x.getNext()){

10.    if ((dis[v]+x.weight) < dis[w = x.v]){ // # Ε θοπέρ

11. dis[w] = dis[v]+x.weight;

12.       g.T[w] = v;

13.    } 

• Πολςπλοκόηηηα: Ο(V+E)
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πληνκόηεξα Μνλνπάηηα Όισλ 

ησλ Εεπγώλ

• Αηηεί: 

– γηα θάζε δεύγνο θνξπθώλ v,w, ην ζπληνκόηεξν 
κνλνπάηη πνπ ηα ζπλδέεη, εάλ ππάξρεη

• Πξώηε Λύζε: 

– Δθηέιεζε V θνξέο ηνπ αιγνξίζκνπ Dijkstra, κε 
θόζηνο O(VElogV)

– Καιή, εθ’ όζνλ: 

• δελ ππάξρνπλ αξλεηηθά βάξε, θαη 

• ην γξάθεκα είλαη αξαηό
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Αιγόξηζκνο Floyd

• Βαζίδεηαη ζηελ ηερληθή ηνπ Γπλακηθνύ 

Πξνγξακκαηηζκνύ

• Αζθαιήο επηινγή γηα ππθλά γξαθήκαηα

• Οκνηάδεη κε ηνλ Αιγόξηζκν ηνπ Warshall 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κεηαβαηηθήο 

θιεηζηόηεηαο, ώζηε αλαθέξεηαη θαη υρ 

Αλγόπιθμορ Floyd-Warshall



Π. Μπνδάλεο ΣΖΜΜΤ - Αιγόξηζκνη 2014-2015 18

Γεληθή Αξρή

• Δπηβάιιεηαη κία ηςσαία δηάηαμε ζηηο 

θνξπθέο θαη αθνινπζνύλ V βήκαηα

• Καηά ην l-ζηό βήκα, ππνινγίδνληαη όια ηα 

ζπληνκόηεξα κνλνπάηηα πi,j πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ, σο ελδηάκεζεο θνξπθέο, 

μόνο ηηο l πξώηεο, κέζσ ηεο ραιαξώζεσο

dl
i,j =min{dl-1

i,j,d
l-1

i,l+ dl-1
l,j}

li j

l

l

i

j
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Φεπδνθώδηθαο
Algorithm FloydAPSP(graph g, double[][] d, int[][] path)

1.  for (i = 0; i < g.V; i++)

2.    for (j = 0; j < g.V; j++){

3.       d[i][j] = INFTY;

4.       path[i][j] = g.V; 

5.    }

6.  for (i = 0; s < g.V; i++)

7.    for (j = 0; t < g.V; j++)

8.      if ((d[i][j] = g.A[i][j]) < INFTY) 

9.       path[i][j] = j;

10. for (l = 0; l < g.V; l++) // l-ζηο βήμα, #V θοπέρ

11.   for (i = 0; i < g.V; i++)  // για κάθε i,  #V θοπέρ

12.     if (d[i][l] < INFTY)

13.       for (j = 0; j < g.V; j++) // και j, #V θοπέρ

14.         if (d[i][j] > d[i][l]+d[l][j]){

15. d[i][j] = d[i][l]+d[l][j]; 

16. path[i][j] = path[i][l]; // καηαγπαθή ηηρ ππώηηρ κοπςθήρ επί ηος πi,j

17. }

• Πολςπλοκόηηηα: Ο(V3)
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Οξζόηεηα
• Πξνθύπηεη πνιύ εύθνια από ηελ αξρή ηεο 

βέιηηζηεο ππνδνκήο:
– Καηά ην l-ζηό βήκα, ππνινγίδνληαη όια ηα 

ζπληνκόηεξα κνλνπάηηα, απνηεινύκελα αποκλειζηικά
από ελδηάκεζεο θνξπθέο ηνπ ζπλόινπ {0,1,2,...,l}

li j

{0,1,2,...,l-1} {0,1,2,...,l-1}

{0,1,2,...,l}
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• Θεηηθά: 

– ρεηξίδεηαη θαη αξλεηηθά βάξε

– εληνπίδεη αξλεηηθνύο θύθινπο (ζηελ δηαγώλην 
εκθαλίδνληαη αξλεηηθέο ηηκέο),

– αζθαιή επηινγή γηα ππθλά γξαθήκαηα: 

• εμνηθνλνκείηαη έλαο ινγαξηζκηθόο παξάγνληαο ελ 
ζρέζεη κε ηελ επαλαιεπηηθή εθαξκνγή Dijkstra

• Γηαθνξέο κε Warshall:

– Άιινο ν ζηόρνο (1 αληί γηα βάξνο,  αληί γηα 
min θαη  αληί γηα +)

πκπεξάζκαηα
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Αλγόπιθμορ Johnson

• Ζ επηινγή Dijkstra ζπκθέξεη γηα αξαηά 

γξαθήκαηα, όκσο δεν δοςλεύει για απνηηικά 

βάπη

• Johnson: 

– Παξαηήξεζε πσο ππάξρεη ηξόπνο εμαιείςεσο 

αξλεηηθώλ βαξώλ, εθ’ όζον δεν ςπάπσοςν 

απνηηικοί κύκλοι
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Μεηαζρεκαηηζκόο Johnson

• Σα βάξε όισλ ησλ κνλνπαηηώλ κεηαμύ δύν 

θνξπθώλ v, u κεηαβάιινληαη θαηά ηελ ίδηα 

πνζόηεηα w’0-w’k:

w’0+(wi+w’i-w’i+1) - w’k

• Άξα, ηα ζπληνκόηεξα, παξακέλνπλ 

ζπληνκόηεξα…

w0+w’0-w’1
V=Ζ0 z1 z2 u=zk

z3

w1 +w’1-w’2
w2 +w’2-w’3 w3 +w’3-w’4 wk-1 +w’k-1-w’k

w’0 w’1 w’2 w’3 w’k

…
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• Γηα ηελ εμάιεηςε ησλ αξλεηηθώλ βαξώλ, ζε θάζε 
θνξπθή v, νξίδεηαη -σο βάξνο- ε ζπληνκόηεξε 
απόζηαζε από κία θνξπθή-πεγή.

• Γηαθξίλνληαη δύν πεξηπηώζεηο:

– H (x,y) αλήθεη ζην ζπληνκόηεξν κνλνπάηη  sy.

Άξα, ε (x,y) είλαη ε ηειεπηαία αθκή θαη sxy = sy.
πλεπώο, 

w(x,y) + w’(sx) - w’(sy) = w(x,y)-w(x,y) = 0

– H (x,y) δελ αλήθεη ζην ζπληνκόηεξν κνλνπάηη sy. 

Άξα, sxy ≠ sy. Δπνκέλσο,

w’(sx)+w(x,y)  w’(sy)  w(x,y)+w’(sx)-w’(s y)  0

Μεηαζρεκαηηζκόο (ζπλ.)

x y

w’(sx) w’(sy)

w(x,y)
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Παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Johnson

• Bellman-Ford γηα ππνινγηζκό ΜΜΠ ή 

εληνπηζκό θύθινπ- θόζηνο Ο(VE)

• O Bellman-Ford εθαξκόδεηαη από κία πεγή s πνπ 

ζπλδέεηαη κε κεδεληθέο αθκέο. 

– Έηζη εμαζθαιίδνπκε όηη ηα βάξε-απνζηάζεηο ζα είλαη 

πεπεξαζκέλα 

• V θνξέο Dijkstra- θόζηνο Ο(VElogV)=O(V2logV),

εθ’όζνλ είλαη αξαηό
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Ρνέο
• Οξηζκνί

– Γίθηπν Μεηαθνξάο ή Ρνήο

• Βεβαξεκέλν γξάθεκα κε 
ρσξεηηθόηεηεο

• Πεγή, Καηαβόζξα

– Ρνή

• Απεηθόληζε ηηκώλ ζηηο αθκέο, 
θξαγκέλσλ από ηηο αληίζηνηρεο 
ρσξεηηθόηεηεο

• Κνξεζκέλεο, Αθόξεζηεο αθκέο

• Μέγηζηε ξνή

– Σνκή

• Υσξεηηθόηεηα Σνκήο

• Υσξεηηθόηεηα Γηθηύνπ

• Ηζνδπλακία Μέγηζηεο Ρνήο-
Διάρηζηεο Σνκήο 
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Βνεζεηηθέο πλδπαζηηθέο Γνκέο

• Τπνιεηκκαηηθό Γξάθεκα

– Γηα θάζε ξνή αθκήο, 
πεξηέρεη δύν αθκέο: 
ππουθήζευρ θαη 
ακςπώζευρ ποήρ

• Δπαπμεηηθό κνλνπάηη

– Κάζε κνλνπάηη ζην 
ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα 
από ηελ πεγή ζηελ 
θαηαβόζξα, κε ηηκή ξνήο 
ίζε κε ηελ ειάρηζηε ηηκή 
αθκήο

– Βνεζά ζηελ εύξεζε, λέαο, 
βειηησκέλεο ξνήο
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Θεώξεκα Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ
• Ρνή Μέγηζηε αλλ ην αληίζηνηρν ππνιεηκκαηηθό 

γξάθεκα δελ δηαζέηεη επαπμεηηθό κνλνπάηη

– Έζησ κέγηζηε ξνή. Δάλ ππήξρε επαπμεηηθό κνλνπάηη, 
ηόηε ζα ήηαλ δπλαηή ε επαύμεζε (άηνπν)

– Δάλ δελ ππάξρεη επαπμεηηθό κνλνπάηη, νη θνξπθέο 
ρσξίδνληαη ζε δύν ζύλνια V, V’: ην πξώην 
πεξηιακβάλεη ηηο πξνζπειάζηκεο από ηελ πεγή θνξπθέο 
θαη ην δεύηεξν ηηο ππόινηπεο. Σόηε,

• Αθκέο V πξνο V’ θνξεζκέλεο

• Αθκέο V’ πξνο V δίρσο ξνή

• V, V’ ηνκή, όπνπ ε ρσξεηηθόηεηα θξάζζεη ηελ ξνή
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Θεώξεκα Αθέξαηαο Ρνήο

• Δάλ νη ρσξεηηθόηεηεο είλαη αθέξαηεο ηόηε 

θαη ε κέγηζηε ξνή έρεη αθέξαηα ηηκή

– Παξαηεξνύκε όηη ηα επαπμεηηθά κνλνπάηηα 

έρνπλ αθέξαηεο ηηκέο ξνώλ
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Μέζνδνο Ford-Fulkerson

• Βαζίδεηαη ζην ζεώξεκα επαπμεηηθνύ κνλνπαηηνύ:

«όζο ςπάπσοςν επαςξηηικά μονοπάηια, διαλέγοςμε ένα και 

επαςξάνοςμε ηην ποή καηά μήκορ ηος»

• Απνθαιείηαη κέζνδνο, γηαηί δεν πξνζδηνξίδεηαη 

πώο ζα βξεζεί ην επαπμεηηθό κνλνπάηη 

• ηελ ζρεηηθή δεκνζίεπζε, νη Ford-Fulkerson 

είραλ πξνηείλεη γεληθεπκέλν ςάμηκν ζην 

ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα, κε ηςσαία νπξά 

πξνηεξαηόηεηαο
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Αλάιπζε Μεζόδνπ

• Πνιππινθόηεηα Ο(VEM)=O(|f|E)

– ηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, θάζε βήκα ζα 
απμάλεη ηελ ρσξεηηθόηεηα θαηά κία 
κνλάδα. 

– Άξα |f | ςαμίκαηα κνλνπαηηνύ, θόζηνπο 
O(V+E)=O(E). 

– Δπηπιένλ, |f |=O(VM) θαζώο ε ηηκή ηνκήο 
είλαη Ο(VM)

– Σν όξην είλαη ζθισηό (tight), όπσο δείρλεη 
θαη ην δηπιαλό ζηηγκηόηππν, θαη 
τεςδοπολςυνςμικό, γηαηί εμαξηάηαη από 
ηελ |f |

• Άιιν κεηνλέθηεκα: 
– Αζηάζεηα ζπγθιίζεσο ζηελ ηειηθή ξνή, εάλ νη 

ρσξεηηθόηεηεο είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί

220 220

220 220

1
s t

1

2
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Αιγόξηζκνη Edmonds-Karp

• Οη Edmonds-Karp παξαηήξεζαλ πσο, εάλ 

ηα επαπμεηηθά κνλνπάηηα αλαδεηεζνύλ 

– είηε βάζει ηηρ μέγιζηηρ ηιμήρ ποήρ

– είηε βάζει ηος μικπόηεπος πλήθοςρ ακμών, 

ηόηε ε Μέζνδνο Ford-Fulkerson γίλεηαη 

πολςυνςμική
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Παπάδειγμα Μέγιζηηρ Τιμήρ Επαςξηηικού 
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Παξάδεηγκα Μέγηζηεο Σηκήο Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Αλάιπζε
• Σν πιήζνο ησλ επαπμεηηθώλ κνλνπαηηώλ είλαη Ο(ElogM), M κέγηζηε ηηκή 

ρσξεηηθόηεηαο

– Έζησ όηη ε ξνή f’ έρεη ηηκή | f’| θαη | f | είλαη ε ηειηθή ηηκή 

– Τπάξρνπλ ην πνιύ Ε δηαθξηηά επαπμεηηθά κνλνπάηηα, ζπλνιηθήο ξνήο 
| f | -| f’|

– Βάζεη ηεο αξρήο ηνπ πεξηζηεξώλα, ην κέγηζην κνλνπάηη ζα έρεη ηηκή ηοςλάσιζηον
(|f |-| f’|)/E

– Θεσξνύκε ηελ αθνινπζία ησλ επαπμεηηθώλ βεκάησλ ζε ππννκάδεο ησλ 2Δ.  Έζησ 
κία ππννκάδα 2E επαπμεηηθώλ βεκάησλ πνπ δεκηνπξγνύλ ξνέο  f’1, f’2, f’3,…,f’i,… 
θαη  f’ ε ξνή πξηλ ηελ έλαξμή ηεο.  Σόηε,

• Δάλ θάζε έλα από απηά ηα βήκαηα πξνσζεί ξνή ηηκήο ηοςλάσιζηον |f|-|f’|/2E, 
ηόηε ε δηαδηθαζία ηεξκαηίδεη κεηά από 2Ε βήκαηα, ην πνιύ, θαη απηή είλαη ε 
ηειεπηαία ππννκάδα πνπ κειεηνύκε. Γηαθνξεηηθά,

• Δάλ ππάξρεη έζησ θαη έλα επαπμεηηθό βήκα, πρ, ην i-ζην, κε ηηκή ξνήο 
ιηγόηεξε από (| f |-| f’|)/(2E), ηόηε

(| f |-| f’i-1|)/E  | f’
i|-| f’

i-1| < (| f |-| f’|)/(2E)  [(| f |-| f’i-1|)/Ε ]/[ (| f |-| f’|)/Ε]  1/2

• Άξα, ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, κεηά από 2Ε βήκαηα, ππνδηπιαζηάδεηαη ε 
ηηκή ηνπ «βαξύηεξνπ» κνλνπαηηνύ

• Υξόλνο Ο(logE/VV logM Ε(V+E)), M κέγηζηε ρσξεηηθόηεηα αθκήο

– V+E πξάμεηο ζηελ νπξά πξνηεξαηόηεηαο, πρ, E/V-ζσξόο, ζε θάζε έλαλ από ηνπο 
ElogM ππνινγηζκνύο επαπμεηηθνύ κνλνπαηηνύ
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ 
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ 

Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Παξάδεηγκα πληνκόηεξνπ Δπαπμεηηθνύ Μνλνπαηηνύ (ζπλ.)
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Αλάιπζε 

• Οπθόηηηα (Σσεδιάγπαμμα) ηεξίδεηαη ζηηο θάησζη 

παξαηεξήζεηο:

– Ππώηον, ηα ζπληνκόηεξα κνλνπάηηα ζπλερώο απμάλνπλ ζε κήθνο, 
θαη

– Δεύηεπον, θάζε αθκή ηνπ ππνιεηκκαηηθνύ γξαθήκαηνο 
μαλαεκθαλίδεηαη ζε ζπληνκόηεξν κνλνπάηη πνπ είλαη θαηά 2 αθκέο 
κεγαιύηεξν από ηελ πξνεγνύκελε θνξά:

d(u) = d(v) + 1 ≥ d’(v) + 1 = d’(u) + 1 + 1 = d’(u) + 2

– Άξα, ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζπλνιηθά VE/2 επαπμεηηθά κνλνπάηηα

• Υξόλνο O(E(VE))=Ο(VE2)

es
tu v
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• Γηαίζζεζε 

– Γηαηί λα κελ ζηαιεί κε κηαο 
ξνή 5 ζηελ θνξπθή 4;

– Tν s  4 ζα ζπκκεηείρε κόλν κία θνξά, αληί 
ζε 5 δηαθνξεηηθά επαπμεηηθά κνλνπάηηα, κεγέζνπο 1

• Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο

– Πξνζπαζνύκε λα νδεγήζνπκε ζε θνξεζκό ηηο αθκέο, 
δηνρεηεύνληαο όζε ξνή επηηξέπεηαη

– Οη ελδηάκεζεο θνξπθέο κπνξνύλ λα απνζεθεύνπλ 
πιενλάδνπζα ξνή – ραξαθηεξίδνληαη, ηόηε, σο ενεπγέρ 
(αctive)

– Έηζη δεκηνπξγείηαη κία πξνζέγγηζε ξνήο, ε πποποή, ε 
νπνία ζα ζπγθιίλεη ζηελ ηειηθή «θαλνληθή» ξνή

Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο

210 210 210 210

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1s t1 2 3 4

5

6

7

8

9
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Σερληθή Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο (ζπλ.)

• Πξνθεηκέλνπ ε πξνξνή λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε λόκηκε 
ξνή, πξέπεη πξώηα λα θζάζεη ξνή ζηελ θαηαβόζξα θαη, 
θαηόπηλ, ην πιεόλαζκα λα επηζηξαθεί ζηελ πεγή 

• Γειαδή, ππέπει να εξαλειθθούν οι ενεπγέρ κοπςθέρ. Πώο;

– Τπνιεηκκαηηθό γξάθεκα

– πλάξηεζε ύςνπο ζην ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα

• πλάξηεζε ύςνπο

– h(t) = 0

– h(v) ≤ h(u) + 1, (v,u)Er

Π.ρ., h  απόζηαζε από θαηαβόζξα

• Όηαλ h(v) = h(u) + 1, ηόηε ε (v,u) θαιείηαη νόμιμη
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Ηδηόηεηεο

• Σν ύςνο κίαο θνξπθήο v δελ μεπεξλά ην 

κήθνο ηεο ζπληνκόηεξεο απνζηάζεσο από 

ηελ v πξνο ηελ θαηαβόζξα t

– Έζησ v  v1  v2  … t ην ζπληνκόηεξν 

κνλνπάηη. Σόηε:

h(v) ≤ h(v1) + 1 ≤ h(v2) + 2 ≤ … ≤ h(t) + d = 0 + d

• Όηαλ h(v) > V, ηόηε δελ ππάξρεη κνλνπάηη 

από ηελ v πξνο ηελ θαηαβόζξα t (γηαηί;)
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Γεληθό ρεδηάγξακκα Αιγνξίζκσλ 

Πξνξνήο-Πξνσζήζεσο

• Αλαζέηνπκε ύςε βάζεη ησλ ζπληνκόηεξσλ 

κνλνπαηηώλ πξνο θαηαβόζξα

• Φέξνπκε ζε θνξεζκό όιεο ηηο αθκέο ηεο πεγήο

• Όζν ππάξρνπλ ελεξγέο θνξπθέο, επηιέγνπκε κία, 

έζησ v, θαη 

– είηε ζπξώρλνπκε ξνή κέζσ κίαο νόμιμηρ ακμήρ ηεο

– είηε, εάλ δελ ππάξρνπλ λόκηκεο αθκέο, πςώλνπκε ηελ v, 

ώζηε λα είλαη θαηά μία μονάδα ςτηλόηεπη από ηνλ 

σαμηλόηεπό ηηρ γείηονα
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Παξάδεηγκα
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Γηαηί δνπιεύεη;
• Μεραληθό αλάινγν

• ην ππνιεηκκαηηθό γξάθεκα ππάξρεη κνλνπάηη από θάζε ελεξγή 
θνξπθή πξνο ηελ πεγή, ελώ ε πεγή είλαη απνκνλσκέλε από ηελ 
θαηαβόζξα

– Πολύ εύκολα, με επαγυγή, ξεκινώνηαρ από ηο γεγονόρ πυρ, 
απσικά, οδηγούνηαι ζε κοπεζμό αςηέρ ηηρ πηγήρ

– Οι μόνερ πος «βλέπει» η πηγή, έσοςν ύτορ > h(s) (αθού ηηρ 
επιζηπέθοςν ποή)  δεν επικοινυνούν με ηην καηαβόθπα 
(ιδιόηηηα ύτοςρ h(v) ≤ h(u) + 1, (v,u)Er, ζηαθεπό 0)

• Κακκία θνξπθή δελ απνθηά ύςνο κεγαιύηεξν ηνπ 2V

– Η πηγή έσει ύτορ ≤ V, ενώ κάθε ενεπγή κοπςθή v απέσει ηο πολύ 
V-2 ακμέρ από ηην s: v  v1  v2  … s

h(v) ≤ h(v1) + 1 ≤ h(v2) + 2 ≤ … ≤ h(s) + d ≤ V + d ≤ 2V-2

– Όηαν η v καηαζηεί ανενεπγή, ηο ύτορ ηηρ είηε είναι ηο ίδιο είηε 
καηά ένα μεγαλύηεπο από ηον σαμηλόηεπο γείηονά ηηρ. 

s
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Γηαηί δνπιεύεη; (ζπλ.)

• Όηαλ ηεξκαηίδεη:

– δελ ππάξρνπλ ελεξγέο θνξπθέο

– ε πεγή είλαη απνθνκκέλε από ηελ θαηαβόζξα

• Άξα

– δεκηνπξγείηαη θαλνληθή ξνή

– δελ ππάξρνπλ επαπμεηηθά κνλνπάηηα
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Αλάιπζε
• Μέζσ πλαξηήζεσλ Γπλακηθνύ (ζρεδηάγξακκα)

– Φ =  h(v), v ελεξγή
• αξρηθή ηηκή ≤ V×2V

• ηειηθή ηηκή 0

– Πώο κεηαβάιιεηαη ην δπλακηθό
• Α΄ πεξίπησζε: ύςσζε θνξπθήο θαηά c ΓΦ = c. πλνιηθά, 

2V2 (V×2V)

• B΄ πεξίπησζε: δηνρέηεπζε ξνήο. 
– Κνξεζκόο αθκήο: 

ΓΦ = 2V  2V2 Ε (ηπρόλ ελεξγνπνίεζε θνξπθήο απνιήμεσο)

– Αθόξεζηε αθκή:

ΓΦ = -h(v)+h(v)-1 = -1 (γίλεηαη ελεξγή γεηηνληθή w, κε       
h(w)= h(v)-1 ) ή 

ΓΦ = -h(v) (ήδε ελεξγή ε γεηηνληθή w)



Π. Μπνδάλεο ΣΖΜΜΤ - Αιγόξηζκνη 2014-2015 55

Αλάιπζε (ζπλ.)

• ύλνςε

– Αξρηθά: 

Φ = 2V2 

– Μεηαβνιέο: 

+(2V2+2 V2Ε) από αιιαγέο ύςνπο/θνξεζκνύο αθκώλ

– Σειηθά: 

Φ = 0  2V2+2 V2Ε = Ο(V2Ε) αθόξεζηεο πξνσζήζεηο   
(έθαζηε πξνθαιεί ΓΦ ≤ -1)

• Υξόλνο Ο(V2Ε) 
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Σξνπνπνίεζε Goldberg-Tarjan

• Δπηινγή ελεξγήο θνξπθήο γηα πξνώζεζε 

ξνήο κέζσ νπξάο FiFo 

• Όηαλ επηιεγεί ελεξγή θνξπθή, πξνσζείηαη 

ζςνεσώρ ξνή κέζσ λνκίκσλ αθκώλ κέρξη 

– είηε λα θαηαζηεί αλελεξγή 

– είηε λα ηειεηώζνπλ νη λόκηκεο αθκέο, νπόηε 

πξνζαξκόδεηαη ην ύςνο ηεο 
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Παξάδεηγκα
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Παξάδεηγκα (ζπλ.)
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Αλάιπζε

• Πνιππινθόηεηα Ο(V2E)

– Απνδεηθλύεηαη κε ζπλάξηεζε δπλακηθνύ

• Σν όξην είλαη ζθηθηό, όπσο δείρλεη θαη ην 

θάησζη ζρήκα

5

s

t34 2 1

5 5 5
5

5

11 1 11

12345
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Μέγηζηα Σαηξηάζκαηα ζε Γηκειή 

Γξαθήκαηα

• Οξηζκνί

– Κάζε ζύλνιν αθκώλ κε 

δηαδεπγκέλα άθξα

– Μέγηζην, εάλ δελ ππάξρεη άιιν 

πνιππιεζέζηεξν πνπ λα ην πεξηέρεη

V΄ V΄΄

1 5

2

3

4

7

6
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• Αλαγσγή ζε πξόβιεκα ξνήο

– Πξνζζήθε πεγήο s

– Πξνζζήθε θαηαβόζξαο t

– Μνλαδηαία βάξε

• Υξόλνο O((V’+V’’)E), θαζώο 

– ην κέγηζην ηαίξηαζκα έρεη (V’+V’’)/2 αθκέο, ελώ 

– όιεο νη ρσξεηηθόηεηεο ηζνύληαη κε 1  κέγηζηε ξνή (V’+V’’)/2 
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Ρνέο Διαρίζηνπ Κόζηνπο
• Οξηζκνί

– Με θάζε αθκή e ζπζρεηίδεηαη θαη κία ηηκή 
θόζηνπο b(e) αλά κνλάδα ξνήο

– Κόζηνο κίαο ξνήο  f :

f(e)b(e)

– Μία ξνή ραξαθηεξίδεηαη σο ελασίζηος 
κόζηοςρ εάλ επηδεηθλύεη ην μικπόηεπο κόζηορ 
μεηαξύ όλυν ηυν ποών ηηρ ίδιαρ ηιμήρ

– Μέγηζηε ξνή ειαρίζηνπ θόζηνπο ην δεηνύκελν
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• Αλαγθαία ε επέθηαζε ηνπ ππνιεηκκαηηθνύ 
γξαθήκαηνο, ώζηε 

– κε θάζε πξαγκαηηθή αθκή e λα ζρεηίδεηαη θόζηνο 
b(e)

– κε θάζε νπηζζναθκή, θόζηνο -b(e) (θαζώο ηπρόλ 
επηινγή ηεο ειαηηώλεη ην θόζηνο)
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Πξώηε Λύζε
• Υξήζε επαπμεηηθώλ θύθισλ αξλεηηθνύ θόζηνπο

– Η ύπαπξή ηοςρ ζημαίνει δςναηόηηηα μείυζηρ ηος 

κόζηοςρ, συπίρ μεηαβολή ηηρ ηιμήρ ηηρ ποήρ

9, 2, 2
8, 6, 3

7, 7, 3

4, 4, 1

6, 5, 2 4, 4, 1

9, 9, 6

8, 8, 3

6, 3 7, 3

4, 1

1, 2

8, 3

2, 2

4, 1

9, -6

2, 3

7, 2

5, -2
2, -3

s t

1 2

3 4

s t

1 2

3 4

9, 4, 2
8, 8, 3

7, 7, 3

4, 4, 1

6, 3, 2 4, 4, 1

9, 7, 6

8, 8, 3

s t

1 2

3 4

8, 3 7, 3

4, 1

3, 2

8, 3

4, 2

4, 1

7, -6

5, 2

3, -2s t

1 2

3 4

2, 6
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Γηαηί δνπιεύεη;

• Μία ξνή είλαη ειαρίζηνπ θόζηνπο αλλ δελ ππάξρεη 

αξλεηηθόο επαπμεηηθόο θύθινο

– () Δάλ ππάξρεη αξλεηηθόο πξνθαλώο κπνξεί θαλείο 

λα κεηώζεη ην θόζηνο

– () Δάλ ε  f είλαη κέγηζηε, όρη ειαρίζηνπ θόζηνπο, 

αιιά κε ζεηηθνύο θύθινπο, ηόηε επαύμεζε θαηά κήθνο 

ηνπ θύθινπ ζα κείσλε ην θόζηνο, δίρσο λα πεηξαρζεί ε 

ηηκή (άηνπν)

• Πνιππινθόηεηα Ο(BVE), Β αξρηθό θόζηνο κέγηζηεο ξνήο

– Edmonds-Karp: γηα αξρηθή ξνή, θόζηνπο Β

– Bellman-Ford: γηα εληνπηζκό Β, ην πνιύ, αξλεηηθώλ θύθισλ  
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Γεύηεξε Λύζε

• Έζησ ξνή f ειαρίζηνπ θόζηνπο θαη επαπμεηηθό 

κνλνπάηη π ειαρίζηνπ θόζηνπο. Σόηε ε f’: f π f’

είλαη ξνή ειαρίζηνπ θόζηνπο, κε κεγαιύηεξε, 

όκσο, ηηκή ξνήο:
– Δάλ ε f’ δελ είλαη ειαρίζηνπ θόζηνπο, ηόηε πξέπεη λα ππάξρεη 

αξλεηηθόο θύθινο c, κε ηνπιάρηζηνλ κία θνηλή αθκή κε ηελ π

(γηαηί; νη δύν ξνέο δηαθέξνπλ κόλν ζηηο αθκέο π = f’- f θαη, άξα, ζε 

αληίζεηε πεξίπησζε ν θύθινο ζα ππήξρε θαη ζηελ f):

– b(sv)+b(δ)+b(ut) < b(sv)+b(vu)+b(ut), θαζώο 

b(δ)+ b(uv) < 0  b(δ)-b(vu) < 0  b(δ) < b(vu)

δ

e
s tv u

c
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Αλάιπζε

• Πνιππινθόηεηα

– Ο(| f |VE): Bellman-ford γηα ηα ΜΜΠ, βάζεη 

ηεο b

– Ο(| f |ElogV): Δλαιιαθηηθά, γηα αξαηά 

γξαθήκαηα, Johnson


