
Π. Μπνδάλεο ΤΜΗΥΤΔ-Αλάιπζε Αιγνξίζκσλ 

2014-2015

1

Οξηζκνί

• On-line Αλγόριθμος

Κάζε αιγόξηζκνο, ν νπνίνο, δερόκελνο κία 

αθνινπζία αηηήζεσλ, ηελ επεμεξγάδεηαη ζεηξηαθά,

ώζηε λα πεξαηώλεη θάζε αίηεζε πξνηνύ αλαιάβεη 

ηελ εμππεξέηεζε ηεο επόκελεο

• Δελ ελδείθλπηαη θιαζηθή αλάιπζή ηνπο γηαηί,

ελδερνκέλσο, έλαο θαθόβνπινο ρξήζηεο κπνξεί 

λα εκθαλίδεη αθνινπζίεο πνπ νδεγνύλ ηνλ 

αιγόξηζκν ζε ρείξηζηε ζπκπεξηθνξά
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Οξηζκνί (ζπλ.)

• Αλη’ απηνύ, ζπγθξίλεηαη βάζεη ηεο επηδόζεσο 
ελόο off-line ηδεαηνύ αιγνξίζκνπ Ο, ν νπνίνο 
γλωξίδεη όιε ηελ αθνινπζία εμ αξρήο

• Η επίδνζε ηνπ off-line αιγνξίζκνπ Ο εθθξάδεη 
ηελ δπζθνιία (πνιππινθόηεηα) ηεο εηζόδνπ 

• Καηά ζπλέπεηα, κηινύκε γηα c-αληαγσληζηηθό 
αιγόξηζκν ειαρηζηνπνηήζεσο Α, όηαλ, γηα 
νπνηαδήπνηε αθνινπζία εηζόδνπ ζ, ηζρύεη:

fA(ζ) - cfO (ζ) ≤ b,   b ζηαζεξά, ίζσο f(c)
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Οξηζκνί (ζπλ.)

• Οκνίσο, κηινύκε γηα c-αληαγσληζηηθό 

αιγόξηζκν κεγηζηνπνηήζεσο Α, όηαλ, γηα 

νπνηαδήπνηε αθνινπζία εηζόδνπ ζ, ηζρύεη:

fA(ζ) - c-1fO (ζ) ≥ b,   b ζηαζεξά, ίζσο f(c)
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Είδε Αληηπάισλ

• Σπλήζσο, ν off-line ζεσξείηαη σο αντίπαλος, ν νπνίνο: 

– είηε μέξεη ηα πάληα γηα ηνλ ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν Α θαη, 
έηζη, δηαιέγεη ηελ αθνινπζία εηζόδνπ, ώζηε λα ηνλ 
παξαζύξεη ζε ρείξηζηε ζπκπεξηθνξά

– είηε, θαζώο ν Α είλαη ηπραίνο, αιιά πάληνηε απνθαιύπηεη ηηο 
επηινγέο ηνπ, παξαηεξεί ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ Α θαη, βάζεη 
ησλ i-1 επηινγώλ, δηαιέγεη ηελ i-ζηή είζνδν 
(πξνζαξκνδόκελνο-adaptive)

– είηε, θαζώο ν Α είλαη ηπραίνο  θαη δελ απνθαιύπηεη ηηο 
επηινγέο ηνπ, δελ κπνξεί λα θάλεη ηίπνηε άιιν παξά λα 
παξαθνινπζεί ηνλ αιγόξηζκν ζε κία αθνινπζία εηζόδνπ 
(επηιήζκωλ-oblivious)
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Αλαδήηεζε Τηκώλ

• Δνζείζεο κίαο αθνινπζίαο ηηκώλ 

p = <p1,p2,…,pn>, pi[m,M], m,M > 0

απνθαιππηόκελεο ηηκή-πξνο-ηηκή, ν ‘παίθηεο’ αλαδεηεί 
ηελ κέγηζηε (ή ηελ ειάρηζηε ηηκή), κε ηνπο εμήο θαλόλεο:
– Απνδέρεηαη ηελ ηξέρνπζα ηηκή σο ηελ κέγηζηε (ειάρηζηε)

– Απνξξίπηεη ηελ ηηκή, θαη δεηά λα δεη ηελ επόκελε

– Ο ρξνληθόο νξίδνληαο ηνπ παηρληδηνύ είλαη πεπεξαζκέλνο:
• Eάλ δελ επηιέμεη θακκία ηηκή, κέλεη κε ηελ ηειεπηαία pn

• Εθαξκνγέο
– Αλαδήηεζε ηνπ θαιύηεξνπ/εο θαηά ηελ πξόζιεςε πξνζσπηθνύ

– Αλαδήηεζε ρακειόηεξεο ηηκήο αγνξάο

– Η-πιεηζηεξηαζκνί (e-auctions): αλαδήηεζε πςειόηεξεο ηηκήο 
πξνζθνξάο
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Νηεηεξκηληζηηθόο Αιγόξηζκνο- Πνιηηηθή Τηκήο 

Εμαζθαιίζεσο (RRP)

• Απνδνρή ηεο πξώηεο πξνζθνξάο κεγαιύηεξεο ή ίζεο κε: 

νλνκαδόκελεο σο τιμή εξασυαλίσεως

• Ο αιγόξηζκνο είλαη - αληαγσληζηηθόο (θ = Μ/m)

– Έζησ όηη ζηνλ παίθηε πξνζθέξεηαη ε ηηκή εμαζθαιίζεσο:

• Μειινληηθά, ζα ηνπ πξνζθεξζεί Μ θαη, άξα, ν ιόγνο ηεο επηδόζεσο 

είλαη: 

Μ /             =

– Τνπ πξνζθέξεηαη ηηκή ην πνιύ -1, νπόηε ζα κείλεη κε ηελ 

ηειεπηαία ηηκή, ε νπνία, ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, είλαη m:

( -1) / m < / m =

mM

mM

mM

mM mM
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Πνιηηηθή Τηκήο Εμαζθαιίζεσο (RRP) (ζπλ.)

• Ο ιόγνο είλαη ν θαιύηεξνο δπλαηόο

– Θεσξήζηε ηελ αθνινπζία <p1,p2>, κε p1=x < Μ

– Εάλ ν εθάζηνηε αιγόξηζκνο επηιέμεη x, ηόηε ν 

αληίπαινο πξνζθέξεη p2 = Μ, επηηπγράλνληαο ιόγν Μ/x

– Δηαθνξεηηθά, ν αληίπαινο πξνζθέξεη p2 = m, 

επηηπγράλνληαο ιόγν x/m

– Ιζνζθειίδνληαο ηνπο δύν ιόγνπο

Μ/x = x/m, 

πξνθύπηεη ην αηηνύκελν
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Πηζαλνηηθόο Αιγόξηζκνο

• Τν όξην δύλαηαη λα μεπεξαζηεί κε ρξήζε 
ηπραηόηεηαο

• Έζησ RRP(i) ν ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο κε ηηκή 
εμαζθαιίζεσο m2i. Τόηε: 

Επηιέγνπκε, ηζνπίζαλα (κε πηζαλόηεηα 1/k), κία εθ ησλ πνιηηηθώλ 

RRP(1), RRP(2), RRP(3),…, RRP(k)

• Θα δείμνπκε όηη ν αιγόξηζκνο είλαη (l(θ)logθ)-
αληαγσληζηηθόο, κε  

limθ l(θ) = 1

όπνπ, δίρσο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, θ=2k, k N
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Πηζαλνηηθόο Αιγόξηζκνο (ζπλ.) 

• Έζησ όηη ε κέγηζηε ηηκή πνπ ν αληίπαινο επηιέγεη 
είλαη: 

m2i+1-ε  [m2i,m2i+1), 0<ε<1

• Τόηε

Ε[f]=Σi
j=1 (1/k)m2j + Σj>i(1/k)m=m/k(2i+1-2+k-i)

θαζώο: 

– γηα j  i, ε ζηξαηεγηθή ζα δηαιέμεη ηνπιάρηζηνλ ηελ 
ηηκή εμαζθαιίζεσο m2j

– γηα j > i, ζα πεηύρεη ηνπιάρηζηνλ m (ηελ ειάρηζηε)
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Πηζαλνηηθόο Αιγόξηζκνο (ζπλ.)

• Οπόηε, ν ιόγνο είλαη:

(m2i+1-ε)/m/k(2i+1-2+k-i)

< m2i+1/m/k(2i+1-2+k-i) 

= k 2i+1/(2i+1-2+k-i) 

= (2i+1/(2i+1-2+k-i))logθ < l(θ)logθ

κε l(θ) ~ 1 γηα i = (k-2)+1/ln2
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Κξπθή Μλήκε (Caching)

• Γξήγνξε κλήκε k ζέζεσλ (ζειίδσλ) πνπ 
παξεκβάιιεηαη κεηαμύ θύξηαο κλήκεο θαη 
εθαξκνγήο θαη απνζεθεύεη ηηο ηειεπηαίεο 
πξνζπειάζεηο
– Εάλ ππάξρεη, hit! θαη απνθεύγνπκε ηελ πξνζπέιαζε 

ηεο κλήκεο

– Εάλ δελ ππάξρεη, miss! θαη ηελ θέξλνπκε από ηελ 
θύξηα κλήκε

• Εάλ ππάξρεη ρώξνο ζηελ cache, ηόηε ηελ απνζεθεύνπκε ρσξίο 
πξόβιεκα

• Αιιηώο, πξέπεη λα δεκηνπξγήζνπκε ειεύζεξν ρώξν κε ηελ 
έμωζε (eviction) θάπνηαο
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Κξπθή Μλήκε (Caching) (ζπλ.)

• Τν πξόβιεκα εκθαλίδεηαη ζηα ιεηηνπξγηθά, 

αιιά είλαη παξόκνην κε απηό ησλ browsers.

• Κπξίαξρν ζεκείν: ε πνιηηηθή εμώζεσο

– LRU: ε παιαηόηεξα αλαθηεκέλε

– LFU: κε ηελ κηθξόηεξε ζπρλόηεηα αλαθηήζεωο

– FiFo: θαηά ζεηξά ηνπνζεηήζεωο ζηελ κλήκε

– Random Selection: ηπραία επηινγή
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Δπζθνιία caching

• Γηα νπνηνλδήπνηε αιγόξηζκν caching ππάξρνπλ 
απζαίξεηα κεγάιεο αθνινπζίεο αηηήζεσλ ζειίδσλ, 
ηέηνηεο ώζηε ν ιόγνο αληαγσληζηηθόηεηαο λα είλαη 
ηνπιάρηζηνλ όζν θαη ην κέγεζνο k ηεο cache.

– Έζησ όηη νη cache ηνπ νn-line θαη ηνπ off-line
πεξηέρνπλ ηηο ίδηεο k ζειίδεο, ελώ ε πξώηε αίηεζε είλαη 
γηα ζειίδα άγλσζηε (miss)

– Ολνκάδνπκε S ην ζύλνιν απηώλ ησλ k+1 ζειίδσλ

– Η αθνινπζία αηηήζεσλ ζ: 

• αηηείηαη εθείλε ε ζειίδα από ην S πνπ δελ ππάξρεη ζηελ cache
(πάληνηε ππάξρεη ηέηνηα)
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Δπζθνιία caching (ζπλ.)

– Ο off-line ρσξίδεη ηελ ζ ζε κέγηζηεο ππαθνινπζίεο 
(γύξνπο) k δηαθξηηώλ ζειίδωλ, θαη θάζε θνξά δηώρλεη 
απηήλ πνπ ζα δεηεζεί πξώηε ζηνλ επόκελν γύξν. Πρ,

• 4 2          3 |1 4          3 |2 4      1 |3…

• {1,2,3},{1,4,3},{1,4,2}|{3,4,2},{3,1,2},{4,1,2}|{4,1,3}, … (νn-line)

• {1,2,3},{4,2,3},{4,2,3}|{4,1,3},{4,1,3},{4,1,3}| {4,1,2}, …(off-line)

– Άξα:

• O on-line έρεη κία απνηπρία αλά αίηεζε

• O off-line έρεη κία απνηπρία αλά γύξν (δει., κία αλά k 
αηηήζεηο)
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LRU
• Πξνζπαζεί λα εθκεηαιιεπηεί ηελ ρξνληθή «ηνπηθόηεηα» ησλ ζειίδσλ 

γηα λα δηακνξθώζεη πνιηηηθή εμώζεσο

• Αηηεί κία νπξά πξνηεξαηόηεηαο, κε αύμνληεο αξηζκνύο θιεηδηνύ-
αληηπξνζσπεπηηθνύο ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο ηειεπηαίαο ρξήζεο 
(εύθνιν)

• Έρεη απόδνζε: fLRU ≤ kfO + k
– H ζ ρσξίδεηαη ζε ππαθνινπζίεο η0η1η2...ηm ώζηε ε η0 λα πεξηέρεη ην πνιύ k

απνηπρίεο LRU θαη νη ππόινηπεο αθξηβώο k

– Σε θάζε ηi ε off-line πξέπεη λα ζεκεηώλεη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία, κε 
εμαίξεζε ίζσο ηελ η0:

• παξαηεξήζηε πσο ζε θάζε ππαθνινπζία ηi , ιόγσ ηνπ ηξόπνπ ιεηηνπξγίαο ηεο 
LRU, ζα ππάξρνπλ αλαθηήζεηο τουλάχιστον k+1 δηαθεθξηκέλσλ ζειίδσλ

• Καηά ηελ η0, εάλ παξαηεξεζεί δηπιή αλάθηεζε, ηόηε ππάξρνπλ αλαθηήζεηο 
τουλάχιστον k+1 δηαθεθξηκέλσλ ζειίδσλ. Δηαθνξεηηθά, ίζσο ε off-line
γιπηώζεη ηελ απνηπρία

– Εάλ νη δύν cache έρνπλ δηαθνξεηηθά πεξηερόκελα, ηόηε ε off-line πνιηηηθή 
κπνξεί λα γιηηώζεη ην πνιύ k αλαθηήζεηο
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FiFo

• Εύθνιε πινπνίεζε κε κία ιίζηα

• Ίδηα πνιππινθόηεηα κε LRU (παξόκνην 

επηρείξεκα)
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LFU

• Απαηηεί ηελ δπζθνιόηεξε πινπνίεζε (νπξά κεγίζηνπ)

• Δελ είλαη k-αληαγσληζηηθή (!): 

Έζησ ε αθνινπζία

η1= ζ1ζ1...ζ1 ζ2ζ2...ζ2
... ζk-1ζk-1...ζk-1 

ησλ l > k πξνζπειάζεσλ ζε k-1 δηαθνξεηηθέο ζειίδεο θαη 

η2= ζkζk+1ζk ζk+1… ζk ζk+1 

κία αθνινπζία ησλ 2l-2  πξνζπειάζεσλ ζε δύν λέεο ζειίδεο. 

Τόηε, ε ζύλζεηε αθνινπζία αηηήζεσλ

Σ=η1η2

– νδεγεί ηελ LFU, κεηά ηηο πξώηεο l(k-1) αλαθηήζεηο, λα απνηπγράλεη ζε 
θάζε αίηεζε (2l-2, ζπλνιηθά)

– ν βέιηηζηνο λα απνηπγράλεη κία θνξά

– Άξα, θαηά ηελ Σ, ν ιόγνο LFU/off-line = 2(l-1) > l > k

– Έζησ Σ΄= ΣΣΣΣ…ΣΣ απζαίξεηα κεγάιε αθνινπζία. Σε απηήλ, ν ιόγνο 
LFU/off-line > l > k
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LiFo

• Δελ είλαη k-αληαγσληζηηθή (!): 

Έζησ ε αθνινπζία n αλαθηήζεσλ 

η= ζ1ζ2... ζk-1ζkζk+1 ζkζk+1ζk ζk+1…ζk ζk+1 …

Τόηε:

– Η LiFo, κεηά ηελ k-ζηή αίηεζε, απνηπγράλεη ζπλερώο

– H off-line ην πνιύ k+1 θνξέο

– fLiFo/fO ≥ (n-k)/k = n/k-1 > k
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Πνιηηηθή Μαξθαδόξνπ (Marker)

• Τη ηζρύεη (ρσξίο απόδεημε):

Γηα θάζε ηπραίν αιγόξηζκν caching, ππάξρεη αθνινπζία κε 
ιόγν αληαγωληζηηθόηεηαο:

c ≥ Ηk= Σ1 ≤ k ≤ j 1/j

• Πνιηηηθή Μαξθαδόξνπ
– Πξνζπαζεί λα εμνκνηώζεη ηελ πνιηηηθή LRU

• Κάζε ζειίδα έρεη έλα κπηη, αξρηθά ζεκέλν ζηελ ηηκή ‘0’

• Εάλ δεηεζεί κία ζειίδα, ηόηε ην κπηη ηεο γίλεηαη ‘1’

• Εάλ πξέπεη λα εθδησρζεί κία ζειίδα, ηόηε δηαιέγνπκε κία από απηέο 
κε κπηη 0. Εάλ όιεο έρνπλ κπηη 1, ηόηε

– Μεδελίδνπκε όια ηα κπηη

– Δηαιέγνπκε κία ζηελ ηύρε
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Αλάιπζε

• Η πνιηηηθή καξθαδόξνπ είλαη (2logk)-
αληαγσληζηηθή

– Η αλάιπζε γίλεηαη ζε γύξνπο

– Κάζε γύξνο μεθηλά κε όιεο ηηο ζειίδεο λα έρνπλ 
κεδεληθά κπηη, θαη ηειεηώλεη όηαλ όιεο έρνπλ 
ζεκεησζεί κε αλακκέλα κπηη

– Μία ζειίδα ραξαθηεξίδεηαη μπαγιάτικη ή έωλη
(stale) εάλ πξνϋπήξρε ζηελ cache πξν ηνπ 
γύξνπ

– Αιιηώο νωπή (fresh)
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Αλάιπζε (ζπλ.)

– Εάλ θαηά ηνλ i-ζηό γύξν ν καξθαδόξνο ζεκεηώζεη fi
πξνζπειάζεηο λσπώλ ζειίδσλ (fi εμώζεηο, δειαδή) θαη
bi είλαη νη ζειίδεο πνπ ππάξρνπλ κόλνλ ζηελ cache ηνπ 
βέιηηζηνπ αιγνξίζκνπ, ηόηε ν off-line ζα θάλεη 
ηνπιάρηζηνλ fi – bi εμώζεηο

– Επίζεο, ν off-line αιγόξηζκνο πξέπεη λα θάλεη θαη bi+1
αληηθαηαζηάζεηο γηα λα είλαη έηνηκνο γηα ηνλ επόκελν 
γύξν

– Άξα, κε ην πέξαο ηνπ i-ζηνύ γύξνπ, ν off-line έρεη 
δηελεξγήζεη ηνπιάρηζηνλ:

max{fi – bi, bi+1 } ≥ (fi – bi+bi+1 )/2

εμώζεηο
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– Σπλεπώο, ζε όινπο ηνπο γύξνπο ν off-line έρεη δηελεξγήζεη τουλάχιστον

Σ((fi – bi+bi+1)/2) = (bθ+1 –b1)/2 + Σ fi/2

εμώζεηο

– O  καξθαδόξνο ρξεηάδεηαη fi+si εμώζεηο, δει., 
• Απηέο πνπ δελ ππήξραλ πξν ηνπ γύξνπ (θξέζθηεο)

• Σπλ ην κ.ν. si ησλ κπαγηάηηθσλ πνπ ηηο μαλαέθεξε πίζσ, αθόηνπ εθδηώρηεθαλ

– Με θάζε κπαγηάηηθε ζειίδα ζ , έζησ Φζ ε ηπραία κεηαβιεηή δείθηεο πνπ είλαη 1 εάλ ε ζειίδα 
αηηείηαη κεηά ηελ εθδίσμή ηεο, θαη 0 εάλ όρη. Τόηε:

si = Σ Prob[Φζ = 1] 

– Prob[Φζ = 1] ≤ # λσπώλ πνπ ππάξρνπλ κέρξη ηεο αηηήζεσο ηεο ζ / # απξνζπέιαζησλ έσισλ 
(θάζε αίηεζε θξέζθηαο ζειίδαο, δηώρλεη θαη κία κπαγηάηηθε) ≤ fi / # απξνζπέιαζησλ έσισλ 
(κεγηζηνπνίεζε όηαλ όιεο έρνπλ κπεη)

– Καζώο ζεκεηώλνληαη k-fi πξνζπειάζεηο ζε κπαγηάηηθεο ζειίδεο, πξνθύπηεη πσο:

si ≤ fi /k + fi /(k-1) + … + fi /(fi+1) ≤ fi Σ 1/j = fiHk

– Οπόηε,  fm = Σi (fiHk+fi) είλαη ην αλακελόκελν πιήζνο αληηθαηαζηάζεσλ ηνπ καξθαδόξνπ ζε 
όινπο ηνπο γύξνπο 

– Σρεκαηίδνληαο ηνλ ιόγν fm / fO = Σi (fiHk+fi) / ((bθ+1 –b1)/2 + Σ fi/2), κεηά από πξάμεηο, 
βγαίλεη κηθξόηεξνο ή ίζνο ηνπ c logn, c ζηαζεξά

Αλάιπζε (ζπλ.)


