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Τι παρουσιάστηκε έως σήμερα
� Αναλυτικές μέθοδοι επίλυσης προβλημάτων 

βελτιστοποίησης.

� Μέθοδοι γραμμικού προγραμματισμού για την επίλυση 

προβλημάτων με γραμμική αντικειμενική συνάρτηση και 

γραμμικούς περιορισμούς ισότητας ή ανισότητας.



Τι θα παρουσιαστεί
� Μέθοδοι επίλυσης μη γραμμικών προβλημάτων.

� Η συγκεκριμένη διάλεξη θα εστιάσει σε μονοδιάστατα 

προβλήματα, δηλαδή σε προβλήματα με μία μεταβλητή.

� Θα παρουσιαστούν προσεγγίσεις, οι οποίες ανήκουν σε 

κάποια από τις εξής κατηγορίες:

� Μέθοδοι απαλοιφής.

� Μέθοδοι παρεμβολής.



Αριθμητικές μέθοδοι
� Αρκετές αριθμητικές μέθοδοι παράγουν μια σειρά διαδοχικών 

εκτιμήσεων της αντικειμενικής συνάρτησης, επιδιώκοντας να 

προσεγγίσουν το βέλτιστο. Αυτές ονομάζονται επαναληπτικές

και ένας τυπικός τρόπος λειτουργίας είναι ως εξής:

� 1. Εκκίνηση από ένα δοκιμαστικό σημείο X
1
.

� 2. Εύρεση της κατάλληλης κατεύθυνσης αναζήτησης S
i

(ξεκινώντας με i=1), η οποία οδηγεί προς το βέλτιστο.

� 3. Εύρεση του κατάλληλου μήκους βήματος λi
* προς την 

κατεύθυνση S
i
.

� 4. Υπολογισμός του νέου σημείου Xi+1 = Xi + λi
*Si

� 5. Έλεγχος του Xi+1 αν είναι βέλτιστο. Αν είναι τότε 

ολοκληρώνεται η διαδικασία. Αλλιώς τίθεται i = i + 1 και 

επαναλαμβάνεται η διαδικασία στο βήμα 2.







� Η επαναληπτική διαδικασία των διαδοχικών βημάτων 

προς κατεύθυνση Si και μήκος βήματος λi
* είναι 

κατάλληλη τόσο για προβλήματα με περιορισμούς όσο 

και για προβλήματα χωρίς περιορισμούς.

� Η απόδοση των αντίστοιχων μεθόδων εξαρτάται από την 

απόδοση των μεθόδων εκτίμησης της κατεύθυνσης Si και 

του μήκους βήματος λi
*.

� Η συγκεκριμένη διάλεξη θα εστιάσει στις μεθόδους 

εκτίμησης του μήκους βήματος λi
*.

� Οι επόμενες 2 διαλέξεις θα αφιερωθούν στις μεθόδους 

εύρεσης της κατεύθυνσης Si.



Εύρεση του κατάλληλου λi
*

� Έστω f(X) η αντικειμενική συνάρτηση που απαιτεί 

ελαχιστοποίηση.

� Θέλουμε να βρούμε το λi
* , το οποίο ελαχιστοποιεί τον 

επόμενο υπολογισμό f(Xi+1)=f(Xi+λiSi)

� Το υφιστάμενο σημείο Xi και η κατεύθυνση Si είναι 

καθορισμένα με συγκεκριμένες τιμές.

� Επομένως το πρόβλημα απλοποιείται στη μορφή 

f(Xi+1)=f(λi)

� Αφού υπάρχει μόνο μία μεταβλητή (το λi) το πρόβλημα 

είναι μονοδιάστατο. Υπάρχουν πολλές μέθοδοι επίλυσης 

μονοδιάστατων προβλημάτων βελτιστοποίησης. 



Μέθοδοι επίλυσης μονοδιάστατων 

προβλημάτων βελτιστοποίησης



Αναλυτικές vs Αριθμητικές
� Στις πρώτες διαλέξεις παρουσιάστηκε η αναλυτική επίλυση 

προβλημάτων βελτιστοποίησης με τη χρήση του διαφορικού 

λογισμού για συναρτήσεις που είναι συνεχείς και διπλά 

παραγωγίσιμες. Ο υπολογισμός της τιμής της αντικειμενικής 

συνάρτησης είναι το τελευταίο βήμα της διαδικασίας. Πρώτα 

καθορίζονται οι βέλτιστες τιμές των μεταβλητών απόφασης 

και έπειτα υπολογίζεται η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

� Στην αριθμητική προσέγγιση ακολουθείται αντίθετη 

διαδικασία. Πρώτα υπολογίζεται η τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης για διάφορους συνδυασμούς των μεταβλητών 

απόφασης. Έπειτα εξάγονται συμπεράσματα ως προς τη 

βέλτιστη λύση.



Σχόλια
� Οι αριθμητικές μέθοδοι χωρίζονται σε 2 κατηγορίες: τις 

μεθόδους απαλοιφής και τις μεθόδους παρεμβολής.

� Οι μέθοδοι απαλοιφής μπορούν να χρησιμοποιηθούν και 

για συναρτήσεις που δεν είναι συνεχείς.

� Οι τετραγωνικές και οι κυβικές μέθοδοι παρεμβολής 

περιλαμβάνουν πολυονομικές προσεγγίσεις μιας 

δεδομένης συνάρτησης.







Μέθοδοι απαλοιφής



Μέθοδος σταθερού βήματος
� Η πιο βασική μέθοδος είναι να χρησιμοποιηθεί σταθερό 

μήκος βήματος και να μετακινηθεί η αναζήτηση από το 

αρχικό σημείο προς την επιθυμητή κατεύθυνση (θετική ή 

αρνητική).

� Το μήκος βήματος πρέπει να είναι σχετικά μικρό ανάλογα 

με την επιθυμητή ακρίβεια των αποτελεσμάτων.

� Αυτή η μέθοδος είναι απλή στην εφαρμογή, αλλά δεν 

είναι αποδοτική για αρκετές περιπτώσεις.



Περιγραφή μεθόδου σταθερού βήματος



Σχόλια για τη μέθοδο σταθερού βήματος
� Είναι απλή στην εφαρμογή μέθοδος.

� Ο σημαντικός περιορισμός εφαρμογής της μεθόδου 

προκύπτει από την απεριόριστη περιοχή στην οποία 

μπορεί να υφίσταται η βέλτιστη λύση.

� Π.χ. ας υποθέσουμε ότι το βέλτιστο σημείο βρίσκεται στη 

θέση xopt = 50 000. Αφού δεν γνωρίζουμε τη θέση του 

εξαρχής θέτουμε ως αρχικό σημείο το x = 0 και μήκος 

βήματος s = 0.01 .Αυτό σημαίνει ότι απαιτούνται                

5 000 001 υπολογισμοί για την εύρεση του βέλτιστου.



Μέθοδος επιταχυνόμενου 

μήκους βήματος
� Μια προφανή βελτίωση της μεθόδου σταθερού βήματος 

μπορεί να επιτευχθεί αυξάνοντας το μήκος βήματος έως ότου 

περιοριστεί η θέση της βέλτιστης λύσης.

� Μια απλή μέθοδος προτείνει το διπλασιασμό του μήκους 

βήματος έως ότου σταματήσει να βελτιώνεται η τιμή της 

αντικειμενικής συνάρτησης. Αρκετές ακόμη βελτιώσεις της 

μεθόδου έχουν προταθεί. Μια δυνατότητα είναι η μείωση του 

μήκους βήματος κατόπιν του περιορισμού του βέλτιστου 

μεταξύ 2 τιμών (xi-1 , xi). Ξεκινώντας είτε από το xi-1 είτε από 

το xi μπορεί να συνεχιστεί η διαδικασία έως ότου η θέση του 

βέλτιστου περιοριστεί σε πολύ μικρή περιοχή.







Εξαντλητική αναζήτηση (exhaustive search)







Μέθοδοι διαδοχικής αναζήτησης

(Sequential search)
� Αναζήτηση διχοτόμησης (dichotomous search)

� Μέθοδος χρυσής τομής (golden section method)

� Μέθοδος Fibonacci

� Σ’ αυτές τις μεθόδους το αποτέλεσμα ενός σημείου 

επηρεάζει τη θέση της επόμενης αναζήτησης.



Αναζήτηση διχοτόμησης (dichotomous search)





















Μέθοδος Fibonacci
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Το x6 λίγο πιο δεξιά από το x4 λόγω στρογγυλοποιήσεων δεκαδικών

και με λίγο μεγαλύτερο f(x) (Έπρεπε x4=x6)
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Μέθοδος της χρυσής τομής













Σύγκριση μεθόδων απαλοιφής



Τελικό εύρος ανάλογα με το πλήθος 

υπολογισμών της αντικειμενικής συνάρτησης



Πλήθος απαιτούμενων υπολογισμών της αντικειμενικής 

συνάρτησης για δεδομένη ακρίβεια αποτελέσματος



Μέθοδοι παρεμβολής



Μέθοδοι παρεμβολής



Εύρεση του κατάλληλου λi
*

� Έστω f(X) η αντικειμενική συνάρτηση που απαιτεί 

ελαχιστοποίηση.

� Θέλουμε να βρούμε το λi
* , το οποίο ελαχιστοποιεί τον 

επόμενο υπολογισμό f(Xi+1)=f(Xi+λiSi)

� Το υφιστάμενο σημείο Xi και η κατεύθυνση Si είναι 

καθορισμένα με συγκεκριμένες τιμές.

� Επομένως το πρόβλημα απλοποιείται στη μορφή 

f(Xi+1)=f(λi)

� Αφού υπάρχει μόνο μία μεταβλητή (το λi) το πρόβλημα 

είναι μονοδιάστατο. 





Τετραγωνική μέθοδος παρεμβολής
� Αυτή η μέθοδος παρεμβολής χρησιμοποιεί μόνο τις τιμές 

της συνάρτησης. Επομένως είναι κατάλληλη για την 

ελαχιστοποίηση του μήκους βήματος λ* για συναρτήσεις, 

στις οποίες οι παράγωγοι δεν είναι διαθέσιμοι ή είναι 

δύσκολο να υπολογιστούν.

� Η μέθοδος προσαρμόζει καμπύλη 2ου βαθμού (τετραγωνική) 

σε 3 γνωστά σημεία της αντικειμενικής συνάρτησης. Η 

βέλτιστη θέση στην προσαρμοσμένη καμπύλη υπολογίζεται 

εύκολα αναλυτικά. Συγκρίνεται η τιμή της προσαρμοσμένης 

καμπύλης σε σχέση με την τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης και αν απέχουν αρκετά η διαδικασία 

επαναλαμβάνεται μέχρι να συγκλίνουν επαρκώς.

� Η μέθοδος εφαρμόζεται σε 3 στάδια.



Στάδιο 1ο τετραγωνικής μεθόδου παρεμβολής

� Το διάνυσμα S (της κατεύθυνσης) κανονικοποιείται, ώστε 

βήμα μήκους λ=1 να είναι αποδεκτό.

� Για μονοδιάστατα προβλήματα δεν απαιτείται.



Στάδιο 2ο τετραγωνικής μεθόδου παρεμβολής

� Επιλογή 3 σημείων για την προσαρμογή καμπύλης 2ου

βαθμού της μορφής 

� Για την εφαρμογή απλής διαδικασίας επιλέγονται ως 3 

σημεία για λ=0, λ=t και λ=2t, όπου t είναι η προεπιλογή του 

μήκους βήματος.

� προσαρμόζεται καμπύλη 2ου βαθμού (τετραγωνική) σ’ αυτά 

τα σημεία και υπολογίζεται η βέλτιστη θέση της 

προσαρμοσμένης καμπύλης



Στάδιο 3ο τετραγωνικής μεθόδου παρεμβολής

� Ελέγχεται η σύγκλιση.

� Συγκρίνεται η τιμή της προσαρμοσμένης καμπύλης σε 

σχέση με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

� Αν απέχουν αρκετά η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρι να 

συγκλίνουν επαρκώς.

� Υπάρχουν διάφοροι τρόποι εκτίμησης της σύγκλισης που θα 

αναφερθούν παρακάτω.



Υπολογισμός της καμπύλης προσαρμογής 2ου βαθμού

� Στο 2ο στάδιο υπολογίζεται η καμπύλη 2ου βαθμού που θα 

περνάει από τα 3 σημεία και θα προσεγγίζει την 

αντικειμενική συνάρτηση. Αυτό γίνεται σύμφωνα με τους 

τύπους που προκύπτουν από τη διαδικασία που 

περιγράφεται στη συνέχεια.







Οι παραπάνω συντελεστές καθορίζουν την καμπύλη προσαρμογής:









Σύγκλιση βέλτιστου
� Στο 3ο στάδιο ελέγχεται η σύγκλιση.

� Μπορούν να γίνουν διάφορες δοκιμασίες π.χ.

� Έλεγχος του αποτελέσματος της προσαρμοσμένης 

καμπύλης σε σχέση με την τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης στο ίδιο σημείο αν διαφέρουν λιγότερο από 

κάποιο κριτήριο ε1:

� Εναλλακτικά μπορεί να ελεγχθεί αν η παράγωγος της 

αντικειμενικής είναι κοντά στο μηδέν. Σ’ αυτή τη μέθοδο 

δεν εκτιμώνται οι παράγωγοι, οπότε μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί ένας τύπος πεπερασμένων διαφορών:



Κατόπιν του ελέγχου σύγκλισης
� Αν το κριτήριο σύγκλισης επαρκεί τότε η επαναληπτική 

διαδικασία σταματάει.

� Αν δεν συγκλίνει το αποτέλεσμα τότε επιλέγονται τα 

καλύτερα 3 σημεία και προσαρμόζεται νέα καμπύλη 2ου

βαθμού σ’ αυτά.

� Για να επιλεχθούν τα 3 καλύτερα σημεία παρουσιάζονται 

παρακάτω οι 4 δυνατές περιπτώσεις.

� Έπειτα συνοψίζονται οι κανόνες επιλογής των 3 σημείων 

σε πίνακα.





� Ανάλογα με τον παρακάτω πίνακα επιλέγονται τα 3 νέα 

σημεία προσαρμογής:



� Υποτίθεται ότι γνωρίζουμε την κατεύθυνση του ελαχίστου

(το S υποτίθεται είναι γνωστό)

� Επιλογή αρχικού σημείου για λ=0

� Επιλογή 2ου σημείου για λ=t0=0.5









Προσαρμογή τετραγωνικής καμπύλης 

(2ου βαθμού) στα 3 σημεία
� Χρήση των τύπων για την προσαρμογή καμπύλης και την 

εύρεση του ελαχίστου της καμπύλης.

� Άρα η καμπύλη (2ου βαθμού) που περνά από τα 3 σημεία 

είναι: h(λ) = 90x2 – 204x + 5

� Με ελάχιστο στο λ*= 1.135     και h(λ*)= -110.9





Έλεγχος σύγκλισης

� Η βέλτιστη τιμή της προσαρμοσμένης καμπύλης h(λ) 

απέχει αρκετά από την τιμή της αντικειμενικής f(λ). Άρα 

πρέπει να επαναληφθεί η διαδικασία προσαρμογής νέας 

καμπύλης.





Επανάληψη προσαρμογής
� Ανάλογα με τον παρακάτω πίνακα επιλέγουμε τα νέα 

σημεία προσαρμογής:



� Άρα η νέα καμπύλη είναι: h(λ)= 125.3x2 – 417x + 288

� και h(λ*=1.661)= -59.7



Νέα σημεία για προσαρμογή καμπύλης



Νέα σημεία για προσαρμογή καμπύλης





Έλεγχος σύγκλισης





Κυβική μέθοδος παρεμβολής
� Αυτή η μέθοδος παρεμβολής χρησιμοποιεί τις παραγώγους 

της συνάρτησης.

� Η μέθοδος προσαρμόζει καμπύλη 3ου βαθμού (κυβική) στην 

αντικειμενική συνάρτηση.

� Η μέθοδος εφαρμόζεται σε 3 στάδια.



Στάδιο 1ο κυβικής μεθόδου παρεμβολής

� Το διάνυσμα S (της κατεύθυνσης) κανονικοποιείται, ώστε 

βήμα μήκους λ=1 να είναι αποδεκτό.

� Για μονοδιάστατα προβλήματα δεν απαιτείται.



Στάδιο 2ο κυβικής μεθόδου παρεμβολής

� Καθορισμός του κάτω και άνω ορίου του βέλτιστου μήκους 

βήματος λ*.

� Απαιτείται να βρεθούν 2 σημεία Α και Β, στα οποία η κλίση 

df/dλ έχει διαφορετικά πρόσημα.

� Είναι γνωστό ότι                                αφού το διάνυσμα 

κατεύθυνσης S θεωρείται ότι έχει φορά προς την 

ελαχιστοποίηση

� Τυπικά επιλέγεται Α=0 και επιδιώκεται να βρεθεί λ=Β, όπου 

η κλίση df/dλ είναι θετική. Τίθεται λ ίσο με t0, 2t0, 4t0, 8t0… 

έως ότου η παράγωγος να είναι μη αρνητική, όπου t0 το 

προκαθορισμένο αρχικό μήκος βήματος.



Στάδιο 3ο κυβικής μεθόδου παρεμβολής

� Επιλογή των οριακών σημείων Α και Β για την προσαρμογή 

καμπύλης 3ου βαθμού της μορφής 

� προσαρμόζεται καμπύλη 3ου βαθμού (κυβική) σ’ αυτά τα 

σημεία και υπολογίζεται η βέλτιστη θέση της 

προσαρμοσμένης καμπύλης.



Στάδιο 4ο κυβικής μεθόδου παρεμβολής
� Ελέγχεται η σύγκλιση.

� Συγκρίνεται η τιμή της προσαρμοσμένης καμπύλης σε 

σχέση με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

� Αν απέχουν αρκετά η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρι να 

συγκλίνουν επαρκώς.

� Η εκτίμηση της σύγκλισης υλοποιείται με τα παρακάτω 

κριτήρια:

� Αν δεν υπάρχει σύγκλιση τότε επιλέγονται τα καλύτερα 2 

σημεία μεταξύ των Α, Β και λ* και η διαδικασία 

επαναλαμβάνεται μέχρι να επέλθει σύγκλιση.







Προσαρμογή της κυβικής συνάρτησης



















Μέθοδος Newton ή Newton-Raphson











Μέθοδος Quasi-Newton







Μέθοδος Secant













Πώς να βελτιωθεί η αποδοτικότητα 

και η αξιοπιστία των μεθόδων



Σύγκριση μεθόδων


